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0 はじめに

このノートは 2019年 6月の京都大学での集中講義のために作成したものである．「よい教科書」には
なっていないと思うので，きちんと勉強されたい方は引用した文献を参照されることを強くお勧めする．

0.1 このノートでの約束等

• 圏論のごく初歩的な内容は仮定する．つまり，圏の定義，基本的な圏の例（集合の圏，位相空間の
圏，群の圏など），関手，自然変換などは仮定する．極限についても知っている方が読みやすいと
思われるが，なるべく説明する．

• 位相空間の間の「写像」は特に断らない限り「連続写像」を意味するものとする．

• ホモトピーや基点を保つホモトピー，写像のホモトピー類，ホモトピー集合，ホモトピー同値写
像，ホモトピー群，位相空間のホモロジー群・コホモロジー環などについても仮定する．

• 基点付き位相空間の基点は混乱の無いときは ∗で表す．基点付き位相空間の間の「写像」は特に断
らない限り「基点を保つ連続写像」を意味するものとする．また，基点付き位相空間のホモトピー
群の基点は断らない限り与えられた基点とする．

• I = [0, 1] ⊂ R: 単位閉区間．

• Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x2
1 + · · · + x2

n ≤ 1}: 単位球体，D0は一点集合．

• S n−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x2
1 + · · · + x2

n = 1} ⊂ Dn: 単位球面，S −1は空集合．

これらの内容に関するよい教科書はたくさんあるが，有名なもののひとつとして [May99]を挙げてお
く．第 1節の内容も [May99]にほぼ含まれている．

1 準備：ホモトピーファイバー列

1.1 Serreファイブレーション

定義 1.1. 位相空間の間の写像 f : X → Y が Serreファイブレーションであるとは，写像G : I × In → Y，
g0 : In → Xに対し，f g(t) = G(0, t)が任意の t ∈ Inに対して成り立つならば，次を満たす写像 g : I× In → X
が存在することである．

• 任意の t ∈ Inに対し g(0, t) = g0(t)，
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• 任意の (s, t) ∈ I × Inに対し f g(s, t) = G(s, t)．

注意 1.2. Serreファイブレーションは全射とは限らない．

注意 1.3. 定義に現れる条件を次のような可換図式で書く．

In

(0,id)
��

g0 // X

f
��

I × In
G

//

g
<<

Y

この図式を使って条件を説明すると，外側の四角形が可換であるとき，点線の写像が存在して，ふたつ
の三角形も可換になる，となる．

例 1.4. 空集合からの写像 ∅ → Xは Serreファイブレーション．

例 1.5. p : E → Bが局所自明ファイブレーション（ファイバー束）とは，任意の b ∈ Bに対し，bの近傍
U ⊂ Bが存在して同相写像 ξ : p−1(U) → U × p−1(b)が存在して，任意の e ∈ p−1(U)に対し，ξ(e)の第 1
成分が p(e)となること．局所自明ファイブレーションは Serreファイブレーションである．

問題 1.1. 局所自明ファイブレーションが実際に Serreファイブレーションになっていることを確認せよ．

命題 1.6 (ホモトピー長完全列). 基点付き空間の間の写像 f : X → Y は Serreファイブレーションとし，
F = f −1(∗)とおき，包含写像を i : F → Xと書く．このとき，自然な準同型 ∂ : πn(Y)→ πn−1(F)が存在し
て，次は完全列となる：

· · · → πn(F)
i∗−→ πn(X)

f∗−→ πn(Y)
∂−→ πn−1(F)→ · · · → π1(X)

f∗−→ π1(Y)
∂−→ π0(F)

i∗−→ π0(X)
f∗−→ π0(Y)

ただし，群以外の対象を含む 3項の完全性は以下を意味することとする．

• ∂ : π1(Y)→ π0(F)はある作用 ρ : π0(F) × π1(Y)→ π0(F)によって ∂(α) = ρ(∗, α)と書ける．

• π1(X)
f∗−→ π1(Y)

∂−→ π0(F)が完全とは，ρ(−, α)が恒等写像となることと f∗(β) = αなる β ∈ π1(X)が
存在することが同値であること．

• π1(Y)
∂−→ π0(F)

i∗−→ π0(X)が完全とは，i∗(α) = i∗(α′)となることと α′ = ρ(α, β)なる β ∈ π1(Y)が存在
することが同値であること．

• π0(F)
i∗−→ π0(X)

f∗−→ π0(Y)が完全とは， f∗(α) = ∗となることと i∗(β) = αなる β ∈ π0(F)が存在する
ことが同値であること．

また，∂の自然性は次を意味する．すなわち，Serreファイブレーション f : X → Y, f ′ : X′ → Y ′に対し，
可換図式

X //

f
� �

X′

f ′

��
Y // Y ′

があるとき，Y → Y ′とファイバーの間の写像 F → F′の誘導写像は次の図式を可換にする．

πn(Y)

��

∂ // πn−1(F)

��
πn(Y ′)

∂
// πn−1(F′)
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注意 1.7. ∂の自然性から，Serreファイブレーションの間の写像があるとき，次の可換図式を得る．

· · · // πn+1(Y) //

��

πn(F) //

��

πn(X) //

��

πn(Y) //

��

· · ·

· · · // πn+1(Y ′) // πn(F′) // πn(X′) // πn(Y ′) // · · ·

引き戻しに関する議論を後で使うので，復習しておく．

定義 1.8. 位相空間の次の可換図式を考える．

A h //

j
��

X

f
��

B g
// Y

この図式が引き戻しであるとは，

B ×Y X = {(b, x) ∈ B × X | g(b) = f (x)}

とするとき，a 7→ ( j(a), h(a))で定まる A→ B ×Y Xが同相写像であること．

命題 1.9. 位相空間の次の引き戻し図式を考える．

A h //

j
��

X

f
��

B g
// Y

このとき， f が Serreファイブレーションならば， jも Serreファイブレーション．

問題 1.2. このことを証明せよ．

1.2 CW複体

定義 1.10. 位相空間 Xが CW複体であるとは，次を満たす部分集合の列（相対位相をもつ）

∅ = X−1 ⊂ X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ X

が存在すること．

• 各 n ≥ 0に対し，球面 S n−1からの写像の族 {ϕλ : S n−1 → Xn−1}λ∈Λn が存在して，

Xn � Xn−1 ∪⨿λ∈Λn ϕλ

⨿
λ∈Λn

Dn

となる．ただし右辺には商位相が入っており，�は同相を表す．

• X =
∪

n≥−1 Xnであり，Xはこの部分集合族に関する商位相をもつ．

注意 1.11. X−1として任意の部分集合をとることを許すと，相対 CW複体の定義を得る．
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定義 1.12. 位相空間の間の写像 f : X → Yが弱ホモトピー同値写像とは，X , ∅のときは任意の点 x0 ∈ X
に関するホモトピー群への誘導写像

f∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, f (x0))

が全単射となること．X = ∅のときは Y = ∅となること．

注意 1.13. ホモトピー同値写像は弱ホモトピー同値写像だが，その逆は正しくない．

問題 1.3. CW複体からHawaiian earingと呼ばれる空間には弱ホモトピー同値写像は存在するが，逆向き
の弱ホモトピー同値写像は存在しない．このことを証明せよ（Hawaiian earingの定義は各自で調べよ）．

命題 1.14. 任意の位相空間 Xに対し，CW複体 Y からの弱ホモトピー同値写像 Y → Xが存在する．

定理 1.15 (J.H.C.Whitethead). CW複体の間の弱ホモトピー同値写像はホモトピー同値写像である．

定義 1.16. 位相空間 X と Y が弱ホモトピー同値であるとは，CW複体 Z と弱ホモトピー同値 Z → X,
Z → Y が存在することとする．

Serreファイブレーションは定義の中で立方体の「被覆ホモトピー性質」を仮定したが，実は立方体だ
けでなく，すべての CW複体に対しても同様の性質をもつ．

命題 1.17. Serreファイブレーション f : X → Y，CW複体 A，写像 G : I × A → Y，g0 : A → X に対し，
f g(a) = G(0, a)が任意の a ∈ Aに対して成り立つならば，次を満たす写像 g : I × A→ Xが存在する．

• 任意の a ∈ Aに対し g(0, a) = g0(a)，

• 任意の (s, a) ∈ I × Aに対し f g(s, a) = G(s, a)．

命題 1.18. Serreファイブレーション f : X → Y に対し，y0, y1 ∈ Y が同じ弧状連結成分に属するならば，
f −1(y0)と f −1(y1)は弱ホモトピー同値．

問題 1.4. 命題 1.18を証明せよ（他の定理や命題は使ってよい）．

これにより，Serreファイブレーションのファイバーの「弱ホモトピー型」は，各弧状連結成分の上で
は変わらないことがわかる．

1.3 ホモトピーファイバーとホモトピーファイバー列

基点付き空間の間の写像 f : X → Y に対し，次の引き戻し図式を考える．

F f //

��

PY

p
��

X
f

// Y

ただし，
PX = {ℓ ∈ Map(I,Y) | ℓ(1) = ∗}
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とし，写像 p : PY → Y は p(ℓ) = ℓ(1)で定める．このとき，引き戻しであることから，F f は次のように
なる．

F f = {(x, ℓ) ∈ X × PY | ℓ(1) = f (x)}

F f を f のホモトピーファイバーという．p : PY → Y は Serreファイブレーションなので，F f → Xもま
た Serreファイブレーションである．

問題 1.5. p : PY → Y が Serreファイブレーションであることと，PY が可縮であることを示せ．

F f がホモトピーファイバーと呼ばれるのは，次の命題のように Serreファイブレーションのファイバー
と弱ホモトピー同値となるためである．

命題 1.19. 基点付き空間 Y への Serreファイブレーション f : X → Y に対し，ファイバー F = f −1(∗)か
らホモトピーファイバー F f への自然な弱ホモトピー同値写像が存在する．

Proof. 引き戻し図式であることから，Serreファイブレーション F f → PYの基点のファイバーは Fと同
相であることが確認できる．したがって任意の x0 ∈ Fに対し，次の長完全列が存在する．

· · · → πn+1(PY)→ πn(F, x0)→ πn(F f , x0)→ πn(PY)→
· · · → π1(PY)→ π0(F, x0)→ π0(F f , x0)→ π0(PY)

PY は可縮なので，任意の n ≥ 0に対し，πn(F, x0)→ πn(F f , x0)は全単射．ゆえに，ファイバーの包含写
像 F → F f は弱ホモトピー同値写像． □

位相空間の間の写像の列

F
i−→ X

f
−→ Y

を考える．Y は基点付き空間とする． f ◦ iが定値写像にホモトピックであるとき，そのホモトピーを
H : I × F → Y とすると， f のホモトピーファイバー F f への写像 F → F f が x 7→ (i(x), t 7→ H(t, x))で定
まる．この写像を自然な写像と呼ぶことにする．

定義 1.20. 隣り合った写像の合成の定値写像へのホモトピーが与えられた基点付き空間の写像の列

Xn
fn−1−−−→ Xn−1 → · · · → X2

f1−→ X1

を考える．この列がホモトピーファイバー列であるとは，各 1 ≤ k ≤ n − 2に対し，

Xk+2
fk+1−−−→ Xk+1

fk−→ Xk

が定める自然な写像 Xk+2 → F fk が弱ホモトピー同値写像となること．

注意 1.21. X3は f1のホモトピーファイバーと弱ホモトピー同値なので，X3の弱ホモトピー型は f1で決
まる．写像 f2 : X3 → X2についても「適当な意味で」 f1で決まる．これを繰り返すと，ホモトピーファ
イバー列に現れる空間や写像は「適当な意味で」 f1のみですべて決まっていることになる．このことの
逆を考えることが，ここでの目的の一つである．
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X̃ = {(x, ℓ) ∈ X ×Map(I,Y) | ℓ(1) = f (x)}

とし，p : X̃ → Y を p(x, ℓ) = ℓ(0)とおく．すると，x 7→ (x,定値写像)によりホモトピー同値写像 X → X̃
が得られ，

X
≃−→ X̃

p
−→ Y

の合成は f : X → Yに一致する．さらに，p : X̃ → Yは Serreファイブレーションとなり，p−1(∗) = F f と
なる．このことから，ホモトピーファイバー列

F f → X → Y

は「ホモトピー同値を除いて」Serreファイブレーションと思うことができる．このことはコホモロジー
の計算（Serreスペクトル系列）などにおいて有用である．
基点付き空間 Xに対し，X上の基点付きループのなす空間を ΩXで表す．つまり，ΩXは次の引き戻

し図式で定義される．
ΩX //

��

PX
p
��

∗ // X

基点付き空間の間の写像 f : X → Yは基点付き空間の間の写像Ω f : ΩX → ΩYを誘導する（(Ω f )(ℓ) = f◦ℓ）．
また，Ωは基点を保つホモトピー類を保つ．

補題 1.22. 基点付き空間の間の Serreファイブレーション f : X → Yに対し，Ω f : ΩX → ΩYは Serreファ
イブレーションである．さらに，F = f −1(∗)とおくと，(Ω f )−1(∗) = ΩFである．

問題 1.6. このことを証明せよ．

命題 1.23. 基点付き空間の間の写像 f : X → Y に対し，次のホモトピーファイバー列が存在する．

· · · → Ω2Y
Ω∂−−→ ΩF f

Ωi−−→ ΩX
Ω f
−−→ ΩY

∂−→ F f
i−→ X

f
−→ Y

Proof. F f → X → Yがホモトピーファイバー列であるのはよい．i : F f → Xは Serreファイブレーション
であり，ファイバーは i−1(∗) = ΩY となる．
次の各四角形が引き戻しである図式を考える．

Fi //

��

F f //

��

PY

��
PX // X // Y

F∂
//

��

Fi //

��

PX

��
PF f // F f // X

このことから，Fi = PX ×Y PY ≃ ΩY , F∂ = PF f ×X PX ≃ ΩXである．このホモトピー同値と写像 F∂ → Fi

とΩ f からなるホモトピー可換図式
ΩX ≃ //

Ω f
��

F∂

��
ΩY ≃

// Fi
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が存在することがわかる．このことからΩ f ◦ ∂は定値写像とホモトピックであり，

ΩX
Ω f
−−→ ΩY

∂−→ F f

がホモトピーファイバー列であることが確認できる．
これよりも左側の部分については補題 1.22から従う． □

このように，ホモトピーファイバー列は左側にはいくらでも延長することができる．
しかし，一般にホモトピーファイバー列は右側には延長しない．例えば，ホモトピーファイバー列

F → X → Y

が右に一段階延長すると仮定すると，上の命題から F は適当な基点付き空間 Z の基点付きループ空間
ΩZと弱ホモトピー同値でなければならない．しかしこれは一般には不可能である．例えば，種数 2以
上の曲面をファイバーとするファイバー束 X → Y を考えると，ファイバー Fの基本群は非可換なので，
次の問題にあるように，Fは基点付きループ空間と弱ホモトピー同値ではありえない．つまり，このよ
うなファイバー束はホモトピーファイバー列として右には延長しない．

問題 1.7. 基点付き空間 F が H-空間であるとは，写像 m : F × F → F が存在して，x 7→ m(∗, x)および
x 7→ m(x, ∗)が恒等写像とホモトピックであることである．

(1) 基点付きループ空間ΩZは H-空間であることを示せ．

(2) H-空間の基本群は可換群であることを示せ．

2 幾何学的バー構成と代数的バー構成

2.1 幾何学的バー構成

幾何学的バー構成はMilgramにより [Mil67]で導入されたようである（それまでにMilnorやDold–Lashof
らによる類似した構成は知られていたが）．ここでの内容は [May72, May75]等に準じている．

定義 2.1. 基点付き位相空間Gに写像m : G ×G → Gが与えられているとき，(G,m)が位相モノイドであ
るとは，mと基点を与える写像 η : ∗ → Gが次の図式を可換にすること．

G ×G ×G id×m //

m×id
��

G ×G

m
��

G ×G m
// G

∗ ×G
η×id //

�
$$J

JJ
JJ

JJ
JJ

J G ×G

m
��

G × ∗id×ηoo

�
zzttt

tt
tt
tt
t

G

二項演算の取り方に混乱がないときは gg′ = m(g, g′)と書くことにする．

位相群は単位元を基点として位相モノイドになる．位相モノイドの位相空間への右及び左からの作用
も位相群の作用と同様に定義される．
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定義 2.2. 位相モノイドGと右G-空間 X，左G-空間 Y，非負整数 n ≥ 0に対し，

Bn(X,G,Y) = X ×G×n × Y

とおき，写像 dk : Bn(X,G,Y)→ Bn−1(X,G,Y) (0 ≤ k ≤ n)を

dk(x, g1, . . . , gn, y) =


(xg1, g2, . . . , gn, y) k = 0

(x, g1, . . . , gk−1, gkgk+1, gk+2, . . . , gn, y) 0 < k < n

(x, g1, . . . , gn−1, gny) k = n

で定め，写像 sk : Bn(X,G,Y)→ Bn+1(X,G,Y) (0 ≤ k ≤ n)を

sk(x, g1, . . . , gn, y) = (x, g1, . . . , gk−1, ∗, gk, . . . , gn, y)

で定める．

補題 2.3. 上の定義内の写像 dk, skに対し，次が成り立つ（simplicial identities）．

did j = d j−1di i < j

dis j = s j−1di i < j

d js j = d j+1s j = id

dis j = s jdi−1 i > j + 1

sis j = s j+1si i ≤ j

注意 2.4. [n]を [n] = {0 < 1 < · · · < n}なる順序集合とする．対象が [n] (n ≥ 0)，射が順序を保つ写像で
あるような圏を ∆と書く．上の補題のように，simplicial identitiesを満たす写像が与えられているとき，
関手

B•(X,G,Y) : ∆op → (位相空間のなす圏), [n] 7→ Bn(X,G,Y)

が定まる．このような関手を単体的（位相）空間という．同様に，単体的集合，単体的群などが定義さ
れる．

定義 2.5. 非負整数 n ≥ 0に対し，標準 n-単体 ∆nを次で定める．

∆n = {(t0, . . . , tn) ∈ [0, 1]n+1 | t0 + · · · + tn ≤ 1}

また，写像 ∂k : ∆n−1 → ∆n (0 ≤ k ≤ n)を

∂k(t0, . . . , tn−1) = (t0, . . . , tk−1, 0, tk, . . . , tn−1)

で定め，写像 σk : ∆n+1 → ∆n (0 ≤ k ≤ n)を

σk(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , tk−1, tk + tk+1, tk+2, . . . , tn+1)

で定める．

注意 2.6.
∆• : ∆→ (位相空間のなす圏), [n] 7→ ∆n

が同様に定まる．このような関手を余単体的空間という．
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定義 2.7.

B(X,G,Y) =

⨿
n≥0

∆n × Bn(X,G,Y)

/∼
とおく．ただし，∼は次で生成される同値関係とする．

(∂kt, x) ∼ (t, dkx), t ∈ ∆n−1, x ∈ Bn(X,G,Y), 0 ≤ k ≤ n,

(σkt, x) ∼ (t, skx), t ∈ ∆n+1, x ∈ Bn(X,G,Y), 0 ≤ k ≤ n.

また，

Bn(X,G,Y) =

⨿
0≤i≤n

∆i × Bi(X,G,Y)

/∼
により次のフィルトレーションが定まる．

X × Y � B0(X,G,Y) ⊂ B1(X,G,Y) ⊂ · · · ⊂ B(X,G,Y)

2.2 代数的バー構成

以下，1をもつ可換環 Rをひとつ固定し，加群やテンソル積はすべて R上で考える．M∗,N∗を次数付
き微分加群（R上の次数付き加群であって，次数 (−1)の準同型 d : M∗ → M∗が与えられていて，d2 = 0．
チェイン複体ともいう）とする．M∗ ⊗ N∗を次で定める．

(M∗ ⊗ N∗)n =
⊕
p+q=n

Mp ⊗ Nq

微分 dは次で定める．

d(x ⊗ y) = (dx) ⊗ y + (−1)px ⊗ (dy), x ∈ Mp, y ∈ Nq

これにより M∗ ⊗ N∗は次数付き微分加群となる．

注意 2.8. このノートでは常にホモロジー的な次数付け（つまり微分の次数が (−1)）を採用している．し
かし，負の次数があっても支障のない議論をしているので，コホモロジー的な次数付け（つまり微分の
次数が (+1)）の場合を知りたければ，単に次数をすべて (−1)倍すればよい．

Rは次数 0が R，他の次数は 0であるような次数付き微分加群と思うことにする．また，次数付き微
分加群の準同型とは，dと可換な次数付を保つ準同型のこととする．

定義 2.9. A∗を次数付き微分加群とする．A∗が次数付き微分代数であるとは，次数付き微分加群の準同
型 m : A∗ ⊗ A∗ → A∗と η : R→ A∗が与えられていて，次の図式を可換にすること．

A∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗
id⊗m //

m⊗id
��

A∗ ⊗ A∗

m
��

A∗ ⊗ A∗ m
// A∗

R ⊗ A∗
η⊗id //

�
%%KK

KKK
KKK

KK
A∗ ⊗ A∗

m
��

A∗ ⊗ R
id⊗ηoo

�
yysss

sss
sss

s

A∗

10



定義 2.10. A∗を次数付き微分代数とするとき，次数付き微分加群 M∗が右 A∗-加群であるとは，次数付
き微分加群の準同型 m : M∗ ⊗ A∗ → M∗が与えられていて，次の図式を可換にすること．

M∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗
id⊗m //

m⊗id
��

M∗ ⊗ A∗

m
��

M∗ ⊗ A∗ m
// M∗

M∗ ⊗ A∗

m
��

M∗ ⊗ R
id⊗ηoo

�
yyrrr

rrr
rrr

r

M∗

左 A∗-加群も同様にして定義される．

以下，η(1) = 1と書き，積や作用を表す写像の記号 mは省略する．

定義 2.11. A∗を次数付き微分代数，M∗を右 A∗-加群，N∗を左 A∗-加群とする．このとき，

Bn(M∗, A∗,N∗) = M∗ ⊗ A⊗n
∗ ⊗ N∗

とおき，準同型 dk : Bn(M∗, A∗,N∗)→ Bn−1(M∗, A∗,N∗) (0 ≤ k ≤ n)を

dk(x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y) =


xa1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y k = 0

x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ gk−1 ⊗ akak+1 ⊗ ak+2 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y 0 < k < n

x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1 ⊗ any k = n

で定め，準同型 sk : Bn(M∗, A∗,N∗)→ Bn+1(M∗, A∗,N∗) (0 ≤ k ≤ n)を

sk(x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y) = x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ak−1 ⊗ 1 ⊗ ak ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y

で定める．

これにより B•(M∗, A∗,N∗)は単体的次数付き微分加群になる．

補題 2.12. 上の定義内の写像 dk, skに対し，次が成り立つ（simplicial identities）．

did j = d j−1di i < j

dis j = s j−1di i < j

d js j = d j+1s j = id

dis j = s jdi−1 i > j + 1

sis j = s j+1si i ≤ j

集合 ∆n
i (n, iは非負整数)を

∆n
i = {u : [i]→ [n] | uは順序を保つ写像 }

とおき，R∆n
i を ∆

n
i で生成される自由加群とする．dk : ∆n

i → ∆n
i−1, sk : ∆n

i → ∆n
i+1を次のように定義する．

(dku)( j) =

u( j) j < k

u( j + 1) j ≥ k
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次のように d : R∆n
∗ → R∆n

∗を定義すると，R∆n
∗は次数付き微分加群となる．

du =
n∑

k=0

(−1)kdku

さらに，∂k : ∆n
i → ∆n+1

i , σk : ∆n
i → ∆n−1

i を次で定義する．

(∂ku)( j) =

u( j) u( j) < k

u( j) + 1 u( j) ≥ k

(σku)( j) =

u( j) u( j) ≤ k

u( j) − 1 u( j) > k

これにより R∆•∗は余単体的次数付き微分加群になる．

定義 2.13.

B(M∗, A∗,N∗) =

⊕
n≥0

R∆n
∗ ⊗ Bn(M∗, A∗,N∗)

/∼
とおく．ただし，∼は次で生成される同値関係とする．

∂ku ⊗ x ∼ u ⊗ dkx, u ∈ R∆n−1
∗ , x ∈ Bn(M∗, A∗,N∗), 0 ≤ k ≤ n,

σku ⊗ x ∼ u ⊗ skx, u ∈ R∆n+1
∗ , x ∈ Bn(M∗, A∗,N∗), 0 ≤ k ≤ n.

この定義から，加群としては

B(M∗, A∗,N∗) =
⊕
n≥0

R∆n
n ⊗ Bn(M∗, A∗,N∗).

であり，微分は次のようになる（恒等写像 [n]→ [n]を ιnと書くと，ιnは R∆n
nの基底）．

d(ιn ⊗ x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y) = ιn−1 ⊗ xa1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y

+

n−1∑
j=1

(−1) jιn−1 ⊗ x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ a ja j+1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y

+ (−1)nιn−1 ⊗ x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1 ⊗ any

+ (−1)nιn ⊗ dx ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y

+

n∑
k=1

(−1)n+|a1 |+···+|ak−1 |ιn ⊗ dx ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ dak ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y

+ (−1)n+|a1 |+···+|an |ιn ⊗ x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ dy

命題 2.14. A∗の M∗への作用から決まる写像 ϕ : B(M∗, A∗, A∗)→ M∗はホモロジーの同型を誘導する．

問題 2.1. 実際，包含写像 ψ : M∗ → B(M∗, A∗, A∗) (x 7→ ι0 ⊗ x ⊗ 1)を用いると，ϕ ◦ ψ = idとなり，ψ ◦ ϕ
は恒等写像とチェインホモトピックとなる．このことを証明せよ（チェインホモトピーの定義は各自で
調べよ）．
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このことから，M∗, A∗がともに R-加群として自由ならば，B(M∗, A∗, A∗)は，M∗の右 A∗-加群としての
自由分解（free resolution）となる．

例 2.15. 上のことから，（次数付きでない）R-代数 Aとその上の右加群 Mおよび左加群 N に対し，M, A
が R上自由ならば，

TorA
i (M,N) = Hi(B(M, A,N)) = Hi(B(M, A, A) ⊗A N)

となる．このときは M, A,N はそれぞれ次数 0の部分以外は自明なので，上記の微分は次のように少し
簡単になる．

d(ιn ⊗ x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y) = ιn−1 ⊗ xa1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y

+

n−1∑
j=1

(−1) jιn−1 ⊗ x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ a ja j+1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y

+ (−1)nιn−1 ⊗ x ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1 ⊗ any

特に，Γを群とし，Aとして群環 A = R[Γ]，M = Rを自明な Γ-加群とすると，群ホモロジーを得る．

Hi(Γ; N) = Hi(B(R,R[Γ],N))

2.3 幾何学的バー構成と代数的バー構成

位相空間 Xの特異チェイン複体を S ∗(X)とおく．係数は 1をもつ可換環 Rとする．このとき，自然な
チェインホモトピー同値写像（Eilenberg–Zilber写像）

S ∗(X) ⊗ S ∗(Y)
≃−→ S ∗(X × Y)

が存在する．Eilenberg–Zilber写像と 1 ∈ Rを 0-単体に移す写像 R→ S ∗(∗)は次の図式を可換にする．

S ∗(X) ⊗ S ∗(Y) ⊗ S ∗(Z) //

��

S ∗(X × Y) ⊗ S ∗(Z)

��
S ∗(X) ⊗ S ∗(Y × Z) // S ∗(X × Y × Z)

R ⊗ S ∗(X) //

�
��

S ∗(∗) ⊗ S ∗(X)

��
S ∗(X) S ∗(∗ × X)�

oo

S ∗(X) ⊗ S ∗(∗)

��

S ∗(X) ⊗ Roo

�
��

S ∗(X × ∗) �
// S ∗(X)

位相モノイドGと右G-空間 X，左G-空間 Y が与えられたとき，上記の写像を用いて定まる

S ∗(G) ⊗ S ∗(G)
≃−→ S ∗(G ×G)→ S ∗(G), R→ S ∗(∗)→ S ∗(X)

により，S ∗(G)は次数付き微分代数となる．同様の構成により，S ∗(X)は右 S ∗(G)-加群，S ∗(Y)は左 S ∗(G)-
加群となる．

問題 2.2. S ∗(G)が次数付き微分代数となることを，Eilenberg–Zilber写像の自然性と上記の可換図式を用
いて示せ．
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命題 2.16. X,G,Y が T1-空間で，Gの単位元がホモトピー拡張性質をもつとき，次の自然な同型が存在
する．

H∗(B(X,G,Y)) � H∗(B(S ∗(X), S ∗(G), S ∗(Y)))

Outline of proof. 次のホモロジーの同型を誘導する写像を考える．

B(S ∗(X), S ∗(G), S ∗(Y)) =

⊕
n≥0

R∆n
∗ ⊗ Bn(S ∗(X), S ∗(G), S ∗(Y))

/∼
→
⊕

n≥0

S ∗(∆n) ⊗ Bn(S ∗(X), S ∗(G), S ∗(Y))

/∼
→
⊕

n≥0

S ∗(∆n × Bn(X,G,Y))

/∼ → S ∗(B(X,G,Y))

ただし，一つ目の写像は標準的な包含R∆n
∗ ⊂ S ∗(∆n)から誘導される写像，二つ目の写像はEilenberg–Zilber

写像から誘導される写像，三つ目の写像は商写像⨿
n≥0

∆n × Bn(X,G,Y)→ B(X,G,Y)

から誘導される写像．これらの写像は，適当なフィルトレーションから定まるスペクトル系列に関して，
E1-項の同型を誘導する．したがってスペクトル系列の比較定理から，これらの写像はホモロジーの同型
を誘導する． □

問題 2.3. この命題の証明の詳細を与えよ．つまり，証明中の 4つの次数付き微分加群のフィルトレー
ションを具体的に与え，E1-項の同型を導くことを示せ．特に，E1

p,q � Hq(X ⋉G∧p ⋊ Y)となることを示
せ．ただし，A ∧ B = A × B/(∗ × B ∪ A × ∗)は基点付き空間のスマッシュ積を表し，A ⋉ B = A × B/A × ∗,
A ⋊ B = A × B/ ∗ ×Bであるとする．（フィルトレーションから定まるスペクトル系列に関する詳細は各自
で調べよ）．

これの系として，次のことがわかる．

系 2.17. 離散群 Γと R-加群 Aに対し，群ホモロジー H∗(Γ; A)は分類空間 BΓ = B(∗,Γ, ∗)のホモロジー
H∗(BΓ; A)と自然に同型．

Proof. 例 2.15と，包含写像R[Γ]→ S ∗(Γ)がホモロジー群の同型を誘導することを使うと証明できる． □

3 幾何学的バー構成のホモトピーファイバー列への応用

この節の内容はここでの内容は [May75]等に準じる部分が大きい．が，その文献で主に扱っているの
が主ファイブレーションであるのに対し，ここで主に扱っているのは単にモノイドの作用があるだけの
空間である．
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3.1 準備

まず，幾何学的バー構成に関する補題をふたつ用意する．

補題 3.1. 基点がホモトピー拡張性質を持つ群状位相モノイドGと，右G-空間 Xと点 x0 ∈ X，左G-空間
Y に対し，次はホモトピーファイバー列．

Y → B(X,G,Y)→ B(X,G, ∗)

ただし，最初の写像は合成 Y � {x0} × Y → X × Y � B0(X,G,Y)→ B(X,G,Y)で定まる写像．

Proof. 準ファイブレーションを使った議論で証明できる（技術的）．[May75]を参照． □

補題 3.2. 位相モノイドGと右G-空間 Xに対し，包含写像 X → B(X,G,G)は XへのG作用から定まる
B(X,G,G)→ Xをホモトピー逆写像にもつホモトピー同値写像（実は強変位レトラクト）．

Proof. Φn : I × ∆n × Bn(X,G,G)→ ∆n+1 × Bn+1(X,G,G)を次で定める．

Φn(s, t, (x, g1, . . . , gn+1)) = (((1 − s)t, s), (x, g1, . . . , gn+1, ∗))

すると，{Φn}はホモトピーΦ : I × B(X,G,G)→ B(X,G,G)を誘導し，Φ0は恒等写像，Φ1は X = X × {∗} ⊂
B(X,G,G)へのレトラクション（特に任意の sに対し Φ(s, x, ∗) = (x, ∗)なので強変位レトラクト）． □

注意 3.3. 上の補題は命題 2.14の幾何学的バー構成版．

ホモトピーファイバーの構成において道の空間を使ったが，以下のMoore pathの空間に取り換えても
よい．

定義 3.4. 基点付き空間 Xに対し，Xの長さ 1以上のMoore path空間とは，次の PMXのこと．

PMX = {(ℓ, β) ∈ X[0,∞) × [1,∞) | ∀t ≥ β, ℓ(t) = ∗}.

また，Xの基点をもつMoore loop空間とは，次のΩMXのこと．

ΩMX = {(ℓ, β) ∈ X[0,∞) × [0,∞) | ∀t ≥ β, ℓ(0) = ℓ(t) = ∗}.

次で定まる写像ΩMX ×ΩMX → ΩMXおよび PMX ×ΩMX → PMXを考える．

((ℓ, β), (ℓ′, β′)) = (ℓ + ℓ′, β + β′) ただし (ℓ + ℓ′)(t) =

ℓ(t) t ≤ β
ℓ′(t − β) t ≥ β

この演算によりΩMXは位相モノイドとなる．さらに，PMXは右ΩMX-空間となる．

補題 3.5. 基点付き空間 Xに対し，PMXは可縮（一点とホモトピー同値）であり，次はホモトピーファ
イバー列．

ΩMX → PMX → X

ただし，PMX → Xは ℓ 7→ ℓ(0)で与え，ΩMX → PMXは長さ 1の定値道への作用で与える．

問題 3.1. PMX → Xが Serreファイブレーションであることと，PMX → Xの基点の上のファイバーが
ΩMXと上記の写像によりホモトピー同値であることを示せ．（これにより補題が従う）

問題 3.2. P′Xを「長さ 0以上のMoore path空間」としたとき，P′X → Xは Serreファイブレーションに
なるとは限らないことを確認せよ（基点を含む弧状連結成分が基点のみからなる場合などを除き，ほと
んどの場合で Serreファイブレーションではない）．

問題 3.3. Xの基点がホモトピー拡張性質をもつならば，ΩMXの基点もホモトピー拡張性質をもつこと
を示せ．
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3.2 写像とモノイドの作用の対応

基点付き空間の間の写像 f : X → Y が与えられたとき，引き戻し

FM( f ) //

��

PMY

��
X

f
// Y

により FM( f )を定義すると，ΩMY の PMY への右作用からΩMY の FM( f )への右作用が誘導される．

補題 3.6. 次はホモトピーファイブレーション．

ΩMY → FM( f )→ X
f
−→ Y

Proof. 通常の基点を持つ道の空間PYとPMYの間のホモトピー同値写像が次のように与えられる．PMY →
PYは (ℓ, β)を道 t 7→ ℓ(βt)に対応させる写像，PY → PMYは ℓ 7→ (ℓ, 1)．この写像により，f のホモトピー
ファイバー Fとの間のホモトピー同値写像 FM( f ) ≃ Fを得る．また，上の四角形は Serreファイブレー
ションの引き戻しなので，左の 3項がホモトピーファイバー列となることがわかる． □

また，右G-空間 Fが与えられたとき，

B(F,G, ∗)→ B(∗,G, ∗) = BG

によって対応する写像を定める．

3.2.1 写像から作用を与え，作用から写像を与えると，弱ホモトピー同値を除いて元に戻ること

まず基点付き空間の間の写像 f : X → Yを考える．ただし，Yは弧状連結と仮定しておく．すると，右
ΩMY-空間 FM( f )が定まる．これより写像 B(FM( f ),ΩMY, ∗)→ BΩMY が定まる．このとき，次の可換図
式が得られる．

B(FM( f ),ΩMY, ∗)

��

B(FM( f ),ΩMY, ∗) //

��

X

��
B(∗,ΩMY, ∗) B(PMY,ΩMY, ∗)oo // Y

ただし，B(FM( f ),ΩMY, ∗)→ Xは射影FM( f )→ Xから定まる写像，B(PMY,ΩMY, ∗)→ Yは射影PMY → Y
から定まる写像．すると，以下のようにして横向きの写像はすべて弱ホモトピー同値であることがわかる．

補題 3.7. Y の基点がホモトピー拡張性質をもつならば，B(FM( f ),ΩMY, ∗)→ Xは弱ホモトピー同値．

Proof. ΩMYは基点がホモトピー拡張性質をもつ群状位相モノイドであることから，次のホモトピーファ
イブレーションの間の可換図式を得る．

ΩMY // B(FM( f ),ΩMY,ΩMY) //

≃
��

B(FM( f ),ΩMY, ∗)

��
ΩMY // FM( f ) // X
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ここで，真ん中の縦の写像は補題 3.2よりホモトピー同値．この図式はホモトピー完全列の間の写像
を誘導するので，five lemmaから，πi(B(FM( f ),ΩMY, ∗)) → πi(X)は i > 0で同型写像．i = 0のときも
全単射であることが確認できる．X の基点以外の弧状連結成分についても同様に確認できる．ゆえに，
B(FM( f ),ΩMY, ∗)→ Xは弱ホモトピー同値． □

問題 3.4. π0(B(FM( f ),ΩMY, ∗))→ π0(X)が全単射であることを確認せよ（ヒント：完全列π1(Y)(� π0(ΩMY))→
π0(FM( f ))→ π0(X)→ π0(Y)とバー構成の定義（特に B0と B1に注目すればよい）を使う）．

補題 3.8. Y の基点がホモトピー拡張性質をもつならば，B(PMY,ΩMY, ∗) → B(∗,ΩMY, ∗)は弱ホモトピー
同値．

Proof. ΩMYは基点がホモトピー拡張性質をもつ群状位相モノイドであることから，次のホモトピーファ
イブレーションの間の可換図式を得る．

ΩMY // B(PM( f ),ΩMY,ΩMY) //

≃
��

B(PM( f ),ΩMY, ∗)

��
ΩMY // B(∗,ΩMY,ΩMY) // B(∗,ΩMY, ∗)

ここで，真ん中の縦の写像は補題 3.2よりホモトピー同値．この図式はホモトピー完全列の間の写像を誘
導するので，five lemmaから，πi(B(PMY,ΩMY, ∗))→ πi(B(∗,ΩMY, ∗))は i > 0で同型写像．B(PMY,ΩMY, ∗)
と B(∗,ΩMY, ∗) が弧状連結であることはバー構成の定義から確認できる．ゆえに，B(PMY,ΩMY, ∗) →
B(∗,ΩMY, ∗)は弱ホモトピー同値． □

補題 3.9. Y の基点がホモトピー拡張性質をもつならば，B(PMY,ΩMY, ∗)→ Y は弱ホモトピー同値．

Proof. 補題 3.7を f が恒等写像 Y → Y の場合に適用すればよい． □

3.2.2 作用から写像を与え，写像から作用を与えると，弱ホモトピー同値を除いて元に戻ること

弱ホモトピー同値である自然な準同型G → ΩM BGもしくは ΩM BG → Gがあればこのようなことが
証明できるが，一般にそのような準同型は存在しない．A∞の観点から解決できるものと思われるが，き
ちんと書かれた文献はないように思われる．
群作用に関するモデル圏の Quillen同値の観点からは，定式化が知られている．

3.3 写像とモノイドの準同型の対応

基点付き空間の間の写像 f : X → Y が与えられたとき，

ΩM f : ΩMX → ΩMY

によって対応するモノイド準同型を与える．
また，モノイド準同型 ϕ : G → Hが与えられたとき，

Bϕ : BG → BH

によって対応する基点付き空間の間の写像を与える．
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3.3.1 写像からモノイド準同型を与え，モノイド準同型から写像を与えると，弱ホモトピー同値を除い
て元に戻ること

この場合は弧状連結な基点付き空間の間の写像 f : X → Y をまず考える．これに対しモノイド準同型
ΩM f : ΩMX → ΩMY が定まり，基点付き空間の間の写像

BΩM f : BΩMX → BΩMY

が定まる．すると，次の可換図式を得る．

BΩMX

BΩM f
��

B(PMX,ΩMX, ∗)oo

��

// X

f

��
BΩMY B(PMY,ΩMY, ∗)oo // Y

3.2.1節と同様の議論により横方向の写像はすべて弱ホモトピー同値となる．
この場合も 3.2.2節と同様に直接のモノイド準同型は構成できない．後で A∞の観点から解決する．

3.4 ホモトピーファイバー列の recognition principle

ある基点付き位相空間 Xが基点付きループ空間 ΩY あるいは n重ループ空間 ΩnY（S nから Y への基
点付き写像のなす空間と同相）のホモトピー型をもつための条件を与えることが，かつて問題とされ
た（1960年代～1970年代前半くらい）．オペラッド（operad）という概念を用いて，May [May72]や
Boardman–Vogt [BV73]らにより，次のように定式化された（recognition principleという）．

Xが n重ループ空間のホモトピー型をもつための必要十分条件は，Xが群状な En-オペラッド上の代数
（En-空間）となることである．
つまり，Xの En-空間としての構造は，X ≃ ΩnY となる空間 Y と同じだけの情報をもっている．
同じように，写像に対しても recognition principleを考えることができる．ここでは写像の recognition

principleとは，ホモトピーファイバー列全体を復元するのに必要な構造のことと考える．まず次のホモ
トピーファイバー列を考える．

· · · → Ω2Y
Ω∂−−→ ΩF

Ωi−−→ ΩX
Ω f
−−→ ΩY

∂−→ F
i−→ X

f
−→ Y

もちろん写像 f : X → Yはこのホモトピーファイバー列全体を復元できる．しかし，例えば写像∂ : ΩY → F
だけではこのホモトピーファイバー列全体を復元できない．そこで，写像だけ考えるのでなく，前節の
ようにΩMY の FM( f )への右作用を考えると，ホモトピーファイバー列

ΩMY → FM( f )→ B(FM( f ),ΩMY, ∗)→ BΩMY

が得られるので，元のホモトピーファイバー列全体を弱ホモトピー同値を除いて復元することができる
（Y が弧状連結であれば，だが）．写像Ω f をモノイド準同型として考えた場合も同様に全体を復元する
ことができる（Xと Y が弧状連結であれば，だが）．
以上をまとめると，ホモトピーファイバー列の recognition principleは以下のようになる．

ΩX
モノイド準同型−−−−−−−−−−−−→ ΩY

モノイド作用−−−−−−−−−−→ F
？−→ X

（ただの）写像−−−−−−−−−−−→ Y
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注意 3.10. ホモトピーファイバーの包含写像 i : F → Xの特徴づけについては「主ファイブレーション」
（主束の一般化）が知られているが，これは左隣に現れるΩY の作用を使って特徴づけるので，写像 iの
構造とは言いがたい．写像 iに関する recognition principleと言えるものについては，まだ知られていな
いように思われる．

注意 3.11. より左の項についてはΩnX → ΩnY は En-空間の間の写像（En-写像），Ωn−1FへのΩnY の作
用については Swiss-cheese operadと呼ばれるオペラッドの作用で特徴づけることができる（より正確に
は，多重ループ空間は低い次数のホモトピー群の情報を失うため，Xや Y に適当な連結性を仮定しなけ
ればならない）．やはりΩnF → ΩnXに対応する構造は知られていないように思われる．

4 A∞-空間と A∞-代数
A∞-空間や代数の定義は原論文 [Sta63]など．A∞-写像については定義が得られるまでに時間がかかってい

るが，一般の場合はBoardman–Vogt [BV73]により定義された．A∞-写像のパラメータ空間 (multiplihedra)
の組み合わせ論については [IM89]で与えられている．A∞-代数については [Kel01]や [LV12]（ただし A∞-
代数がメインの本ではない）など，より新しいものもある．

4.1 A∞-空間と結合多面体

4.1.1 高次ホモトピー結合性

ここでは A∞空間を考える動機と定義の概要を説明する．
基点付き空間 Xの基点付きループ空間ΩXは次で定まる二項演算m : ΩX×ΩX → ΩXを持つのであった．

m(ℓ1, ℓ2)(t) =

ℓ1(2t) t ≤ 1
2

ℓ2(2t − 1) t ≥ 1
2

3つのループをつなげる方法は次の 2通りがある．

m(ℓ1,m(ℓ2, ℓ3))(t) =


ℓ1(2t) t ≤ 1

2

ℓ2(4t − 2) 1
2 ≤ t ≤ 3

4

ℓ3(4t − 3) t ≥ 3
4

m(m(ℓ1, ℓ2), ℓ3)(t) =


ℓ1(4t) t ≤ 1

4

ℓ2(4t − 1) 1
4 ≤ t ≤ 1

2

ℓ3(2t − 1) t ≥ 1
2

これらのループは基点を保ってホモトピックである．このホモトピーを

H : I ×ΩX ×ΩX ×ΩX → ΩX

とする．このように，二項演算が up to homotopyで結合的であるという性質をホモトピー結合性という．
4つのループのつなげ方を考える場合は次の 5通りがある．

m(ℓ1,m(ℓ2,m(ℓ3, ℓ4))) m(ℓ1,m(m(ℓ2, ℓ3), ℓ4)) m(m(ℓ1,m(ℓ2, ℓ3)), ℓ4)

m(m(ℓ1, ℓ2),m(ℓ3, ℓ4)) m(m(m(ℓ1, ℓ2), ℓ3), ℓ4)

どのふたつもただホモトピックであるだけでなく，Hを使ったホモトピーをつなげることによってホモ
トピーが与えられる．ただし，そのホモトピーは下図の通り 2通りの取り方がある．
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x(y(zw))

x((yz)w)

(x(yz))w

((xy)z)w(xy)(zw)

xH(t;y,z,w) H(t;x,yz,w)

H(t;x,y,z)w

H(t;xy,z,w)

H(t;x,y,zw)

これらは各ループの速さを変えるだけのホモトピーなので，実はこれらのホモトピーは「ホモトピーと
してホモトピック」である．つまり上の図でいえば，「五角形の境界で定義された連続なループの族が五
角形の内側に連続に拡張する」ということである．同様のことが 5個以上のループのつなぎ方を考える
際にも考えられる．このようにして二項演算の高次ホモトピー結合性を特徴づけることができる．

4.1.2 結合多面体

前節で見たように，高次ホモトピー結合性を定式化するには，その高次ホモトピーのパラメータ空間
を与える必要がある．n個の積のホモトピー結合性は n-次結合多面体 (associahedron) Kn (n = 1, 2. . . .)と
呼ばれる多面体でパラメトライズされる．小さい nについては下図のようになる．

x(y(zw))

x((yz)w)

(x(yz))w

(xy)(zw) ((xy)z)wx(yz) (xy)z

xy
n = 2

n = 3

n = 4 n = 5

この多面体は適切な設定の下で「n個の葉をもつ planar rooted treeのなす順序集合の幾何学的実現」と
して与えられる．

20



面作用素
∂k : Kr × Ks → Kr+s−1 (1 ≤ k ≤ r)

は treeの言葉では「∂K(ρ, σ)は tree ρの左から k番目の葉にσを接ぎ木して得られる tree」と特徴づけら
れる．Knの境界 ∂Knは

∂Kn =
∪

r+s−1=n
1≤k≤r

∂k(Kr × Ks)

と表される．

命題 4.1. 対 (Kn, ∂Kn)は (Dn−2, S n−3)と同相．また，各面作用素 ∂kは位相的な埋め込みで，それぞれの
像は境界でしか交わらない．

これよりKnは CW複体の構造をもち，各 ∂kは胞体写像．

定義 4.2. 位相空間Gに対し，連続写像の族 {mi : Ki ×G×i → G}i≥2がGの A∞-形式とは，次の条件式を
満たすこと．

mr+s−1(∂k(ρ, σ); g1, . . . , gr+s−1) = mr(ρ; g1, . . . , gk−1,ms(σ; gk, . . . , gk+s−1), gk+s, . . . , gr+s−1)

A∞-形式との対 (G, {mi}i≥2)を A∞-空間という．

注意 4.3. 結合多面体には退化作用素

sk : Kn → Kn−1 (1 ≤ k ≤ n)

が定義される．これを用いて A∞-形式の単位元を定義することができる．単位元についてはこのノート
では扱わない．

例 4.4. 位相モノイドGは次の標準的な A∞-形式によって A∞-空間となる．

mi(ρ; g1, . . . , gi) = g1 · · · gi

4.2 A∞-写像とmultiplihedra

A∞-空間の間の写像を定式化するためにも別のパラメータ空間が必要である．そのパラメータ空間と
して使われるmultiplihedron（このノートを書いた時点ではまだ日本語の名前はついていないようであ
る）という多面体がある．n次multiplihedron Jn (n = 1, 2, . . .)は小さい nに対しては下図のようになる．

f ((xy)z)

f (xy) f (x) f (y)

f (x)
n = 1

n = 2

n = 3 n = 4f (x(yz))

f (x) f (yz) f (xy) f (z)

f (x)( f (y) f (z)) ( f (x) f (y)) f (z)

この多面体も「n個の葉をもつ painted treeのなす順序集合の幾何学的実現」として与えられる．
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painted treeの接ぎ木は「painted treeの葉への paintedでない treeの接ぎ木」と「tree全体が paintedであ
る treeに対して painted treeを接ぎ木」の 2種類があるので，それに対応して 2通りの面作用素がある．

δk : Jr × Ks → Jr+s−1 1 ≤ k ≤ r

δ : Kr × Js1 × · · · × Jsr → Js1+···+sr

境界 ∂Jnは次で定義される．

∂Jn =
∪

r+s−1=n
1≤k≤r

δk(Jr × Ks) ∪
∪

s1+···+sr=n

δ(Kr × Js1 × · · · × Jsr )

命題 4.5. 対 (Jn, ∂Jn)は (Dn−1, S n−2)と同相．また，各面作用素 δk, δは位相的な埋め込みで，それぞれ
の像は境界でしか交わらない．

これよりJnは CW複体の構造をもち，各 δk, δは胞体写像．

定義 4.6. A∞-空間 (G, {mi}i), (G′, {m′i}i)と写像 f : G → G′に対し，連続写像の族 { fi : Ji ×G×i → G′}i≥1が
f の A∞-形式とは，次の条件式を満たすこと．

f1 = f

fr+s−1(δk(ρ, σ); g1, . . . , gr+s−1)

= fr(ρ; g1, . . . , gk−1,ms(σ; gk, . . . , gk+s−1), gk+s, . . . , gr+s−1)

fs1+···+sr (δ(ρ;σ1, . . . , σr); g1, . . . , gs1+···+sr )

= m′r(ρ; fs1(σ1; g1, . . . , gs1), . . . , fsr (σr; gs1+···+sr−1+1, . . . , gs1+···+sr ))

A∞-形式との対 ( f , { fi}i≥1)を A∞-写像という．

注意 4.7. multiplihedronには退化作用素

dk : Jn → Jn−1 (1 ≤ k ≤ n)

が定義される．これを用いて写像の A∞-形式の単位元を定義することができる．これについてもこのノー
トでは扱わない．
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例 4.8. 位相モノイド G,G′ に標準的な A∞-形式（例 4.4）を与えて A∞-空間と思う．モノイド準同型
f : G → G′は次の標準的な A∞-形式によって A∞-写像となる．

fi(ρ; g1, . . . , gi) = f (g1 · · · gi) = f (g1) · · · f (gi)

例 4.9. Gを位相モノイドとするとき，写像 η : G → ΩM BGを

η(g)(t) = [1 − t, t; g] (1 − t, t) ∈ ∆1, g ∈ G

なる長さ 1のループとして定める．この写像は補題 3.2で与えたホモトピーから得られる可換図式

EG
η̃ //

��

PM BG

��
BG BG

がファイバーに誘導する写像に一致するので，GとG′がともに基点がホモトピー拡張性質をもち，群状
ならば，ηは弱ホモトピー同値写像．
ηはモノイドの準同型写像ではないが，次のようにして A∞-写像であることがわかる．

η(g1g2)(t) = [1 − t, t; g1g2] = [1 − t, 0, t; g1, g2]

および

(η(g1) + η(g2))(t) =

[1 − t, t; g1] = [1 − t, t, 0; g1, g2] 0 ≤ t ≤ 1

[2 − t, t − 1; g2] = [0, 2 − t, t − 1; g1, g2] 1 ≤ t ≤ 2

が成り立つ．∆2 × [0,∞)が可縮であることに注意すれば，これらの間に自然なホモトピーが存在するこ
とがわかる．これによって η2 : J2 ×G×2 → ΩM BGを定義する．同じように考えて，∆n × [0,∞)が可縮で
あることから，ηn : Jn ×G×n → ΩM BGが帰納的に定義される．ゆえに，A∞-写像 (η, {ηi}i) : G → ΩM BG
を得る．
なお，A∞-形式 {ηi}iは構成のしかたから次の意味で自然：モノイド準同型 f : G → G′に対し，

ΩM B f (ηi(ρ; g1, . . . , gi)) = ηi(ρ; f (g1), . . . , f (gi))

これらから，GとΩM BGは「A∞-空間として弱ホモトピー同値」であり，自然な A∞-空間として弱ホ
モトピー同値写像 ηを通して準同型 f : G → G′ と ΩM B f : ΩM BG → ΩM BG′ は同値と言える．これが
3.3.1節でのモノイド準同型に関するからモノイド準同型を復元する操作にあたる．

4.3 A∞-代数とその間の射

Kn (n = 2, 3, . . .)は面作用素が胞体写像となるような CW複体の構造をもつのであった．
一般に，CW複体 Xには

Cp(X) =
⊕

c: p-cell

Rc

で定まる次数付き R-加群 C∗(X)は「境界を取る」ことで定まる適当な微分 d : Cp(X) → Cp−1(X)によっ
て次数付き微分加群となる．これを CW複体に付随する次数付き微分加群ということにする．CW複体
に付随する次数付き微分加群を取る操作は胞体写像に関して関手的であることが知られている．
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これにより次数付き微分加群の族C∗(Kn) (n = 2, 3, . . .)と準同型の族

∂k : C∗(Kr) ⊗C∗(Ks)→ C∗(Kr+s−1) 1 ≤ k ≤ r

が定まる．これを用いて次の定義ができる．

定義 4.10. 次数付き微分加群 A∗に対し，次数付き微分加群の準同型の族 {mi : C∗(Kn) ⊗ A⊗n
∗ → A∗}が A∗

の A∞-形式であるとは，次の条件式を満たすこと．

mr+s−1(∂k(ρ ⊗ σ) ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ar+s−1)

= (−1)|σ|(|a1 |+···+|ak−1 |)mr(ρ ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ak−1 ⊗ ms(σ ⊗ ak ⊗ · · · ⊗ ak+s−1) ⊗ ak+s ⊗ · · · ⊗ ar+s−1)

ただし，|ai|は aiの次数を表す（つまり ai ∈ A|ai |）．A∞-形式との対 (A∗, {mi}i≥2)を A∞-代数という．

注意 4.11. この場合もやはり単位元に関する条件を考えることができるが，ここでは触れない．

注意 4.12. A∞-代数の定義としてよく採用される形は以下のようにして得られる．各Knの (n− 2)次元の
胞体に適当な向きを与えて τn ∈ Cn−2(Kn)とおく．すると，CW構造から

dτn =
∑

r+s−1=n
1≤k≤r

(−1)k−1+s(n−k)∂k(τr ⊗ τs)

と書けることがわかる．ここで符号は各 τnの向きと境界に自然に誘導される向きをきちんと見ることで
決まる．このことから，A∞-形式の定義と，mnが次数付き微分加群の準同型であることを組み合わせる
と，次の式を得る．

dmn(τn ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an)

=
∑

r+s−1=n
1≤k≤r

(−1)k−1+s(n−k+|a1 |+···+|ak−1 |)mr(τr ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ak−1 ⊗ ms(τs ⊗ ak ⊗ · · · ⊗ ak+s−1) ⊗ ak+s ⊗ · · · ⊗ an)

+

n∑
j=1

(−1)n+|a1 |+···+|a j−1 |mn(τn ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ da j ⊗ · · · ⊗ an)

この式を用いて，mn(τn ⊗ · · · )の部分を単に次数 (n − 2)の準同型mnと書いて A∞-代数を定義することも
多い．

p < n − 2のとき，Cp(Kn)が面作用素の像で生成されることに注意すれば，A∞-形式に現れる各 mnは
mn(τn ⊗ · · · )の部分さえ決めてしまえば，他の ρに対する mn(ρ ⊗ · · · )は i < nなる miたちから自動的に
決まってしまうことがわかる．

例 4.13. A∗が次数付き微分代数のとき，

mn(τn ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

a1a2 n = 2

0 n > 2

と定義すれば，(A∗, {mi}i)は A∞-代数．この A∞-形式を標準的な A∞-形式という．

問題 4.1. 注意 4.12の dτnの式を用いて，実際に上の例における {mi}iが A∞-形式となっていること（特
に，各 miが次数付き微分加群の準同型となること）を確認せよ．
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Jnの CW複体構造からC∗(Jn)も同様に定義され，準同型

δk : C∗(Jr) ⊗C∗(Ks)→ C∗(Jr+s−1) 1 ≤ k ≤ r

δ : C∗(Kr) ⊗C∗(Js1) ⊗ · · · ⊗C∗(Jsr )→ C∗(Js1+···+sr )

が誘導される．

定義 4.14. A∞-代数 (A∗, {mi}i), (A′∗, {m′i}i)と次数付き微分加群の準同型 f : A∗ → A′∗に対し，次数付き微分
加群の準同型の族 { fi : C∗(Ji) ⊗ A⊗i

∗ → A′∗}i≥1が f の A∞-形式とは，次の条件式を満たすこと．

f1 = f

fr+s−1(δk(ρ ⊗ σ) ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ar+s−1)

= (−1)|σ|(|a1 |+···+|ak−1 |) fr(ρ ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ak−1 ⊗ ms(σ ⊗ ak ⊗ · · · ⊗ ak+s−1) ⊗ ak+s ⊗ · · · ⊗ ar+s−1)

fs1+···+sr (δ(ρ ⊗ σ1 ⊗ · · · ⊗ σr) ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ as1+···+sr )

= ±m′r(ρ ⊗ fs1(σ1 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ as1) ⊗ · · · ⊗ fsr (σr ⊗ as1+···+sr−1+1 ⊗ · · · ⊗ as1+···+sr ))

ただし ± =
r∑

j=2

|σ j|(|a1| + · · · + |as1+···+s j−1 |)

A∞-形式との対 ( f , { fi}i≥1)を A∞-代数の射 (morphism of A∞-algebras)という．

注意 4.15. A∞-代数の射についても単位元の条件を考えることができるがここでは扱わない．

注意 4.16. Stasheffは「A∞-空間の間の射」にあたるものを，前節で定義した A∞-写像と，条件

f (mn(ρ; g1, . . . , gn)) = m′n(ρ; f (g1), . . . , f (gn))

で定義される A∞-準同型 (A∞-homomorphism)を区別していた（A∞-準同型は自然に A∞-写像となる）．
しかし，上の定義で与えた A∞-代数の射のことも A∞-homomorphismと呼ぶことがあるようであり，少
し紛らわしいかもしれない．

注意 4.17. A∞-代数の射の A∞-形式の条件も同様に次の形で与えることもある（符号は複雑なので ±で
略記している）．ここで，τ′n ∈ Cn−1(Jn)を適切な向きに対応する基底とする．

d fn(τ′n ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an)

=
∑

r+s−1=n
1≤k≤r

± fr(τr ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ak−1 ⊗ ms(τs ⊗ ak ⊗ · · · ⊗ ak+s−1) ⊗ ak+s ⊗ · · · ⊗ an)

+
∑

s1+···+sr=n

±m′r(τr ⊗ fs1(τ′s1
⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ as1) ⊗ · · · ⊗ fsr (τ

′
sr
⊗ as1+···+sr−1+1 ⊗ · · · ⊗ an))

+

n∑
j=1

± fn(τ′n ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ a j−1 ⊗ da j ⊗ a j+1 ⊗ · · · ⊗ an)

例 4.18. 次数付き微分代数の準同型 f : A∗ → A′∗に対し，

fn(τ′n ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

 f (a1) n = 1

0 n > 1

と定義すれば，( f , { fi}i)は A∞-代数の間の射．この A∞-形式を標準的な A∞-形式という．
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4.4 A∞-空間から A∞-代数への対応

treeのなす半順序集合の幾何学的実現としての構造を使うと，結合多面体やmultiplihedronは自然に単
体複体の構造をもつ（各胞体が三角形分割される）．これより，面作用素と可換な CW複体に付随する
次数付き微分加群から特異チェインのなす次数付き微分加群への準同型

C∗(Kn)→ S ∗(Kn), C∗(Jn)→ S ∗(Jn)

を得る．
(G, {mi}i)を A∞-空間とする．このとき，可換図式

C∗(Kn) ⊗ S ∗(G)⊗n

��

mn // S ∗(G)

S ∗(Kn) ⊗ S ∗(G)⊗n

��
S ∗(Kn ×G×n)

mn // S ∗(G)

によって A∞-形式 {mi}iが定まり，(S ∗(G), {mi}i)は A∞-代数となることが確認できる．
同じように，A∞-写像 ( f , { fi}i) : (G, {mi}i)→ (G′, {m′i}i)から可換図式

C∗(Jn) ⊗ S ∗(G)⊗n

��

fn // S ∗(G′)

S ∗(Jn) ⊗ S ∗(G)⊗n

��
S ∗(Jn ×G×n)

fn // S ∗(G′)

によって A∞-代数の射 ( f , { fi}i) : (S ∗(G), {mi}i)→ (S ∗(G′), {m′i}i)を得る．

5 A∞-構造のバー構成による記述（概要）

5.1 結合多面体を使った幾何学的バー構成

幾何学的バー構成の定義では単体を用いたが，結合多面体を用いても類似の構成が行える．その説明
のために，まず A∞-空間の作用を定義する．

定義 5.1. 位相空間 Xへの A∞-空間 (G, {mi}i)の右作用とは，連続写像の族 {ϕi : Ki × X × G×i → X}i≥1で
あって，次を満たすもののこと．

ϕi(∂k+1(ρ, σ); x, g1, . . . , gi) =

ϕr−1(ρ; ϕs−1(σ; x, g1, . . . , gs−1), gs, . . . , gi) k = 0

ϕr−1(ρ; x, g1, . . . , gk−1,ms(σ; gk, . . . , gk+s−1), gk+s, . . . , gi) k > 0

ただし，ρ ∈ Kr, σ ∈ Ksで r + s = iとしている．左作用も同様に定義される．

すぐにわかるように，G自身は自然にGの右及び左作用をもつ．
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注意 5.2. 作用についてもやはり単位元を条件に入れることができるが，ここでは考えない．

注意 5.3. 結合多面体とmultiplihedronの間には自然な写像Jn → Kn+1が存在する．その対応の下で，G
の Xへの左作用を与えることは A∞-写像G → Map(X, X)を与えることと同等になることが知られている．

定義 5.4. A∞-空間 (G, {mi}i)と右作用，左作用をもつ空間 (X, {ϕi}i), (Y, {ψi}i)を考える．（太い）バー構成
((fat) bar construction) BK (X,G,Y)を次で定義する．

BK (X,G,Y) =

⨿
i≥0

Ki+2 × X ×G×i × Y

/∼
ただし，同値関係は次で定める．

(∂k+1(ρ, σ); x, g1, . . . , gi, y) ∼


(ρ; ϕs−1(σ; x, g1, . . . , gs−1), gs, . . . , gi, y) k = 0

(ρ; x, g1, . . . ,ms(σ; gk, . . . , gk+s−1), . . . , gi, y) 0 < k < r

(ρ; x, g1, . . . , gi−s+1, ψs−1(σ; gi−s+2, . . . , gi, y)) k = r

特に，BKG = BK (∗,G, ∗)と書く（Gの分類空間）．

注意 5.5. 単体を用いた通常のバー構成の時のように，退化作用素に関する同値関係も入れることができ
る．そのようにして定義したものが普通の意味でのバー構成と呼ばれるべきものである．単体を用いた
バー構成に対しても，退化作用素に関する同値関係を外すことで太いバー構成が定義できる．

詳細は略す（[IM89]を参照されたい）が，A∞-空間の作用に関する同変写像も定義することができる．
複雑な構成になるが，このような同変写像はバー構成の間の写像を誘導することが知られている．特別
な場合として，A∞-写像G → G′が与えられたとき，分類空間の間の写像 BKG → BKG′を誘導する．位
相モノイドの時と同様に，A∞-空間 Gが群状（π0(G)が群となる）ならば，ΩM BKGとの間に弱ホモト
ピー同値写像であるような A∞-写像が構成でき，分類空間の間の写像と A∞-写像は up to homotopyで同
等な情報を持っていることがわかる．

5.2 A∞-代数のバー構成と A∞-代数の射

前節で述べたように A∞-空間とバー構成（分類空間）の間には up to homotopyでの対応関係が知られ
ているが，代数の場合にはもっと良い対応関係が知られている．これまでの節では空間での構成の代数
版を考える形のものが多かったが，この節の内容は空間での構成とは独立している．

A∗を次数付き加群とする．このとき，次数 1の元 sで生成される次数付き加群Rsを用いて sA∗ = Rs⊗A∗
とおく．すると，次のようになる．

(sA)p = (Rs ⊗ A∗)p � Ap−1

そして，次数付き加群 T̄ sA∗（簡約テンソル余代数）を

T̄ sA∗ = sA∗ ⊕ (sA∗ ⊗ sA∗) ⊕ · · ·

で定義する．T̄ sA∗には次の余積 (comultiplication) ∆ : T̄ sA∗ → T̄ sA∗ ⊗ T̄ sA∗が存在する．

∆(sa1 ⊗ · · · san) =
n−1∑
k=1

(sa1 ⊗ · · · ⊗ sak) ⊗ (sak+1 ⊗ · · · ⊗ san)
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degree (−1)の次数付き加群の準同型 d : T̄ sA∗ → T̄ sA∗が coderivationとは，d2 = 0であって，余積 ∆
が次数付き微分加群の準同型となること，つまり

∆d = d∆

が成り立つこと．ただし，T̄ sA∗ ⊗ T̄ sA∗には dから決まる次数付き微分加群のテンソル積としての微分
を入れる．coderivation dが与えられているとき，次数付き加群の準同型 mn : sn−2(A⊗n

∗ )→ A∗ (n ≥ 1)を，
s2mnが合成写像

sn(A⊗n
∗ ) = (Rs)⊗n ⊗ A⊗n

∗ � (Rs ⊗ A∗)⊗n = (sA∗)⊗n 包含写像−−−−−−−→ T̄ sA∗
d−→ sT̄ sA∗

射影−−−→ s2A∗

と一致するように定義する．ただし，d : T̄ sA∗ → sT̄ sA∗は次数 0の準同型と思っている．このとき，次
が成り立つ．

命題 5.6. {mi : si−2A⊗i
∗ → A∗}i≥2は次数付き微分加群 (A∗, d)の A∞-形式．ただし，d : A∗ → A∗は A∗ → sA∗

と思ったとき，sm1と一致するように定義する．

問題 5.1. この命題を τnと sn−2と同一視した上で注意 4.12の関係式を示すことで確認せよ．

逆に，次数付き微分加群 A∗に A∞-形式 {mi : si−2A⊗i
∗ → A∗}i≥2が与えられているとき，上で与えた対応

を満たすような coderivation d : T̄ sA∗ → T̄ sA∗が唯一つに定まる．つまり，A∞-形式は T̄ sA∗の coderivation
として定式化できる．
この定式化は A∞-代数の射の定式化においても有用である．次数付き加群の準同型 F : T̄ sA∗ → T̄ sA′∗

が ∆, dと可換であるとき，Fを次数付き微分余代数の準同型という．

命題 5.7. A∞-代数 A∗, A′∗に対し，その間の射 ( f , { fi}i)と次数付き微分余代数の準同型 F : T̄ sA∗ → T̄ sA′∗
は，次の合成写像が s fnとなるような対応で一対一に対応する．

sn(A⊗n
∗ ) = (Rs)⊗n ⊗ A⊗n

∗ � (Rs ⊗ A∗)⊗n = (sA∗)⊗n 包含写像−−−−−−−→ T̄ sA∗
F−→ T̄ sA′∗

射影−−−→ sA′∗

問題 5.2. この命題を符号を除いて証明せよ．つまり，τ′nと sn−1と同一視した上で注意 4.17の関係式を
符号の部分を除いて示すことで確認せよ．

6 扱うことができなかった内容

このノートの内容に近い話題で，扱うことを諦めたものとして以下のものがある．

• 普遍主束

• An-写像と射影空間の関係

• A∞-代数の極小モデルと homotopy transfer theorem

• Massey積が非自明な例

など．
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