
2019年度幾何学 II　演習問題2 2019年 10月 9日

位相空間X,Y の間の連続写像 f, g : X → Y に対し，F : X × [0, 1] → Y が f から gへのホモト
ピーであるとは，F は連続写像であって，任意の x ∈ Xに対しF (x, 0) = f(x)かつF (x, 1) = g(x)

となること．

例題.

D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}

とする．このとき，恒等写像 f : D2 → D2から原点に値をとる定値写像 f : D2 → D2へのホモト
ピーを与えよ．

解答例. F : D2 × [0, 1] → D2を次で定義する．

F (x, y, t) = ((1− t)x, (1− t)y)

各成分が連続関数なのでこれは連続写像．そして

F (x, y, 0) = (x, y) = f(x, y), F (x, y, 1) = (0, 0) = g(x, y)

なので，F は f から gへのホモトピー．

問 1. 次の関数 f から gへのホモトピーを与えよ．sin, cos : R → Rが連続関数であることは用い
てもよい．

(1) X ⊂ R2に対し，f : X → R3は f(x, t) = (x, 0)で定め，g : X → R3は g(x, t) = (x, 1)で定
める．

(2) S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}に対し，f : S1 → S1 は恒等写像とし，g : S1 → S1 は
g(x, y) = (−x,−y)で定める（ヒント：回転行列）．



連続写像 f, g : X → Y がホモトピック（またはホモトープ）であるとは，f から gへのホモト
ピーが存在すること．ふたつの写像が「ホモトピックである」という関係は同値関係であること
が知られている．

例題. 連続写像 f : X → Y は f 自身にホモトピックである（反射律）．

解答例. F : X × [0, 1] → Y を F (x, t) = f(x)で定めると，F は第 1成分への射影と連続写像 f の
合成なので連続．さらに任意の x ∈ X に対し，F (x, 0) = F (x, 1) = f(x)なので，F は f から f

へのホモトピー．ゆえに，f は f にホモトピック．

位相空間X,Y のホモトピー型が等しい（またはホモトピー同値）とは，連続写像 f : X → Y と
g : Y → X であって，g ◦ f がX の恒等写像，f ◦ gが Y の恒等写像とそれぞれホモトピックにな
るようなものが存在すること．
特に「ホモトピック」の反射律から，同相な位相空間のホモトピー型は等しい．

例題.

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}, A = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}

とするとき，S1とAのホモトピー型が等しいことを示せ．

解答例. f : S1 → Aを包含写像，g : A → S1を g(x, y) = ( x√
x2+y2

, y√
x2+y2

)で定める．g(x, y) ∈ S1

であることは (
x√

x2 + y2

)2

+

(
y√

x2 + y2

)2

=
x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
= 1

からわかる．f は包含写像なので連続，(x, y) ∈ Aならば x2 + y2 > 0なので gの各成分は連続関
数となる（x 7→ 1

x で定まる R \ {0} → R \ {0}が連続であることを使っている）．
(x, y) ∈ S1に対し，

(g ◦ f)(x, y) = g(x, y) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

)
= (x, y)

となり，g ◦ f は S1の恒等写像に等しい．「ホモトピック」という関係の反射律から，g ◦ f は恒等
写像にホモトピック．
また，(x, y, t) ∈ A× [0, 1]に対し，

F (x, y, t) = (1− t)(g ◦ f)(x, y) + t(x, y)

とおくと，F (x, y, t)は点 (g ◦ f)(x, y)と点 (x, y)を結ぶ線分（Aに含まれる）を 1 − t : tの長さ
の比で分ける点なので，F (x, y, t) ∈ Aである．また，g ◦ f が連続であることから，F も連続であ
る．さらに，

F (x, y, 0) = (g ◦ f)(x, y), F (x, y, 1) = (x, y)

なので，F は g ◦ f からAの恒等写像へのホモトピーである．したがって，g ◦ f はAの恒等写像
にホモトピック．
以上から，S1とAのホモトピー型は等しい．

問 2. 一点集合 P = {p}とD2のホモトピー型が等しいことを示せ（ヒント：表の例題）．

問 3. （★）A ⊂ R2に対し，

CA = {((1− t)a, (1− t)b, t) ∈ R3 | 0 ≤ t ≤ 1, (a, b) ∈ A} ⊂ R3

をAの錐（cone）という．CAは一点とホモトピー型が等しいことを示せ．


