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　最近になって Berezin 変換は多くの数学者の興味を引き，様々な研究の中に現れるように
なった．Berezin 自身は今日 Berezin 変換と呼ばれている作用素を，共変表象 (有界作用素
の Berezin 表象）と反変表象（Toeplitz 作用素の表象）を結びつけるものとして導入し，
彼の量子化の理論 (Berezin quantization) で重要な役割を演じさせている [8]．一方で，
Berezin 変換自身は Hankel 変換とともに C

N の領域での解析学における直接の研究対象で
もある（cf. e.g., [12], [31], [32] 等）．そしてたとえば C での単位円板（resp. 上半平面）を
考えると，そこには Lie 群 SU(1, 1) (resp. SL(2,R)) が一次分数変換で作用しており，
Berezin 変換はこの群の作用で不変な積分作用素になっている．それがゆえに Berezin 変
換の研究にいわゆる非可換調和解析学の手法が有効になってくる．この方向でも研究は活
発で，本稿で述べる研究以外に，[3], [34], [49], [53], [56], [65], [67], [77], [85] 等があり，
また van Dijk を中心とする人たちの一連の研究 [17] ～ [21] も興味深い．本稿では筆者
の最近の研究を，特に等質 Siegel 領域上の Berezin 変換について詳しく述べる (§4)．
§1 ～ §3 は以前に書いた [60] を大幅に update するものであり，最近（99年晩夏）やっと
報告集の出る出版社が決まったとの連絡があった [62] を補足するものである．
　Berezin 変換の定義から始めよう．C

N の領域 D を考え，µ を D 上の Borel 測度とす
る．測度 µ に関する L2 空間 L2(D, dµ) の閉部分空間 H を一つ固定する．H への直交射影
作用素を P で表す．各 ϕ ∈ L∞(D) に対して，ϕ を表象とする H 上の Toeplitz 作用素
を T (ϕ) とする：

T (ϕ)h := P (ϕh) (h ∈ H).

以下 H に属する函数はすべて連続であり，かつ H は再生核 κ(z, w) を持つと仮定する：

h(w) = (h |κ(·, w))H (∀h ∈ H, ∀w ∈ D).

この序文内では κ(z, z) = 0 となる z ∈ D は µ 零集合であると仮定する．各 w ∈ D に対
して，Ew は高々階数 1 の直交射影作用素 H → Cκ(·, w) を表すものとする．このとき，
H 上の有界線型作用素 A に対して，A の Berezin 表象 σ(A) とは次式で定義される D
上の函数のことである：

σ(A)(w) := tr (AEw) (w ∈ D).

二つの線型写像 T : ϕ �→ T (ϕ)，σ : A �→ σ(A) は次に述べる意味で互いに共軛の関係にあ
る [8], [77] : dµ0(z) := κ(z, z) dµ(z) とおくとき

1. T を L∞(D)∩L1(D, dµ0)に制限すると (note : L∞∩L1 ⊂ L2)，それは L2(D, dµ0)
から H 上の Hilbert-Schmidt 作用素全体のなす Hilbert 空間 B2(H) への有界線型
作用素に拡張され，‖T‖ � 1 である．
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2. Berezin 表象をとる写像 σ を B2(H) に制限すると，それは B2(H) から L2(D, dµ0)
への有界線型作用素であり，1 の作用素 T の共軛となっている．

　これらの事実をふまえて以後 T を σ∗ と書くことにする．L2(D, dµ0) 上の正の有界自
己共軛作用素 B := σσ∗ を H に付随する Berezin 変換と呼ぶ．簡単な計算によって，
Berezin 変換 B は次で表示される L2(D, dµ0) 上の積分作用素になることがわかる :

Bf(z) =

∫
D

f(w)
|κ(z, w)|2

κ(z, z)κ(w,w)
dµ0(w) (f ∈ L2(D, dµ0)).

　§1 では Berezin 変換を一般の局所コンパクト空間上で定義し，対角化作用素を使って
Berezin 変換の値域に関する情報を割り出す．これは [61] によるものであり，[62] において
補足をしたが，その補足に少々雑なところもあったので，本稿で再補足（命題 1.2）をするこ
とにした．ある種のテンソル積表現との関係のところは論文 [61] のままである．
　§2 では Heisenberg 群の場合を §1 の枠組みに沿って述べた．もちろん結果自体は [8] 以
来多くの論文でも触れられ，よく知られているものである．
　§3 はコンパクト Lie 群の線型作用に関連する Berezin 変換について述べる．藤田悦郎氏
との共同研究 [36], [37] 及び [61], [62] から採った．今年（1999年）になって，本 [1] が出
たので，SO(n,R) の場合で Gegenbauer 多項式の線型化公式の引用が簡単になったので，
本稿では [62] からそのように書き直した．
　§4 が本稿のメインで講演に対応するものである．まず対称 Siegel 領域の場合に，Berezin
変換のスペクトル分解が，Berezin 核の球 Fourier 変換と Riemann 対称空間における
Helgason の Fourier 変換論を使って導出できることを示す．この方法は [44] によるが，そ
こでの計算技術は結果的に [3] でのものとかなり重複してしまっていた（論文をまとめたあ
とでわかった）．スペクトル分解自体は，古典領域に限れば Berezin が [11] で報告し，一般
の場合は Unterberger-Upmeier が [77] において Jordan 構造を使って証明を与えたもの
である．
　§4 の後半では Siegel 領域が対称であるという仮定をはずして Berezin 変換を考察する．
スペクトル分解という最終目標には本稿執筆時点で到達していないが，Laplace-Beltrami
作用素との可換性と領域の対称性が同値であるという興味深い結果が得られた [64] のでそ
れを報告する．Berezin 自身は Berezin 変換が「Laplace 作用素の函数」であることを彼
の量子化の理論では前提にしているように筆者には思える（[66] も参照）．しかしながら，
[33] で示されたように，すでに C の一般の領域でこの前提は崩れ去り，本稿の結果も非対称
Siegel 領域では Berezin 変換のスペクトルと Lapalce-Beltrami 作用素のスペクトルは一応
「別の世界にある」ことを示している．このことはまた Siegel 領域，あるいはそれに微分同相
な実分裂可解 Lie 群上の解析学に ”Spherical Fourier Analysis Without K” とでもいえ
る新しい問題，研究方向を提起する．それは Hermite 対称空間上の Harish-Chandra によ
る球 Fourier 変換を一般化する Gelfand 変換の一例であるだろうし，Helgason の Fourier
変換論を一般化するものであろう．これは最近の Damek-Ricci 空間上の調和解析 [16], [2],
[6], [7] の高階数版の一つともいえる発展方向ではないかと筆者は思っていて，決して荒唐無
稽な空想ではないように思える．そこは可解 Lie 群の Plancherel 測度が 0 の既約表現達の
方が表で活躍する非可換調和解析である．
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§1．一般論
　この節では [61] に従って Berezin 変換を局所コンパクト空間で一般的に定義して，その
基本的性質をまとめる．
　局所コンパクト Hausdorff 空間 X で考える．簡単のため，X は第２可算公理をみたして
いるものとする．X 上の Radon 測度を µ とする．すなわち，µ は正則な Borel 測度で，
X の任意のコンパクト集合の µ 測度は有限になっているものとする．L2(X, dµ) を考え，
その閉部分空間で連続函数ばかりから成っているものを一つとって H とする．以下この
H は連続な再生核 κ を持つと仮定する．すなわち，κ は X ×X 上の連続函数であり，
κ(·, x) ∈ H かつ h(x) = (h |κ(·, x)) がすべての x ∈ X と h ∈ H で成り立つと仮定する．
　実 Hilbert 空間としては H そのもので，複素 Hilbert 空間としては H に共軛同型なもの
を H† とする．H と H† のテンソル積 Hilbert 空間を H⊗H† で表す．よく知られているよ
うに，H⊗H† は H 上の Hilbert-Schmidt 作用素全体がなす Hilbert 空間 B2(H) と同一
視できる．
　κ(x, x) の零点集合を N で表す：

N := {x ∈ X ; κ(x, x) = 0}.(1.1)

またその補集合を X0 とする： X0 := X \N．明らかに X0 自身第２可算公理をみたす局
所コンパクト空間である．ここで次の対角化作用素 M を考える：

M
(∑

ξj ⊗ ηj
)
(x) :=

1

κ(x, x)

∑
ξj(x)ηj(x) (ξj ∈ H, ηj ∈ H†, x ∈ X0).(1.2)

そして H に付随する Berezin 測度を dµ0 とする：

dµ0 := κ(x, x) dµ.(1.3)

このとき次が成り立つ ([61, Proposition 1])．

命題 1.1. (1) 式 (1.2) の右辺は絶対収束し，A =
∑

j ξj ⊗ ηj ∈ H⊗ H† ≡ B2(H) の表

示の仕方に依らない．さらに M(A) = σ(A)
∣∣
X0
が成り立つ．ただし σ(A) は作用素 A の

Berezin 表象である．
(2) M は ‖M‖ � 1 をみたす有界線型作用素 H⊗ H† → L2(X0, dµ0) である．

　M の共軛作用素を M∗ : L2(X0, dµ0) → H ⊗ H† とする．[61, Lemma 2] により，
f ∈ L2(X0, dµ0) ∩ L∞(X0) のとき，M∗(f) は f を表象とする Toeplitz 作用素になって
いる： M∗(f)h = P (fh) (h ∈ H)．ここで P は直交射影作用素 L2(X, dµ) → H であり，
函数 f は N 上 0 として X 上まで拡張している．
　M∗(f) が積分作用素になっていることを見るために

Tf(x, y) :=

∫
X

f(z)κ(x, z)κ(y, z) dµ(z) (x, y ∈ X)(1.4)

を考える．Schwarz の不等式から，f ∈ L∞(X) ならば (1.4) は絶対収束することがわか
る．一方 f ∈ L1(X, dµ0) のとき，再び Schwarz の不等式より

|Tf(x, y)|2 �
[∫

X

|f(z)||κ(x, z)|2 dµ(z)
] [∫

X

|f(z)||κ(y, z)|2 dµ(z)
]
.
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この評価式と Fubini の定理より∫
X

∫
X

|Tf(x, y)|2 dµ(x)dµ(y)

�
[∫

X

∫
X

|f(z)||κ(x, z)|2 dµ(x)dµ(z)
] [∫

X

∫
X

|f(z)||κ(y, z)|2 dµ(y)dµ(z)
]

�
[∫

X

|f(z)| dµ0(z)

]2

<∞.

従って Tf(x, y) は Hilbert-Schmidt 核である．L1(X, dµ0) ∩ L∞(X) ⊂ L2(X, dµ0) に
注意して次の命題を得る．証明は [62, Proposition 1.2] を参照．

命題 1.2. f ∈ L1(X0, dµ0) ∩ L∞(X) のとき，次式が成り立つ：

M∗(f)h(x) =

∫
X

Tf(x, y)h(y) dµ(y) (h ∈ H).

　さて H の正規直交基底 {ηj} をとってM∗(f) =
∑

(· | ηj)ξj とするとき，ξj = M∗(f)ηj
であるから

M
(
M∗(f)

)
(x) =

1

κ(x, x)

∞∑
j=1

[∫
X

Tf(x, y)ηj(y) dµ(y)

]
ηj(x)

=
Tf(x, x)

κ(x, x)
=

∫
X

|κ(x, z)|2
κ(x, x)κ(z, z)

f(z) dµ0(z).

ゆえに MM∗ は H に付随する Berezin 変換 B の L2(X0, dµ0) への制限であることがわか
る．
　次に局所コンパクト群 G が X に連続的に作用していて，我々の閉部分空間 H が G のユ
ニタリ表現を実現している状況を考えよう．この表現は次のようなものとする．すなわち，
連続函数 J : G×X → C \ {0} で次の条件をみたすものが存在すると仮定する：{

J(e, x) = 1 (∀x ∈ X),

J(g1g2, x) = J(g1, g2x)J(g2, x) (g1, g2 ∈ G, x ∈ X).
(1.5)

ただし e は G の単位元である．そして次式で定義される L2(X, dµ) での G の表現 π がユ
ニタリであると仮定する：

π(g)f(x) = J(g−1, x)−1f(g−1x) (g ∈ G, x ∈ X).(1.6)

さらにこのユニタリ表現 π が閉部分空間 H を不変にしていると仮定する．表現 π が
L2(X, dµ) でユニタリということは

dµ(gx) = |J(g, x)|−2 dµ(x) (g ∈ G, x ∈ X)(1.7)

が成り立つということであり，H が π で不変であるということより，再生核 κ と函数 J の
間に次の関係式が成立する：

κ(gx, gy) = J(g, x)κ(x, y)J(g, y) (g ∈ G, x, y ∈ X).(1.8)



5

特に (1.1) で定義した集合 N もその補集合 X0 も G 作用で安定であることがわかる．さら
に (1.7) と (1.8) から，Berezin 測度 dµ0 が G 作用で不変であることもわかる．従って G
のもう一つのユニタリ表現 ρ が次式で L2(X0, dµ0) 上に定義できることになる：

ρ(g)f(x) = f(g−1x).

このとき次の定理を得る [61, Theorem 4]．

定理 1.3. (1) 閉部分空間 Range (M) は ρ 不変であり，π ⊗ π† |Ker (M)⊥ に同値な G の
ユニタリ表現を実現している．
(2) Hに付随するBerezin変換BはG不変な作用素である，すなわち，Bρ(g) = ρ(g)Bがす
べての g ∈ Gで成り立つ．さらに Range (M)はB で安定であり，Ker (B) = Range (M)⊥

となっている．

§2．Heisenberg 群

　この節では Heisenberg 群の作用で不変になっている複素ユークリッド空間 C
n 上の

Berezin 変換を §1 の枠組みの一例として述べる．このケースは Berezin 自身によってすで
に [8, §4] で取り扱われており，その後様々な文献でも触れられていてよく知られているもの
である．
　正数 λ をこの節ではずっと固定し，C

n 上の正規化された Gauss 測度 dµ(z) :=

(λ/π)ne−λ‖z‖
2
dm(z) を考える．ただし C

n のユークリッド測度を dm で表した．C
n 上の正

則函数で，Gauss 測度 dµ で２乗可積分なもののなす Hilbert 空間 F（Fock 空間）を考え
る．F は L2(Cn, dµ)の閉部分空間であり，再生核 κ(z, w) := eλz·w を持つ．ここで z ·w は
C
n の標準的な Hermite 内積である．この場合 (1.1) で定義した集合 N は空集合である．
　2n+ 1 次元 Heisenberg 群 G を次の群演算を持つ集合 G = C

n ×R として実現する：

(z, t)(z′, t′) = (z + z′, t+ t′ − Im z · z′) (z, z′ ∈ C
n, t, t′ ∈ R).

群 G は C
n に (z, t) · w = z + w で作用する．式

J((z, t), w) := eiλteλw·zeλ‖z‖
2/2 ((z, t) ∈ G, w ∈ C

n)

によって G×C
n 上の函数 J を定義すると，容易に計算できるように J は (1.5) と (1.7)

をみたす．従って (1.6) により G のユニタリ表現 π が L2(Cn, dµ) 上に定義される．明ら
かに Fock 空間 F は π 不変である（実際は G の既約表現になっている）．F に属する函数
の複素共軛の全体を F で表すと，F は F† と同一視できる．この同一視のもとで，テンソル
積 Hilbert 空間 F⊗ F† は，C

n × C
n 上の連続函数 F で，F (·, w) ∈ F (∀w ∈ C

n) かつ
F (z, ·) ∈ F (∀z ∈ C

n) となっているものの全体と同一視される．このとき，(1.2) で定義さ
れる対角化作用素 M は

MF (z) = e−λ‖z‖
2

F (z, z)

という形に書き直される．そうすると一致の定理より，M が単射であることが出る．さ
らに，たとえば Hermite 多項式を用いて，M の値域が L2(Cn, dµ) で稠密であることも
わかる．この場合 F に付随するBerezin 測度 dµ0 は (λ/π)n dm に等しいことに注意．
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C
n 上の通常の Laplacian を ∆ とし，−∆ が定義する L2(Cn, dµ0) の正の自己共軛作用素
を T とする．このとき，F に付随する Berezin 変換 B について

B = exp
(
− 1

4λ
T

)
となることが知られている[8, §4], [77, 1.27]．ここで，{exp−tT}t>0 は T で生成される有
界作用素の一径数半群である．
　最後に Fock 空間 F 上の G の既約表現 πF(g) := π(g)

∣∣
F
について，λ > 0 に関係なく

πF⊗ πF
∼= 1

(2π)n

∫ ⊕

Cn

χ
w dm(w) (χw(z, t) := eiRe z·w)

となることに注意しておこう (cf. e.g., [65])．

§3．コンパクト Lie 群の線型作用

　ここではコンパクト Lie 群が有限次元ベクトル空間へ線型に作用している場合，それに関
連する Berezin 変換について考える．

3.1. 一般的考察. 　有限次元実ベクトル空間 X にコンパクト Lie 群 K が作用していると
しよう．X に K 不変な内積を入れて，正規化された Gauss 測度

dµ(x) := π−n/2e−‖x‖2

dm(x) (n := dimX)

を考える．ただし dm は X のユークリッド測度である．L2(X, dµ) には

π(k)f(x) := f(k−1x)(3.1)

によって K のユニタリ表現 π が定義される．そして X 上の多項式函数全体のなす空間
P(X) は L2(X, dµ) の π(K) 不変な部分空間になっている．H �= {0} を P(X) の部分空
間で π(K) 既約なものの一つとする．H は必然的に有限次元であり，L2(X, dµ) の閉部分空
間と見るとき，再生核 κ を持っている．実際，p1, . . . , pd (d := dim H) を H の正規直交基
底とすると，κ(x, y) =

∑
pj(x)pj(y) である．各 pj は多項式函数なので，(1.1) で定義

された集合 N は明らかに µ 零集合である．かくして H に付随した Berezin 変換 B が
L2(X, dµ0) 上に定義される．ただし

dµ0(x) := π−n/2κ(x, x)e−‖x‖2

dm(x).

ここでは §1 の記号で J ≡ 1 となっているので，(1.8) により κ は K 不変である：

κ(kx, ky) = κ(x, y) (k ∈ K, x, y ∈ X).

特に K 不変な函数のなす閉部分空間 L2(X, dµ0)
K は B で安定である．そこでの B の作

用は次の通り([61, Theorem 5])：

定理 3.1. Berezin 変換 B は定数函数のなす 1 次元部分空間への直交射影作用素として
L2(X, dµ0)

K に働く．特に ‖B‖ = 1 である．
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　B のスペクトル分解を得るためには，テンソル積表現 πH⊗ (πH)† の分解についての情報
が必要である．ここで πH(k) := π(k)|H (k ∈ K)．しかしながら，例えば [46] を見ればわ
かるように，一般にその分解はすでに指標のレベルにおいて結構複雑な様相を呈する．しか
も我々は与えられた空間を，指標等式が教えるように分解しなければならない．現時点では
限られた場合のみに Berezin 変換の明示的スペクトル分解が得られている．本稿ではその例
を以下に述べる．

3.2. C
n に作用する U(n) の場合. 　この場合は簡明な結果が得られる．詳細は [36] 参照

（多少本稿と定式化が異なるが，本質は変わらない）．
　C

n 上の k 次斉次正則 (holomorphic) 多項式函数の全体を Pk(Cn) とする．C
n 上の正

規化された Gauss 測度 dµ(z) := π−ne−‖z‖2
dm(z) を導入して，Pk(Cn) を L2(Cn, dµ)

の再生核 κk を持つ閉部分空間と見る．C
n の標準的な Hermite 内積を z · w で表すとき

κk(z, w) =
(z · w)k

k!
.

　Pk(Cn) に付随する Berezin 変換を Bk とする．この Bk のスペクトル分解を記述する
ために，球面調和函数 (spherical harmonics) の空間を導入しよう．C

n 上の多項式函数
z �→ h(z, z) で，z について p 次斉次，z について q 次斉次なものの全体を Ppq で表す．ま
た，Ppq の元で調和函数であるもの（すなわち Laplacian で消えるもの）の全体を Hpq と
する．S で C

n の単位球面を表して

Ypq :=
{
h
∣∣
S

; h ∈ Hpq

}
とおく．よく知られているように，S 上の標準的回転不変測度 dσ（ただし σ(S) = 2πn/Γ (n)
とする）に関する L2 空間は次のように分解される：

L2(S, dσ) =
∞⊕

p,q=0

Ypq.

　§2 の Heisenberg 群のときのように，Pk(Cn)† を Pk(Cn) と同一視すると，対角化作用
素 M は次のようになる：

Mp(z) =
p(z, z)

κk(z, z)
= k! p(ωz, ωz)

(
p ∈ Pk(Cn)⊗ Pk(Cn)

)
.(3.2)

ここで ωz := z/‖z‖ (z �= 0) である．Pk(Cn) に付随する Berezin 測度を dµk とすると

dµk(z) = κk(z, z) dµ(z) =
‖z‖2k

πn k!
e−‖z‖2

dm(z).

Berezin 変換 Bk は L2(Cn, dµk) 上の有界作用素である．定理 1.3 と式 (3.2) を鑑みて我々
は L2(S, dσ) を L2(Cn, dµk) に次の等長作用素 Ik によって埋め込む：

Ikf(z) := α
1/2
k f(ωz), αk :=

2πn k!

(n+ k − 1)!
.

Zk
j := Ik(Yjj) とおく．
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定理 3.2 ([36]). Ek
j を直交射影作用素 L

2(Cn, dµk) → Zk
j とする．このとき Berezin 変

換 Bk のスペクトル分解は次式で与えられる：

Bk =
k∑
j=0

(
n+ j + k − 1

j

)−1(
k

j

)
· Ek

j .

3.3. R
n に作用する SO(n,R) の場合. 　この場合は 3.2 とほぼ同様に扱えるが，固有値を

与える式が，閉じた形で書けるものの多少複雑になり，また対角化作用素 M はもはや単射
ではない．
　R

n 上の正規化された Gauss 測度を dµ とする：

dµ(x) := π−n/2e−‖x‖2

dx.

3.1 におけるように，L2(Rn, dµ) 及び P(Rn) 上で式 (3.1) で与えられる K := SO(n,R)
の表現を考える．各 m = 0, 1, 2, . . . に対して，Hm(Rn) は R

n 上の m 次斉次の調和多項
式函数全体のなす P(Rn) の部分空間とする．Hm(Rn) を L2(Rn, dµ) の閉部分空間とみな
す．よく知られているように，表現 π の Hm(Rn) への制限 πm は K の既約ユニタリ表
現である．Hm(Rn) の再生核 κm を記述するために Gegenbauer 多項式を導入しよう．
Cλ
m(t) を m 次の Gegenbauer 多項式とする (cf. [52, 5.3.2])：

Cλ
m(t) =

[m/2]∑
j=0

aλmj t
m−2j, aλmj :=

(−1)j 2m−2j

Γ(λ)

Γ(λ+m− j)
j ! (m− 2j)!

.

ここで [m/2] は m/2 を越えない最大の整数を表す．このとき，[62, Lemma 3.3] より

κm(x, y) =
Γ(−1 + n/2)

Γ(m− 1 + n/2)
‖x‖m‖y‖mC(n−2)/2

m (ωx · ωy).

ただし U(n) のときと同じく，ωx := x/‖x‖ (x �= 0)．
　Hm(Rn) に付随する Berezin 測度を dµm = κm(x, x) dµ とする．明らかに Hm(Rn) =
Hm(Rn) であるから，(1.2) で定義される対角化作用素 M は Hm(Rn) ⊗ Hm(Rn) →
L2(Rn, dµm) とみなせて，次式で与えられる：

Mp(x) =
p(x, x)

κm(x, x)
=

Γ(m− 1 + n/2)

Γ(−1 + n/2)

(
m+ n− 3

m

)−1

p(ωx, ωx).

ここで [52, 5.3.1] より

C(n−2)/2(1) =

(
m+ n− 3

m

)
であることを使った．さて R

n の単位球面を S で表し

Ym :=
{
p
∣∣
S

; p ∈ Hm(Rn)
}

とおく．Ym は m 次球面調和函数の空間である．S 上の標準的回転不変測度 dσ（ただし
σ(S) = 2πn/2/Γ(n/2) とする）に関する L2 空間は次のように重複度フリーな K 既約分解
を持つ：

L2(S, dσ) =
∞⊕
m=0

Ym.
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U(n) のときと同様に次の等長写像 Im によって L2(S, dσ) を L2(Rn, dµm) に埋め込む：

Imf(x) := β1/2
m f(ωx), βm := 2πn/2

Γ(m− 1 + n/2)

Γ(m+ n/2)Γ(−1 + n/2)

(
m+ n− 3

m

)−1

.

以下 Zm
l := Im(Yl) とおく．Hm(Rn) に付随する Berezin 変換 Bm は L2(Rn, dµm) 上の

有界な自己共軛作用素である．

定理 3.3 ([62]). 直交射影作用素 L2(Rn, dµm) → Zm
2j をE

m
2j とする．このとき Berezin

変換 Bm のスペクトル分解は次で与えられる：

Bm =
m∑
j=0

λmj E
m
2j .

ここで固有値 λmj は下記の如し：

λmj :=
(
m− 1 +

n

2

) (
2j

j

)(
m+ j + n− 3

m− j

)(
m+ n− 3

m

)−1

×

× Γ (m− j − 1 + n/2) Γ (j − 1 + n/2)2

Γ (m+ j + n/2) Γ (−1 + n/2)2 .

　証明には Gegenbauer 多項式の線型化公式 (cf. [1, Theorem 6.8.2]) を使う（論文 [42]
と本 [80, 9.4.11] も参照）．我々が必要な形に書き直すと：

α(m, j) :=
(
2j − 1 +

n

2

) (
2j

j

)(
m+ j + n− 3

m− j

)
Γ

(
m− j − 1 + n

2

)
Γ

(
j − 1 + n

2

)2

Γ
(
m+ j + n

2

)
Γ

(
−1 + n

2

)2

として，

C(n−2)/2
m (t)2 =

m∑
j=0

α(m, j)C
(n−2)/2
2j (t).

　Hm(Rn) での K の既約表現 πm の signature は (m, . . . , 0) である (cf. e.g., [38, 3.13])

から，§1 の一般論と，Hm(Rn) = Hm(Rn) より，考えるべき K のテンソル積表現は

(m, 0, . . . , 0)⊗ (m, 0, . . . , 0).

これの既約分解は，例えば [47, p. 510, Example (2)] にあり，

(m, 0, . . . , 0)⊗ (m, 0, . . . , 0) =
m⊕
j=0

j⊕
i=0

(2m− j − i, j − i, 0, . . . , 0)

となる．従って，signature (2m− j − i, j − i, 0, . . . , 0) の既約表現を実現している部分空
間を L(2m− j − i, j − i) とおくとき，Hm(Rn)⊗Hm(Rn) の K 既約分解は

Hm(Rn)⊗Hm(Rn) =
m⊕
j=0

j⊕
i=0

L(2m− j − i, j − i).

一方 Berezin 変換 Bm が働く空間 L2(Rn, dµm) での K のユニタリ表現 ρm を

ρm(k)f(x) = f(k−1x)
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とし，en := t(0, . . . , 0, 1) ∈ R
n での K の固定部分群を L とする．Range (M) における

ρm の K 既約成分はすべて L に関して class 1 である (cf. [62, Lemma 3.6]) ので，結局，

Ker (M) =
m⊕
j=1

j−1⊕
i=0

L(2m− j − i, j − i)

であり，M は L(2j, 0) と Zm
2j の間の同型を与えていることになる．

3.4. Mat (2,C) に働く U(2)×U(2) の場合. この例によって，Berezin 変換の明示的スペ
クトル分解は一般には大変複雑なことになることがわかる．詳細は [37]，概略は [62]を参照．
U(2)× U(2) の既約表現 π の π ⊗ π† というタイプのテンソル積表現の既約分解を与えら
れた函数空間で実行するために，GL(2,C) の有限次元既約表現（holomorphic 及び real
analytic) の行列要素の詳しい解析 (cf. [15], [48], [37]) が必要となる．また固有値の表示式
には，Jacobi 多項式の離散変数版である Hahn 多項式の積や，一般化された超幾何函数 pFq
の一般化である Meijer の G 函数が現れてくる．Hahn 多項式が現れるのは，SU(2) の
Clebsch-Gordan 係数が Hahn 多項式で表されるからであり [48]，その積が現れるのは，
U(2)×U(2) の表現のテンソル積を扱うからである．また Meijer の G 函数が現れるのは，
Γ 函数の一般個数の積商の定積分の evaluation からである．この積商の定積分は，一般に
l ∈ 1

2
Z+ に対して partition (2l, 0) に対応する GL(2,R) の 2l 次元の既約表現のトレース

を ξl とするとき，次の積分に由来する：∫∫
0<s<t

ξl−n/2( s 0
0 t )

2

ξl( s 0
0 t )

(st)m+ne−(s+t)(s− t)2 dsdt (m ∈ Z+, n = 0, 1, . . . , 2l).

分母に ξl があることが実際の積分の実行を困難にしている（双曲線函数を用いて被積分函数
を書き直すのは容易だが，その定積分は見かけほど易しくない）．

§4．等質 Siegel 領域

　この節では等質 Siegel 領域上の重み付き Bergman 空間に付随する Berezin 変換 につ
いて述べる．対称 Siegel 領域の場合ではそのスペクトル分解を，Helgason の対称空間上
の Fourier 解析を使って記述する．結果は，Berezin 自身が（古典領域に限っているが）す
でに [11] で報告し，その後 Jordan 代数・３重系を用いて [77] が一般的に（例外型も含
め，分類を使わず）証明を与えたものである．より直接的な証明が [3] , [44] で得られてい
る．前者は帯球函数の Berezin 変換を求め，後者は Berezin 核の球 Fourier 変換を求め
ているが，計算技術は結果としてほぼ同じになる．そこでも Jordan 構造がフルに活用さ
れている．一般の等質 Siegel 領域では，Berezin 変換のスペクトル分解という最終目標に
は現時点に於いて達していないが，Laplace-Beltrami 作用素との可換性と領域の対称性が
同値である — という興味ある結果を得た [64] のでそれについて述べる．もちろん問題は
「逆方向」，すなわち２つの作用素の可換性から領域の対称性が出ることである．
　Siegel 領域の定義から始めよう．実有限次元ベクトル空間 V 内の開凸錐 Ω を考える．以
下 Ω は正則 (regular) ，すなわち直線を全く含まないものと仮定する．これは双対錐 Ω∗，
ただし

Ω∗ := {λ ∈ V ∗ ; 〈x, λ 〉 > 0 for ∀x ∈ Ω \ {0}},
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が空集合でないことと同値である．開凸錐 Ω の線型同型群を G(Ω) とする．以下，Ω は等
質，すなわち G(Ω) が Ω に推移的に働いているものとする．W を V の複素化とし，もう
一つ有限次元複素ベクトル空間 U を用意する．V に関する W の conjugation を w �→ w∗

で表し，Hermitian で Ω-positive な複素半双線型 (sesqui-linear) 写像 Φ : U × U → W
を考える： {

Φ(u′, u) = Φ(u, u′)∗ (u, u′ ∈ U),

Φ(u, u) ∈ Ω \ {0} for ∀u ∈ U \ {0}.
Siegel 領域とは次式で定義される U ×W の領域 D のことである2：

D := {(u,w) ∈ U ×W ; w + w∗ − Φ(u, u) ∈ Ω}.(4.1)

Siegel 領域 D の正則 (holomorphic) 同相の全体がなす群は Lie 群であることが知られて
いる．この Lie 群を Hol (D) で表す．D が等質であるとは Hol (D) が D に推移的に作用
することをいう．
　本節で扱う Siegel 領域はすべて既約としておく．このとき，開凸錐 Ω も既約である [45,
Theorem 6.3]．

4.1. 対称 Siegel 領域の場合. 　対称 Siegel 領域は [75, Chapter V] により Jordan ３重
系 (JTS) を用いて記述できるので，まず Hermitian JTS の定義から入ろう．

4.1.1. Jordan 構造. 　基本的文献は [75], [50], [78] で，Jordan 代数の用語は [35] に依
る．複素ベクトル空間 Z に実 trilinear 写像 {·, ·, ·} : Z ×Z ×Z → Z が定義されていて，
次の３条件がみたされているとき，Z は Hermitian JTS という：

{x, y, z} は x, z について複素線型で y については反線型，

{x, y, z} = {z, y, x},
{a, b, {x, y, z}} = {{a, b, x}, y, z} − {x, {b, a, y}, z}+ {x, y, {a, b, z}}.

Hermitian JTS である Z が与えられたとき，作用素 x� y，Q(y) (x, y ∈ Z) を

(x� y)z := {x, y, z}, Q(y)z := {y, z, y} (z ∈ Z)

で定義する．x� y は複素線型，Q(y) は反線型な Z 上の作用素である．以下 trace 形式
tr (x� y) は Z に正定値な Hermite 内積を定義するものとする．Z の階数を r とし，
JTS 枠 {e1, . . . , er} を一つ固定する．すなわち，Z の原始３重べき等元の極大直交系を
一つ固定する．このとき，{ei, ei, ei} = ei (∀i) かつ ei � ej = 0 (i �= j) が成り立ってい
る．そして，e := e1 + · · · + er も３重べき等元で，Z 上の自己共軛作用素 e� e の固有
値は 1/2 と 1 のみである．U , W をそれぞれ 1/2, 1 の固有空間とすると，Z = U ⊕W
である．積 z1 ◦ z2 := {z1, e, z2} により Z は Jordan 代数となり，W はその Jordan 部
分代数である．さらに反線型作用素 Q(e) は W に対合的実 Jordan 代数同型を定義する
ので，その固定点集合 V := WQ(e) は Jordan 代数としての W の実型である．実際 V
は [35] の意味でユークリッド型の Jordan 代数になっている．V の階数も r であり，
{e1, . . . , er} が V の Jordan 代数枠になっている．

2本稿では諸々の事情より，「右半平面」の一般化としている．
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　 V の対称錐を Ωとする．Ωは自己双対，すなわち V の trace内積 〈x | y 〉 := tr (x◦y)で
V と V ∗を同一視するとき，Ω∗ = Ωが成り立っている．複素半双線型な写像Φ : U×U → W
を

Φ(u, u′) := 2{u, u′, e}(4.2)

で定義すると，Φ は Hermitian で Ω-positive になる．以上のデータ V,W,U,Ω,Φ から
Siegel 領域 D を (4.1) で定義する．こうして得られる Siegel 領域 D は対称であり，すべ
ての対称 Siegel 領域はこのようにして JTS から得られる．D の点 e := (0, e) におけるシ
ンメトリーについては例えば [50, 10.12] 参照：複素 Jordan 代数 W での逆元をとるとい
う操作が関係する．
　JTS枠 {e1, . . . , er}によって，U , V は分解 U =

∑⊕
1�j�r Uj，V =

∑⊕
1�i�j�r Vij を持つ

（Peirce 分解）．ただし

Uj :=
{
u ∈ U ; (ek � ek)u = 1

2
δjk u (1 � k � r

}
,(4.3)

Vij :=
{
v ∈ V ; (ek � ek)v = 1

2
(δik + δjk) v (1 � k � r)

}
.(4.4)

ここで，b := dimC Uj は j に無関係であり，d := dimR Vij も i, j に依存しない．

4.1.2. ガンマ函数. 　Jordan 代数枠 {e1, . . . , er} によって，V 上に principal minors
∆j (j = 1, 2, . . . , r) が定義される (cf. [35, p. 114])．ここで ∆r は Jordan 代数 V の
determinant ∆ である．各 s = (s1, . . . , sr) ∈ C

r に対して

∆s(x) := ∆1(x)
s1−s2∆2(x)

s2−s3 · · ·∆r(x)
sr (x ∈ V )(4.5)

とおく．V には trace 内積 〈 · | · 〉 があり，それによる V のユークリッド測度を単に dx で表
す．Ω 上の G(Ω) 不変測度が ∆(x)−n/r dx (n := dim

R
V ) で与えられることに注意して，

Ω に付随するガンマ函数 ΓΩ を次式で定義する： Re sj > d(j− 1)/2 (j = 1, . . . , r) のとき

ΓΩ(s) :=

∫
Ω

e−tr (x)∆s(x)∆(x)−n/r dx.

ΓΩ は通常のガンマ函数の積で表されることがわかっている (cf. [35, Theorem VII.1.1])．
また函数 ∆s はチューブ領域 Ω + iV 上の正則函数に解析接続されることにも注意しておく．
以下，複素数 λ を (λ, . . . , λ) ∈ C

r と同一視して ΓΩ(λ) 等と書く．

4.1.3. Berezin 核. 　対称 Siegel 領域 D 上の重みつき Bergman 空間 H2
λ(D) を [77,

p. 583] に従って記述しよう．まず V の trace 内積 〈 · | · 〉 を W = VC 上の複素双線型形式
に拡張して同じ 〈 · | · 〉 で表す．従って W 上には (w1 |w2) := 〈w1 |w∗

2 〉 で Hermite 内積
が入る．一方 U には (4.2) の Φ を用いて (u1 |u2) := 〈Φ(u1, u2) | e 〉 で Hermite 内積を
入れておく．これらの内積に関する U 及び W 上のユークリッド測度をそれぞれ dm(u),
dm(w) と記す．簡単のため

p :=
2n

r
+ b, N := dim

C
Z

とおく．また G = Hol (D)◦（単位元の連結成分）とおく．Lie 群 G は中心が trivial な半
単純 Lie 群であり，D 上の G 不変測度 dµ は次のように表される：

dµ(u,w) = ∆(w + w∗ − Φ(u, u))−p dm(u)dm(w).(4.6)
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　さて λ > p− 1 をみたす実数 λ を固定して測度

dµλ(u,w) := cλ ·∆(w + w∗ − Φ(u, u))λ−p dm(u)dm(w),(4.7)

cλ :=
1

πN
ΓΩ(λ)

ΓΩ(λ−N/r) ,(4.8)

を考える．この測度 dµλ に関して２乗可積分な D 上の正則函数のなす Hilbert 空間を
H2
λ(D) とする．H2

λ(D) の再生核 κλ(z1, z2) は

κλ(z1, z2) = ∆(w1 + w∗
2 − Φ(u1, u2))

−λ (zj = (uj, wj) ∈ D, j = 1, 2)(4.9)

で与えられる．
　H2

λ(D) に付随する Berezin 変換 Bλ の積分核を Aλ(z1, z2) とおこう：

Aλ(z1, z2) :=
|κλ(z1, z2)|2

κλ(z1, z1)κλ(z2, z2)
(z1, z2 ∈ D).(4.10)

Bλ の G 不変性（定理 1.3）から，Aλ の G 不変性が出る：

Aλ(g · z1, g · z2) = Aλ(z1, z2) (g ∈ G).(4.11)

K を e = (0, e) ∈ D での G の固定部分群とする．K は G の極大コンパクト群であり，
D は Hermite 対称空間 G/K に正則同相である．そこで

aλ(g) := Aλ(g · e, e) (g ∈ G).

とおくと，λ > p− 1 のとき，aλ ∈ L1(K\G/K) が成り立つことがわかる．

4.1.4. L2(G/K) の分解. 　まず [50], [75] から，g の元は D 上の正則多項式ベクトル場
p(z)∂/∂z であることに注意する．以下では簡単のため，記号 ∂/∂z を略し，g の元を単に
Z → Z なる正則多項式写像と見ることにし，ブラケット積も

[p, q](z) := p′(z)
(
q(z)

)
− q′(z)

(
p(z)

)
とする．4.1.1 で固定した JTS 枠 {e1, . . . , er} を思い出して，a :=

∑⊕
1�j�r R (ej � ej) と

おく．このとき a は g の可換な部分代数で，ad (a) は g 上の半単純な作用素からなる．
Peirce 分解 (4.3), (4.4) をふまえて

g0
ij := {x� ei ; x ∈ Vij} (1 � i < j � r),

g
1/2
j := {u+ 2 e�u ; u ∈ Uj} (j = 1, . . . , r),

g1
jk := {ia ; a ∈ Vjk} (1 � j � k � r)

とし，n :=
(∑⊕

j<k g0
jk

)
⊕

(∑⊕
1�j�r g

1/2
j

)
⊕

(∑⊕
j�k g1

jk

)
とおく．このとき k := Lie (K)

とすると，Lie 代数 g の岩澤分解 g = k ⊕ a ⊕ n を得る．対応する G の岩澤分解を
G = KAN (A := exp a, N := exp n) とする．各 g ∈ G を

g ∈ κ(g)
(
expH(g)

)
N ⊂ KAN, g ∈ N

(
exp l(g)

)
K ⊂ NAK
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と書く．M を K における A の中心化群とし，P を極小放物部分群 P = MAN とする．
球主系列表現 Tν (ν ∈ a∗) とは誘導表現 IndGP (1M ⊗ e−iν ◦ log ⊗ 1N) のことであり，本稿で
は L2(K/M) に実現しておく：

Tν(g)f(kM) = e(iν−ρ)(H(g−1k))f(κ(g−1k)M) (g ∈ G, k ∈ K).(4.12)

ただし ρ(H) := 1
2

tr ad (H)|n (H ∈ a)．各 Tν (ν ∈ a∗) が既約であることは今となっては
古典的結果であろう．n に対応するWeyl chamber を a+ とし，a∗

+ を双対Weyl chamber
とする．このとき Helgason による Riemann 対称空間上の Fourier 変換の理論 [41] より

L2(G/K) ∼=
∫ ⊕

a∗+

Hν
dν

|c(ν)|2 (Hν := L2(K/M) for all ν ∈ a∗).(4.13)

ここで c(ν) は Harish-Chandra の c 函数である．具体的な形はここでは必要ない (cf. [40],
[26])．K/M 上の恒等的に 1 である函数を 1 で表すとき，(4.13) のユニタリ G 同型は次の
写像 Ψ で与えられる：

Ψf(ν) :=

∫
G

f(g)Tν(g)1 dg ∈ L2(K/M) (f ∈ C∞
c (G/K)).

実際 A(gK, kM) := −H(g−1k) とおくとき，(4.12) を使うと

Ψf(ν)(b) =

∫
G/K

f(x)e(−iν+ρ)(A(x,b)) dx =: f̃(ν, b) (b ∈ K/M)

となり，f̃ はまさしく f の Helgason-Fourier 変換である [41, p. 223]．
　古典的な Bruhat の結果から，既約ユニタリ表現 Tν (ν ∈ a∗

+) は互いに同値ではない．ゆ
えに G の L2(G/K) への quasi-regular 表現3 π は次の重複度フリーな既約分解をもって
いる：

π ∼=
∫ ⊕

a∗+

Tν
dν

|c(ν)|2 .

4.1.5. Berezin 変換の分解と球 Fourier 変換. 　G の Haar 測度 dg を正規化して，D 上
の G 不変測度 dµ (cf. (4.6)) に対して∫

G

f(g · e) dg =

∫
D

f(z) dµ(z) (∀f ∈ L1(D, dµ))

が成り立つようにしておく．H2
λ(D) に付随する Berezin 測度は dµ0(z) = κλ(z, z) dµλ で

あるから，(4.6), (4.7), (4.9) を見比べれば，dµ0 = cλ dµ であることがわかる．従って，

Iλf(gK) := c
1/2
λ f(g · e) は Berezin 変換 Bλ が働く空間 L2(D, dµ0) から L2(G/K) の

上へのユニタリ同型である．BG/K
λ := IλBλI

−1
λ で L2(G/K) 上に Berezin 変換 BG/K

λ を
得る．簡単な計算により

B
G/K
λ f(gK) = cλ

∫
G

aλ(h
−1g)f(hK) dh (f ∈ L2(G/K)).

3第 1 節で ρ という文字を使った表現に同値になるのだが，「半単純記法」では ρ は固有名詞化しているので
ここではそれを使えない．
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Helgason の本の記号 [41, p. 225 (9)] を使えば，BG/K
λ f = cλf × aλ と書かれることにな

る．そうすると [41, Lemma III.1.4] より(
B
G/K
λ f

)
∼
(ν, b) = cλ · (aλ)̂(ν)f̃(ν, b).

ここで (aλ)̂(ν) は両側 K 不変な可積分函数 aλ の球 Fourier 変換を表す．すなわち各
ν ∈ a∗ に対して，φν(g) := (T−ν(g)1 |1) を Harish-Chandra の帯球函数とするとき

(aλ)̂(ν) :=

∫
G

aλ(g)φ−ν(g) dg (ν ∈ a∗).

ゆえに bλ(ν) := cλ · (aλ)̂(ν) とおくとき

B
G/K
λ

∼=
∫ ⊕

a∗+

bλ(ν)
dν

|c(ν)|2 .

これが L2(G/K) の分解 (4.13) に即した Berezin 変換 BG/k
λ のスペクトル分解である．ゆ

えに残るは (aλ)̂ の計算である．
4.1.6. 帯球函数の表示. 　ここでは Harish-Chandra の帯球函数 φν の具体的な形を与えよ
う．まず定義と (4.12) から

φν(g) =

∫
K

e−(iν+ρ)(H(g−1k)) dk =

∫
K

e(iν+ρ)(l(kg)) dk.

より具体的な表示を得るために，G のいくつかの部分群と g のいくつかの部分代数を述べる
必要がある．まず

n0 :=
∑⊕

i<j
g0
ij, nD :=

(∑⊕

1�j�r
g

1/2
j

) ⊕ (∑⊕

j�k
g1
jk

)
,

とおき，そして s0 := a⊕ n0, s := a⊕ n = s0 ⊕ nD とおく．可解部分群 S0 := exp s0

は Ω に単純推移的に働き，可解部分群 S := exp s は D に単純推移的に働く．各 α ∈ a∗
C

に対して，A の 1 次元表現 ξα を ξα(expH) := eα(H) (H ∈ a) で定義し，N 上 trivial
として ξα を S の 1 次元表現に拡張しておく．これを D 上に移したものを ξDα とする：
ξDα (s · e) := ξα(s) (S ∈ S)．同様に φDν (s · e) = φν(s) とおく．以上の記号のもとで

φDν (z) =

∫
K

ξDiν+ρ(k · z) dk (z ∈ D).(4.14)

　a の基底 e1 � e1, . . . , er � er に双対な a∗ の基底を α1, . . . , αr とする．以後この基底
α1, . . . , αr を経由して，a∗ を R

r と，a∗
C
を C

r とそれぞれ同一視する．∆s を (4.5) の如く
principal minors のべきの積とし，S の元 s を s = ns0 (n ∈ ND := exp nD, s0 ∈ S0)
と書くとき

ξDs (s · e) = ξs(s) = ξs(s0) = ∆s(s0e).(4.15)

ξDs をもっと具体的に書き表すために，べき零部分群 ND は D にアファイン写像で作用して
いることに着目する．実際

n(a, b) = exp(ia+ b+ 2 e� b) ∈ ND (a ∈ V, b ∈ U)
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とおくとき，(4.2) の Φ を用いて

n(a, b) · (u,w) =
(
u+ b, w + ia+ 1

2
Φ(b, b) + Φ(u, b)

)
(u ∈ U, w ∈ W )(4.16)

でNDが作用している．さて z = (u,w) ∈ Dのとき，定義 (4.1)より，Rew− 1
2
Φ(u, u) ∈ Ω

である．従って s0 ∈ S0 が存在して，s0e = Rew − 1
2
Φ(u, u)．そして (4.16) により，

n := n(Imw, u) ∈ ND は n · (0, Rew − 1
2
Φ(u, u)) = (u,w) = z を与える．ゆえに

ns0 · e = z．この考察と (4.15) により，

ξDs (z) = ∆s

(
Rew − 1

2
Φ(u, u)

)
.(4.17)

公式 (4.14) と (4.17) によって，(aλ)̂ が実際に計算できることになる．
4.1.7. 結果と計算に必要な公式. 　s = (s1, . . . , sr) ∈ C

r のとき，s∗ := (sr, . . . , s1) とす
る．次の定理では上述の a∗ と R

r の同一視のもとに，a∗ の元 ν, ρ に ∗ がついている．

定理 4.1 ([44]). λ > p− 1 のとき

(aλ)̂(ν) =
πN

ΓΩ(λ)2
ΓΩ(−iν + ρ+ λ−N/r) ΓΩ(iν∗ − ρ∗ + λ) (ν ∈ a∗).

　計算に必要な公式を以下に補題の形でまとめておく．

補題 4.2. 実数 λ が十分大きいとき∫
V

∆(e+ y ◦ y)−λ dy = 4n−rλπn
ΓΩ(2λ− n/r)

ΓΩ(λ)2
.

これは [35, Exercise VII.5] にある．

補題 4.3. Re sj >
d
2
(r − j) + b (j = 1, . . . , r) とすると，x ∈ Ω のとき∫

U

∆−s

(
x+ 1

2
Φ(u, u)

)
dm(u) = (2π)rb

ΓΩ(s∗ − b)
ΓΩ(s∗)

∆−s+b(x).

類似の公式が [35, Proposition XIV.5.1] にある．

補題 4.4. Re pj >
d
2
(j − 1), Re qj >

d
2
(r − j) (j = 1, . . . , r) のとき∫

Ω

∆p−n/r(x)∆−p−q(e+ x) dx =
ΓΩ(p)ΓΩ(q∗)

ΓΩ(p∗ + q∗)
.

これは次のベータ積分の多変数・多パラメタ化である：∫ ∞

0

tp−1

(1 + t)p+q
dt = B(p, q) (Re p > 0, Re q > 0).

注意 4.5. 補題 4.4で p,qがスカラー (p, . . . , p), (q, . . . , q)のときは [35, Exercise VII.4]
にある．一般の等質錐への補題の一般化は [39, Proposition 2.6] にあるが間違っている．正
しい等式は伊師英之氏による（本稿執筆時点で未発表）．対称錐上での補題 4.4 そのものの証
明は [44, Theorem 3.4] 参照．もちろん，論文 [3] をその気で読めば出てくることではあるが
（迂闊にも [44] をまとめたときには，[3] を見落としていた）．また最近のプレプリント [55]
では種々の古典型 Riemann 対称空間で類似の公式を得ている．
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定理 4.6 ([11], [77], [3], [44]). Berezin 変換 Bλ のスペクトル分解は次で与えられる：

Bλ ∼=
∫ ⊕

a∗+

ΓΩ(−iν + ρ+ λ−N/r) ΓΩ(iν∗ − ρ∗ + λ)

ΓΩ(λ−N/r) ΓΩ(λ)

dν

|c(ν)|2 .

4.2. 一般の等質 Siegel 領域の場合. 　Siegel 領域 D の対称性を仮定からはずそう．等質
Siegel 領域全体の中では対称領域は極めて特殊な存在であり，一般の場合となると対称領域
の場合とはかなり様子が違ってくる．論文 [24] で与えられた対称 Siegel 領域のいくつかの
特徴付け4の内，ここでは次に言及しておこう：

D が対称 ⇐⇒ D 上の G 不変微分作用素のなす代数は可換．

ただし G := Hol (D)◦．ここで報告する定理もこれに類似のもので，

D の対称性 ⇐⇒ Berezin 変換と Laplace-Bertrami 作用素との可換性

を主張する．このように，作用素なり函数なりの条件・性質から土台の空間・領域の性質が導
かれるという「逆問題」は，数学のいろいろな分野に現れる問題で，「正方向」の implication
がよく知られていたり，すぐに理解できればできるほど問題としては面白い．ここでもそう
である．

4.2.1. 正規 j 代数. 　等質 Siegel 領域は Pjatetskii-Shapiro による正規 j 代数5 によっ
て記述できるので，その定義から入る．実分裂可解 Lie 代数 s，s 上の線型作用素 J で
J2 = −I をみたすもの，そして ω ∈ s∗ が次の (1), (2) をみたすとき，３つ組 (s, J, ω) あ
るいは単に s を正規 j 代数という：

(1) J は可積分である (Nijenhuis tensor ≡ 0)．すなわち

[Jx, Jy] = [x, y] + J [Jx, y] + J [x, Jy] (x, y ∈ s).

(2) 〈x | y 〉ω := 〈 [Jx, y], ω 〉 は s に J 不変な実内積を定める．

このような線型形式 ω は admissible であるという．以下 [73] に従って，正規 j 代数 s

の構造をまとめよう（[70], [72] も参照）．Lie 代数 s の導来代数を n := [s, s] とし，内積
〈 · | · 〉ω に関する n の直交補空間を a とする．このとき s = a + n．さらに a は可換な部分
代数で，ad (a) は s 上半単純な作用素からなる．各 α ∈ a∗ に対して

nα := {x ∈ n ; [h, x] = 〈h, α 〉x for all h ∈ a}
とおく．ここで nα �= {0} かつ Jnα ⊂ a となる α ∈ a∗ を全部とってきてそれを α1, . . . , αr
とする．このとき dim a = r であり，dim nαk

= 1である．必要なら α1, . . . , αr の番号をつ
けかえると，nα �= {0} であるような α（正規 j 代数 s のルートという）は次の形に限られる
（すべての可能性が出てくるわけではない）：

1
2
(αm + αk) (1 � k < m � r), 1

2
(αm − αk) (1 � k < m � r),

1
2
αk (1 � k � r), αk (1 � k � r).

4[84] にも Poisson-Szegö 核に関する興味深い結果があるが，筆者はそこでの計算をフォローしていない．
5Lie 代数上の概複素構造を j で表すから j 代数と呼ぶのであろう．本来は Pjatetskii-Shapiro 代数とでも

呼ぶべきものであると思う．本稿では概複素構造は J で表すが，Jordan 代数と混乱の恐れが大いにあるので，
J 代数とはいわない (cf. MR 93k 32073)．
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α, β が相異なるルートであれば，nα ⊥ nβ であることに注意しておく．さらに [22, p. 406]
より，admissible な形式 ω をとりかえても a は n の直交補空間であり，ルート空間は互い
に直交していることにも注意しておこう．次に

s(0) := a⊕
∑
m>k

n(αm−αk)/2, s(1/2) :=
r∑
i=1

nαi/2,

s(1) :=
r∑
i=1

nαi
⊕

∑
m>k

n(αm+αk)/2

とおき，そして s(i) = {0} (i > 1) とおくと，[s(i), s(j)] ⊂ s(i+ j) が成り立つ．さらに

Jn(αm−αk)/2 = n(αm+αk)/2 (m > k), Jnαi/2 = nαi/2 (1 � i � r)(4.18)

となっている．従って，Js(0) = s(1), Js(1/2) = s(1/2) が成り立つ．以下 αk(JEi) = δki
をみたすように Ei ∈ nαi

をとり，Hi := JEi ∈ a，

H := H1 + · · ·+Hr, E := E1 + · · ·+ Er(4.19)

とおく．次の事実を注意しておこう：

JT = −[T,Ek] (∀T ∈ n(αm−αk)/2).

あとになって用いる定数もここにまとめておこう：

nmk := dim
R

n(αm−αk)/2 (m > k), bi :=
1

2
dim

R
nαi/2 (1 � i � r),

pj :=
∑
k>j

nkj, qj :=
∑
i<j

nji, dj := 1 +
1

2
(pj + qj) (1 � j � r).

(4.20)

4.2.2. 正規 j 代数から作られる Siegel 領域. 　正規 j 代数 (s, J, ω) を固定し，s を Lie
代数とする単連結で連結な実分裂可解 Lie 群を S := exp s とする．4.2.1 より s(0) は
s の部分 Lie 代数であるから，対応する解析部分群を S(0) := exp s(0) とする．S(0) は
V := s(1) に adjoint で作用する．(4.19) で定義された E ∈ V を通る S(0) 軌道を Ω とす
る： Ω := S(0)E．このとき Ω は V での正則な開凸錐になり，S(0) と微分同相である．
(4.18) より，s(1/2) は −J によって6複素ベクトル空間とみなせる．これを U とする．同様
に −J で複素ベクトル空間と見た nαi/2 を Ui で表す．またW := VC とする．実双線型写像

Φ(u, u′) :=
1

2

(
[Ju, u′]− i[u, u′]

)
(u, u′ ∈ s(1/2))(4.21)

は U × U → W なる Hermitian Ω-positive な複素半双線型写像になる．以上のデータ
V,W,U,Ω,Φ から Siegel 領域 D を (4.1) で定義する．
　部分 Lie 代数 nD := s(1) + s(1/2) を考える．nD は高々 2-step のべき零 Lie 代数
である．対応する単連結で連結なべき零 Lie 群を ND := exp nD とする．ND の各元

6右半平面に拘ったため少々不自然になった．[75, III.6] や [78, Lecture 3] のように Φ を第 1 変数に関し
て反線型，第 2 変数に関して複素線型となるようにしてもよかったが，4.1 を書き直すのも面倒なのでこのよう
にした．
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を n(a, b) (a ∈ s(1), b ∈ s(1/2)) で表すと，Campbell-Hausdorff 公式から，群演算は
(4.21) の Φ を用いて

n(a, b)n(a′, b′) = n(a+ a′ − 2 Im Φ(b, b′), b+ b′)

と書かれる．そして ND は D に (4.16) で働く．以後 e := (0, E) ∈ D とおく．S(0) が
Ω に単純推移的に働き，S が D に単純推移的に働くので，z = (u,w) ∈ D が与えられたと
き，4.1.6 の最後の方で説明したように，s0 ∈ S(0) を s0E = Rew − 1

2
Φ(u, u) となるよ

うに一意的にとり，n := n(Imw, u) ∈ ND とすれば z = ns0 · e となる．
　各 s = (s1, . . . , sr) ∈ C

r に対して，

ξs

(
exp

∑
k

tkHk

)
= exp

(∑
k

sktk

)
(t1, . . . , tr ∈ R)

とおくと，ξs は A := exp a の複素 1 次元表現である．一方

n0 :=
∑
m>k

n(αm−αk)/2

とおくと，n0 は s(0)のべき零な部分 Lie代数で，n = n0 +nD となっている．N0 := exp n0,
N := exp n をそれぞれ n0, n に対応する S の解析部分群とする．S, S(0) はともに半直積
S = N �A = ND �S(0)，S(0) = N0 �A に書けている．従って，N 上 trivial として，
ξs を S の 1 次元表現に拡張しておく．さらに

∆s(hE) := ξs(h) (h ∈ S(0))

によって Ω 上の函数 ∆s を定義する．明らかに，

∆s(hx) = ξs(h)∆s(x) (h ∈ S(0), x ∈ Ω)

が成り立つ．∆s はチューブ領域 Ω + iV 上の正則函数に拡張できる (cf. [43, Corollary
2.5]).

補題 4.7. (4.20) の dj を用いて d := (d1, . . . , dr) とするとき，

det Ad s(1) (h) = ξd(h) (h ∈ S(0)).

4.2.3. 重み付き Bergman 空間. 　まず等質 Siegel 領域 D の Bergman 核を導入しよう．
D は有界領域に正則同相であることがわかっているので Bergman 核を持つ．Z := U ⊕W
の加法群としての Haar 測度7を dm とする．D 上の正則函数で，dm に関して２乗可積分
なもののなす Hilbert 空間を H2(D) と書いて Bergman 空間と呼ぶ．H2(D) の再生核
を Bergman 核といい，以下では κ(z1, z2) で表す．Bergman 核は次の共変性を持ってい
る [75, Lemma II.6.1]：

κ(z1, z2) = κ(g · z1, g · z2) det g′(z1) det g′(z2) (g ∈ G := Hol (D), z1, z2 ∈ D).

S がアファイン変換で D に推移的に作用していること，及び 4.2.2 の議論，そして補題 4.7
より

κ(z1, z2) = C ·∆−2d−b

(
w1 + w∗

2 − Φ(u1, u2)
)

(zj = (uj, wj) ∈ D).

7等質領域上で Bergman 核を導入するためには Z の Lebesgue 測度の正規化は重要ではないので，あえて
こう書いた．
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ここで C := κ(e, e)∆2d+b(2E)−1 > 0 (e = (0, E)) であり，b は (4.20) の bj を用いて
b := (b1, . . . , br) で定義されるものである．
　我々はこの η := ∆−2d−b を用いて V = s(1) 上に実内積 〈 v1 | v2 〉η を次式で入れる：

〈 v1 | v2 〉η := Dv1Dv2 log η(x)
∣∣
x=E

.(4.22)

ここで Dv は v 方向の微分を表す：

Dvf(x) :=
d

dt
f(x+ tv)

∣∣∣
t=0
.

容易に 〈 v1 | v2 〉η = 〈 [Jv1, v2], E∗
2d+b 〉となることが示される．これをW = VC に複素双線

型で拡張して同じ 〈 · | · 〉η で表す．従って W 上には (w1 |w2)η := 〈w1 |w∗
2 〉η で Hermite

内積が入る．一方 U 上 には (u1 |u2)η := 〈Φ(u1, u2) |E 〉η で Hermite 内積を入れる．こ
れより得られる W , U 上のユークリッド測度を dm(w), dm(u) で表す．D 上の G 不変測
度 dµ は

dµ(u,w) := ∆−2d−b

(
w + w∗ − Φ(u, u)

)
dm(u)dm(w).(4.23)

以下簡単のため

λ0 := max
1�k�r

bk + dk + pk/2

bk + 2dk

とおくと (4.20) より 0 < λ0 < 1 である．λ > λ0 をみたす8実数 λ に対して，D 上の測度

dµλ(u,w) := cλ ·∆2d+b(w + w∗ − Φ(u, u))λ−1 dµ(u,w)(4.24)

を考え，dµλ に関して２乗可積分な D 上の正則函数の全体がなす Hilbert 空間を H2
λ(D)

とする．ここで cλ は正の定数（計算可能）で，H2
λ(D) の再生核 κλ が

κλ(z1, z2) := ∆−2d−b

(
w1 + w∗

2 − Φ(u1, u2)
)λ

(4.25)

となるようにとっておく．

4.2.4. 擬逆元写像と Cayley 変換. 　函数 η = ∆−2d−b を用いて写像 I : Ω → V ∗ を

〈 v, I(x) 〉 := −Dv log η(x) (x ∈ Ω, v ∈ V )(4.26)

で定義する．I は Ω + iV 上の W ∗ 値正則函数に拡張される．あとの命題 4.23 をふまえて，
この I を擬逆元写像と呼ぶ．I の基本的公式を次の補題 4.8 にまとめておく．その前に記号
を用意する： E∗

1 , . . . , E
∗
r ∈ V ∗ を〈 r∑

j=1

xjEj +
∑
m>k

Xmk, E
∗
i

〉
= xi (xj ∈ R, Xmk ∈ s(αm+αk)/2)

で定義し，W ∗ の元に自然に拡張しておく．また各 s = (s1, . . . , sr) ∈ C
r に対して，

αs := s1α1 + · · ·+ srαr ∈ a∗
C
, E∗

s := s1E
∗
1 + · · ·+ srE∗

r ∈ W ∗

とする．

8これはすぐ後で定義される空間 H2
λ(D) の non-vanishing 条件である．
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補題 4.8. (1) I(E) = E∗
2d+b．

(2) I は S(0) 共変： I(hx) = h · I(x) := I(x) ◦ h−1 (h ∈ S(0))．
(3) x ∈ Ω のとき I(x) ∈ Ω∗（Ω の双対錐）．
(4) Dvη(x) = −η(x)〈 v, I(x) 〉（定義 (4.26) より自明）．

　さらに [29, Satz 3.3] により，I は有理写像 W → W ∗ であることもわかる．また双対錐
Ω∗ から出発して同様な有理写像 I∗ : W ∗ → W ∗∗ ≡ W を導入するとそれは I の逆写像に
なることが示されるので，I は双有理写像である (cf. [63])．
　次に擬逆元写像 I を使って Cayley 変換を導入しよう：まず

C(w) := E∗
2d+b − 2I(w + E) ∈ W ∗ (w ∈ Ω + iV )

とする．C(E) = 0 に注意．次に U † で U 上の反線型形式の全体を表して

C(z) := 2I(w + E) ◦ Φ(u, ·)⊕ C(w) ∈ U † ⊕W ∗ (z = (u,w) ∈ D).

ここで z = (u,w) ∈ D のとき，w ∈ Ω + iV であることに注意しておこう．明らかに C も
双有理写像 U ⊕W → U † ⊕W ∗ である．

　E∗
2d+b だけのW での平行移動，用いられている函数が開凸錐 Ω の特性函数ではなく η で

ある等々の細かい点を除けば，C(z) は [68] で Penney が有界等質領域の Harish-Chandra
実現のために定義した Cayley 変換と本質的に変わらない．Penney の与えた証明を一部修
正するだけで，像 C(D) が実際に有界領域であることが証明される（ただし証明は易しくな
い）．また D が準対称（後述）であるときは Dorfmeister が [27] で導入した Cayley 変換
と同一視できる（cf. 命題 4.23）．特に D が対称ならば，C(D) はまさに有界対称領域の
Harish-Chandra 実現と自然に同一視されるものである．

4.2.5. Berezin 変換. 　4.2.3 で定義した重み付き Bergman 空間 H2
λ(D) に付随する

Berezin 変換を Bλ，その積分核を Aλ とする．(4.25) の κλ を用いて Aλ は対称領域のと
きと同じく (4.10) であり，G = Hol (D) として (4.11) が成り立っている．Berezin 測度
dµ0 = κ(z, z) dµλ は，ここでも (4.23), (4.24), (4.25) を比べれば，dµ0 = cλ dµ となる
ことがわかる．S の左 Haar 測度 ds を正規化して∫

S

f(s · e) ds =

∫
D

f(z) dµ(z) (∀f ∈ L1(D, dµ))

が成り立つようにしておく．このとき，Iλf(s) := c
1/2
λ f(s · e) (s ∈ S) は Berezin 変換 Bλ

が働く空間 L2(D, dµ0) から L2(S, ds) の上へのユニタリ同型となる．BS
λ := IλBλI

−1
λ で

L2(S, ds) 上に Berezin 変換 BS
λ を得る．S 上の函数 aλ を対称領域のときと同様に

aλ(s) := Aλ(s · e, e) (s ∈ S)

で定義すると，簡単な計算により，BS
λ は S 上の畳み込み作用素として表される：

BS
λ f(s) = cλ

∫
S

aλ(h
−1s)f(h) dh = cλf ∗ aλ(s).
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4.2.6. Laplace-Beltrami 作用素. 　正規 j 代数 s は定義によって実内積 〈 · | · 〉ω を持っ
ている．この内積は Lie 群 S に左不変 Riemann 構造を定め，それによって S 上に
Laplace-Beltrami 作用素 Lω が定義される．まず Lω を明示的に書き表そう．そのために
記号の約束をする： X ∈ s のとき，任意の f ∈ C∞(S) に対して

Xf(s) :=
d

dt
f
(
exp(−tX)s

)∣∣∣
t=0
, X̃f(s) :=

d

dt
f
(
s (exp tX)

)∣∣∣
t=0
.

これらの s の作用を包絡代数 U(s) にまで拡張しておく．次の命題は一般の Lie 群で成り立
つ (cf. [69, Proposition 2.2]) が，ここでは S で述べておく．

命題 4.9. Ψ ∈ s をとって tr ad (X) = 〈X |Ψ 〉ω (∀X ∈ s) とするとき，

Lω = −Λ̃ + Ψ̃.

ただし Λ ∈ U(s) は 〈 · | · 〉ω に関する s の正規直交基底 X1, . . . , X2N (2N := dimR s) を
用いて Λ = X2

1 + · · ·+X2
2N と書かれる元で，正規直交基底 X1, . . . , X2N の取り方には依

らない．

　Ψ を表示するために，(4.20) を思い出し，また ωk := 〈Ek, ω 〉 とおく．このとき
ωk = 〈 [JEk, Ek], ω 〉 = ‖Ek‖2

ω = ‖Hk‖2
ω > 0

が成り立っていることに注意しておく．

補題 4.10. Ψ =
r∑

k=1

ω−1
k (pk + bk + 1)Hk ∈ a．

命題 4.11. BS
λ と Lω が可換 ⇐⇒ (−Λ̃ + Ψ̃)aλ = (−Λ + Ψ)aλ．

　さて f̌(s) := f(s−1) (s ∈ S) とおくと，形式的な計算で，任意の X ∈ U(s) に対して
(X̃f̌)(s) = (Xf)(s−1) であることがわかる．一方 (4.10) と (4.11) より Aλ は S 不変で対
称な積分核なので，aλ(s−1) = aλ(s) が成り立っている．この考察と命題 4.11 より

命題 4.12. BS
λ と Lω が可換 ⇐⇒ (−Λ + Ψ)aλ(s) = (−Λ + Ψ)aλ(s

−1) (∀s ∈ S)．

4.2.7. Berezin 核と Cayley 変換. 　命題 4.12 により，(Λ−Ψ)aλ(s) を計算してみる．
まず W ∗ 上のノルム ‖·‖ω と U † 上のノルム（同じ ‖·‖ω で表す）を Hilbert-Schmidt ノル
ムで定義しておこう9．つまり，まず内積 〈 · | · 〉ω に関する V の正規直交基底 {vj}nj=1 をと
ると，それは W = VC の Hermite 内積 (w1 |w2)ω := 〈w1 |w∗

2 〉ω に関する正規直交基底
にもなっているので，ϕ ∈ W ∗ のノルムを

‖ϕ‖2
ω :=

n∑
j=1

|〈 vj, ϕ 〉|2

で定義する．もちろん {vj} の取り方に依らない．一方，U は Hermite 内積

(u |u′)ω := 2 〈Φ(u, u′), ω 〉 = 〈 [Ju, u′], ω 〉 − i〈 [u, u′], ω 〉
9土台の空間 W , U の内積で W , U と同一視したときのノルムに他ならないが，少々紛れがあるので，あえ

てこのように述べた．実際この同一視と後でする (4.29) での同一視は微妙に異なる (cf. 命題 4.24)．
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を持っている．Re (u |u′)ω = 〈u |u′ 〉ω に注意．この Hermite 内積に関する正規直交基底
{uk}mk=1 をとって，F ∈ U † のノルムを

‖F‖2
ω :=

m∑
k=1

|〈uk, F 〉|2

で定義する．そしてこれらから U † ⊥ W ∗ として ‖·‖ω を U † ⊕W ∗ に拡張する．

命題 4.13. (Λ−Ψ)aλ(s) = λ aλ(s)
[
λ ‖C(s · e)‖2

ω − 〈Ψ, α2d+b 〉
]
．

命題 4.14. BS
λ と Lω が可換 ⇐⇒ ‖C(s · e)‖ω = ‖C(s−1 · e)‖ω (∀s ∈ S)．

4.2.8. 主定理.

定理 4.15 ([63]). 等式 ‖C(s · e)‖ω = ‖C(s−1 · e)‖ω がすべての s ∈ S で成り立つための
必要十分条件は，Siegel 領域 D が対称で，正規 j 代数 s 上の実内積 〈 z | z′ 〉ω が Bergman
計量から決まる Hermite 内積

∂z∂z′ log κ(w,w)
∣∣
w=e

（κ は D の Bergman 核）

の実部の正の定数倍，従って半単純 Lie 代数 Lie Hol (D) の Killing 形式から定義されてい
るものの定数倍となっていることである．

　この定理と命題 4.14 から次の定理を得る．

定理 4.16 ([64]). Berezin 変換 BS
λ と Laplace-Beltrami 作用素 Lω が可換であるための

必要十分条件は，Siegel 領域 D が対称であって，Lω が定数倍を除いて D の Bergman
metric から定義されていることである．

　D を有界対称領域の Harish-Chandra 実現とする．D はある複素ベクトル空間 Z（標準
的な「半単純記法」では p+）の開集合，実際は JTS のスペクトル・ノルムと呼ばれるある
Banach ノルムでの単位球の内部，として実現されている (cf. [75, Chapter II], [50, §4])．
D の Bergman 核を κD とし，Z に Bergman 内積 (z | z′)κ := ∂z∂z′ log κD(w,w)

∣∣
w=0

を入れる．G := Hol (D)◦ は半単純 Lie 群で，0 ∈ D での G の固定部分群を K とする．
K は G の極大コンパクト部分群である．古典的な H. Cartan の一意性定理 (cf. e.g., [78,
Proposition 2.3]) を用いることにより，K は D に（従って Z に）線型に作用しているこ

とがわかり，さらにノルム ‖z‖κ :=
√

(z | z)κ に関するユニタリ群に含まれている．この
ことと G の KAK 分解（Cartan 分解）を使えば容易に ‖g · 0‖κ = ‖g−1 · 0‖κ が任意の
g ∈ G に対して成り立つことがわかる．こうして定理 4.15 の十分性の方の証明は終わる．

4.2.9. 主定理の証明の粗筋. 　次の仮定のもとに証明を始める：

‖C(s · e)‖ω = ‖C(s−1 · e)‖ω (∀s ∈ S).(4.27)

　以下正規 j 代数 s の階数は 2 以上とし，まず i < j のとき，

s = exp(T ) exp(tiHi + tjHj) ∈ S(0) (ti, tj ∈ R, T ∈ s(αj−αi)/2)(4.28)

に対して (4.27) のノルム等式が成り立つことから何某かの事実を引き出そう．一般に C(s · e)
を表す式はかなり複雑で，C(s · e) = 0⊕C(sE)となっている今の場合ですら C(sE)はそれ
ほど簡単な式で表される訳ではない．次の補題では簡単のため ck := 2dk + bk (k = 1, . . . , r)
とおく．
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補題 4.17. (4.28) の s に対して

C(sE) =
aE∗

i + bE∗
j − τ

8 cosh(ti/2) cosh(tj/2) + ω−1
j e

(ti−tj)/2‖T‖2
ω

.

ただし a, b ∈ R, τ ∈ s∗(αj+αi)/2
は次で与えられる：

a := 8 ci sinh
ti
2

cosh
tj
2

+ ω−1
j e

(ti−tj)/2 cj e
ti/2 − ci sinh(ti/2)

cosh(ti/2)
‖T‖2

ω,

b := cj

(
8 cosh

ti
2

sinh
tj
2

+ ω−1
j e

(ti−tj)/2‖T‖2
ω

)
,

τ := 4 cj e
(ti−tj)/2 ad∗(T )E∗

j ◦ Pji （Pji は直交射影: V → s(αj+αi)/2）．

　この補題より ‖C(sE)‖2
ω を計算することから次の命題を得る．

補題 4.18. nji �= 0 のとき，2di + bi = 2dj + bj かつ ωi = ωj が成り立つ．

　Ω は既約ゆえ [5] の結果が使える．すなわち，k < l のとき nkl := nlk とおくと，任意の
i, j に対して，列 {ip}qp=0 (i0 = i, iq = j) で各 p において nipip+1 �= 0 となるものが存在
する．ここで正規 j 代数から Vinberg の T 代数への移行は [25, p. 536] 参照．従って

命題 4.19. 2di + bi は i に依らない．また ωi も i に依らない．

　次に nji (i < j) が i, j に依らず一定であることを示そう．そのためにまず s の階数が 3
以上のとき，i < j < k として

s = exp(Tkj) exp(Tki) exp(tiHi + tjHj + tkHk) ∈ S(0)

を考える．ただし ti, tj, tk ∈ R, Tkj ∈ s(αk−αj)/2, Tki ∈ s(αk−αi)/2 とする．ここでも C(sE)
は（式が長くなるが）計算でき，‖C(sE)‖2

ω を命題 4.19 の結論のもとで計算することによ
り，仮定 (4.27) から

補題 4.20. nkj �= 0 ならば nji = nki である．

　次に nkj = 0 の場合を扱う．このときは

s = exp(Tki + Tji) exp(tiHi + tjHj + tkHk) ∈ S(0)

を考える．ただし ti, tj, tk ∈ R, Tki ∈ s(αk−αi)/2, Tji ∈ s(αj−αi)/2 とする．仮定から
s(αk−αj)/2 = {0} = s(αk+αj)/2 である．同様の計算によって（これまでの場合分けの内最も
ハードであるが），仮定 (4.27) から

補題 4.21. nkj = 0 ならば nji = 0 または nki = 0 である．

　これら 2 つの補題 4.20, 4.21 より Ω の階数による帰納法にのせることができて，Ω の既約
性を使うと，nji (j > i) は j, i に依らないことがでる．そうすると (4.20) と命題 4.19 より

命題 4.22. ルート空間 s(αj+αi)/2 = Js(αj−αi)/2 (j > i) の次元は一定である．またルート
空間 sαk/2 (k = 1, . . . , r) の次元も一定である．
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　命題 4.22 は [25, Proposition 3] により，Siegel 領域 D が準対称 (quasi-symmetric)
であることを意味する．すなわち，我々の正規 j 代数が Euclidean Jordan 代数とその複素
化の表現から得られていることを意味する．より具体的に述べよう．まず (4.22) で導入した
V の内積 〈 · | · 〉η を思い出そう．このとき

〈x1x2 |x3 〉η = − 1

2
Dx1Dx2Dx3(log η)(E) (xj ∈ V ; j = 1, 2, 3)

により，V には（非結合的な）積が入る．[25] の Proposition 3 の証明にあるように，命題
4.22 はこの積が Jordan 積であることを保証する．そして内積 〈 · | · 〉η に関して V と V ∗ を
同一視するとき，Ω = Ω∗ となっている．実際 Ω の既約性から，〈 · | · 〉η は V の trace 内積
の定数倍（この定数は計算可能）になっていることがわかる．次に同じく 4.2.3 で導入した U
の Hermite 内積 (u1 |u2)η := 〈Φ(u1, u2) |E 〉η を思い出そう．各 w ∈ W = VC に対して

(ϕ(w)u |u′)η = 〈Φ(u, u′) |w 〉η (u, u′ ∈ U)

により，ϕ(w) ∈ End (U) が定義される．[27, Theorem 2.1 (6)] より，ϕ は複素 Jordan
代数 W の ∗ 表現になっている．すなわち{

ϕ(w1w2) =
(
ϕ(w1)ϕ(w2) + ϕ(w2)ϕ(w1)

)
/2 (w1, w2 ∈ W ),

ϕ(w∗) = ϕ(w)∗ (w ∈ W )

が成立している．
　さて，W の双対空間 W ∗ を非退化複素双線型形式 〈 · | · 〉η で W と同一視，U の反双対
U † を Hermite 内積 (· | ·)η で U と同一視しよう．すなわち，f ∈ W ∗, F ∈ U † のとき，

対応する f̃ ∈ W , F̃ ∈ U を次式で定義する：
〈w, f 〉 = 〈w | f̃ 〉η (∀w ∈ W ), 〈u, F 〉 = (F̃ |u)η (∀u ∈ U).(4.29)

Jordan 代数 W = VC において，Ω + iV の各元は可逆であることに注意しておく．

命題 4.23. (1) w ∈ Ω + iV のとき

I(w)
∼

= w−1,
(
I(w + E) ◦ Φ(u, ·)

)
∼

= ϕ
(
(w + E)−1

)
u (∀u ∈ U).

(2) z = (u,w) ∈ D のとき w ∈ Ω + iV であって，∼ を自然に U † ⊕W ∗ に拡張するとき

C(z)∼
= 2ϕ

(
(w + E)−1

)
u⊕ (w − E)(w + E)−1.

　かくして準対称 Siegel 領域においては，Penney の Cayley 変換 C(z) は Dorfmeister
の Cayley 変換 [27, (2.8)] になることがわかった．
　次に 4.2.7で導入したW ∗, U † のノルム ‖·‖ω とW , U のノルム ‖·‖η を比べよう．以下，
ωi, di, bi は i に依らないので，それぞれ ω, d, b と表す．また c = 2d+ b とおく．

命題 4.24. (1) f ∈ W ∗ のとき，‖f‖2
ω =

c

ω
‖f̃‖2

η．

(2) F ∈ U † のとき，‖F‖2
ω =

c

2ω
‖F̃‖2

η．

　従って命題 4.23 とあわせて，z = (u,w) ∈ D のとき，

‖C(z)‖2
ω =

c

ω

(
2
∥∥ϕ(

(w + E)−1
)
u
∥∥2

η
+

∥∥(w − E)(w + E)−1
∥∥2

η

)
.(4.30)



26

　最後に i �= j として
g = n(0, bj)n(0, bi) ∈ ND (bj ∈ nαj/2, bi ∈ nαi/2)

に対して (4.27) が成り立つことから，(4.30) を使って

命題 4.25. 任意の i �= j に対して ϕ
(
Φ(bi, bj)

)
bi = 0 (∀bi ∈ nαi/2,∀bj ∈ nαj/2)．

　これと Dorfmeister による定理 (cf. [23, Corollary 1]) 及び ϕ(Ei) が Ui ≡ nαi/2 への
直交射影であることを使って Siegel 領域 D が対称であることがいえる．
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