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第４回 日本・チュニジア ワークショップのお知らせ

• 2015年12月18日（現地集合）
• 2015年12月23日（現地解散）
• 開催地は未定（Monastirあたりか？）

• 日本からの直行便はありません．
• ヨーロッパや中東で乗り換え．
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P(N, R) := {x 2 Sym(N, R) ; x � 0}：N次正定値実対称行列全体
GL(N, R) y P(N, R)：推移的 by GL(N, R)⇥P(N, R) 3 (g, x) 7! gx tg

# 制限
H+(N, R) := {g 2 GL(N, R) ; 下三角，対角成分 > 0}
=) 作用は単純推移的（固定部分群 = {単位元}）

P(N, R) = {g tg ; g 2 H+(N, R)} = H+(N, R) · I
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P(N, R)
等質性に注目して一般化�����������! 等質開凸錐
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P(N, R) := {x 2 Sym(N, R) ; x � 0}：N次正定値実対称行列全体
GL(N, R) y P(N, R)：推移的 by GL(N, R)⇥P(N, R) 3 (g, x) 7! gx tg

# 制限
H+(N, R) := {g 2 GL(N, R) ; 下三角，対角成分 > 0}
=) 作用は単純推移的（固定部分群 = {単位元}）

P(N, R) = {g tg ; g 2 H+(N, R)} = H+(N, R) · I

P(N, R)
等質性に注目して一般化�����������! 等質開凸錐

V：有限次元実ベクトル空間（内積を持つ）
V � ⌦：eeeee正則開凸錐（eeeeeeeeeeeeeeeeeee直線を含まない）
GL(⌦) := {g 2 GL(V ) ; g(⌦) = ⌦}：⌦の線型同型群

（GL(V )の閉部分群としてLie群）
⌦：等質 def() GL(⌦) y ⌦が推移的．
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Vinbergの非結合的行列代数 with ⇤（T代数）により
任意の等質開凸錐 = {hh⇤ ; h 2 H+}（T代数での積）
ただし，H+ := {h ; 下三角，対角成分 > 0}

Theoretically beautiful analogue of P(N, R) = {g tg ; g 2 H+(N, R)}.
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Vinbergの非結合的行列代数 with ⇤（T代数）により
任意の等質開凸錐 = {hh⇤ ; h 2 H+}（T代数での積）
ただし，H+ := {h ; 下三角，対角成分 > 0}

Theoretically beautiful analogue of P(N, R) = {g tg ; g 2 H+(N, R)}.

でも実際には
• 結合法則なしでの行列の計算は大変．
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Vinbergの非結合的行列代数 with ⇤（T代数）により
任意の等質開凸錐 = {hh⇤ ; h 2 H+}（T代数での積）
ただし，H+ := {h ; 下三角，対角成分 > 0}

Theoretically beautiful analogue of P(N, R) = {g tg ; g 2 H+(N, R)}.

でも実際には
• 結合法則なしでの行列の計算は大変．

応用上は
• より容易に開凸錐にアクセスできるのが望ましい
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Vinbergの非結合的行列代数 with ⇤（T代数）により
任意の等質開凸錐 = {hh⇤ ; h 2 H+}（T代数での積）
ただし，H+ := {h ; 下三角，対角成分 > 0}

Theoretically beautiful analogue of P(N, R) = {g tg ; g 2 H+(N, R)}.

でも実際には
• 結合法則なしでの行列の計算は大変．

応用上は
• より容易に開凸錐にアクセスできるのが望ましい

他の目的
• T代数を使うのをやめる（定義中の要求項目が多すぎる）
• 基本事項をVinberg代数（クランと呼ぶのもやめる）で書き上げたい
そもそも clan という英単語（仏単語）が別にある．
ロシア語の雰囲気を残して klan とすべきであった．
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等質開凸錐実現のブラック・ボックス化

⌦：与えられた等質錐 ⇢ V

9H（共役を除いて一意的）分裂可解 s.t. H y ⌦：単純推移的
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等質開凸錐実現のブラック・ボックス化

⌦：与えられた等質錐 ⇢ V

9H（共役を除いて一意的）分裂可解 s.t. H y ⌦：単純推移的
E 2 ⌦を固定すると，軌道写像 H 3 h 7! hE 2 ⌦は微分同相
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等質開凸錐実現のブラック・ボックス化

⌦：与えられた等質錐 ⇢ V

9H（共役を除いて一意的）分裂可解 s.t. H y ⌦：単純推移的
E 2 ⌦を固定すると，軌道写像 H 3 h 7! hE 2 ⌦は微分同相
=) Eでの微分 h 3 T 7! TE 2 V は線型同型 (h := Lie(H))
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等質開凸錐実現のブラック・ボックス化

⌦：与えられた等質錐 ⇢ V

9H（共役を除いて一意的）分裂可解 s.t. H y ⌦：単純推移的
E 2 ⌦を固定すると，軌道写像 H 3 h 7! hE 2 ⌦は微分同相
=) Eでの微分 h 3 T 7! TE 2 V は線型同型 (h := Lie(H))

=) 8x 2 V，91L(x) 2 h s.t. L(x)E = x．
（注意：V 3 x 7! L(x) 2 L (V )は線型）
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等質開凸錐実現のブラック・ボックス化

⌦：与えられた等質錐 ⇢ V

9H（共役を除いて一意的）分裂可解 s.t. H y ⌦：単純推移的
E 2 ⌦を固定すると，軌道写像 H 3 h 7! hE 2 ⌦は微分同相
=) Eでの微分 h 3 T 7! TE 2 V は線型同型 (h := Lie(H))

=) 8x 2 V，91L(x) 2 h s.t. L(x)E = x．
（注意：V 3 x 7! L(x) 2 L (V )は線型）

=) x4 y := L(x)yでV に双線型な積（結合法則は気にしない）
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等質開凸錐実現のブラック・ボックス化

⌦：与えられた等質錐 ⇢ V

9H（共役を除いて一意的）分裂可解 s.t. H y ⌦：単純推移的
E 2 ⌦を固定すると，軌道写像 H 3 h 7! hE 2 ⌦は微分同相
=) Eでの微分 h 3 T 7! TE 2 V は線型同型 (h := Lie(H))

=) 8x 2 V，91L(x) 2 h s.t. L(x)E = x．
（注意：V 3 x 7! L(x) 2 L (V )は線型）

=) x4 y := L(x)yでV に双線型な積（結合法則は気にしない）
=) V にVinberg代数の構造が入り，Eはその単位元
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Vinberg代数 (Vinberg 1963)

定義 1

V：実ベクトル空間 with 双線型な積x4 y = L(x)y.

V：Vinberg代数 def()
(1) [L(x), L(y)] = L(x4 y � y4x) (8x, y 2 V )，
(2) 9s 2 V ⇤ s.t. s(x4 y)はV に内積を定義する，
(3) 各L(x)の固有値は実数のみ．

• 積4に結合法則は要求しない．
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Vinberg代数 (Vinberg 1963)

定義 1

V：実ベクトル空間 with 双線型な積x4 y = L(x)y.

V：Vinberg代数 def()
(1) [L(x), L(y)] = L(x4 y � y4x) (8x, y 2 V )，
(2) 9s 2 V ⇤ s.t. s(x4 y)はV に内積を定義する，
(3) 各L(x)の固有値は実数のみ．

• 積4に結合法則は要求しない．
• 一般には単位元の存在を仮定しない．
• (1) () [x, y, z] = [y, x, z] (8x, y, z 2 V ),
ただし，[x, y, z] := x4 (y4 z)� (x4 y)4 z：結合子．

• (1)をみたす代数は左対称代数と呼ばれている．
• 左対称代数は数理物理等で時々現れる．
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元にもどって：
• ⌦ ⇢ V において，V にVinberg代数の構造が入った．
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元にもどって：
• ⌦ ⇢ V において，V にVinberg代数の構造が入った．
=) V =

L
15j5k5r

Vji (Vjj = Rcj; j = 1, . . . , r)：
Vinberg枠c1, . . . .crに関する正規分解．

• Vinberg枠 = 原始ベキ等元の完全系 (c1 + · · · + cr = E)
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元にもどって：
• ⌦ ⇢ V において，V にVinberg代数の構造が入った．
=) V =

L
15j5k5r

Vji (Vjj = Rcj; j = 1, . . . , r)：
Vinberg枠c1, . . . .crに関する正規分解．

• Vinberg枠 = 原始ベキ等元の完全系 (c1 + · · · + cr = E)

• 要するにV を次のように思えということ：

V =

0
BBBB@

Rc1 V21 · · · Vr�1,1 Vr1

V21 Rc2
...

... . . . ...

Vr�1,1 Rcr�1 Vr,r�1

Vr1 · · · · · · Vr,r�1 Rcr

1
CCCCA （r：⌦あるいはV の階数）
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• dji := dim Vji (o↵-diagonal subspacesの次元)

• 以上のデータからグラフを描く
V := {1, . . . , r}, A := {[j ! i] ; i < j, and dji > 0}.

[j ! i]あるいはj ! i：jを出て iに入るarc
j�

dji�! i� if dim Vji > 0.

• グラフ� = �(V ) = (V , A ) は向き付け (oriented) グラフである：
j ! iと i ! jは同時にはないし，i ! iもない．
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例 dji = 1のときは，arcの上には数字を書かない（簡単のため）．

1

23

4

5

2
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例 dji = 1のときは，arcの上には数字を書かない（簡単のため）．

1

23

4

5

2

• グラフ�から sourcesをすべて集める．
（source = 入ってくるarcのないvertex）

S：�の sources全体．つねにr 2 S ゆえ，S 6= ?に注意．
• 上の例ではS = {4, 5}.
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例 dji = 1のときは，arcの上には数字を書かない（簡単のため）．

1

23

4

5

2

• グラフ�から sourcesをすべて集める．
（source = 入ってくるarcのないvertex）

S：�の sources全体．つねにr 2 S ゆえ，S 6= ?に注意．
• 上の例ではS = {4, 5}.
• 各! 2 S に対して，そのout-neighborsを全部拾い上げる．

（!のout-neighbors = [! ! k] 2 A となるvertices k）．
N out(!) := {out-neighbors of !}，N out[!] := N out(!) [ {!}.

• 上の例では，N out[4] = {1, 2, 3, 4}，N out[5] = {1, 2, 3, 5}.
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• N out[!]からoriented sub-graphs �[!]を形成する．
先の例ではN out[4] = {1, 2, 3, 4}，N out[5] = {1, 2, 3, 5}であったから

1

23

4

5

2

1

23

4 1

23

5

2

� �[4] �[5]
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• N out[!]からoriented sub-graphs �[!]を形成する．
先の例ではN out[4] = {1, 2, 3, 4}，N out[5] = {1, 2, 3, 5}であったから

1

23

4

5

2

1

23

4 1

23

5

2

� �[4] �[5]

各! 2 S に対して

• V[!] :=
L
ij

i,j2Nout[!]

VjiはV の部分代数 (the source subalgebra corresp.to !).

• E[!] :=
L

i2Nout[!]

V!iはV[!]の両側 ideal．
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Rc!

V[!] =
V[!] = 大きい正方形
� E[!] = 網かけ部分

!と結ばれていない verticesを削除すると，V!，E!は下記のように見る事ができる
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Rc!

V[!] =
V[!] = 大きい正方形
� E[!] = 網かけ部分

!と結ばれていない verticesを削除すると，V!，E!は下記のように見る事ができる

• '[!](x)⌘ := ⌘4x (x 2 V[!], ⌘ 2 E[!]).

E[!]の内積のminor change後，'[!](x) 2 Sym(E[!])となる.
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Rc!

V[!] =
V[!] = 大きい正方形
� E[!] = 網かけ部分

!と結ばれていない verticesを削除すると，V!，E!は下記のように見る事ができる

• '[!](x)⌘ := ⌘4x (x 2 V[!], ⌘ 2 E[!]).

E[!]の内積のminor change後，'[!](x) 2 Sym(E[!])となる.

• ⌦[!]：V[!]に対応する等質開凸錐．
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Rc!

V[!] =
V[!] = 大きい正方形
� E[!] = 網かけ部分

!と結ばれていない verticesを削除すると，V!，E!は下記のように見る事ができる

• '[!](x)⌘ := ⌘4x (x 2 V[!], ⌘ 2 E[!]).

E[!]の内積のminor change後，'[!](x) 2 Sym(E[!])となる.

• ⌦[!]：V[!]に対応する等質開凸錐．
e[!] :=

P
j2Nout[!]

cj：V[!]の単位元， h[!] := {L[!](x) ; x 2 V[!]}，
H[!] := exp h[!]， ⌦[!] := H[!]e[!]

• ⌦[!]：source !に対応するsource homogeneous coneと呼ぶ．
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Source conesは simpleな記述を持つ．
定理 2

x 2 V[!]とするとき，x 2 ⌦[!] () '[!](x) � 0．
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Source conesは simpleな記述を持つ．
定理 2

x 2 V[!]とするとき，x 2 ⌦[!] () '[!](x) � 0．

• S = {r}なら手続き終わり．このときは，V = V[r], ⌦ = ⌦[r]であり，
⌦0

[r] := '[r](⌦[r]) ⇢ P(E[r])が求めていた実現．
• '[r]は単純推移的な作用を intertwineする：

H y ⌦ and exp L(V 0
[r]) y ⌦0

[r]．
ただし，V 0

[r] := '[r](V[r]) ⇢ Sym(E[r]), exp L(V 0
[r]) ⇢ GL(E[r]).

• '[r]は次の意味で極小，すなわち
� : V ! Sym(N, R)：injective LSA hom. =) N � dim E[r].
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一般には
命題 3

x 2 V のとき，x 2 ⌦ () ⇡[!](x) 2 ⌦[!] for 8! 2 S

（⇡[!] : V ! V[!]は直交射影作用素）．
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一般には
命題 3

x 2 V のとき，x 2 ⌦ () ⇡[!](x) 2 ⌦[!] for 8! 2 S

（⇡[!] : V ! V[!]は直交射影作用素）．

したがって
定理 4

⌦ =
�
x 2 V ; '[!](⇡[!](x)) � 0 (8! 2 S )

 
.
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一般には
命題 3

x 2 V のとき，x 2 ⌦ () ⇡[!](x) 2 ⌦[!] for 8! 2 S

（⇡[!] : V ! V[!]は直交射影作用素）．

したがって
定理 4

⌦ =
�
x 2 V ; '[!](⇡[!](x)) � 0 (8! 2 S )

 
.

次の仕事は，各⌦0
[!] := '[!](⌦[!]) (! 2 S )を組み立て直すこと．
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S = {!1, . . . , !s} (s > 1).

V 0
[!i]

:= '[!i](V[!i]) ⇢ Sym(E[!i]).

V 0 := V 0
[!1]
� · · ·� V 0

[!s]
：ベクトル空間V 0

[!i]
(i = 1, . . . , s) の外部直和．
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S = {!1, . . . , !s} (s > 1).

V 0
[!i]

:= '[!i](V[!i]) ⇢ Sym(E[!i]).

V 0 := V 0
[!1]
� · · ·� V 0

[!s]
：ベクトル空間V 0

[!i]
(i = 1, . . . , s) の外部直和．

⇡[!] : V ! V[!]は直交射影作用素

V 0
[S ] :=

�
(X1, . . . , Xs) 2 V 0 ; ⇡[!j ]

� '�1
[!i]

(Xi) = ⇡[!i]
� '�1

[!j ]
(Xj) for any i 6= j

 
.

これをV 0
[S ] =

⇥
V 0

[!1]
, . . . , V 0

[!s]

⇤
と表して，V 0

[!1]
, . . . , V 0

[!s]
のstaplingと呼ぶ．
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S = {!1, . . . , !s} (s > 1).

V 0
[!i]

:= '[!i](V[!i]) ⇢ Sym(E[!i]).

V 0 := V 0
[!1]
� · · ·� V 0

[!s]
：ベクトル空間V 0

[!i]
(i = 1, . . . , s) の外部直和．

⇡[!] : V ! V[!]は直交射影作用素

V 0
[S ] :=

�
(X1, . . . , Xs) 2 V 0 ; ⇡[!j ]

� '�1
[!i]

(Xi) = ⇡[!i]
� '�1

[!j ]
(Xj) for any i 6= j

 
.

これをV 0
[S ] =

⇥
V 0

[!1]
, . . . , V 0

[!s]

⇤
と表して，V 0

[!1]
, . . . , V 0

[!s]
のstaplingと呼ぶ．

• s = 2のとき．(W := V[!1] \ V[!2])

V 0
[!1]
� V 0

[!2]
= '[!1]

�
W + (V[!1] \W?)

�
� '[!2]

�
W + (V[!2] \W?)

�
.

したがって⇥
V 0

[!1]
, V 0

[!2]

⇤
=
��

'[!1](w + x1), '[!2](w + x2)
�

; w 2 W, xj 2 V[!j ] \W? .
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線型同型写像'[S ] = ['[!1]
, . . . , '[!s]] : V ! V 0

[S ]を自然に定義する．
V =

Ps
i=1 V[!i] （直和とは限らない部分空間の和）

=) dim V =
sP

p=1
(�1)p�1

P
1i1<···<ips

dim(V[!i1
] \ · · ·V[!ip]).

かくしてV 0
[!i]
達の staplingが完成：V 0

[S ] =
⇥
V 0

[!1]
, . . . , V 0

[!s]

⇤
· · · · · · (⇤)
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線型同型写像'[S ] = ['[!1]
, . . . , '[!s]] : V ! V 0

[S ]を自然に定義する．
V =

Ps
i=1 V[!i] （直和とは限らない部分空間の和）

=) dim V =
sP

p=1
(�1)p�1

P
1i1<···<ips

dim(V[!i1
] \ · · ·V[!ip]).

かくしてV 0
[!i]
達の staplingが完成：V 0

[S ] =
⇥
V 0

[!1]
, . . . , V 0

[!s]

⇤
· · · · · · (⇤)

• ⌦0
[!i]
達も (⇤)に従って stapleする：⌦0

[S ] :=
⇥
⌦0

[!1]
, . . . , ⌦0

[!s]

⇤
．

•単純推移的に働いている線型Lie群もstapleする：H0
[S ] :=

⇥
H0

[!1]
, . . . , H0

[!s]

⇤
．

H0
[!i]

:= exp L(V 0
[!i]

) y ⌦0
[!i]

\ \
GL(E[!i]) y Sym(E[!i])
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Staplingの過程で起こっていること
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Staplingの過程で起こっていること
J (!i, !j) := N out[!i] \N out[!j] (i < j)：!i, !jの junction setと呼ぶ．
V[!i] \ V[!j ] =

L
ij

i,j2J (!i,!j)

VjiがV[!i] \ V[!j ]の正規分解．
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Staplingの過程で起こっていること
J (!i, !j) := N out[!i] \N out[!j] (i < j)：!i, !jの junction setと呼ぶ．
V[!i] \ V[!j ] =

L
ij

i,j2J (!i,!j)

VjiがV[!i] \ V[!j ]の正規分解．

⌦[!i!j ]：V[!i] \ V[!j ]に対応する等質開凸錐．
Then ⌦[!i!j ] = ⇡!i!j(⌦[!i]) = ⇡!j!i(⌦[!j ])．ただし

⇡!i!j : V[!i] ! V[!i] \ V[!j ], ⇡!j!i : V[!j ] ! V[!i] \ V[!j ] 直交射影作用素．



44

Staplingの過程で起こっていること
J (!i, !j) := N out[!i] \N out[!j] (i < j)：!i, !jの junction setと呼ぶ．
V[!i] \ V[!j ] =

L
ij

i,j2J (!i,!j)

VjiがV[!i] \ V[!j ]の正規分解．

⌦[!i!j ]：V[!i] \ V[!j ]に対応する等質開凸錐．
Then ⌦[!i!j ] = ⇡!i!j(⌦[!i]) = ⇡!j!i(⌦[!j ])．ただし

⇡!i!j : V[!i] ! V[!i] \ V[!j ], ⇡!j!i : V[!j ] ! V[!i] \ V[!j ] 直交射影作用素．

J (!i, !j) から� = �(V )の部分グラフ�J (!i,!j)を描く．
J0(!i, !j) := S (�J (!i,!j)): the source set for �J (!i,!j)．

(the reduced junction set for !i, !j)

J0(!i, !j) = {j1, . . . , jt}とし，⌦0
[J0(!i,!j)]

:=
⇥
⌦0

[j1]
, . . . , ⌦0

[jt]

⇤
.

このとき⌦[!i!j ]
⇠= ⌦0

[J0(!i,!j)]
ゆえ，次のように言う：

⌦0
[!i]
と⌦0

[!j ]
は⌦0

[J0(!i,!j)]
において stapleされている.
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例に戻ろう：

1

23

4

5

2

1

23

4 1

23

5

2

� �[4] �[5]
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例に戻ろう：

1

23

4

5

2

1

23

4 1

23

5

2

� �[4] �[5]

⌦0
[4] =

8><
>:

0
B@

�1 0 x31

0 �2 x32

x31 x32 �3

x41

x42

x43

x41 x42 x43 �4

1
CA� 0

9>=
>; , ⌦0

[5] =

8><
>:

0
B@

�1I2 02 x31e1
t02 �2 x32

x31
te1 x32 �3

x51

x52

x53
tx51 x52 x53 �5

1
CA� 0

9>=
>;

網掛け部分が stapleされた箇所．J (5, 4) = {1, 2, 3}に注意．
⌦0

[4]において：網掛け部分は双対Vinberg coneの極小実現．
⌦0

[5]において：網掛け部分は双対Vinberg coneの極小実現eeeeeeeeeeではない．
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H0
[4] :=

8>><
>>:

�1 0 0
0 �2 0

x31 x32 �3

0
0
0

x41 x42 x43 �4

9>>=
>>;

(�j > 0)

, H0
[5] =

8>><
>>:

�1I2 02 02
t02 �2 0

x31
te1 x32 �3

02

0
0

tx51 x52 x53 �5

9>>=
>>;

(�j > 0)

,

網掛け部分が stapleされた箇所．
H0

[S ] = {h = [h4, h5] ; hj 2 H0
[j] (j = 4, 5)}.
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H0
[4] :=

8>><
>>:

�1 0 0
0 �2 0

x31 x32 �3

0
0
0

x41 x42 x43 �4

9>>=
>>;

(�j > 0)

, H0
[5] =

8>><
>>:

�1I2 02 02
t02 �2 0

x31
te1 x32 �3

02

0
0

tx51 x52 x53 �5

9>>=
>>;

(�j > 0)

,

網掛け部分が stapleされた箇所．
H0

[S ] = {h = [h4, h5] ; hj 2 H0
[j] (j = 4, 5)}.

⌦  V : the corresponding Vinberg algebra

 � = �(V ) : the corresponding oriented graph

 S = {!1, . . . , !s} : the sources of �

 ⌦[!1], . . . , ⌦[!s] : the source homogeneous cones

 ⌦0
[!1]

, . . . , ⌦0
[!s]

: the minimal realizations of the source cones

 ⌦0
[S ] :=

⇥
⌦0

[!1]
, . . . , ⌦0

[!s]

⇤
: stapling of the ⌦0

[!i]
’s
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金行・辻条件 (1974)

V：Vinberg代数，� = �(V )：対応するoriented graph，A：�のarc set，
c：次で与えられる重み函数A ! Z>0

c([j ! i]) = dim Vji for i < j s.t. dim Vji > 0.

(KT1) i < j < kとし，路k ! j ! iがあるとき，max
�
ckj, cji

�
 cki.

(KT2) i < j < k < lとし，路 l ! k ! i，l ! j ! iがあり，
j /2 N out(k)ならば，cli � max(clk, cki) + max(clj, cji)．
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金行・辻条件 (1974)

V：Vinberg代数，� = �(V )：対応するoriented graph，A：�のarc set，
c：次で与えられる重み函数A ! Z>0

c([j ! i]) = dim Vji for i < j s.t. dim Vji > 0.

(KT1) i < j < kとし，路k ! j ! iがあるとき，max
�
ckj, cji

�
 cki.

(KT2) i < j < k < lとし，路 l ! k ! i，l ! j ! iがあり，
j /2 N out(k)ならば，cli � max(clk, cki) + max(clj, cji)．

(1) � = �(V )は (KT1)と (KT2)をみたす．
(2) V 7! �(V )は単射でも全射でもない．
(3) しかし，dim V  10では全単射．
(4) dim V = 11では，重みも込めて同一の�(V ) を与える連続無限個の
非同型なV が存在する.

(5) (KT1)と (KT2)をみたす�で，� 6= �(V ) (8V ) となるものがある．
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(5)について：下図の�で
c([3 ! 1]) = c([3 ! 2]) = c([2 ! 1]) = d 2 Z>0

1

2

3

明らかに (KT1)と (KT2)をみたすが，
� = �(V ) for some V () d = 1, 2, 4, 8.

この場合，⌦ ⇠= P(3, K)．ただし
K = R (d = 1), K = C (d = 2), K = H (d = 4), K = O (d = 8).


