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単純な階数rのEuclid型Jordan代数をV とし，その単位元をe0とする．V のJordan

乗法作用素をM(x)で表す：M(x)y = xy．またV には trace函数で内積を入れておく：
hx | y i = tr(xy)．そしてV のJordan枠 c1, . . . , crを一つ固定し，それによるV のPeirce

分解をV =
L

1jkr Vkjとする．ただしVjj := Rcj (j = 1, . . . , r)であり，

Vkj :=
�
x 2 V ; M(ci)x = 1

2 (�ij + �ik)x for i = 1, . . . , r
 

(1  j < k  r).

一方⌦ := Int{x2 ; x 2 V }をV の対称錐とし，⌦の線型同型群をG(⌦)とする．G(⌦)

は reductiveなLie群である．上記Peirce分解を経由して，G(⌦)の岩澤部分群（分裂可
解）Hが標準的に定義され，Hは⌦に単純推移的に作用している．このとき軌道写像
H 3 h 7! he0 2 ⌦は微分同相である．これをHの単位元において微分して得られる線型
写像X 7! Xe0は線型同型h := Lie(H) ⇠= V を与える．その逆写像をV 3 x 7! Lx 2 hと
する：Lxe0 = x．このV 上の線型作用素Lx (x 2 V )を用いて，x4 y := Lxy (x, y 2 V )

によりV に双線型な積を定義する．これにより，V はVinbergが導入した clanと呼ば
れる非結合的代数をなしていて，e0はその単位元にもなっている．そして上記のPeirce

分解はこの clan構造における正規分解にもなっている．この二つの乗法構造の関係は
次の補題の通り．　

補題 1.1. x 2 Vkj (1  j  k  r)のとき，Lx = 2
⇥
M(x), M(cj)

⇤
+ M(x)．

タイトルにおける右乗法作用素とは，このV の clan積4におけるRyx := x4 yのこ
とである．Jordan乗法作用素達は自己共役，clanの左乗法作用素達がV で同時三角化
可能であるのに対して，右乗法作用素達はそのような性質を持たない．右乗法作用素の
帰納的構造を調べるためにV の正規分解を次の様に区分けする．V 0 :=

L
1jkr�1 Vkj

とし，

⌅ := Vr1 � · · ·� Vr,r�1, W := ⌅� Rcr

"
V =

 
V 0 ⌅

t⌅ Rcr

!
←イメージ図

#

とおくと，V 0は，Jordan代数としても clanとしても，V の部分代数になっている．さ
らにWは clan構造でのV の両側 idealになっている．そしてV = V 0 � ⌅�Rcrと分解
されている．さらにv0 2 V 0のとき，Rv0(⌅) ⇢ ⌅であるので，R⌅

v0 := Rv0
��
⌅

(v0 2 V 0)と
おく．
一方で，V 0 (resp. ⌅) は冪等元 cr の Peirce 0空間（resp. 1/2空間）であるので，

�(v0)⇠ := 2v0⇠ (v0 2 V 0, ⇠ 2 ⌅)とおくと，� : V 0 ! End(⌅)は Jordan代数 V 0の表
現になっている．
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命題 1.2. R⌅
v0 = �(v0) (8v0 2 V 0)．

結果の見栄えを良くするために，Wの内積の正規化を少しだけ変えておく：

h ⇠ + �cr | ⇠0 + �0cr iW = h ⇠ | ⇠0 i+ 1
2��0 (⇠, ⇠0 2 ⌅ and �, �0 2 R).

部分 clanである (V 0,4)における右乗法作用素をR0
v0と書く．

定理 1.3. 各 v 2 V を v = v0 + ⇠ + vrcr (v0 2 V 0, ⇠ 2 ⌅, vr 2 R)と表すとき

Rv =

0
B@

R0
v0 O

⇤ �(v0) h · | cr iW ⇠

h · | ⇠ iW cr vr idVrr

1
CA .

Det Rvを記述するために，V のJordan枠 c1, . . . , crに付随するJordan代数版の prin-

cipal minors を�1(v), . . . , �r(v) (deg �j = j; j = 1, . . . , r)とする．これらはH相対
不変なV 上の多項式函数であり，V の対称錐⌦に付随する基本相対不変式をなしてい
る．V は単純であるとしているので，j < kのときのdim Vkjは一定である（この値を
dと書く）．

定理 1.4. Det Rv = �1(v)d · · ·�r�1(v)d�r(v) (v 2 V )．

注意．(1) それほど明らかなことではないが，一般に単位元を持つ clanの右乗法作用素
の行列式Det Rvは，clanの左乗法作用素の expから生成される Lie 群Hに関して相対
不変な多項式函数になっている： Det Rhv = �(h) Det Rv (h 2 H, v 2 V )．ここでHの
1次元表現�(h)は�(h) := (DetV h)(Det Ad h)�1 で与えられる（文献 [3, Lemma 2.7]参
照）．定理1.4はこの�(h)を分析することからでも得られる．
(2) 文献 [1, Theorem 5.1]により，一般に単位元を持つ clanにおいて，Det Rvの既約因
子が丁度基本相対不変式をなしている．
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