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既知の事実：
w = (wij) ∈ Mat(r, C)に対して

∆k(w) := det

0@w11 · · · w1k
... ...

wk1 · · · wkk

1A （第k次首座小行列式）．

∆0(w) ≡ 1, ∆r(w) = det w.

命題 1.1. w ∈ Sym(r, C)とするとき
Re w ¿ 0 =) Re

∆k(w)

∆k−1(w)
> 0 (k = 1, 2, . . . , r).

命題 1.1 は補題 1.2（ガウス分解）と補題 1.3から導かれる．

補題 1.2. w ∈ Sym(r, C) かつ ∆k(w) 6= 0 (8k) とする
とき，w = natn と書かれる．ただし

n =

0@1 0. . .
* 1

1A , a =

0@a1 0. . .
0 ar

1A ,

ak =
∆k(w)

∆k−1(w)
(k = 1, . . . , r).

補題 1.3. Re (natn) ¿ 0 (n, a: as above)
=) Re a1 > 0, . . . , Re ar > 0.
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一般化へ向けて：

V := Sym(r, R), ≠ := {x ∈ V ; x ¿ 0}.
≠ + iV : W := VC = Sym(r, C)における対応する管状領域．
GL(r, C)はWに (g, w) 7→ gwtg で作用する．

AC :=

8<:a =

0@a1 0. . .
0 ar

1A ; a1 ∈ C×, . . . , ar ∈ C×

9=; ,

NC :=

8>>>><>>>>:n =

0BBBB@
1 0 · · · 0 0

n21 1 · · · 0 0
... . . . ...

nr−1,1 nr−1,2 1 0
nr1 nr2 · · · nr,r−1 1

1CCCCA ; nij ∈ C

9>>>>=>>>>; .

TC := NC o AC

事実：(1) ≠ + iV Ω TC · Ir （Ir: r次単位行列）．
(2) ∆k(w) 6= 0 (k = 1, . . . , r) () w ∈ TC · Ir.

再定式化：

w ∈ ≠ + iV =) Re
∆k(w)

∆k−1(w)
> 0 (k = 1, . . . , r).
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一般の対称管状領域の場合：
V：階数 rの単純ユークリッド型 Jordan代数（単位元 e）．
L(x)：x ∈ V をかけるかけ算作用素：L(x)y := xy.
hx | y i = tr(xy)：V のトレース内積．
c1, . . . , cr：Jordan枠 (e = c1 + · · · + cr).

（原始べき等元の完全直交系）

V (k) := V (c1 + · · · + ck; 1)：c1 + · · · + ckのPeirce 1-空間．
（L(c1 + · · · + ck)の固有値 1に対応する固有空間）．

このとき，各 V (k)は Jordan部分代数で，
V (1) Ω V (2) Ω · · · Ω V (r) = V

Pk：直交射影作用素 V → V (k)．
∆k(x) := det(k)(Pkx)：x ∈ V の第k次 Jordan首座小行列式．

（det(k)：Jordan 代数 V (k)での行列式函数）．

V (1)

V (2)

V (r) = V

• Sym(r, R)では，Jordan 積は 1
2(AB + BA) =: L(A)B．
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Jordan 枠 c1, . . . , cr √ V =
L

j5k Vjk with Vii = Rci (8i).

V11 V12 · · · V1r

V12 V22 · · · V2r

... ... . . . ...

V1r V2r · · · Vrr

≠ := Int{x2 ; x ∈ V }：V の対称錐．
g := Lie G(≠), k := Der V , p := {L(x) ; x ∈ V }.
このとき g = k + p（Cartan 分解）． θX = − tX .

A := Rc1 © · · ·© Rcr.
a := {L(a) ; a ∈ A}：pに含まれる可換部分Lie代数で極大．
α1, . . . ., αr : L(c1), . . . , L(cr)に双対なa§の基底．
正のaルートは 1

2(αk − αj) (k > j) で，ルート空間は
g(αk−αj)/2 = {z § cj ; z ∈ Vjk} =: nkj.

ただし a § b := L(ab) + [ L(a), L(b) ].

n :=
P

j<k nkjとおくと，岩澤分解を得る：
g = k + a + n.

A := exp a, N := exp n．このとき，
≠ = NA · e = N · A+ (A+ := R>0c1 © · · ·© R>0cr)
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W := VCとおくと，W =
L

j<k Wjk (Wjk := (Vjk)C).
AC, NC：A, Nの複素化．AC, NC Ω GL(W )に注意．
∆k：W上の正則多項式函数と見る．

補題 1.4. w ∈ Wかつ∆k(w) 6= 0 (8k)とするとき
91 n ∈ NC, a1 ∈ C×, . . . , ar ∈ C× s.t.

w = n · (a1c1 + · · · + arcr).

さらに

ak =
∆k(w)

∆k−1(w)
(k = 1, . . . , r).

補題 1.5. n ∈ NC かつ a1 ∈ C×, . . . , ar ∈ C×とする．
w := n · (a1c1 + · · · + arcr) ∈ ≠ + iV ならば

Re a1 > 0, . . . , Re ar > 0.

補題 1.4と補題 1.5より

命題 1.6. w ∈ Wとする．w ∈ ≠ + iV ならば

Re
∆k(w)

∆k−1(w)
> 0 (k = 1, . . . , r).

問 1.7. 命題 1.6は対称錐に特徴的なことか？
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9≠：非対称等質錐 Ω V s.t.

w ∈ ≠ + iV =) Re
∆k(w)

∆k−1(w)
> 0 (8k).

Im : m次単位行列

V :=

8<:x =

0@x11Im x21Im y
x21Im x22Im z

ty tz x33

1A ;
y ∈ Rm,

z ∈ Rm,
xij ∈ R

9=; .

V Ω Sym(2m + 1, R)に注意．

以下m = 2として
≠ := {x ∈ V ; x ¿ 0} .

dim ≠ = 2m + 4 に注意．

A :=

8<:a =

0@a1Im 0 0
0 a2Im 0
0 0 a3

1A ; a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0

9=; ,

N :=

8<:n =

0@ Im 0 0
ξIm Im 0
tn1

tn2 1

1A ; ξ ∈ R,
n1 ∈ Rm

n2 ∈ Rm

9=; .

Then N n A y ≠ by

(N o A)× ≠ 3 (h, x) 7→ hx th ∈ ≠
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作用は単純推移的である：
実際，x ∈ ≠が与えられたとき，a ∈ A と n ∈ N を求める
方程式x = natnは次のように解ける：

a1 = ∆1(x), a2 =
∆2(x)

∆1(x)
, a3 =

∆3(x)

∆2(x)
,

ξ =
x21

∆1(x)
, n1 =

y

∆1(x)
, n2 =

x11z − x21y

∆2(x)
.

ここで8><>:
∆1(x) = x11,

∆2(x) = x11x22 − x2
21,

∆3(x) = x11x22x33 + 2x21y · z − x33x2
21 − x22kyk2 − x11kzk2,

y · z：Rmの標準内積， k · k：対応するノルム．

x ∈ ≠ () ∆j(x) > 0 for any j = 1, 2, 3.

y · z をCn × CnにC双線型に拡張．
∫(y) := y · y, ∫(z) := y · z.8><>:

∆1(x) = x11,

∆2(x) = x11x22 − x2
21,

∆3(x) = x11x22x33 + 2x21y · z − x33x2
21 − x22∫(y)− x11∫(z),

AC, NC：それぞれA, Nの複素化．
≠ + iV Ω NCAC · I2m+1,

ここで，I2m+1 ∈ ≠に注意．
ゆえに，≠ + iV 上で∆k(x) 6= 0 (k = 1, 2, 3)である．
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≠ Ω Pos(2n + 1, R)ゆえ，補題 1.8を今の場合に適用できる：

補題 1.8. Re (natn) ¿ 0（n：下三角，a：対角）
=) Re a1 > 0, . . . , Re ar > 0.

w ∈ ≠ + iV が与えられ，w = na tn (n ∈ NC, a ∈ AC)と表し
たとき，ak =

∆k(w)

∆k−1(w)
と表されるから，

命題 1.9. w ∈ VCとする．w ∈ ≠ + iV ならば

Re
∆k(w)

∆k−1(w)
> 0 (k = 1, 2, 3).
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補題 1.5 n ∈ NC かつ a1 ∈ C, . . . , ar ∈ Cとする．
w := n · (a1c1 + · · · + arcr) ∈ ≠ + iV ならば

Re a1 > 0, . . . , Re ar > 0.

これは一般の等質錐に拡張できる．

{等質正則 (regular)開凸錐} $ {単位元を持つクラン}
V：積4 (Lxy := x4y)が定義された実ベクトル空間
V がクランである def()8><>:

(1) [Lx, Ly] = Lx4y−y4x.

(2) 9s ∈ V § s.t. hx4y, si はV に内積を定義する．
(3)各Lxの固有値は実数のみ．
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以下，V：単位元Eを持つクラン．
(1) √ h := {Lx ; x ∈ V }はgl(V )の Lie 部分代数，
(3) √ このhは分裂可解．

H := exp h Ω GL(V ), ≠ := HE：Eを通るH軌道．
≠は等質正則開凸錐で，こういう手続きでどんな等質正則開
凸錐も得られる．

9E1, . . . , Er：原始べき等元 with E = E1 + · · · + Er

A := RE1 © · · ·© REr,
α1, . . . αr：E1, . . . , Erに双対な A§ の基底．
V =

L
k=j Vkj，ただし Vii = REi，

Vkj =

Ω
x ∈ V ;

Lax = 1
2 ha, αk + αjix

Rax = ha, αjix (8a ∈ A)

æ
.

(Rax := x4a)

V11 V21 · · · Vr1

V21 V22 · · · Vr2

... ... . . . ...

Vr1 Vr2 · · · Vrr
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n := [h, h], N := exp n.
A+ := R>0E1 © · · ·© R>0Er.
このとき，≠ = N · A+.

W := VC,
nC Ω gl(W )：nの複素化， NC := exp nC Ω GL(W )

定理 1.10. n ∈ NC かつ a1 ∈ C, . . . , ar ∈ Cとする．
w := n · (a1E1 + · · · + arEr) ∈ ≠ + iV ならば

Re a1 > 0, . . . , Re ar > 0.

従って，当初の問題は，w ∈ ≠ + iV を
w = n · (a1E1 + · · · + arEr)

と表すとき，ak =
∆k(w)

∆k−1(w)
となるかどうかにかかっている

ことがわかった．

クランV の積x4y を W ×W に C双線型で拡張する．
Rxy := y4x (x, y ∈ W ).

定理 1.11. ≠に付随する基本相対不変式
∆1(w), . . . , ∆r(w)

は多項式 det Rw の既約因子に一致する．


