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　D を既約な等質 Siegel 領域とし，前講演と同じく D に単純推移的に作用

する分裂可解 Lie 群を G とする．D の Bergman 核を κ とする．実数

λ > λ0 に対して（これは，D 上の重み付き Bergman 空間が消えない条件

で，λ0 (0 < λ0 < 1) は明示的に与えることができる），Berezin 核 Aλ は

Aλ(z1, z2) :=
[ |κ(z1, z2)|2
κ(z1, z1) κ(z2, z2)

]λ

(z1, z2 ∈ D)

で与えられる．本稿での議論に関係のない定数を除いてしまうと，D 上の

Berezin 変換とは Aλ を積分核とする L2(D, dλ) 上の積分作用素である

（dλ は D 上の G-不変測度）．D は G と微分同相なので，

aλ(x) := Aλ(x · e, e) (x ∈ G)

とすると，Berezin 変換は G 上のたたみ込み作用素 Bλ として書き直せる：

Bλf(x) =
∫

G

aλ(y−1x)f(y) dy = f ∗ aλ(x) (f ∈ L2(G)).

λ > λ0 のとき，aλ ∈ L1(G) であることに注意しておこう．

　一方，G の Lie 代数 g は正規 j 代数の構造を持ち，Lie 代数 g 上の

認容線型形式 ω は g に実内積 〈x | y 〉ω := 〈 [Jx, y], ω 〉 を与え，それに
より G 上に左不変な Riemann 計量が入る．その計量に関する G 上の

Laplace-Beltrami 作用素を Lω とする．g の普遍包絡代数 U(g) の元 X

を G 上の右不変な微分作用素と見るとき X のままで，左不変な微分作用素

と見るとき X̃ で表すことにする：すなわち，X ∈ g のときは

Xf(x) :=
d

dt
f
(
exp(−tX)x

)∣∣∣
t=0

, X̃f(x) =
d

dt
f
(
x exp tX

)∣∣∣
t=0

.



Ψ ∈ g を選んで，tr ad(X) = 〈X |Ψ 〉ω とすると，浦川肇氏により次の事
実が示されている（一般の連結 Lie 群で成り立つが，本稿のコンテクストで

書き下しておく）：

命題 1 [2]. 内積 〈 · | · 〉ω に関する gの正規直交基底 {Xk}2N
k=1 をとって，

Λ = X2
1 + · · · + X2

2N ∈ U(g) とするとき，Lω = −Λ̃ + Ψ̃ と表される．

ここで元 Λ ∈ U(g) は正規直交基底 {Xk} の取り方に依らず定まっているこ
とに注意． �

定理 2. Bλ と Lω が可換 ⇐⇒ D は対称であり，考えている計量は

Bergman 計量の実部として得られる Riemann 計量の正の定数倍． �

　この定理が前講演の定理からどのような手順で導かれるかを書いておこう：

(1) Bλ と Lω が可換 ⇐⇒ (Λ̃ − Ψ̃)aλ = (Λ − Ψ)aλ.

aλ(x) = aλ(x−1) (∀x ∈ G) なので，形式的な計算から

(2) (X̃aλ)(x) = (Xaλ)(x−1) for ∀X ∈ U(g) and ∀x ∈ G.

C を前々講演で定義した Cayley 変換 D → C(D) とするとき，少々長たら

しい計算によって次を得る：

(3) (Λ−Ψ)aλ(g) = λ aλ(g)
(
λ‖C(g · e)‖2

ω − 〈Ψ, α 〉
)

for some α ∈ g∗.

これら (1) ～ (3) により

(4) Bλ が Lω と可換 ⇐⇒ ‖C(g · e)‖ω = ‖C(g−1 · e)‖ω for ∀g ∈ G.

従って前講演の定理から本稿の定理を得る．
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