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等質開凸錐
V：内積を持つ有限次元実ベクトル空間
V ⊃ Ω：正則 (regular) 開凸錐 （正則 def⇐⇒ 直線を全く含まない）
• G(Ω) := {g ∈ GL(V ) ; g(Ω) = Ω}: Ω の線型同型群

GL(V ) の閉部分群，従って線型 Lie 群．

• Ω：等質 def⇐⇒ G(Ω) y Ω：推移的
例：V = Sym(r, R) ⊃ Ω := Sym(r, R)++:
GL(r, R) y Ω by GL(r, R)× Ω 3 (g, x) 7→ gxtg ∈ Ω

自己双対な等質開凸錐(対称錐)になっている．
Ω が 自己双対 def⇐⇒ ∃h · | · i s.t. Ω =

©
y ∈ V ; hx | y i > 0 (∀x ∈ Ω\{0})

™

（この右辺は内積 h · | · iに関する Ω の双対錐である）



対称錐 ¿ Euclid型 Jordan 代数
Ω ¿ V：ambient VS （≡ ref. pt. での接空間）における代数的構造
• 双線型な積 xy が定義された V がJordan 代数

def⇐⇒ ∀x, y ∈ V に対して，
(

(1) xy = yx,

(2) x2(xy) = x(x2y)

• 実 Jordan 代数がEuclide 型 def⇐⇒ ∃h · | · i：内積 s.t.

hxy | z i = hx | yz i (∀x, y)

既約対称錐のリスト：
Ω = Sym(r, R)++ ⊂ V = Sym(r, R), A ◦B := 1

2 (AB + BA)

Ω = Herm(r, C)++ ⊂ V = Herm(r, C)

Ω = Herm(r, H)++ ⊂ V = Herm(r, H)

Ω = Herm(3, O)++ ⊂ V = Herm(3, O)

Ω = Λn ⊂ V = Rn（n 次元 Lorentz 錐；n = 3, 4, . . .）



非自己双対等質開凸錐：
Vinberg 錐 (1960)

V =




x =




x1 x2 x4

x2 x3 0
x4 0 x5



 ; x1, . . . , x5 ∈ R




 ⊃ Ω :=




x ∈ V ;
x1 > 0
x1x3 − x2

2 > 0
x1x5 − x2

4 > 0






最低次元の非自己共役等質開凸錐

既約等質開凸錐の分類 (dim 5 10) (Kaneyuki–Tsuji, 1974)

線型同型を除いて 135 個，その内自己双対なものは 12 個．
R>0, Λn ⊂ Rn （Lorentz 錐で，dim = 3, 4, . . . , 10）
Sym(3, R)++ (6-dim), Herm(3, C)++ (9-dim), Sym(4, R)++ (10-dim)



Vinberg の理論より (1963)

等質開凸錐 ¿ 単位元を持つクラン
Ω ¿ V：ambient VS （≡ ref. pt. での接空間における代数的構造）
• 双線型な積 x4 y = L(x)y = R(y)x が定義された V がクラン

def⇐⇒






(1) [L(x), L(y)] = L(x4 y − y4x),

(2) ∃s ∈ V ∗ s.t. hx4 y, si は V に内積を定義する，
(3) 各 L(x) は実固有値のみを持つ．



(1) 対称錐の場合:

• G(Ω) は簡約可能 (reductive)．
• V の Jordan 代数構造：

V ≡ Te(Ω) ≡ Cartan 分解 g(Ω) = k + p の p-part
実際 p = {M(x) ; x ∈ V }：Jordan 乗法作用素の空間．

• Jordan 積は可換．

(2) 一般の等質開凸錐の場合:

• G(Ω) の岩沢可解部分群の単純推移的作用
• V のクラン構造：

V ≡ Te(Ω) ≡ g(Ω) の岩沢部分 Lie 代数 s := a + n
実際 s = {L(x) ; x ∈ V }：クランの左乗法作用素の空間．

• クラン積は一般に非可換．
• 対称錐の場合にも，もちろん，クラン構造を考えることができる．



Ω：等質開凸錐
G(Ω)：Ω の線型同型群
S：G(Ω) の岩沢部分群．
S は分裂可解 Lie 群で，Ω に単純推移的に働く．
Ω 上の函数 f が相対不変（S に関して）

def⇐⇒ ∃χ：S の1 次元表現 s.t.
f (gx) = χ(g)f (x) (for all g ∈ S, x ∈ Ω).

定理 [Ishi 2001]．∃ 既約で相対不変な V 上の多項式函数
∆1, . . . , ∆r (r := rank(Ω) := dim a)

s.t. V 上の任意の相対不変な多項式函数 P (x) は次のように書ける：
P (x) = c ∆1(x)m1 · · ·∆r(x)mr (c = const., (m1, . . . , mr) ∈ Zr

=0).



より intrinsic な ∆1, . . . , ∆r の記述

定理 [Ishi–N., 2008].
W = VC：クラン V の複素化，
R(w)：W において w ∈ W を右からかける作用素：R(w)z = z4w.
=⇒ det R(w) の既約因子は丁度 ∆1(w), . . . , ∆r(w).

• ∆1, . . . , ∆r：Ω に付随する 基本相対不変式．
• ∆1, . . . , ∆r の零点集合を避けるだけで，擬逆元写像 Is(w) の正則性

(holomorphy) が保証される
∵ Is(w) = E∗

s ◦R(w)−1

E∗
s：認容線型形式，s = (s1, . . . , sr) ∈ Rr

>0
↔ Siegel 領域上の等質 Kähler 計量



例：Ω = Sym(r, R)++ ⊂ V = Sym(r, R).

GL(r, R) は Ω にρ(g)x := gxtg (g ∈ GL(r, R), x ∈ Ω) により作用する．

GL(r, R) ⊃ S :=










a1

a2 0

*
. . .

ar



 ; a1 > 0, . . . , ar > 0





.

基本 S 相対不変式 は
∆1

∆2

∆3

∆r = det

····

µ
A O
B C

∂µ
X Y
tY Z

∂µ
tA tB
O tC

∂
=

µ
AX tA ∗
∗ ∗

∂



V = Sym(r, R) のクラン積：x4 y = x y + yt(x),

ただし，x = (xij) ∈ Sym(r, R) に対して，

x :=





1
2x11

x21
1
2x22 0

... . . .

xr1 xr2
1
2xrr




∈ s := Lie(S).

従って，x = x + t(x) となっていることに注意．
この場合，det R(y) = ∆1(y) · · ·∆r(y).

注意： この式は先の定理を認めれば，次数比較のみ，計算なしで得られる．
• 実際，deg det R(y) = V = 1

2 · r(r + 1).
• 一方，deg

°
∆1(y) · · ·∆r(y)

¢
= 1 + · · · + r = 1

2 · r(r + 1).



一般の対称錐 Ω ⊂ V の場合：まず V は Euclid 型 Jordan 代数である．
• ∆k(y) をk-th Jordan algebra principal minor of y ∈ V とする
（Jordan 枠を一つ固定しておく）．
• 岩沢部分群 S ⊂ G(Ω) は Ω に単純推移的に作用

√ 軌道写像 S 3 g 7→ ge ∈ Ω は微分同相（ e ∈ Ω は V の単位元）
S の単位元における微分s 3 X 7→ Xe ∈ V は線型同型写像．

• その逆写像を V 3 v 7→ Xv ∈ s と書く√ Xve = v for any v ∈ V .

• Euclid 型 Jordan 代数 V は次でクランの構造を持つ：
x4 y := Xxy = R(y)x.

命題 [N, Preprint]．det R(y) = ∆1(y)d · · ·∆r−1(y)d∆r(y)．
ただし，d = 1 for Sym(r, R), d = dimR K for Herm(r, K) (K = C, H, O),

r = 2, d = n− 2 for Ω = Λn (n = 3).

• この公式はなかなか面白い：dim V = r + d
2 · r(r − 1) であり，

deg
°
∆1(y)d · · ·∆r−1(y)d∆r(y)

¢
= d

°
1 + · · · + (r − 1)

¢
+ r = r + d

2 · r(r − 1).



右乗法作用素の帰納的構造
• det R(y) を計算するだけならそれほど難しいことではない．
対応する S の 1 次元表現は割とすぐに計算できるので . . .

V = V 0 Ξ

Ξ Rcr

rank(V ) = r, rank(V 0) = r − 1

V = V 0 ⊕ Ξ⊕ Rcr

W := Ξ⊕ Rcr

• W はクラン V における両側イデアルである．



分解 V = V 0 ⊕ Ξ⊕ Rcr| {z }
W

に従って，

Rv =




R0(v0) O

* φ(v0) h · | cr iW ξ
h · | ξ iW cr vrIVrr



 (v = v0 + ξ + vrcr)

h · | · i：W において改めて正規化した内積,
φ(v0)ξ0 := R(v0)ξ0 (by definition)

Ξ 4 V 0

命題：R(V 0)Ξ ⊂ Ξ，かつ v0 7→ φ(v0) := R(v0)
ØØ
Ξ
∈ End(Ξ) は V 0 の

Jordan algebra representation:

φ(v01v
0
2) = 1

2(φ(v01)φ(v02) + φ(v02)φ(v01))



問：Ω：既約な等質開凸錐で階数は r．
このとき，Ω が自己双対 ⇐⇒ 基本相対不変式の次数が 1, 2, . . . , r.

[⇒] Jordan algebra principal minors の次数は 1, 2, . . . , r．
[⇐] 任意階数 ≥ 3 で偽．

∃Ω：非自己双対な等質開凸錐 s.t. 基本相対不変式の次数が1, 2, . . . , r．



例
Im: m 次単位行列， Rrm：サイズが r ×m の実縦ベクトル全体

V :=

Ω
x =

µ
x0 ⊗ Im y

ty z

∂
; x0 ∈ Sym(r, R), y ∈ Rrm, z ∈ R

æ
.

V ⊂ Sym(rm + 1, R) に注意．
m = r = 2 のとき，x は次の 5 次正方行列：

x =





x11 0 x21 0 y11
0 x11 0 x21 y12

x21 0 x22 0 y21
0 x21 0 x22 y22

y11 y12 y21 y22 z




(この場合は dim V = 8).

• Ω としては，V に属する行列で，正定値なもの全体をとる：
Ω := {x ∈ V ; x ¿ 0} (rank(Ω) = r + 1).

仮定： m = 2, r = 2 :

(m = 1 ⇒ Ω = Sym(r + 1, R)++, r = 1 ⇒ Ω = Λm+2)



Ω の等質性：

A :=

Ω
a =

µ
a0 ⊗ Im 0

0 ar+1

∂
;

a0 := diag[a1, . . . , ar] with
a1 > 0, . . . , ar > 0 and ar+1 > 0

æ
,

N :=

Ω
n =

µ
n0 ⊗ Im 0

tξ 1

∂
;

n0 ∈ GL(r, R) は真に下三角,
ξ ∈ Rrm

æ
.

H := N n A y Ω の作用は H × Ω 3 (h, x) 7→ hx th ∈ Ω.

この作用は単純推移的である．実際 x ∈ Ω が与えられたとき，
方程式 x = natn = na1/2Irm+1a1/2(tn) (a ∈ A, n ∈ N) は一意解を持つ：
ak については

ak =
∆k(x)

∆k−1(x)
(k = 1, 2, . . . , r + 1)．ただし，∆0(x) ≡ 1 で，

(
∆k(x) := ∆0

k(x0) (k = 1, . . . , r),

∆r+1(x) := z det(x0)− ty(cox0 ⊗ Im)y.
coT：T の余因子行列 — 従って，T (coT ) = (coT )T = (det T )I.



• ∆1(x), . . . , ∆r(x), ∆r+1(x) は基本相対不変式である．
deg ∆k(x) = k (k = 1, 2, . . . , r +1)であるけれど，Ω は自己双対ではない．

• 多項式 ∆r+1(x) = z det(x0)− ty(cox0 ⊗ Im)y の理解

各 x =

µ
x0 ⊗ Im y

ty z

∂
∈ V に対して

dx :=





x11 · · · xr1 y1
... ... ...

xr1 · · · xrr yr
ty1 · · · tyr z



, x0 = (xij), y =




y1
...
yr



 , yj ∈ Rm.

このとき ∆r+1(x) = det dx．ただし，det dx はあたかもそれが通常の行列式
であるかのように計算し，tyi と yj の積は内積 yi · yj とする．



予想：
Ω：既約等質開凸錐で階数は r，
Ω∗：Ω の双対錐.
Ω に付随する基本相対不変式と Ω∗ に付随する基本相対不変式の次数
について，それらが共に1, 2, . . . , r ならば，Ω は自己双対である．

• 先の Ω（ただし r = 3）に対して，
Ω∗ に付随する基本相対不変式の次数は，1, 2, 4.

• 条件付きで，予想は渡辺有介氏の修士論文（京大，2006）で証明されて
いる．



双対錐に線型同型な非自己双対既約等質開凸錐
• Ω ⊂ V（内積 h · | · i を持つ）が自己双対
⇐⇒ ∃T：正定値自己共役 s.t. T (Ω) = Ω∗.°

Ω∗ :=
©
y ∈ V ; hx | y i > 0 for ∀x ∈ Ω \ {0}

™¢

• T (Ω) = Ω∗ となる正定値自己共役な T がなくても，
正定値性を要求しなければ，そのような T があるかもしれない．

• 可約でも構わないのであれば，Ω0 ⊕ Ω∗0 を考えればよいので，
ここでは既約性は重要な意味を持つ．

• Faraut–Korányi の本の Exercise では，Vinberg 錐が双対錐と
線型同型でないことを示すための Hint が与えられている．
Vinberg 錐が自己双対でないことは，その直接の帰結という訳である．



V :=





x :=





x1 0 tx0 ξ1

0 x1
t0 ξ2

x0 0 X x00

ξ1 ξ2
tx00 x2



 ;
x1, x2 ∈ R, X ∈ Sym(m, R)

ξ1, ξ2 ∈ R, x0 ∈ Rm, x00 ∈ Rm





.

V ⊂ Sym(m + 3, R) であることに注意．
Ω := {x ∈ V ; x ¿ 0} とする．

m = 1 のときは次の4次行列：x =





x1 0 x0 ξ1

0 x1 0 ξ2

x0 0 X x00

ξ1 ξ2 x00 x2



 .



Ω の等質性

S :=





h :=





h1 0 t0 0
0 h1

t0 0
h0 0 H 0
ζ1 ζ2

th00 h2



 ;

h1 > 0, h2 > 0
h0 ∈ Rm, h00 ∈ Rm, ζ1, ζ2 ∈ R,
H ∈ GL(m, R) は対角線成分が

正の下三角行列





.

S は Ω にS× Ω 3 (h, x) 7→ hxth で作用する．
この作用は単純推移的である．実際，S = N o A，ただし

A :=





a :=





a1 0 t0 0
0 a1

t0 0
0 0 A 0
0 0 0 a2



 ;
a1 > 0, a2 > 0,
A ∈ GL(m, R) は対角成分が

正の対角行列





,

N :=





n :=





1 0 t0 0
0 1 t0 0
n0 0 N 0
ν1 ν2

tn00 1



 ;
n0, n00 ∈ Rm, ν1, ν2 ∈ R

N ∈ GL(m, R) は対角成分が 1 の
下三角行列





.

x = natn (x ∈ Ω: given) を解く際に，次の基本相対不変式が現れる：



基本相対不変式： x =





x1 0 tx0 ξ1

0 x1
t0 ξ2

x0 0 X x00

ξ1 ξ2
tx00 x2



 ∈ V に対して

∆1(x):= x1,

∆j(x):= det

√
x1

tx0j−1

x0j−1 Xj−1

!

(j = 2, . . . , m + 1)



Xk :=




x11 · · · xk1
... ...

xk1 · · · xkk



 , x0k :=




x01
...
x0k



 ∈ Rk



 ,

∆m+2(x):= x1 · det




x1

tx0 ξ1

x0 X x00

ξ1
tx00 x2



− ξ2
2 · det

√
x1

tx0

x0 X

!

• deg ∆m+2 = m + 3.



x =





x1 0 tx0 ξ1

0 x1
t0 ξ2

x0 0 X x00

ξ1 ξ2
tx00 x2



 ∈ V , y =





y1 0 ty0 η1

0 y1
t0 η2

y0 0 Y y00

η1 η2
ty00 y2



 ∈ V に対して

hx | y i := x1y1 + tr(XY ) + x2y2 + 2(x0 · y0 + x00 · y00 + ξ1η1 + ξ2η2).

この内積に関して Ω∗ を考える：
Ω∗ :=

©
y ∈ V ; hx | y i > 0 for ∀x ∈ Ω \ {0}

™
.

T0 ∈ End(V ) を次で定義： T0x =





x2 0 tx00J ξ1

0 x2
t0 ξ2

Jx00 0 JXJ Jx0

ξ1 ξ2
tx0J x1



 (x ∈ V )．

ただし，J =




0 1

. . .

1 0



 ∈ Sym(m, R)．

定理．Ω∗ = T0(Ω).



• Long-term project

等質開凸錐や等質 Siegel 領域上の L2 空間の（既約 or 群不変）分解．
— Damek–Ricci 空間での例の高階数化 —
その際に，双対錐と線型同型な等質開凸錐上は良い具体例．


