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序文

数理ファイナンスでは, マーケットのオプションに対して適切な価格を導く際に, 同値マルチンゲール測度

(以下 EMMとする)という概念が重要な役割を果たす。最も有名なマーケットモデルに Black-Scholesモデル

というものがある。これはリスク資産 St を

dSt = µStdt + σStdWt

という確率微分方程式で定めている。この Black-Scholesモデルの下では,EMMが存在し,マーケットが無裁

定であるという結果が知られている。一般には EMM が存在するならば無裁定であることが知られている。

(詳しくは [7],もしくは本論文 2.1節を参照) そこで当然疑問となることは,リスク資産を別のものに変えたと

き,そのマーケットでは EMMが存在するか? ということである。本論文では,リスク資産を

drt = k(θ − rt)dt + σ
√
|rt|dWt

で与える CIR 過程について考察する。このモデルは元々, 金利の変動を表すモデルとして用いられているが,

ここではリスク資産として用いる。その理由として,Black-Scholesモデルではリスク部分がそれ自身に比例し

ているのに対し, CIR過程ではルートに比例するため,変動が穏やかになるという違いがあるということ, さら

に他の一般的なモデルに比べての CIR過程の扱いやすさという点である。CIR過程では興味深い性質が多く

知られていて,EMMの存在を示すための道具はたくさん揃っている。本論文では, CIR過程をリスク資産とし

たときのマーケットでは,EMMは係数が kθ = 0のときのみ存在することを Z.J.Guo氏の論文 [8]に従って紹

介する。上の一般論より,その場合はマーケットは無裁定であることもいえる。

この修士論文の構成について説明する。第 1節では,確率積分や確率微分方程式などの基本的な概念の定義

と性質を述べた後, 先で必要になる CIR過程の原点への到達時刻についての性質や,時間変更についての話題

を紹介する。時間変更については B.Øksendal.氏の論文 [12]を参照した。

第 2節は,まず数理ファイナンスの基本となる概念と一般論を述べ,その後に 1節で挙げた CIR過程の性質

を使って,EMMの存在を示す。
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記号の定義

M :=
{
(Xt)t≥0 | 右連続な 2乗可積分マルチンゲール

}
Mc :=

{
(Xt)t≥0 ∈ M | t 7→ Xtは連続 (a.s.)

}
Mloc :=

{
(Xt)t≥0 | X0 = 0となる局所マルチンゲール

}
Mloc,c :=

{
(Xt)t≥0 ∈ Mloc | t 7→ Xtは連続 (a.s.)

}
X ∈ Mloc,cに対し,

Lloc(X) :=
{
(f(t))t≥0 | 発展的可測で P (

∫ T

0
f(t)2d〈X〉t < ∞) = 1

}
X ∈ Mcに対し,

L(X) :=
{
(f(t))t≥0 ∈ Lloc(X) | E[

∫ T

0
f(t)2d〈X〉t] < ∞

}
L0 :=

{
(f(t))t≥0 | f(t, ω) =

∑n
i=0 ξi(ω)1(ti,ti+1]で各 ξiは Fti可測で有界

}
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1 確率微分方程式

1.1 確率積分

Definition 1.1.1. (フィルトレーション) 確率空間 (Ω,F , P )に対して
{
Ft

}
t≥0
がフィル

トレーションであるとは次の２つの条件を満たすときをいう。

(1)
{
Ft

}
はσ-加法族, t ≥ 0

(2) Fs ⊂ Ft ⊂ F , t ≥ s ≥ 0

確率空間 (Ω,F , P )とフィルトレーション
{
Ft

}
をあわせて (Ω,F , P,

{
Ft

}
)と書き,これを

フィルター付き確率空間という。

Definition 1.1.2. (通常の条件) フィルトレーション
{
Ft

}
が通常の条件を満たすとは,

(1) ∀t ≥ 0で Ft = Ft+ (右連続)

(2) F0が確率 0の事象を全て含む。

ただし,Ft+ = ∩ε>0Ft+εとおいた。

Definition 1.1.3. (適合過程) 確率過程 (Xt)t≥0が Ft-適合であるとは、∀t ≥ 0で Xtが Ft-

可測の時を言う。

最も基本的な確率過程として,次に定義するブラウン運動がある。

Definition 1.1.4. (ブラウン運動) 確率過程 (Wt)t≥0が Ft-ブラウン運動とは、以下の条件
を満たすときにいう。

(1) t ≥ s ≥ 0に対し, (Wt −Ws) が平均 0,分散 t− sの正規分布に従い,Fsと独立である。
(2) t 7→ Wt は連続である (a.s.)

(3) (Wt)は Ft-適合である。
(4) W0 = 0 (a.s.)

ここで, (4)がW0 = x (a.s.)のときはWtは xから出発するブラウン運動であるといい, 更
に, (W 1

t ), (W 2
t ),…, (W d

t )が独立なブラウン運動としたとき,
(
Wt = (W 1

t ,W 2
t ,…W d

t )
)

t≥0
を

d次元ブラウン運動という。

Definition 1.1.5. (マルチンゲール) 確率過程 (Xt)t≥0が Ft-マルチンゲールであるとは次
の 3つを満たすときをいう。

(1) E[|Xt||] < ∞ t ≥ 0

(2) (Xt)は Ft-適合である。
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(3) E[Xt|Fs] = Xs (a.s.) t ≥ s

(3)での” = ”が” ≥ ”のとき,劣マルチンゲールといい, ” ≤ ”のときは優マルチンゲールであ
るという。更に

(
Mt = (M1

t ,M2
t ,…,Md

t )
)

t≥0
で (M1

t ), (M2
t ),…, (Md

t )がそれぞれマルチン
ゲールであるとき, (Mt)を d次元マルチンゲールという。

• ここで以下のように記号を定義しておく。

M :=
{
(Xt)t≥0 | 右連続な 2乗可積分マルチンゲール

}
Mc :=

{
(Xt)t≥0 ∈ M | t 7→ Xtは連続 (a.s.)

}
Definition 1.1.6. (停止時刻) τが停止時刻であるとは、∀t ≥ 0に対して,

{
τ ≤ t

}
∈ Ft で

あるときをいう。

Definition 1.1.7. τを停止時刻としたとき、τまでの情報を表すものとして

Fτ =
{
A ∈ F | ∀t ≥ 0に対して, A ∩

{
τ ≤ t

}
∈ Ft

}
を考えることができる。さらに確率過程 (Xt)に対して, Xτを

(Xτ )(ω) = Xτ(ω)(ω)

と定義する。

Proposition 1.1.8. 上で定義したものの重要な性質として,次の 2つがある。

(1) 2つの停止時刻τ1, τ2があってτ1 ≤ τ2ならば Fτ1 ⊂ Fτ2

(2) 停止時刻τに対して, Xτは Fτで可測になる。

マルチンゲールの概念を幅広く応用ができるように,次の定義を導入する。

Definition 1.1.9. (局所マルチンゲール) 確率過程 (Xt)に対して,停止時刻の列
{
τn

}
n∈Nで

τn ≤ τn+1, ∀n ∈ N, limn→∞ τn = ∞ となるものがあって,各 nについて Yt := Xt∧τnがマル
チンゲールになるとき, (Xt)は局所マルチンゲールであるという。

• 以下の記号を定義する。

Mloc :=
{
(Xt)t≥0 | X0 = 0となる局所マルチンゲール

}
Mloc,c :=

{
(Xt)t≥0 ∈ Mloc | t 7→ Xtは連続 (a.s.)

}
Theorem 1.1.10. X,Y ∈ Mloc,cに対し, XY − At ∈ Mloc,cとなる有界変動をもつ連続な
適合過程 (At)が一意的に存在する。
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Definition 1.1.11. (相互変動) 上の定理の Atを 〈X,Y 〉tと書くことにする。これを相互変
動と呼ぶ。特に, X = Y の時は Atを 〈X〉tと書く。この 〈X〉tは tについて単調増加になる。

Definition 1.1.12. (半マルチンゲール) 連続適合過程 (Xt)が

Xt = X0 + Mt + At

と書けるMt ∈ Mloc,cと有界変動をもつ適合過程 Atが存在するとき, (Xt)は半マルチンゲー
ルという。

(
Xt = (X1

t , X2
t ,…, Xd

t )
)

t≥0
として (X1

t ), (X2
t ),…, (Xd

t )がそれぞれ半マルチンゲ
ールであるとき, (Xt)は d次元半マルチンゲールという。

Definition 1.1.13. (マルコフ性) 適合過程 (Xt)が,任意の有界ボレル関数 f に対して

E[f(Xt+s)|Ft] = E[f(Xt+s)|Xt], t, s ≥ 0

となるとき,(Xt)はマルコフ性をもつという。

Definition 1.1.14. (可予測)

L =
{
(Xt) |適合過程で t 7→ Xtは左連続

}
とし,P を Lを可測にする ([0,∞) × Ω,B([0,∞) ×F)上の最小のσ-加法族としたとき,P-可
測な関数を可予測であるという。

Definition 1.1.15. (発展的可測) (f(t))について,∀t ≥ 0に対して,

f(s, ω) : ([0, t] × Ω,B([0, t]) ×Ft) −→ (Rd,Bd), t ≥ s

が可測であるとき,f(t)を発展的可測であるという。

Proposition 1.1.16. Ft-ブラウン運動 (Wt)に対して,以下が成立する。

(1) Ft-マルチンゲールである。
(2) 〈W 〉t = t, d次元ブラウン運動であれば, 〈W i, W j〉t = δi,jt

連続確率過程を評価する不等式として,よく知られているものとして,次の Doobの不等
式がある。

Theorem 1.1.17. (Doobの不等式) (Xt)を連続劣マルチンゲールで, p > 1で p乗可積分
とすると, C > 0に対して次が成り立つ。

CpP

(
sup
s≤t

|Xs| ≥ C

)
≤ E[|Xt|p]

• 次の記号を導入する。

X ∈ Mloc,cに対し,
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Lloc(X) :=
{
(f(t))t≥0 | 発展的可測で P (

∫ T

0
f(t)2d〈X〉t < ∞) = 1

}
X ∈ Mcに対し,

L(X) :=
{
(f(t))t≥0 ∈ Lloc(X) | E[

∫ T

0
f(t)2d〈X〉t] < ∞

}
L0 :=

{
(f(t))t≥0 | f(t, ω) =

∑n
i=0 ξi(ω)1(ti,ti+1]で各 ξiは Fti可測で有界

}
Definition 1.1.18. (L0の確率積分) X ∈ Mc, f(t) ∈ L0に対しての確率積分 It(f)を

It(f) :=
n∑

i=0

ξi(Xti+1
− Xti)

と定義し, It(f) =
∫ t

0
f(s)dXtと表す。ただし, t = tn+1となるよう分点を合わせている。

Proposition 1.1.19. f ∈ L0,∀T > 0に対して,次の等式が成り立つ。

E

[∫ T

0

f(t)2d〈X〉t
]

= E
[
IT (f)2

]
Theorem 1.1.20. X ∈ Mc, f ∈ L(X)に対して, (fn)n∈N ∈ L0が存在して,次が成り立つ。

lim
n→∞

E

[∫ T

0

(f(t) − fn(t))2d〈X〉t
]

= 0, ∀T > 0

さらに, f ∈ L(X)に対して, ‖ f ‖T :=
∫ T

0
E[f 2(t)]d〈X〉tとノルムを定めると,ヒルベルト空

間になる。

Definition 1.1.21. (L(X)の確率積分) X ∈ Mc, f ∈ L(X)に対し,前定理の (fn)n∈Nを取
ってくる。proposition 1.1.19の式から

E
[
(IT (fn) − IT (fm))2

]
= E

[∫ T

0

(fn(t) − fm(t))2d〈X〉t
]

=‖ fn − fm ‖T

となる。ここで,(fn)nは L(X)のコーシー列なので, n,m → ∞とすれば,上の式は 0に収束
する。すると, (IT (fn))nが L2(Ω,F , P )上のコーシー列となる。これより,

E[(Y − In(f))2] −→ 0, (n → ∞)

となる確率変数 Y の存在が示される。この Y を
∫ T

0
f(t)dXtと書き, f の確率積分という。

Proposition 1.1.22. X ∈ Mc, f ∈ L(X)に対し,その確率積分は連続な 2乗可積分マル
チンゲールであり,

E

[∫ T

0

f(t)2d〈X〉t
]

= E

[(∫ T

0

f(t)dXt

)2
]

が成り立つ。
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Definition 1.1.23. (Lloc(X)の確率積分) 最後に, X ∈ Mloc,c, f ∈ Lloc(X)のときの確率
積分の定義を与える。まず

τn = n ∧ inf
{

t ≥ 0
∣∣ ∫ t

0

f2
s d〈X〉s ≥ n

}
とおき,Xt∧ρ′n ∈ Mc, ρ

′
n → ∞ (a.s.)となる停止時刻の列

{
ρ′

n

}
をとり, ρn = ρ′

n ∧ τnとする。
このとき

Xn
t = Xt∧ρn , fn(t) = f(t)1t≤ρn

とおけば,この 2つに関する確率積分は定義できる。n < mであれば,∫ t

0

fn(s)dXn
s =

∫ t

0

fm(s)dXm
s , 0 ≤ t ≤ ρn

となるので, ∫ t

0

f(s)dXs =

∫ t

0

fn(s)dXn
s , 0 ≤ t ≤ ρn

によって,元の X と f に関する確率積分が定義される。この定義から明らかに
∫ t

0
f(s)dXs

は連続な局所マルチンゲールであることは分かる。

Proposition 1.1.24. X ∈ Mloc,c, f ∈ Lloc(X)に関する確率積分の性質を挙げる。

(1) a, b ∈ R, g ∈ Lloc(X)のとき,
∫ t

0
(af + bg)(s)dXs = a

∫ t

0
f(s)dXs + b

∫ t

0
g(s)dXs

(2) a, b ∈ R, Y ∈ Mloc,cのとき,
∫ t

0
f(s)d(aX + bY )s = a

∫ t

0
f(s)dXs + b

∫ t

0
f(s)dYs

(3) ∀Z ∈ Mloc,cに対し 〈
∫

fdX,Z〉t =
∫ t

0
f(s)d〈X,Z〉sが成り立ち,この式が成り立つ

Mloc,cの元は
∫ t

0
f(s)dXsだけである。特に, Zt =

∫ t

0
g(s)dYsと確率積分で与えられ

ているならば, 〈
∫

fdX,
∫

gdY 〉t =
∫ t

0
f(s)g(s)d〈X,Y 〉sとなる。

Lemma 1.1.25. f(t, ω)を Gt適合な確率過程とする。このとき, τ = lim
n→∞

τnとなる停止時

刻の列 (τn)n∈N に対して

P

(∫ τn

0

f2(s, ω)ds < ∞
)

= 1

が成立したとする。このとき, A =
{∫ τn

0
f 2(s, ω)ds < ∞

}
とおくと

P

(
A ∩

{
sup

n

∣∣∣ ∫ τn

0

f(s, ω)dWs

∣∣∣ = ∞
})

= 0

となる。

Proof of Lemma1.1.25

N > 0に対してσN = inf
{
t ≤ τ |

∫ t

0
f 2(s)ds ≥ N

}
, inf φ = τ, fN(t) = f(s)1t≤σN

とする。
σN = τ , σN < τで場合分けすると, C > 0に対して,

P

(
A ∩

{
sup

n

∣∣∣ ∫ τn

0

f(s, ω)dWs

∣∣∣ > C
})

≤ P

(
sup

n

∣∣∣ ∫ τn

0

fN(s, ω)dWs

∣∣∣ > C

)
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+ P

(
A ∩

{∫ τ

0

f 2(s)ds > N
})

となる。任意の n0 > 0について,Doobの不等式から

P

(
sup
n≤n0

∣∣∣ ∫ τn

0

fN(s, ω)dWs

∣∣∣ > C

)
≤ 1

C2
E

[(∫ τn0

0

fN(s)dWs

)2
]

≤ 1

C2
E

[∫ τn0

0

f2
N(s)ds

]
≤ N

C2

となるので, n0 → ∞として,

P

(
sup

n

∣∣∣ ∫ τn

0

fN(s, ω)dWs

∣∣∣ > C

)
≤ N

C2

が得られる。これで C → ∞とすれば,

P

(
A ∩

{
sup

n

∣∣∣ ∫ τn

0

f(s, ω)dWs

∣∣∣ = ∞
})

≤ P

(
A ∩

{∫ τ

0

f 2(s)ds > N
})

となる。さらに , N → ∞とすれば,事象 Aの仮定に注意して

P

(
A ∩

{
sup

n

∣∣∣ ∫ τn

0

f(s, ω)dWs

∣∣∣ = ∞
})

= 0

を得る。

Theorem 1.1.26. (伊藤の公式) Xt = (X1
t ,…, Xd

t )を

X i
t = X i

0 + M i
t + Ai

t, 1 ≤ i ≤ d

となる d次元連続局所マルチンゲールMtと有界変動をもつ d次元適合過程 Atで書ける半
マルチンゲールとする。f ∈ C2(Rd)に対して f(Xt)も半マルチンゲールであり,

f(Xt) = f(X0)+
d∑

i=1

∫ t

0

∂f(Xs)

∂xi
dM i

s+
d∑

i=1

∫ t

0

∂f(Xs)

∂xi
dAi

s+
1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f(Xs)

∂xi∂xj
d〈M i,M j〉s

が成り立つ。

Rem : ここで,右辺の第 2項と 3項をまとめて

d∑
i=1

∫ t

0

∂f(Xs)

∂xi
dX i

s

と書くことがある。更に Xtの相互変動を 〈X i, Xj〉t = 〈M i,M j〉t と定義すれば,

f(Xt) = f(X0) +
d∑

i=1

∫ t

0

∂f(Xs)

∂xi
dX i

s +
1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f(Xs)

∂xi∂xj
d〈X i, Xj〉s

と表せる。
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ブラウン運動 (Wt)に対して,FW
t をσ

{
Ws; s ≤ t

}
と,これに P 上の零集合全体を合わせた最

小のσ-加法族とする。このとき,通常の条件を満たすフィルター付き確率空間になる。

Theorem 1.1.27. (マルチンゲール表現定理) (Ω,F , P,
{
FW

t

}
)上の右連続な (Xt) ∈ Mloc

に対して, f ∈ Lloc(W )が一意的に存在して

Xt = X0 +

∫ t

0

f(s)dWs

が成り立つ。特に,このときMloc ⊂ Mloc,cが成り立つ。

1.2 確率微分方程式と解の定義

ボレル可測な関数
bi(t, x) : [0,∞) × RN 7→ R, 1 ≤ i ≤ N

ai,j(t, x) : [0,∞) × RN 7→ R, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ d

に対して,

a(t, x) = (ai,j(t, x))1≤i≤N,1≤j≤d , b(t, x) = (bi(t, x))1≤i≤N

とおく。

Definition 1.2.1. 　 (確率微分方程式の解) ((X,W ), (Ω,F , P,Ft))が確率微分方程式の
解であるとは,以下の 4つを満たすときにいう。

(1) (Ω,F , P,Ft)はフィルター付き確率空間で Ftは通常の条件をみたす。
(2) Xtは連続な N 次元適合過程で,Wtは d次元の Ft-ブラウン運動である。
(3) P (

∫ t

0

{
|bi(s,Xs)| + a2

i,j(s, Xs)
}
ds < ∞) = 1, ∀i, j, ∀t ≥ 0

(4) Xt = X0 +
∫ t

0
b(s,Xs)ds +

∫ t

0
a(s,Xs)dWs, ∀t ≥ 0 (a.s.)

この (4)での式は成分的には,dX i
t = bi(t, Xt)dt +

∑d
j=1 ai,j(t,Xt)dW j

t , 1 ≤ i ≤ N である。

Definition 1.2.2. 　 (解の一意性について) 同じ確率空間上の共通のブラウン運動があり
((X,W ), (Ω,F , P,Ft))と (X̃,W ), ((Ω,F , P,Ft)) を 2つの解とする。このとき Xt = X̃t,

∀t ≥ 0 (a.s.)が成り立つならば, 2つの解は道ごとに一意であるという。それぞれの分布が
等しいときは,単に一意であるという。

Rem : Xt = ξ +
∫ t

s
b(u,Xu)du +

∫ t

s
a(u,Xu)dWuの解を X

(s,ξ)
t と書くことにする。

1.3 解の存在について

Theorem 1.3.1. 確率微分方程式 dXt = b(t,Xt)dt + a(t,Xt)dWtの係数
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が,正の定数K に対し

a2(t, x) + b(t, x)2 ≤ K(1 + x2), t ≥ 0, x ∈ R

を満たし, a(t, x), b(t, x)が連続であるとする。このとき,解が存在する。

Theorem 1.3.2. Xt = X0 +
∫ t

0
b(s,Xs)ds +

∫ t

0
a(s, Xs)dWsの解が存在して,

N∑
i=1

d∑
j=1

|ai,j(t, x)|2 ≤ K(1 + |x|2),
N∑

i=1

xibi(t, x) ≤ K(1 + |x|2)

となるとき ,∀q ≥ 1に対して次が成立する。

E[|Xt|2q]
1
q ≤ E[|X0|2q]

1
q ect + c

∫ t

0

ec(t−s)ds, ∀t ≥ 0

ただし, c = 2qK である。

Proof of Theorem 1.3.2

まず,伊藤の公式から

|Xt|2q = |X0|2q + q

∫ t

0

|Xs|2(q−1)
∑

i

∑
j

2X iai,j(s,Xs)dWs

= q

∫ t

0

|Xs|2(q−1)
∑

i

2X ibi(s,Xs)ds +
1

2
q(q − 1)

∫ t

0

|Xs|2(q−2)
∑

i

∑
j

|2X iai,j(s, Xs)|2ds

となる。τM = inf
{
t ≥ 0 | Xt = M

}
, inf φ = ∞とおけば,仮定から

E[|Xt∧τM
|2q] ≤ E[|X0|2q] + E

[∫ t∧τM

0

2qK|Xs|2(q−1)(1 + |Xs|2)ds

]

+ E

[∫ t∧τM

0

2q(q − 1)K|Xs|2(q−1)(1 + |Xs|2)ds

]

≤ E[|X0|2q] + 2q2KE

[∫ t

0

|Xs∧τM
|2qds

]
+ 2q2KE

[∫ t

0

|Xs∧τM
|2(q−1)ds

]

≤ E[|X0|2q] + 2q2K

∫ t

0

E
[
|Xs∧τM

|2q
]
ds + 2q2K

∫ t

0

E
[
|Xs∧τM

|2q
] q−1

q ds

これは, m(t) = E[|Xt∧τM
|2q], c = 2qK とすると,

m(t) ≤ m(0) + cq

∫ t

0

m(s)ds + cq

∫ t

0

m(s)1− 1
q ds

と書ける。

Gy : p(・) 7→ y + m(0) + cq

∫ t

0

p(s)ds + cq

∫ t

0

p(s)1− 1
q ds, y > 0
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とおくとき,次が成り立つ。

∀t ≥ 0, 0 ≤ p1(t) ≤ p2(t) =⇒ ∀t ≥ 0, 0 ≤ Gyp1(t) ≤ Gyp2(t)

pn(t)が有界で lim
n→∞

pn(t) = p(t) =⇒ lim
n→∞

Gypn(t) = Gyp(t)

さらに, v(t) = Recqtとし, Rを大きくとると

Gyv(t) ≤ v(t)

となる。実際,
y + m(0)

R
+

ecqt

R
1
q

∫ t

0

e−csds < 1

となるよう Rを大きくとれば,

Gyv(t) = y + m(0) + R(ecqt − 1) + cR1− 1
q

∫ t

0

ec(q−1)sds

≤ y + m(0) + R(ecqt − 1) + cR1− 1
q ecqt

∫ t

0

ecsds

= R

(
y + m(0)

R
+

cecqt

R
1
q

∫ t

0

ecsds − 1

)
+ Recqt

≤ v(t)

となる。さらに,m(t) ≤ v(t)となるよう Rを大きくとると,

m(t) ≤ Gym(t) ≤ G2
ym(t) ≤ … ≤ Gn

ym(t) ≤ Gn
yv(t) ≤ v(t)

となるので, ∃ limn→∞ Gn
ym(t) ≡ vy(t)であり,m(t) ≤ vy(t)となる。

vy(t) = lim
n→∞

Gn
ym(t) = Gy lim

n→∞
Gn

ym(t) = Gyvy(t)

= y + m(0) + cq

∫ t

0

vy(s)ds + cq

∫ t

0

vy(s)
1− 1

q ds

であり, 0 < y + m(0) ≤ vy(t)となる。

また, v′
y(t) = cqvy(t) + cvy(t)

1− 1
qより, v′

y(t)vy(t)
1
q
−1 = cqvy(t)

1
q + cq だから, u(t) = vy(t)

1
q

とおいて,

u′(t) = cu(t) + c

となるので,

u(t) = ect

(
m(0) + c

∫ t

0

e−csds

)
, m(0) = u(0) = (c + y)

1
q

y ↘ 0として,m(t) ≤ vy(t)より,

m(t) = ecqt

(
c

1
q + c

∫ t

0

e−csds

)q

となる。最後に R → ∞として結果を得る。
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1.4 一次元確率微分方程式 (N=1)

Theorem 1.4.1. 一次元確率微分方程式 dXt = b(t,Xt)dt + a(t,Xt)dWtの解が存在して,

∀t ≥ 0で
|b(t, x) − b(t, y)| ≤ K|x − y|, |a(t, x) − a(t, y)| ≤ h(|x − y|)

を満たすとする。ここで,K は正の定数で h : [0,∞) → [0,∞)は狭義単調増加関数でとし,∫
(0,ε)

h−2(u)du = ∞, ∀ε > 0, h(0) = 0

とする。このとき,道ごとの一意性が成り立つ。

Theorem 1.4.2. フィルター付き確率空間 (Ω,F , P,Ft)があったとし,そこで一次元 Ft-ブ
ラウン運動 (Wt)と一次元連続適合過程 X(1), X(2)があり, j = 1, 2に対して,

X
(j)
t = X

(j)
0 +

∫ t

0

µj(s,X
(j)
s )ds +

∫ t

0

ν(s,X(j)
s )dWs

がほとんど確実に成り立っているとする。更に以下を仮定する。

(1) µj , νは連続である。
(2) ν は定理 を満たす。
(3) X

(1)
0 ≤ X

(2)
0 (a.s.)

(4) µ1(t, x) ≤ µ2(t, x), ∀t ≥ 0, x ∈ R
(5) µ1, µ2のどちらかが定理を満たす。

このとき, P (X
(1)
t ≤ X

(2)
t , ∀t ≥ 0) = 1となる。

1.5 時間変更

フィルター付き確率空間 (Ω,F , P,Ft)上の Ft-ブラウン運動Wtがあり, c(t) > 0となる発展
的可測な c(t)に対して ϕt =

∫ t

0
c(s)ds < ∞, ϕtの逆関数をφtと定義する。

Yt, Xtをそれぞれ次の確率微分方程式の解,伊藤過程とし, Ytには解の一意性を仮定する。

dYt = b(Yt)dt + a(Yt)dWt ;Ht −適合

dXt = µ(t, ω)dt + ν(t, ω)dWt ;Ft −適合

ここで,Ht = Fφtである。更に係数についても以下を仮定する。

E

[∫ t

0

|µ(s)|ds

]
< ∞, E

[∫ t

0

|ν(s)|2ds

]
< ∞

|b(y)| ≤ K(1 + |y|2), |a(y)| ≤ K(1 + |y|2)
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• ここで時間変更の議論に必要となる記号と事実を,まず述べる。

Af(x) := b(x)f ′(x) +
1

2
a2(x)f ′′(x)

Lf(t) := µ(t)f ′(Xt) +
1

2
ν2(t)f ′′(Xt)

W = C([0,∞) → R)

ω1, ω2 ∈ W に対して d(ω1, ω2) =
∑∞

n=0
1
2n (sup0≤t≤n|ω1(t) − ω2(t)| ∧ 1)とし,この位相的

ボレル集合体をW とする。

Definition 1.5.1. (W,W)上の確率過程 (Xt)(ω) = ω(t)について,

Nt(f) = f(Xt) − f(X0) −
∫ t

0

Af(Xs)ds, ∀f ∈ C2
0

がマルチンゲールになる確率測度 P をマルチンゲール問題の解という。

Theorem 1.5.2. 確率微分方程式の解の一意性とマルチンゲール問題の解の一意性は同値
である。

Lemma 1.5.3. 上の仮定のもとで,次の 2つは同値である。

(1) Xφt

law
= Yt

(2) lim
n→∞

E

[∫ φt∧n

φs∧n

Lf(r)dr
∣∣∣ Hs ∩ Fn

]
= E

[∫ t

s

Af(Xφr)dr
∣∣∣ Hs

]
, ∀f ∈ C2

0 , t ≥ s

Proof of Lemma 1.5.3

(1) =⇒ (2) 伊藤の公式から

f(Xφt∧n) = f(Xφs∧n) +

∫ φt∧n

φs∧n

Lf(r)dr +

∫ φt∧n

φs∧n

a(r)f ′(Xr)dWr

∴ E[f(Xφt) | Hs] = f(Xφs) + lim
n→∞

E

[∫ φt∧n

φs∧n

Lf(r)dr
∣∣∣ Hs ∩ Fn

]
一方で, f(Yt) −

∫ t

0
Af(Yr)drはHtマルチンゲールだから,仮定の (1)から

f(Xφt) −
∫ t

0
Af(Xφr)drもHtマルチンゲールとなる。これより,

E [f(Xφt) − f(Xφs)] = E

[∫ t

s

Af(Xφr)dr
∣∣∣ Hs

]
とかけるので (2)が成立する。

(2) =⇒ (1) 仮定より、再び

E [f(Xφt) − f(Xφs)] = E

[∫ t

s

Af(Xφr)dr
∣∣∣ Hs

]
11



が成立していて, Ytについても f(Yt) −
∫ t

0
Af(Yr)drがマルチンゲールとなる。ここで, Ytの

解の一意性より,マルチンゲール問題の解も一意であるので, (1)を得る。

Corollary 1.5.4. c(t)に対して各 ωごとに

µ(t) = c(t)b(Xt), ν2(t) = c(t)a(Xt)

が成り立っているとき, Xφt

law
= Yt となる。

Proof of Corollary 1.5.4

仮定から,∀f ∈ C2
0に対して

lim
n→∞

E

[∫ φt∧n

φs∧n

Lf(r)dr
∣∣∣ Hs ∩ Fn

]
= lim

n→∞
E

[∫ t∧ϕn

s∧ϕn

Lf(φr)
1

c(φr)
dr

∣∣∣ Hs ∩ Fn

]
= E

[∫ t

s

Af(Xφr)dr
∣∣∣ Hs

]
となるので,Lemma 1.5.3より成立する。

1.6 ギルサノフの定理

X を X0 = 0となる (Ω,F , P,Ft)上の連続局所マルチンゲールとして,

MX(t) = exp

(
Xt −

1

2
〈X〉t

)
とおく。このMX(t)を X による指数型マルチンゲールという。ただし,MX(t)は一般的に
は,局所マルチンゲールであり,条件をつけることで,マルチンゲールになることがある。

MX(t)がマルチンゲールのときは,∀T > 0に対して

PX(A) = E[MX(T )1A], A ∈ Ft, t ≤ T

と定義する。これは (Ω,Ft)上の確率である。

Theorem 1.6.1. 　 (ギルサノフの定理) Wtを Ft-ブラウン運動とする。
MXtが連続マルチンゲールのとき, W̃t = Wt − 〈W,X〉tは PX上で Ft-ブラウン運動となる。

Theorem 1.6.2. 　 (Novikovの条件) X を X0 = 0となる連続局所マルチンゲールとした
とき,

E

[
exp

(
1

2
〈X〉t

)]
< ∞

が成り立てば,MXは連続マルチンゲールとなる。

1.7 CIR過程と Bessel過程

Definition 1.7.1. 　 (CIR過程)次の確率微分方程式

dr̄t = k(θ − r̄t)dt + σ
√
|r̄t|dWt
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の解を CIR過程という。ここで, k, θ, σは定数でσ > 0とする。

Proposition 1.7.2. CIR過程 (r̄t)に対して次が成り立つ。

(1) dr̄t = k(θ − r̄t)dt + σ
√

|r̄t|dWtは道ごとに一意的な解を持つ。
(2) ∀t ≥ 0に対し, ∀p ≥ 1でr̄tは p乗可積分である。

Proof of Prop 1.7.2

(1)は Theorem 1.3.1の条件を満たすことから,解が存在することが分かり,道ごとの一意性
は, Theorem 1.4.1で h(u) =

√
uとすれば条件を満たすので,(1)の主張が示される。(2)に

ついては,Theorem1.3.2 より得られる。

Lemma 1.7.3. r̄0 > 0, τ(ω) := inf
{
0 ≤ t | r̄t(ω) = 0

}
, inf φ = ∞としたとき,

(1) σ2 ≤ 2kθ =⇒ P (τ < ∞) = 0

(2) σ2 > 2kθ, k ≥ 0 =⇒ P (τ < ∞) = 1

(3) σ2 > 2kθ, k < 0 =⇒ 0 < P (τ < ∞) < 1

がそれぞれ成り立つ。
Proof of Lemma 1.7.3

M ≥ 0に対して, τM = inf
{
t ≥ 0 | r̄t = M

}
として, f(x) : (0,∞) −→ Rを

f(x) =

∫ x

1

ey 2k
σ2 y− 2kθ

σ2 dy

とおく。このとき,

df

dx
= e

2kx
σ2 x− 2kθ

σ2 ,
d2f

dx2
=

2k

σ2
e

2kx
σ2 x− 2kθ

σ2 − 2kθ

σ2
e

2kx
σ2 x− 2kθ

σ2 −1

となるので,
σ2x

2

d2f

dx2
+ k(θ − x)

df

dx
= 0

が成り立つ。次に, r̄0 > 0に対して, 0 < ε < r̄0 < M となるεとM を任意にとり,停止時刻
τε,M = τM ∧ τε とおくと,伊藤の公式と上の微分方程式から

(∗) f(r̄t∧τε,M
) = f(r̄0) +

∫ t∧τε,M

0

df

dx
(r̄s)dr̄s +

1

2

∫ t∧τε,M

0

d2f

dx2
(r̄s)d〈r̄〉s

= f(r̄0) +

∫ t∧τε,M

0

df

dx
(r̄s)σ

√
r̄sdWs

となる。

• f(r̄0) = f(ε)P (τε < τM) + f(M)P (τε > τM)を示す。
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これは, (∗)の式期待値をとって, t → ∞とすれば,

f(r̄0) = E[f(r̄τε,M
)]

= E[f(r̄τε,M
)1τε<τM

+ f(r̄τε,M
)1τε>τM

]

= f(ε)P (τε < τM) + f(M)P (τε > τM)

となる。次に (1)を示すため, 2kθ ≥ σ2 を仮定する。

lim
x↘0

∫ 1

x

ey 2k
σ2 y− 2kθ

σ2 dy = ∞

となるので,limx↘0 f(x) = −∞である。ここで,

f(r̄0)

f(ε)
= P (τε < τM) +

f(M)

f(ε)
P (τε > τM)

にε ↘ 0として
0 = lim

ε↘0
P (τε < τM)

= P (∩n

{
τ x

n
< τM

}
)

= P (τ < τM)

ここで, Mn ↗ ∞となる列 (Mn)nをとると,

0 = lim
n→∞

P (∪n

{
τ < τMn

}
)

= P (τ < ∞)

となり, (1)が示された。ここから, σ2 > 2kθを仮定する。− 2kθ
σ2 > −1より,

lim
x↘0

f(x) = lim
x↘0

∫ x

1

ey 2k
σ2 y− 2kθ

σ2 dy < ∞

となる。limx↘0 f(x) = f(0)とおいて, f(r̄0) = f(ε)P (τε < τM) + f(M)P (τε > τM)に
ε ↘ 0とすれば,

f(r̄0) = f(0)P (τ < τM) + f(M)P (τ > τM)

が得られる。今 , k ≥ 0とする。このとき,

lim
M↗∞

f(M) = lim
M↗∞

∫ M

1

ey 2k
σ2 y− 2kθ

σ2 dy

≥ lim
M↗∞

∫ M

1

y−1dy

= ∞
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となるので,
f(r̄0)

f(M)
=

f(0)

f(M)
P (τ < τM) + P (τ > τM)

この式にM → ∞として P (τ = ∞) = 0なので, P (τ < ∞) = 1となり, (2)を得る。
k < 0のときは f(∞) := limM↗∞ f(M) < ∞より,

f(r̄0)

f(∞)
=

f(0)

f(∞)
P (τ < ∞) + P (τ = ∞)

この式で, P (τ < ∞) = 0とすれば, P (τ = ∞) = 1となるが,これは f(x)は狭義単調増加関
数であることに反する。P (τ < ∞) = 1としたときも,同じように矛盾する。これより (3)を
得る。

Definition 1.7.4. （2乗 Bessel過程）δ ∈ Rに対して,確率微分方程式

dXt = δdt + 2
√
|Xt|dWt

の解を Xt(δ)と書き,これを 2乗 Bessel過程という。

Proposition 1.7.5. 2乗ベッセル過程に対し,次が成り立つ。

(1) dXt = δdt + 2
√
|Xt|dWtは道ごとに一意的な解を持つ。

(2) ∀t ≥ 0に対し, ∀p ≥ 1で Xt(δ)は p乗可積分である。
(3) δ ≥ 0 =⇒ Xt(δ) ≥ 0, ∀t ≥ 0

Proof of Prop 1.7.5

(1),(2)は CIR過程のときと同様に Theorem 1.3.1と Theorem 1.4.1から従う。(3)につい
ては Theorem 1.4.2で,X(1) = 0, X(2) = X(δ)とすれば, δ ≥ 0なので, Xt(δ) ≥ 0,∀t ≥ 0と
なる。

Lemma 1.7.6. CIR過程と 2乗ベッセル過程の間には,次のような関係がある。{
r̄
(s,y)
t | s ≤ t

} law
=

{
ηtX

(αs,y/ηs)
αt

(δ) | s ≤ t
}

ただし,各記号は

ηt = e−kt

αt =
1

4

∫ t

0

σ2

ηu

du, βt = α−1
t (αtの逆関数)

δ =
4kθ

σ2

とする。
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Proof of Lemma 1.7.6

Yt = ηβtXt(δ), c(t) =
4ηβt

σ2 とおく。Ytについて伊藤の公式を使うと

dYt = ηβtdXt(δ) + Xt(δ)dηβt

= 2ηβt

√
|Xt(δ)|dWt + ηβtδdt − kXt(δ)ηβt

4ηβt

σ2

となる。

4η2
βt
|Xt(δ)| = 4ηβt |Yt(δ)|

σ2

σ2

= c(t)σ2|Yt(δ)|

となり,
4kθ

σ2
η2

βt
− 4kYt

σ2
ηβt = c(t)(kθ − kYt)

となり,Corollaryより Yαt

law
= r̄t だから, ηtXαt(δ)

law
= r̄t となる。

Proposition 1.7.7. 2乗 Bessel過程を使って,次の CIR過程の性質を得る。

(1) kθ ≥ 0のとき, r̄t ≥ 0, ∀t ≥ 0

(2) kθ < 0 =⇒ 0 < P (τ < ∞)

ここで, τは τ(ω) := inf
{
0 ≤ t | r̄t(ω) = 0

}
, inf φ = ∞とする。

Proof of Prop 1.7.7

(1)については, kθ ≥ 0なので, δ ≥ 0となり,そのとき Xt(δ) ≥ 0となる 2乗 Bessel過程と
同分布になるので, r̄t ≥ 0となる。

次に (2)を示す。X0(δ) ≥ 0, 0 ≤ δ < 2のときは, 0 < 4kθ
σ2 < 2なので,つまり 0 < 2kθ < σ2

である。このとき,Lemma 1.7.3より CIR過程 r̄tは 0に到達する確率は正となるで,Lemma

1.7.6から Xt(δ)も同じように,

P (2 > δ > 0で Xt(δ)は 0に到達する。) > 0

が成り立つ。これで,Theorem 1.4.2より,

P (δ < 0で Xt(δ)は 0に到達する。) ≥ P (2 > δ > 0で Xt(δ)は 0に到達する。) > 0

となり,結果が得られる。

Lemma 1.7.8. λ ∈ RとCIR過程 r̄t に対して

ZT = exp
( ∫ T

0

λ
√

r̄sdWs −
1

2

∫ T

0

λ2r̄tds
)

とおくと, E[Zt] = 1が成り立つ。
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固定した sに対して, (Xt)t≥s, Xs = rの分布を Qs,rと書き,そのときの期待値を表す記号
を E(s,r)と書くことにする。

Proof of Lemma 1.7.8

∀t < t′ ≤ T, ∀y > 0, q = sup
s≤T

∣∣∣2ληs

σ

∣∣∣, αt′ − αt <
π

2q
のとき,

E(t,y)

[
Zt′

Zt

]
= 1

を示すことができれば,マルコフ性から

E

[
Zt ·

ZT

Zt

]
= E

[
ZtE

[
ZT

Zt

∣∣∣ Ft

]]

= E

[
ZtE(t,r̄t)

[
ZT

Zt

]]
...

= 1

となる。ここで, αsの一様連続性から上の式変形は有限回で終わることに注意する。以下
の 2つのステップを示す。

Step1 ∀x ≥ 0, E(αt,x)

[
exp

(
q2

2

∫ αt′

αt

Xs(δ)ds

)]
< ∞

Step2 E(t,y)

[
exp

(
1

2

∫ t′

t

λ2r̄sds

)]
≤ E(αt,y/ηt)

[
exp

(
q2

2

∫ αt′

αt

Xs(δ)ds

)]
Step1を示す。fs = sin(q(s − αt′) + π

2
), αt ≤ s ≤ αt′ とする。このとき, αt′ − αt < π

2q
とな

るようにとれば, fs > 0となる。Fs = −f ′
s

fs
とおき,伊藤の公式から

Fαt′Xαt′ (δ) = FαtXαt(δ) +

∫ αt′

αt

FsdXs(δ) +

∫ αt′

αt

Xs(δ)dFs

= FαtXαt(δ) +

∫ αt′

αt

FsdXs(δ) +

∫ αt′

αt

q2Xs(δ)ds −
∫ αt′

αt

F 2
uXs(δ)ds

と計算できる。次に,Mt = 2
∫ t

0

√
Xs(δ)に対して

Zt,t′ = exp

(
−1

2

∫ αt′

αt

FudMu −
1

2

〈
−1

2

∫ αt′

αt

FdM

〉
u

)
とおけば,

Zt,t′ = exp

(
−1

2

∫ αt′

αt

FudXu(δ) +
δ

2

∫ αt′

αt

Fudu − 1

2

∫ αt′

αt

F 2
uXu(δ)du

)
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= f
δ
2
αt・exp

(
1

2
FαtXαt(δ) +

q

2

∫ αt′

αt

Xu(δ)du

)
Zt,t′は優マルチンゲールだから, E(αt,x)[Zt,t′ ] ≤ 1なので,

f
δ
2
αt・E(αt,x)

[
exp

(
q

2

∫ αt′

αt

Xu(δ)du

)]
・exp(Fαtx) ≤ 1

∴ E(αt,x)

[
exp

(
q

2

∫ αt′

αt

Xu(δ)du

)]
≤ f

− δ
2

αt ・exp(Fαtx) < ∞, ∀x ≥ 0

次に Step2を示す。Corollary 1.5.4から∫ t′

t

λ2r̄sds
law
=

∫ t′

t

λ2ηsXαs(δ)ds

=

∫ αt′

αt

λ2ηβsXs(δ)
dβ

ds
ds

=

∫ αt′

αt

Xs(δ)

(
2ληβs

σ

)2

ds

≤
∫ αt′

αt

Xs(δ)q
2ds

となるので,それぞれ期待値をとって結果を得る。
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2 金利モデル

2.1 数理ファイナンスの一般論

(Ω,F , P,Ft)をフィルター付き確率空間として, (St = (S0
t , S

1
t ,…, Sn

t ))t≥0を半マルチンゲ
ールであるとする。組 (Ω,F , P,Ft, S)をマーケットモデルという。

マーケットの投資戦略に対する次のような概念を導入する。

Definition 2.1.1. (許容可能) 確率過程 (Ht)が許容可能であるとは, (Ht)が H0 = 0の可
予測で ∀t ≥ 0で

∑n
i=0

∫ t

0
H i

udSi
u ≥ −aとなる非負値の定数 aが存在するときをいう。

Definition 2.1.2. (無裁定) マーケット (Ω,F , P,Ft, S)が無裁定であるとは,

J =
{∑n

i=0

∫ ∞
0

H i
udSi

u | H は許容可能で
∑n

i=0

∫ ∞
0

H i
udSi

uが (a.s.)で存在する。
}

L∞
+ =

{
f | f は確率変数で f ≥ 0, (a.s.)で有界

}
おいたとき, J ∩ L∞

+ =
{
0
}
が成り立つときをいう。

つまり無裁定とは,資産 0から投資を始めて ,満期τ に資産が正となる確率は 0であること
を意味している。

数理ファイナンスの一般論より,次のことが知られている。

Theorem 2.1.3. マーケット (Ω,F , P,Ft, S)に対して,∃Q～P ; ∃f : 非負値をとるの可予
測とM : Q上のマルチンゲールで,各 iに対し Si

t =
∫ t

0
f(s)dM i

sとなるとする。このときマ
ーケットは無裁定となる。

2.2 CIRマーケットモデル

リスク資産の時間発展が CIR過程で与えられるものを,CIRマーケットモデルと呼ぶ。す
なわち,

Definition 2.2.1. （CIRマーケットモデル）リスク資産１つと無リスク債券１つのマーケ
ットを考える。リスク資産を (rt),無リスク債券を (Bt)で表し,rt = r̄t∧τ

Bt = eRt

とする。ただしここで,

• r̄t は CIR過程 (dr̄t = k(θ − r̄t)dt + σ
√
|r̄t|dWtの解)
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• k, θ, σ,Rは定数でσ > 0, R > 0

• (Wt)は確率空間 (Ω,F , P )上の Ft-ブラウン運動
• τ(ω) := inf

{
0 ≤ t | r̄t(ω) = 0

}
, inf φ = ∞

である。

Definition 2.2.2. （EMM）CIRマーケットモデルに対して次の 2つを満たす (Ω,F)上
の確率P̃ を EMM (equivalent martingale measure(同値マルチンゲール測度))と呼ぶこと
にする。

(1) Fτ上でP̃と P は同値
(2) Gt := Ft∧τに対し, (e−Rtrt)t≥0は Gt-マルチンゲール

Theorem 2.2.3. CIRマーケットモデルで EMMが存在する必要十分条件は kθ = 0で
ある。

Lemma 2.2.4. CIRマーケットモデルで EMM P̃ が存在したとする。そのとき,次の 3つ
を満たす Gt適合な確率過程γtが存在する。

(1) P

(∫ τ

0

γ2
t dt < ∞

)
= 1,

dP̃

dP

∣∣∣
Gt

= exp

(∫ t

0

γsdWs −
1

2

∫ t

0

γ2
sds

)
(2) W̃t := Wt −

∫ t

0

γsdsはP̃上のブラウン運動

(3) − Rrt + k(θ − rt) + σ
√

rtγt = 0, 0 ≤ t ≤ τ

Proof of Lemma 2.2.4

一意性は (3)の式から明らかであるので,存在のみを示す。

Zt = E

[
dP̃

dP

∣∣∣∣ Gt

]
とおくと,より (Zt)は連続マルチンゲールで E[Zt] = 1, Zt > 0となる。伊藤の公式から,

log Zt =

∫ t

0

1

Zs

dZs −
1

2

∫ t

0

1

Z2
s

d〈Z〉s

となる。右辺の第一項はマルチンゲール表現定理より∫ t

0

1

Zs

dZs =

∫ t

0

γsdWs

となる適合過程 (γt)が存在するので,

log Zt =

∫ t

0

γsdWs −
1

2

∫ t

0

γ2
sds
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∴ Zt = exp

(∫ t

0

γsdWs −
1

2

∫ t

0

γ2
sds

)
これより (1)を得る。(2)はギルサノフの定理より従う。(3)については再び伊藤の公式より

d(e−Rtrt) = −Rrte
−Rtdt + e−Rtdrt

= e−Rt
{
(−Rrt + k(θ − rt) + σ

√
rtγt)dt + σ

√
rtdW̃t

}
となり, e−Rtrt がマルチンゲールであることから結果を得る。

Proof of Theorem 2.2.3

次の 4つに分けて証明をする。

(1) σ2 ≤ 2kθ, 0 < kθのとき EMMは存在しない。
(2) kθ = 0のとき EMMは存在する。
(3) σ2 > 2kθ > 0のとき EMMは存在しない。
(4) kθ < 0のとき EMMは存在しない。

まず (1)を示す。Lemma 1.7.3の (1)より rt は 0には到達しない。ここで EMM P̃ が存在
したと仮定すると, 同値性から,P̃ の下でも rtは 0には到達しない。

γt =
Rrt − k(θ − rt)

σ
√

rt

(t ≤ τ)

とおき,Lemma 2.2.4の W̃tに対し

drt = Rrtdt + σ
√

rtdW̃t

が成立する。このとき,元のθにあたるものが 0, k にあたるものは− R < 0となっているの
で, Lemma 1.5.3の (3)から rt は P̃ で 0に到達する確率は正になり,矛盾である。

次に (2)について示す。

Z̄t = exp

(∫ t

0

f̄sdWs −
1

2

∫ t

0

f̄ 2
s ds

)
とする。ただし f̄t =

(R+k)
√

rt

σ
とおいた。Lemma 1.7.8より E[Z̄t] = 1となる。次に, A ∈ Fτ

に対してP̄ (A) = E[Z̄τ1A]でP̄ を定義し,e−RtrtがP̄ 上マルチンゲールになることをいう。
ギルサノフの定理から

W̄t := Wt −
∫ t

0

f̄sds

は P̃ 上ブラウン運動で

d(e−Rtrt) = e−Rtdrt − Re−Rtrtdt
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= e−Rtσ
√

rtdW̃t

となり,rt の可積分性から e−RtrtがP̄ 上マルチンゲールであることが分かる。

(3)については (1)と同じく EMM P̃ が存在したとすれば,(1)で定義した γt に対し

P

(∫ τ

0

γ2
t dt < ∞

)
= 1

となり,

P

(∫ τ

0

1

rt

dt < ∞
)

= 1

が成立することが分かる。ここで

A :=
{
τ < ∞

}
∩

{∫ τ

0

1

rt

dt < ∞
}

とすると,A ∈ Fτかつ P (A) > 0となる。τn = inf
{
t ≥ 0 | rt = 1/n

}
とすると τn ↗ τ だ

から
P

(
A ∩

{
lim

n→∞
log rτn 6= −∞

})
= 0

となるが,一方で伊藤の公式から

(∗) log rτn = log r0 +

∫ τn

0

1

rs

drs −
1

2

∫ τn

0

1

r2
s

d〈r〉s

= log r0 +

∫ τn

0

k(θ − rs)
1

rs

ds +

∫ τn

0

σ
√

rs

rs

dWs −
1

2

∫ τn

0

σ2

rs

ds

ここで Lemma 1.1.25より

P

(
A ∩

{
sup

∣∣∣ ∫ τn

0

1
√

rt

dWs = ∞
∣∣∣})

= 0

となって, (∗)の式で n → ∞とすれば右辺は A上で有限となる。しかし,

log rτn → −∞なので, P (A) = 0とならなければならず, P (A) > 0に矛盾する。

(4)のときは P (τ < ∞) > 0なので,(3)と同じく P (A) > 0となるので,後は (3)と同様にし
て示せる。
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