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はじめに

数理ファイナンスは，ファイナンスの問題を数学的に表現し数学的に解を与える理論体系であ
る。その中の大きな柱の 1つに「デリバティブ価格理論」が挙げられる。デリバティブとは，金融
派生商品と訳され，原資産と呼ばれる株価や債券価格・為替・金利などの水準の動きに応じて将
来のキャッシュフローが決まる商品である。
このデリバティブを販売する側にとって，その理論価格を知る必要があり，また原資産の動き
次第では多額の損失を被るリスクがあるので，そのリスクの管理や回避を行うためには，様々な
リスク指標を計算する必要がある。こうした価格やリスク指標を求めるためには，確率論に基づ
いた数理モデルが重要であり，とりわけ確率過程の時間発展を記述する確率微分方程式は極めて
重要である。
デリバティブの数学的価格理論の始まりは，1900年に発表された Bachelierの “Théorié de la

spéculation”である。その後，デリバティブ価格理論は 1973年のBlackと Scholes の論文 [2]を契
機に，理論も実践も大規模な展開を見せていく。その中で，金利デリバティブの価格理論は他の
原資産に比べ困難さがあった。それは金利が株価とは違い，時系列的依存性を持ち，また金利そ
のものは取引される証券ではない。さらに，株式や為替と違い，期間を伴う，言い換えれば期間
構造を持っているためである。
金利といっても様々な種類があるが，数理ファイナンスにおいてよく利用されるのは債務不履行

（デフォルト）しないゼロクーポン債の利回りである。金利のモデル化は，まず 1977年にVasicek[34]
がOrnstein-Uhlenbeck過程を使って，スポットレート rt(時点 tでの瞬間的な利子率)をモデル化
した。その後，欠点を解消していく形で展開されていった。主なものを挙げると，Cox, Ingersoll
and Ross[6]，Ho and Lee[17]，Hull and White[19]，Black and Karasinski[1]などがある。その
後，Heath, Jarrow and Morton[15]がフォワードレート f(t, T )(時点 tにおける T での瞬間的な利
子率)を次のようにモデル化した。

{
df(t, T ) = α(t, T )dt +

∑d
n=1 σn(t, T )dW

(n)
t

f(0, T ) = f(T )
(0.1)

上のスポットレートモデルをすべてこのHeath-Jarrow-Morton(HJM)モデルはすべて含んでお
り，便利な点も多い。また，このHJMモデルは次のように書き直すと便利な時もある。時点 tに
おける x期間後のフォワードレート ft(x)，すなわち上の記号を用いると ft(x) = f(t, t + x)と書
ける。このとき，HJMモデルは次のような確率偏微分方程式となる。

{
dft(x) =

(
∂
∂xft(x) + αt(x)

)
dt +

∑d
n=1 σ

(n)
t (x)dW

(n)
t

f0(x) = f(x)
(0.2)

HJMモデルでこのような記号の変換を行い，確率偏微分方程式を導出したのはMusiela[26]で
ある。詳しくは本修士論文の §3.4で述べた。

この確率偏微分方程式は，伊藤清先生により確率微分方程式が導入されて以来，理論の発展と
共に物理学や工学の中での現象を解明する中で発展していった。Hille-Yosidaの理論にみられるよ
うに，偏微分方程式は無限次元空間上の常微分方程式とみなすこともできる。同様の意味で，確
率偏微分方程式は無限次元空間上の確率微分方程式とみなすことができる。無限次元確率微分方
程式の研究は 1960年代にDaletskii[7]や L.Gross[14]らによって始められた。彼らはEをBanach
空間として u ∈ Eに対する方程式

du = A(u)dt + B(u)dWt (0.3)

i



を考察した。A(u)と B(u)は E 上の一般に非線形であるが，しかし有界な作用素で，Wtはある
Hilbert空間上Wiener過程である。ところが，これでは A(u)として微分作用素をとることがで
きず，したがって，確率偏微分方程式を扱うことができない。
その後 1970年代に入ってから，Dawson[10], [11]らによりA(u) = Auが線形作用素のときは非
有界であっても，(0.3)を方程式 ∂u

∂t = A(u)に非斉次項 B(u)Ẇtが加わったものとみなし，積分方
程式に書き直すことによりその数学的意味付けが与えられた。この意味での解をmild solutionと
いう。その後，A(u)が非線形の場合へと理論が展開されている。

ここで，HJMモデルに戻ることにする。上で述べたとおり，(0.2)はHilbert空間上の確率微分
方程式としてみることができる。Musiela以後，その方向で理論が展開されている。
本修士論文ではその中でR. Carmona and M. Tehranchi [4],[5]およびM. Tehranchi[33]を参考

にし，「抽象HJMモデルに従う場合の債券ポートフォリオのヘッジ戦略」および「HJMモデルの
エルゴート性」について述べる。
特に債券ポートフォリオのヘッジ戦略については，Malliavin解析を用いた。Malliavin解析は

Wiener過程の汎関数を解析するための基本的手段を提供している。とりわけ数理ファイナンスに
おけるMalliavin解析の重要性は，理論展開において重要な役割を果たしているマルチンゲール表
現定理に出てくる積分核をMalliavin微分を使って表すことができる点である。本論文についても
このことを中心に用いた。

最後に，この修士論文の構成を紹介する。第 1章では論文内で用いた主な確率論と確率過程論の
基本的な事項を列挙する。第 2章では無限次元確率解析 (無限次元確率微分方程式・Malliavin解
析)について述べる。第 3章では数理ファイナンスの基本事項，特に金利モデルについて述べる。
第 4章ではMusielaの記号によるHJMモデルの性質と一般化された債券ポートフォリオについて
考える。第 5章ではマルコフモデルに対するエルゴート性とそこから出てくる興味深い性質につ
いて考える。
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1 準備

1.1 確率論

1.1.1 確率空間と期待値

(Ω,F , P)を完備確率空間とする。すなわち，N ′ ⊂ N ∈ F で N が P-零集合 (P(N) = 0)なら
ば，N ′ ∈ F とする。このとき，P(N ′) = 0となる。また，集合族 Cを含む最小の σ-fieldを σ(C)
とし，さらに位相空間 Eの開集合全体をOE としたときに B(E) := σ(OE)と定義する。
さらに，位相空間 Eに対して，写像 ξ : Ω → Eが

ξ−1(A) := {ω ∈ Ω|ξ(ω) ∈ A} ∈ F , (∀A ∈ B(E))

をみたすとき，(E-値)確率変数である，または F-可測であるという。E-値確率変数 ξは

Ψξ(A) = P ◦ ξ−1(A) = P(ξ−1(A)), A ∈ B(E)

により，(E,B(E))上の確率測度Ψξ = P ◦ ξ−1を誘導する。このΨξ を ξの分布という。
次に，測度 µに対して，ωごとに命題A(ω)が与えられたとする。µ-零集合N が存在し，ω /∈ N

ならば，A(ω)が真となるとき，命題Aはほとんど至るところで成り立つといい，『A µ-a.e.』と表
す。また，µが確率測度 (全測度が 1 )のときは『A µ-a.s.』と表す。

Definition 1.1. R-値確率変数 ξが非負もしくは可積分であるときPに関する積分をE[ξ]と表し，
ξの期待値という。確率測度を明示する必要があるときは EPと表す。さらに，分散をVarP[ξ] :=
EP[|ξ − E[ξ]|2]と表す。
また，各 p > 1に対し，Lp(F , P;E)で (Ω,F)上の P-a.s.に一致する E-値確率変数を同一視す

る同値関係で同値類別した空間を表す。同値類と代表元は区別せずに同じ関数の記号 ξで表すも
のとする。

Definition 1.2 (収束). (Ω,F , P)を確率空間とし，ξ, ξ1, ξ2, · · · ,を R-値確率変数とする。この
とき

1. ξnが ξに概収束する (ξn → ξ a.s.と表す)とは，

P
(
{ω ∈ Ω| lim

n→∞ |ξn(ω)− ξ(ω)| = 0}
)

= 1

となることをいう。

2. ξnが ξに p次平均収束する (ξn → ξ in Lpと表す)とは，p > 0に対して，

lim
n→∞E[|ξn − ξ|p] = 0

となるときいう。

3. ξnが ξに確率収束する (ξn → ξ in probと表す)とは，任意に ε > 0に対して，

lim
n→∞P ({ω ∈ Ω| |ξn(ω)− ξ(ω)| > ε}) = 1

となるときをいう。

上の収束には次のような関係がある。
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Theorem 1.3. 1. 概収束もしくは p次平均収束するならば，確率収束する。

2. 確率収束するならば，弱収束する。

3. 確率収束するならば，概収束する部分列を取り出せる。

さらに，次の意味での収束も定義しておく。

Definition 1.4 (弱収束). (E, ρ)を完備可分距離空間とし，E上の確率測度 ν, ν1, ν2, · · · とする。
νnが νに弱収束するとは，任意の有界連続な実数値関数 f に対して，

lim
n→∞

∫

E
fdνn =

∫

E
fdν

が成立することをいう。νnが νに弱収束するとき，νn → ν weaklyと表す。
また，ξ, ξn, (n = 1, 2, · · · ) を E-値確率変数とする。このとき ξn が ξ に弱収束する (ξn →

ξ weaklyと表す)とは，それぞれの分布ΨξnがΨξ に弱収束となるときにいう。

Proposition 1.5. ξ, ξn (n = 1, 2, · · · )はR-値確率変数とする。このとき ξnが ξに確率収束する
ならば，弱収束する。

Definition 1.6 (独立). σ-field の列 F1,F2, · · · ⊂ F が独立であるとは，任意の n ∈ Nと Aj ∈
Fj j = 1, · · ·nに対して，

P(A1 ∩ · · · ∩An) =
n∏

j=1

P(Aj)

が成立するときにいう。位相空間 Ej に値をとる確率変数 ξj , j = 1, · · · , n が独立であるとは
Fξj := {ξ−1

j (A)|A ∈ B(Ej)}, j = 1, 2, · · · が独立になるときをいう。位相空間 Ej に値をとる確
率変数 ξと σ-fieldG ⊂ F が独立であるとは，Fξ と Gが独立であることをいう。

Lemma 1.7 (Borel-Cantelli の補題). An ∈ F , n ∈ Nとして，

1.
∑∞

n=1 P(An) < ∞ならば，P(lim infn→∞An) = 0である。

2. {An}n∈Nは独立で
∑∞

n=1 P(An) = ∞ならば，P(lim infn→∞An) = 1である。

ただし，
lim inf
n→∞ An = ∩∞k=1 ∪∞i=k Ai = {ω ∈ Ω|ωは無限個のAiに含まれる }

という意味である。

次にこの修士論文でよく出てくる収束定理や不等式などをまとめておく。

Theorem 1.8. 可測空間 (Ω,F)上の有限測度を µとする。また，ξn (n ∈ N), ξ, φ, η : Ω → Rは
すべて F-可測とする。ここでは，前に定義した F-可測を有限測度の場合に拡張した。このとき，
次のことが分かる。

1. (Fatou の補題) ξn ≥ 0ならば，
∫
Ω lim infn→∞ ξndµ ≤ lim infn→∞

∫
Ω ξndµとなる。

2. (単調収束定理) 0 ≤ ξn ↗ ξ(単調増加)ならば，limn→∞
∫
Ω ξndµ =

∫
Ω ξdµとなる。
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3. (Lebesgueの優収束定理) ξn → ξ a.s.で |ξn| ≤ φかつ φが可積分ならば，

lim
n→∞

∫

Ω
ξndµ =

∫

Ω
ξdµ

となる。

4. (有界収束定理) ξn → ξ a.s.である正定数M が存在して，|ξn| ≤ M となるならば，
limn→∞

∫
Ω ξndµ =

∫
Ω ξdµとなる。

5. (Chebyshevの不等式) ξ ≥ 0であれば， µ(|ξ| ≥ λ) ≤ 1
λ

∫
Ω |ξ|pdµ (λ, p > 0)となる。

6. (Jensenの不等式) f : R→ Rを
∫
Ω |f(ξ)|dµ < ∞を満たす凸関数とする。このとき，

∫

Ω
f(ξ)dµ ≥ f

(∫

Ω
ξdµ

)

が成立する。

7. (Hölderの不等式) 1 < p, q < ∞が 1
p + 1

q = 1ならば，

∫

Ω
ξφdµ ≤

(∫

Ω
|ξ|pdµ

) 1
p

(∫

Ω
|ξ|qdµ

) 1
q

が成立する。特に p = q = 2のとき，Schwarzの不等式という。

8. (Minkowskiの不等式) p ≥ 1ならば，

(∫

Ω
|ξ + η|pdµ

) 1
p

≤
(∫

Ω
|ξ|pdµ

) 1
p

+
(∫

Ω
|η|pdµ

) 1
p

が成立する。

9. (Fubini の定理) 直積測度空間 (S,S, ν) = (S1 × S2,S1 × S2, ν1 × ν2)上の可測関数 f =
f(x1, x2)が f ≥ 0または

∫
S |f |dν < ∞ならば，

∫

S
fdν =

∫

S1

ν1(dx1)
∫

S2

f(x1, x2)ν2(dx2)

が成立する。

1.1.2 マルチンゲールとWiener過程

以下，すべて Tは定数 T > 0に対して [0, T ]もしくは [0,∞)とする。

Definition 1.9 (確率過程). 1. t ∈ Tによりパラメーター付けられた位相空間 E-値確率変数
の族 ξ = {ξt}t∈T = {ξt(ω)}t∈Tを E-値確率過程という。単に確率過程といえば，R-値であ
るとする。

2. E-値確率過程 ξが連続 (右連続，左連続)であるとは，任意の ωに対して，写像 t 7→ ξt(ω)が
連続 (右連続，左連続) となるときにいう。

3. E-値確率過程 ξが P-a.s.に連続 (右連続)であるとは，P-a.s.に写像 t 7→ ξt(ω)が連続 (右連
続，左連続)となるときにいう。
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Definition 1.10. ξ = {ξt}t∈Tと φ = {φt}t∈Tを確率空間 (Ω,F , P)上の位相空間E-値確率過程と
する。このとき，

1. 任意の t ∈ Tに対して，P(ξt = ψt) = 1であるとき，ξは φの変形 (version)であるという。

2. P(ξt = φt ∀t ∈ T) = 1であるとき，ξと φは区別できない (indistinguishable)という。 こ
のとき，特に ξ = φと書く。

Proposition 1.11. ξと φが右連続ならば，上の 2つは同値になる。

Definition 1.12 (フィルトレーション). 確率空間 (Ω,F , P)に対して，{Ft}t≥0がフィルトレー
ションとは，

1. Ftは σ-fieldであり，Ft ⊂ F となる。

2. Fs ⊂ Ft (s ≤ t)

を満たすものをいう。また，(Ω,F , P, {Ft}t≥0)をフィルター付き確率空間という。
さらに，この修士論文内でのフィルトレーションはすべて usual conditionを満たしていると仮

定する。すなわち，{Ft}t≥0は右連続 (∀t ≥ 0に対して，Ft = Ft+ := ∩s>tFs)で，F0は零集合を
すべて含む (N := {N ∈ F|P(N) = 0} ⊂ F0)。

Definition 1.13. 任意の Tに対して，位相空間E-値確率過程 ξ = {ξt}t∈Tが {Ft}-適合であると
は，∀t ∈ Tに対して，ξtが Ft-可測であるときにいう。

Definition 1.14 (Wiener過程). 確率過程 {Wt}t∈Tが Rd-値 {Ft}-Wiener過程であるとは以下
の 4条件をみたされているときである。

1. W0 = 0 a.s.である。

2. {Wt}t∈Tは {Ft}-適合な Rd-値確率変数である。

3. {Wt}t∈Tは右連続かつ P-a.s.に連続である。

4. 任意の 0 ≤ s ≤ t, λ ∈ Rdに対して次が成り立つ。

E[exp (i〈λ,Wt −Ws〉Rd)|Fs] = exp

(
−||λ||

2
Rd(t− s)

2

)

ただし，iは虚数単位であり，〈·, ·〉H をHilbert空間H の内積とする。

Theorem 1.15. Wiener過程は存在する。

Definition 1.16 (ガウス過程). R-値確率過程 ξtのすべての有限次元分布が正規分布となるとき，
ξtはガウス過程であるという。また，mt := E[ξt]を ξtの平均値関数といい，R(s, t) := Cov(ξs, ξt) =
E[(ξs −ms)(ξt −mt)]を共分散関数という。

Proposition 1.17. Wiener過程は {Wt}t∈Tは，mt = 0かつR(s, t) = s∧ tのガウス過程となる。

Theorem 1.18. (ω,F , P)を確率空間とし，Gは σ-fieldとし，G ⊂ F を満たすとする。可積分な
確率変数 ξに対して，

E[ξφ] = E[ξ̂φ], (∀G-可測かつ有界なφ : Ω → R) (1.1)

となるG-可測で可積分な確率変数 ξ̂が存在する。さらに，ξ̂′も同じ関係式を満たせば，P(ξ̂ = ξ̂′) = 1
という意味で一意的である。
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Definition 1.19 (条件付き期待値). 上の ξ̂を E[ξ|G]と表し，ξの条件 G を与えられた下での条
件付き期待値という。また，A ∈ F に対して，P(A|G) = E[1A|G]とおき，Aの条件 Gを与えられ
た下での条件付き確率という。

Remark 1.20. 条件付き期待値の性質については，例えば [35]を参照せよ。

Definition 1.21 (マルチンゲール). (Ω,F , P, {Ft}t≥0)はフィルター付き確率空間とする。R-値
確率過程 {Mt}t∈Tがマルチンゲールであるとは，次の 3つを満たすときにいう。

1. E[|Mt|] < ∞。

2. {Mt}t∈Tは {Ft}-適合である。

3. E[Mt|Fs] = Ms a.s.(s ≤ t)。

4. P(t 7→ Mtは右連続) = 1。

3で“=”を“≤”で置き換えたとき，優マルチンゲール，“≥”に置き直したとき劣マルチンゲー
ルという。

Theorem 1.22 (Doobの不等式). ξ = {ξt}t∈Tは劣マルチンゲールとし，λ > 0, p > 1とする。
このとき

1.

P
(

sup
0≤s≤t

ξs > λ

)
≤ 1

λ
E

[
ξt : sup

0≤s≤t
ξs > λ

]

2. 特に ∀t ≥ 0に対して，ξt ≥ 0 a.s.ならば，

P
(

sup
0≤s≤t

ξs > λ

)
≤ 1

λ
E [ξt]

となる。

3. ξが E[|ξ|p] < ∞を満たすマルチンゲール，または非負劣マルチンゲールならば，

E
[

sup
0≤s≤t

|Xs|p
]
≤

(
p

p− 1

)p

E[|ξt|p] (1.2)

となる。

以下，(1.2)をDoobの不等式という。

Definition 1.23 (stopping time). 写像 σ : Ω → [0,∞]が {Ft}に関する stopping timeである
とは，∀t ≥ 0に対して，

{σ ≤ t} := {ω ∈ Ω|σ(ω) ≤ t} ∈ Ft

が成立するときにいう。また，stopping time σが有限個の値しか取らないとき，σを simple stopping
time という。

Definition 1.24 (局所マルチンゲール). {Mt}t∈T が局所マルチンゲールであるとは，a.s.に発
散する stopping timeの増大列 {σn}n∈Nが存在して，{Mt∧σn}t∈Tがマルチンゲールであることを
いう。
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以下特に断らない限り，(Ω,F , P, {Ft}t≥0)上の確率過程を考える。また，次の記号を定義して
おく。T > 0に対して，

M2
T (R) = {ξ = {ξt}t∈[0,T ]|連続かつ 2乗可積分なマルチンゲールで，ξ0 = 0 a.s.}

とする。このとき，ξ ∈M2
T (R)とすると，Jensenの不等式より，ξ2は非負連続劣マルチンゲール

になる。さらに次のような分解ができることが分かる。

Theorem 1.25 (Doob-Meyer分解). φ = {φt}t∈Tを連続な {Ft}-劣マルチンゲールとする。こ
のとき，σが stopping time全体を動くとき，∀a > 0に対して {φσ∧a}σが一様可積分1ならば，連
続なマルチンゲールM = {Mt}t∈TとA0 = 0となる {Ft}-適合な連続増加過程A = {At}t∈T2が存
在し，φは φt = Mt + At, (t ≥ 0)と分解できる。さらに，この分解は一意に定まる。

この Theoremを使うと，ξ ∈M2
T (R)に対して，

ξ2
t = Mt + At, (0 ≤ t ≤ T )

と表せる。ただし，M = {Mt}t∈[0,T ]は連続なマルチンゲール，A = {At}t∈[0,T ]はA0 = 0となる
{Ft}-適合な連続増加過程とする。この分解の一意性から ξの 2次変分 〈〈ξ〉〉を一意に定めること
ができる。

Definition 1.26 (2次変分). ξ ∈M2
T (R)とする。このとき ξに対する 2次変分 〈〈ξ〉〉とは，連続

増加過程で 〈〈ξ〉〉0 = 0を満たし，かつ ξ2 − 〈〈ξ〉〉がマルチンゲールとなるものをいう。
さらに，ξ, φ ∈M2

T に対する 2次変分 〈〈ξ, φ〉〉を

〈〈ξ, φ〉〉t :=
1
2
(〈〈ξ + φ〉〉t − 〈〈ξ〉〉t − 〈〈φ〉〉t) (0 ≤ t ≤ T )

とする。

1.2 Rd-値確率変数に対する確率解析

1.2.1 確率積分

以下，(Ω,F , P, {Ft}t≥0)をフィルター付き完備確率空間とし，{Ft}t≥0は usual condition を満
たしているとする。また初めはWiener過程 {Wt}t∈[0,∞)は 1次元としておく。まず，この節で使
う Lemmaを 1つ与える。

Lemma 1.27. B1とB2を Banach空間とする。B0をB1を線形部分空間とし，I : B0 → B2を
線形な等距離作用素とする。このとき，

Ĩb = Ib (for ∀b ∈ B0)

となる線形等距離作用素 Ĩ : B̄0 → B2が唯一存在する。

Definition 1.28 (可予測). ΠをA× (s, t] (0 ≤ s ≤ t < ∞, A ∈ Fs)の族とする。
このとき，P := σ(Π)を可予測 σ-fieldという。また，P-可測でΩ×(0,∞)上の関数を (Ftに関し
て)可予測という。また，Banach空間Gに対して，L2(P; G) := {{ft}|可予測 |E[

∫ t
0 ||fs||2Gds] < ∞}

とする。
1limN↗∞ supt∈T

R
{|φt|>N} |φt(ω)|P(dω) = 0。

2t ≥ s ≥ 0のとき At ≥ As a.s.である。
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Definition 1.29. ft = ft(ω)は Ω × [0,∞)上の定義された関数とする。このとき，f ∈ H0であ
るとは，決定論的な点列 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn < ∞が存在して，ftj はFtj -可測かつE[f2

tj ] < ∞
で，

ft =

{
ftj if t ∈ [tj , tj+1) (i ≤ n)
0 if t ≥ tn

となることである。
さらに，f ∈ H0に対する確率積分を線形作用素 I を用いて，

If :=
n−1∑

i=1

fti(Wtj+1 −Wtj )

とし，If =
∫∞
0 fsdWsと書くことにする。さらに，T > 0, f ∈ H0に対して，1[0,T )f ∈ H0とな

るので， ∫ T

0
fsdWs =

∫ ∞

0
1[0,T )(s)fsdWs

とする。ただし，1Aは

1A(x) =

{
1 if x ∈ A

0 if x /∈ A

である。

Lemma 1.30. f ∈ H0ならば，E[(If)2] = E[
∫∞
0 f2

t dt]，E[If ] = 0である。

ここで，H0を L2(F × B([0,∞)), P × Leb;R)の部分空間として考える。このとき，H0上で I

はH0から L2(F , P;R)への等距離作用素と定義することができる。すると，Lemma1.27より，I

は H̄0から L2(F , P;R)への等距離作用素に一意に拡張できる。この拡張に対しても，同じ I を使
い，f ∈ H̄0に対して，If =

∫∞
0 fsdWsにより，確率積分を定義する。

次に

L2 :=
{
{ft}t∈R+

∣∣∣ft(ω)は R-値 {Ft}-適合な確率過程で,F × B([0,∞))-可測,E
[∫ ∞

0
f2

t dt

]
< ∞

}

とする。このとき，明らかにH0 ⊂ L2となり，さらに次のことが分かる。

Proposition 1.31. f ∈ L2(P;R)とする。このとき，ある g ∈ L2が存在して f = g，すなわち f

と gは区別できない。またこの意味で L2(P;R) = L2となる。

一般に H̄0上の過程は可予測ではない。しかし，左極限を取り，不連続な点をその点で再定義す
ることで左連続で可予測な過程とすることができる。さらにこれはほとんどすべての tについて，
初めのものと一致する。よって，H0 ⊂ L2(P;R)となる。
さらに，H̄0は L2(F × B([0,∞)), P × Leb;R)内の閉包であり，定義から明らかに L2(P;R) ⊂

L2(F ×B([0,∞)), P×Leb;R) となるので，H̄0はL2(P;R)内での閉包でもある。さらにL2 ⊂ H̄0

となることが分かる。
以上から，H̄0 = L2(P;R)となることが分かる。
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Definition 1.32 (確率積分 L2(P;R)). f ∈ L2(P;R)と s ≥ 0に対して，
∫ t

0
fsdWs := I(1[0,t)f) =

∫ ∞

0
1[0,t)(s)fsdWs

と定義する。

Theorem 1.33. f ∈ L2(P;R)とする。このとき，過程
∫ t
0 fsdWsは連続過程としての変形を持つ。

Theorem 1.34 (確率積分の性質). f, g ∈ L2(P;R), a, b ∈ Rとする。このとき，確率積分は次の
性質を持つ。

1. (線形性)任意の t > 0に対して，P-a.s.に
∫ t

0
(afs + bgs)dWs = a

∫ t

0
fsdWs + b

∫ t

0
gsdWs

が成立する。

2. E[
∫∞
0 fsdWs] = 0となる。

3.
∫ t
0 fsdWsは {Ft}t≥0に関してマルチンゲールとなる。

4. (Itôの等距離性)

E

[(∫ t

0
fsdWs

)2
]

= E
[∫ t

0
f2

s ds

]
∀t > 0

が成立する。

5. (Doobの不等式)

E

[
sup

0≥t<∞

(∫ t

0
fsdWs

)2
]
≤ 4E

[∫ ∞

0
f2

s ds

]

が成立する。

次に，Wiener過程を Rd-値だとする。すなわち，Wt = (W (1)
t ,W

(2)
t , · · · ,W

(d)
t )とする。

Definition 1.35 (多次元のWiener過程に対する確率積分). f = (f (1), · · · , f (d)) ∈ L2(P;Rd)
とする。このとき，f に対する確率積分は

∫ t

0
〈fs, dWs〉 :=

d∑

j=1

∫ t

0
f (j)

s dW (j)
s

つまり，〈fs, dWs〉を fsとWsの内積とみる。以下，特に問題ない場合は 〈·, ·〉を略して，∫ t
0 fsdWs

と表すことにする。

Proposition 1.36. 多次元のWiener過程に対する確率積分はTheorem1.34の性質をすべて満た
す。ただし，4は次の意味である。

f = (f (1), · · · , f (d)) ∈ L2(P;Rd)に対して，

E
[∫ t

0
f

(j)
t dW

(j)
t

∫ t

0
f

(k)
t dW

(k)
t

]
= δjk ∀t > 0

が成立し，さらに

E
[(∫ t

0
fsdWs

)]
=

d∑

j=1

E
[∫ t

0
(f (j)

s )2ds

]
∀t > 0

となる。
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1.2.2 基本的な道具

以下，この先の章で使う主な道具について述べる。特に断らない限り，(Ω,F , P, {Ft}t≥0)をフィ
ルター付き完備確率空間とし，{Ft}t≥0は usual condition を満たしているとする。

Definition 1.37 (Itô過程). R-値連続で {Ft}-適合な過程 ξが Itô過程であるとは，

ξt = ξ0 +
∫ t

0
bsds +

d∑

j=1

∫ t

0
a(j)

s dW (j)
s (t ≥ 0) (1.3)

のときにいう。ただし，a ∈ L2(P;Rd)であり，bは R-値可予測過程で,

P
(∫ t

0
|bs|ds < ∞, ∀t ≥ 0

)
= 1

を満たす。また，ξ0は F0-可測とする。

Theorem 1.38 (Itôの公式). R-値連続で {Ft}-適合な過程 ξが (1.3)で与えられているとする。
このとき，f ∈ C2(R)に対して，次の式が成立する。

f(ξt) = f(ξ0) +
d∑

j=0

∫ t

0
f ′(ξs)a(j)

s dW (j)
s +

∫ t

0
f ′(ξs)bsds +

1
2

d∑

j=1

∫ t

0
f ′′(ξs)(aj

s)
2ds

Definition 1.39 (確率微分). R-値連続で {Ft}-適合な過程 ξが (1.3)で与えられているとする。

1. (1.3)を

dξt =
d∑

j=1

aj
tdW j

t + btdt

と表記する。

2. 確率過程 {ct}t≥0が {cta
j
t}t≥0 ∈ L2(P;Rd)，1 ≤ j ≤ d，{ctbt}t∈R+ は R-値可予測過程で,

P
(∫ t

0
|csbs|ds < ∞, ∀t ≥ 0

)
= 1

を満たすとき，ctdξtを

ctdξt =
d∑

j=1

cta
(j)
t dW

(j)
t + ctbtdt

と定義する。

3. 確率微分の積 dξ · dφを，形式的な積をとり，

dW
(j)
t · dW

(k)
t = δjkdt, dW

(j)
t · dt = dt · dW

(j)
t = dt · dt = 0

という規則に基づき整理して得られるものとする。ただし，δjk = 1(j = k), = 0(j 6= k)で
ある。

Theorem 1.40 (Stochastic Fubiniの定理). {Wt}は R-値Wiener過程とする。T > 0を任意
に固定する。{Φ(t, a, ω); (t, a) ∈ [0, T ]× [0, T ]}は R-値確率変数として，次を満たすとする。
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1. ((t, ω), a) ∈ {([0, T ]× Ω)× [0, T ]} → Φ(t, a, ω)は P × B([0, T ])-可測である。

2. ∀a > 0に対して，Φ(·, a, ·) ∈ L2(P;R)とする。

3.
∫ t
0 E

[∫ T
0 Φ(s, a, ω)2da

] 1
2
ds < ∞ (∀t ∈ [0, T ])が成立する。

このとき，P-a.s.に
∫ t

0

(∫ T

0
Φ(s, a, ω)da

)
dWs =

∫ T

0

(∫ t

0
Φ(s, a, ω)dWs

)
da (∀t ∈ [0, T ])

が成立する。

Theorem 1.41 (Burkholderの不等式). 任意の p, T > 0に対して，定数 cp, Cp > 0が存在し
て，任意のM ∈M2

T (R)，E[〈〈M〉〉pT ] < ∞について，

cpE[〈〈M〉〉pT ] ≤ E

[
sup

0≤t≤T
|Mt|2p

]
≤ CpE[〈〈M〉〉pT ]

が成立する。

Theorem 1.42 (Girsanovの定理). {Wt}はRd-値Wiener過程とする。任意に T ≥ 0を取って
おく。また，λ ∈ L2(P,Rd)で

E


exp




d∑

j=1

∫ T

0
λ(j)

s dW (j)
s − 1

2

∫ T

0
||λs||2ds





 = 1

とする。このとき，

W̃
(j)
t = W

(j)
t −

∫ t

0
λ(j)

s ds (∀t ∈ [0, T ], j = 1, · · · , d)

は (Ω,F ,Q)上で {Ft}t≥0に関して Rd-値Wiener過程となる。ただし，Qは次を満たす。

dQ
dP

= exp




d∑

j=1

∫ T

0
λ(j)

s dW (j)
s − 1

2

∫ T

0
||λs||2ds




次の定理では{Wt}t∈[0,T ]はRd-値Wiener過程とする。フィルトレーションをFt = N∪σ(Ws; s ≤
t)とする。ただし，N = {N ∈ F ; P(N) = 0}とする。

Theorem 1.43 (マルチンゲール表現定理). 任意に T > 0を固定する。M ∈ M2
T (R)に対して，

ある f = {f (j)
t }t∈[0,T ] ∈ L(P;Rd)が存在して，P-a.s.に

Mt = M0 +
d∑

j=1

∫ t

0
f (j)

s dW (j)
s (t ≥ 0)

と表せる。
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1.2.3 確率微分方程式

以下，(Ω,F , P, {Ft}t≥0)をフィルター付き完備確率空間とし，{Ft}t≥0は usual condition を満
たしているとする。また {Wt}t≥0を Rd-値Wiener過程とする。

Definition 1.44 (確率微分方程式). a(t, ω, ξ)と b(t, ω, ξ)は (0,∞)×Ω×R上で定義されたBorel
関数とし，aはRd-値，bはR-値とする。このとき，R-値確率過程 {ξt}t≥0が確率微分方程式 (SDE)

dξt = b(t, ω, ξ)dt + a(t, ω, ξ)dWt (1.4)

の解であるとは，次を満たされることをいう。

1. ξtは Ft-可測である。

2. P(t 7→ ξtは連続) = 1である。

3. ξ0は F0-可測な R-値確率変数である。

4. ξt = ξ0 +
∫ t
0 b(s, ω, ξs)ds +

∑d
j=1

∫ t
0 a(j)(s, ω, ξs)dW

(j)
s となる。

また，aを拡散係数，bをドリフト係数と呼ぶことにする。

Theorem 1.45 (解の存在性と一意性). SDE(1.4)において，∀T > 0に対して，KT > 0が存在
し ∀t ∈ [0, T ], ∀ω ∈ Ω, ∀x, y ∈ Rに対して，係数 a, bは Lipschitz条件を満たす。すなわち，

||a(t, ω, x)− a(t, ω, y)||Rd + |b(t, ω, x)− b(t, ω, y)| ≤ KT |x− y|

となる。さらに，係数は緩増大条件，

||a(t, ω, x)||Rd + |b(t, ω, x)| ≤ KT (1 + |x|)

が成立すると仮定する。このとき，(1.4)は一意的な解 {ξt}t≥0を持つ。

Remark 1.46. ここでの一意性とは “区別できない”(Definition1.10)の意味である。

ここで，SDEの例を 1つあげることにする。

Example 1.47 (Ornstein Uhlenbeck 過程).

drt = α(β − rt)dt + σdWt (0 ≤ t ≤ T )

を解いてみる。この確率微分方程式は後の章に Vasicekモデルという名前で出てくる。まず，

Rt = α(β −Rt)dt, R0 = r0

とする。この常微分方程式を解くと，

Rt = α− (α− r0)e−βt

となる。
Yt = rt −Rt
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とおくと，Y0 = 0となり，

dYt = drt − dRt = α(β − rt)dt + σdWt − α(β −Rt)dt

= −αYtdt + σdWt

よって，eαtYtに Itôの公式を使うと，

d(eαtYt) = αeαtYtdt + eαtdYt + (αeαtdt)dYt

= αeαtYtdt + eαt(−αYtdt + σdWt) + 0

= σeβtdWt

となる。これを積分形で書いて，rtの式にすると，

eσtYt =
∫ t

0
σeβsdWs

⇔ Yt = σ

∫ t

0
e−β(t−s)dWs

⇔ rt = α− (α− r0)e−βt + σ

∫ t

0
e−β(t−s)dWs

となる。

次にマルコフ性を定義する。

Definition 1.48. 確率過程 {ξt}t≥0がマルコフ性を持つとは，任意の有界 Borel関数 f(x)と 0 ≤
t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ tに対して，

E[f(ξ)|σ(ξt1 , ξt2 , · · · , ξtn)] = E[f(ξt)|σ(ξtn)]

となることをいう。

(1.4)の係数に制限を加えることで，SDEの解はマルコフ性を持つ。

Theorem 1.49. Definition1.2.3に出てきた係数 a, bがともに，tと ξtにしか依存しないとする。
すなわち，R-値確率過程 {ξt}t≥0が次の SDEを満たすと仮定する。

dξt = b(t, ξt)dt + a(t, ξt)dWt (1.5)

このとき，{ξt}t≥0はマルコフ性を持つ。
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2 無限次元確率解析

2.1 無限次元確率微分方程式

2.1.1 Bochner積分

まず，可分 Banach空間値の関数に対する可測性と可積分性を定義しておく。

Definition 2.1. (Ω,F , µ)を σ-有限な測度空間3とし，E を可分 Banach空間とする。このとき，
関数 f : Ω → Eについて次のように定義する。

1. µ(N) = 0となるN ∈ F が存在して，任意の e∗ ∈ E∗に対して，e∗(f(·))がΩ \N 上で可測
であるとき，f は可測であるという。

2. f が可測で
∫
Ω ||f(ω)||Edµ < ∞のとき，f は Bochner可積分または単に可積分という。

Remark 2.2. Definition2.1.1の『可測』は一般の Banach空間のとき，『弱可測』であるといい，
2の可積分性は f がDefinition2.1.1の可測とは別の『強可測』であるときに定義される。しかし，
Eが可分であるときは強可測と弱可測が同値であることが知られている。詳しくは [16]にある。
また，µが確率測度 Pであるとき，その Pでの積分を Eで表す。また，確率測度を明示する必
要があるときは EPと表す。さらに各 p > 1に対し，Lp(F ,P;E)で (Ω,F)上の P-a.s.に一致する
ものを同一視する同値関係で同値類別した空間を表す。同値類と代表元は区別せずに同じ関数の
記号 ξで表すものとする。

以下，この節を通じて，(Ω,F , P, {Ft}t≥0)をフィルター付き完備確率空間とし，{Ft}t≥0は usual
conditilon を満たす。すなわち，{Ft}t≥0は右連続で，F0はF の P-零集合をすべて含むと仮定す
る。また，F = F∞ := ∨t≥0Ftとする。Gを可分 Hilbert空間とする。また，この双対空間をG∗

とし，Rieszの表現定理より，GとG∗を同一視する。また，Pを可予測 σ-field(Definition1.28)と
し，L2(P; G) =

{
{ft} :可予測

∣∣E
[∫ t

0 ||fs||2Gds
]

< ∞
}
とする。

2.1.2 Wiener過程

T ∈ R+を固定しておく。まず，Definition1.26の前に出てきたM2
T (R)を拡張する。

Definition 2.3. M2
T (G)は [0, T ]上のG-値マルチンゲールM で

||M ||2M2
T (G) := E[||MT ||2G] < ∞ (2.1)

となるもの全体である。ただし，G-値マルチンゲールとは，G-値確率過程Mtで可積分かつFt-適
合であり，さらに，任意の s ≤ tに対して，

E[Mt|Fs] = Ms a.s.

をみたすものである。なお，この式は
∫

A
MtdP =

∫

A
MsdP ∀A ∈ Fs, s ≤ t, s, t ∈ [0, T ]

と同値である。

3F の元からなる列 {Ωn}n∈N で各 nに対して µ(Ωn) < ∞かつ ∪∞n=1Ωn = Ωとなるものが存在する。
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ここで，||Mt||Gは R-値劣マルチンゲールになり，さらに usual conditon を仮定しているので，
Mtは右連続かつ，∀t ≥ 0で左極限をもつような変形を持つ。よってM∗

T := supt∈[0,T ] ||Mt||Gと
すると，これは確率変数となり，Doobの不等式から

E[|M∗
T |2] ≤ 4||M ||pM2

T (G)
(M ∈M2

T (G)) (2.2)

となる。さらに，このとき次のことが分かる。

Proposition 2.4. M2
T (G)は (2.1)をノルムとして持つ Banach空間となる。ただし，M, N ∈

M2
T (G)に対して，それぞれの右連続な変形が P(Mt = Nt, ∀t ∈ [0, T ]) = 1のとき，M とN を同

一視する。

Proof. {Mn = {Mn
t }t∈[0,T ]}n∈Nが，M2

T (G)の Cauchy列だと仮定する。すると，(2.2)より，

E[ sup
t∈[0,T ]

||Mm
t −Mn

t ||2G] ≤ 4E[||Mm
T −Mn

T ||2G] → 0 (m,n →∞)

である。さらに，部分列 {Mnk}kが存在して，

P

(
sup

t∈[0,T ]
||Mnk+1

t −Mnk
t ||G ≥ 2−k

)
≤ 2−k

となる。よって，Borel-Cantelliの第 1補題より，

Mt := ∃ lim
k→∞

Mnk
t (t ∈ [0, T ]一様に) a.s.

であり，またM は連続となる。さらに ∀t ∈ [0, T ]に対して，有界収束定理より，

lim
k→∞

E[||Mnk
t −Mt||2G] = 0

となり，ゆえに E[||MT ||2G] < ∞。また，

E[Mnk
t |Fs] = Mnk

s a.s. (2.3)

(2.3)の両辺を k →∞とすると，
E[Mt|Fs] = Ms a.s.

よって，M ∈M2
T (G)であり，limn→∞Mn

t = Mt inM2
T (G) となることがすぐに分かる。

次に，Qを自己共役な非負核型線形作用素とし，Qの全体を L(1)(G) とする。すなわち，Q ∈
L(G)は，{λk ≥ 0}k∈N と Gの CONS{ψk}k∈N が存在して，Qは Qψk = λkψk と対角化でき，
trQ :=

∑∞
k=1 λk < ∞を満たしている。このとき，次のことを定義する。

Definition 2.5 (2次変分). M ∈ M2
T (G)の 2次変分 Vt とは，次の 2条件を満たす確率過程を

呼ぶ。

1. VtはL(1)(G)-値 {Ft}-適合過程で作用素として増大する。つまり，0 ≤ s ≤ tならば 0 ≤ V0 ≤
Vs ≤ Vtが成立する。ただし，V ≤ V ′は V ′ − V が非負作用素であることを意味する。

2. ∀ϕ, ψ ∈ Gに対して，〈〈〈M,ϕ〉G, 〈M,ψ〉G〉〉t = 〈Vtϕ, ψ〉Gである。ただし，左辺はR-値マル
チンゲールの 2次変分である。
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Remark 2.6. Vtは次のように表される。1章より，R-値マルチンゲールの 2次変分から，ϕ,ψ ∈ G

に対して，
〈〈〈M, ϕ〉G, 〈M, ψ〉G〉〉t =: Vt(ϕ,ψ)

とし，Gの完全正規直交系 (CONS)を {ψj}j∈Nとすると，

Vt =
∞∑

i,j=1

Vt(ψi, ψj)ψi ⊗ ψj

と表せる。

次にG-値Wiener過程を定義する。このとき，

Definition 2.7 (G-値Wiener過程). G-値連続過程W = {Wt}t≥0が共分散作用素Q ∈ L(1)(G)
を持つ {Ft}-標準Wiener過程であるとは，∀ψ ∈ G, Qψ 6= 0に対して， 〈Wt,ψ〉G√

〈Qψ,ψ〉G
がR-値 {Ft}-標

準Wiener過程のときにいう。

次に，上のG-値 {Ft}-Wiener過程を R-値Wiener過程から構成できることを示す。

Proposition 2.8. {wk
t }∞k=1を独立な 1次元 {Ft}-Wiener過程の族とする。このとき，

Wt = lim
n→∞

n∑

k=1

√
λkw

k
t ψk (2.4)

とすれば，右辺は ∀t ≥ 0に対して L2(F , P;G)内で収束し，かつ C([0, T ];G) (∀T > 0)に値をと
る確率変数として，確率 1で収束する。また，このように構成されたW = {Wt}t∈[0,T ]は共分散
作用素Qを持つG-値 {Ft}-Wiener過程となる。

Proof. まず，右辺が ∀t ≥ 0に対して L2(F , P;G)内で収束することを示す。{
Wn

t =
∑n

k=1

√
λkw

k
t ψk

}
n∈Nとする。このとき，n ≥ mに対して，

E[||Wn
t −Wm

t ||2G] = E

[
n∑

k=m+1

λk(wk
t )2

]
= t

n∑

k=m+1

λk → 0 (as n, m →∞)

となる。よって，{Wn
t }n∈Nは L2(F , P;G)の Cauchy列となり，

Wn
t → Wt inL2(F , P;G)

である。次に，∀T > 0に対して，C = C([0, T ]; G)に値をとる確率変数として，P-a.s.に収束す
ることを示す。
まず，C-値確率変数 {ξj}j∈Nを ξj

t =
√

λjw
j
t ψj (t ∈ [0, T ])とする。Doobの不等式と上の計算

から，n ≥ m, r > 0に対して，

P

(
sup

t∈[0,T ]
||ξn

T + · · ·+ ξm
T ||2G > r

)
≤ 4

r2
E[||ξn

T + · · ·+ ξm
T ||2G] ≤ 4T

r2

n∑

j=m

λj

よって，C-値確率変数列Wn
t =

∑n
j=1 ξj

t (n = 1, 2, · · · )はW に n → ∞で確率収束する。後は
Borel-Cantelliの第 1補題より，

Wn
t → Wt in C([0, T ]; G) a.s.
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最後にW が共分散作用素Qを持つ {Ft}-Wiener過程となることを示す。
特性汎関数 E[ei〈Wt,ψ〉] (∀ψ ∈ G)を計算すると，

E[ei〈Wt,ψ〉] = E[ei
P∞

j=1

√
λjwj

t 〈ψj ,ψ〉G ] = E



∞∏

j=1

ei
√

λjwj
t 〈ψj ,ψ〉G




=
∞∏

j=1

E
[
ei
√

λjwj
t 〈ψj ,ψ〉G

]
=

∞∏

j=1

e−
t
2
λj〈ψj ,ψ〉2G

= e−
t
2

P∞
j=1 λj〈ψj ,ψ〉2G = e−

t
2
〈Qψ,ψ〉

となる。これより，Wtが共分散作用素Qを持つ {Ft}-Wiener過程であることが分かる。

次に，共分散作用素として恒等作用素 I の場合を考えたい。しかし，一般に I は核型作用素で
はないため，上の意味でのWiener過程は定義できない。そこで次の Propositionにより，共分散
作用素 I を持つ過程はGの元とのペアを取ることで，R-値Wiener過程を作ることができ，また
この過程はGをさらに広い Hilbert空間G1に拡張することにより，G1-値Wiener過程として実
現させることができる。

Proposition 2.9. {ψj}j∈NをGのCONSとし，{wj
t}j∈Nを独立R-値 {Ft}-Wiener過程とする。

また，JをGからG1へのHilbert-Schmidt型の埋め込みとする。また，Wt :=
∑∞

j=1 wj
t ψj (t ≥ 0)

とする。このとき，

1. {〈ψ, Wt〉G|∀ψ ∈ G, t ≥ 0}は L2(F , P;R)内で収束し，また P-a.s. に収束する。また，∀ψ ∈
G, ψ 6= 0に対して， 〈ψ,Wt〉

||ψ||2G
は R-値 {Ft}-Wiener過程となる。

2. WtはG1-値の変形W ∗
t =

∑∞
j=1 wj

t Jψj を持ち，これはQ1 = JJ∗を共分散作用素として持
つG1-値Wiener過程となる。

3. ImQ
1
2
1 = Gであり，||ψ||G = ||Q− 1

2
1 ψ||G1 となる。

Remark 2.10. Proposition2.9.1が成り立てば，wj
t = 〈ψj ,Wt〉G (j ∈ N)と書けることがわかる。

また，L(2)(G; F )はGから F への Hilbert-Schmidt型作用素全体4とし，これは内積 〈Φ,Ψ〉 :=∑∞
k=1〈Φψk, Ψψk〉F を持つ可分Hilbert空間。ただし，{ψk}k∈NはGの CONS。さらに，

||Φ||2L(2)(G;F ) =
∞∑

k=1

||Φψk||2F < ∞

を満たす。しかも {ϕj}j∈Nを F の CONSとすると，

||Φ||2L(2)(G;F ) =
∞∑

j=1

||Φ∗ϕj ||2G =
∞∑

j=1

〈Φ∗ϕj , Φ∗ϕj〉G =
∞∑

j=1

〈ΦΦ∗ϕj , ϕj〉F = tr(ΦΦ∗)

である。さらにGとG∗を同一視していることに注意し，A ∈ L(2)(G; F )のとき，A∗ ∈ L(2)(F ; G)
としておく。このことに注意して，Proposition2.9を証明する。

4A ∈ L(2)(G; F )ならば，Gの CONS{ψj}j∈N に対して，
P

j∈N ||Aψj ||2F < ∞となる。
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Proof of Proposition2.9. 1.

∞∑

j=1

|〈ψ, ψj〉G|2 ≤ ||ψ||2G
∞∑

j=1

||ψj ||2G ≤ C||J∗|2L(2)(G1;G)||ψ||2G
∞∑

j=1

||Jgj ||2G1
< ∞

より，Proposition2.8と同様にして，L2(F , P;R)内で収束し，P-a.s.で収束する。

また，特性汎関数を計算すると，

E[eit〈Wt,ψ〉G ] = E
[
eit
P∞

j=1〈ψ,ψj〉Gwj
t

]
= E



∞∏

j=1

eit〈ψ,ψj〉Gwj
t




=
∞∏

j=1

E
[
eit〈ψ,ψj〉Gwj

t

]
=

∞∏

j=1

e−
t
2
〈ψ,ψj〉2G

= e−
t
2

P∞
j=1〈ψ,ψj〉2G = e−

t
2
||ψ||2G

となる。よって，{ 〈ψ,Wt〉G
||ψ||2G

; ∀ψ ∈ G, t ≥ 0}は R-値 {Ft}-Wiener過程である。

2.

E




∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=m

Jψjw
j
t

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

2

G1


 =

n∑

j=m

||Jψj ||2G1
(n ≥ m ≥ 1)

であり，J ;G → G1は Hilbert-Schmidt型の埋め込みより，
∑∞

j=1 ||Jψj ||G1 < ∞。よって，
Proposition2.8と同様にして，W ∗

t がWtのG1-値の変形であることが分かる。さらにψ1, ψ2 ∈
G1に対して，

E[〈ψ1,W ∗
t 〉G1〈ψ2,W ∗

t 〉G1 ] = E


〈ψ1,

∞∑

j=1

Jψjw
j
t 〉G1〈ψ2,

∞∑

j=1

Jψjw
j
t 〉G1




= E



∞∑

j=1

(wj
t )

2〈ψ1, Jψj〉G1〈ψ2, Jψj〉G1


 = t

∞∑

j=1

〈ψ1, Jψj〉G1〈ψ2, Jψj〉G1

= t〈JJ∗ψ1, ψ2〉G1

となる。ここで J ∈ L(2)(G; G1)であるので，JJ∗ ∈ L(1)(G1)となる。よって，Q1 = JJ∗

を共分散として持つ {Ft}-Wiener過程である。

3. Q1 = JJ∗ ∈ L(1)(G1)より，実数列 {λj}j∈NとG1のCONS{ϕj}j∈Nに対して，Q1ϕj = λjϕj

となり，これよりQ
1
2
1 ϕj =

√
λjϕj となる。G1 3 ϕ =

∑∞
j=1 cjϕj とすると，

||J∗ϕ||2G = 〈J∗ϕ, J∗ϕ〉G = 〈JJ∗ϕ,ϕ〉G
= 〈Q1ϕ,ϕ〉G1 =

∞∑

j=1

c2
j 〈λjϕj , ϕj〉G1

=
∞∑

j=1

c2
j 〈

√
λjϕj ,

√
λjϕj〉G1 =

〈 ∞∑

j=1

cj

√
λjϕj ,

∞∑

j=1

cj

√
λjϕj

〉

G1

= 〈Q
1
2
1 ϕ,Q

1
2
1 ϕ〉G1 = ||Q

1
2
1 ϕj ||2G1
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となり，これから，ImQ
1
2
1 = ImJ∗ = Gとなる。また，F = Q

− 1
2

1 J はG → G1への有界作

用素であり，F ∗ = J∗Q
− 1

2
1 は ϕ ∈ G1に対して，

||J∗Q− 1
2

1 ϕ||2G = 〈J∗Q− 1
2

1 ϕ, J∗Q
− 1

2
1 ϕ〉G = 〈ϕ,ϕ〉G1 = ||ϕ||2G1

よって，F ∗は等距離作用素より，F も等距離作用素である。ゆえに，J が埋め込みである
ことに注意すると，ψ ∈ G1に対して，

||Q− 1
2

1 ψ||G1 = ||Q− 1
2

1 Jψ||G1 = ||ψ||G
となり，以上ですべて示せた。

Definition 2.11 (柱状Wiener過程). Proposition2.9で出てきたWtをG上の {Ft}-柱状Wiener
過程という。

Remark 2.12. G上の {Ft}-柱状Wiener過程Wtは

E[||Wt||2G] =
∞∑

j=1

E[||wj
t ψj ||2G] =

∞∑

j=1

t = ∞

となるため，この級数は確率 1で発散する。

以下特に断らない限り，{Ft}を略してそれぞれG-値Wiener過程，G上の柱状Wiener過程と
する。

2.1.3 確率積分

G上の柱状Wiener過程W = {Wt}t≥0に対する確率積分を定義する。

Definition 2.13 (G-値確率過程に対する確率積分). f ∈ L2(P; G)に対して，確率積分を
∫ t

0
〈fs, dWs〉G :=

∞∑

k=1

∫ t

0
〈fs, ψk〉Gdwk

s (2.5)

で定義する。ただし，{ψk}はGの任意の CONSであり，{wk
t }k∈Nは独立な R-値Wiener過程の

列で, 右辺は通常の 1次元確率積分である。以下，
∫ t
0 〈fs, dWs〉Gは 〈·, ·〉Gを略して，

∫ t
0 fsdWs と

書く。

Proposition 2.14. (2.5)の右辺はM2
T (R)内で収束する。また，これは CONSの取り方に依ら

ない。

Proof.

M
(n)
t :=

n∑

k=1

∫ t

0
〈fs, ψk〉Gdwk

s ∈M2
T (R)

とおく。このとき，n ≥ mに対して，

E[|M (n)
T −M

(m)
T |2] = E

[(
n∑

k=m+1

∫ T

0
〈fs, ψk〉Gdwk

s

)(
n∑

k=m+1

∫ T

0
〈fs, ψk〉Gdwk

s

)]

= E

[∫ T

0

n∑

k=m+1

〈fs, ψk〉2Gds

]
(2.6)
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である。ここで，f ∈ L2(P; G)より，
∑m

k=1〈fs, ψk〉2G < ||fs||2G < ∞で，E
[∫ T

0 ||fs||2Gds
]

< ∞と
なるので，Lebesgueの優収束定理より，(2.6)は 0に収束する。M2

T (R) は Proposition2.4より完
備なので，Mt :=

∑∞
k=1

∫ t
0 〈fs, ψk〉Gdwk

s は存在する。あとは，CONSの取り方に依らないことを
示す。{ψ̃j}∞j=1を {ψk}とは別の CONSとし，w̃i

t = 〈ψ̃i,Wt〉G (i ∈ N)とする。このとき，

ψk =
∞∑

j=1

cj
kψ̃j , wi

t =
∞∑

i=1

ci
kw̃

i
t

とする。ただし，{cj
k}j,k∈Nは，

∑∞
j=1 ci

kc
j
k = δij (i, j ∈ N)を満たす。すると，

∞∑

k=1

∫ t

0
〈fs, ψk〉Gdwk

s =
∞∑

k=1

∞∑

i,j=1

∫ t

0
ci
kc

j
k〈fs, ψ̃j〉Gdw̃i

s

=
∞∑

i,j=1

∞∑

k=1

ci
kc

j
k

∫ t

0
〈fs, ψ̃j〉Gdw̃i

s

=
∞∑

j=1

∫ t

0
〈fs, ψ̃j〉Gdw̃i

s

となり，確率積分は CONSの取り方に依らずに定まる。

この積分は次のような性質を持っている。

Proposition 2.15 (2次変分と Itôの等距離性). f ∈ L2(P;G)に対して，Mt(f)の 2次変分は

〈〈M(f),M(g)〉〉t =
∫ t

0
〈fs, gs〉Gds (f, g ∈ L2(P;G))

で与えられる。特にこのことから Itôの等距離性

E

[(∫ t

0
fsdWs

)2
]

= E
[∫ t

0
||fs||2Gds

]
(2.7)

が得られる。

Proof. M
(n)
t =

∑n
k=1

∫ t
0 〈fs, ψk〉Gdwk

s ∈M2
T (R) とする。このとき，

E[|M (n)
T |2] = E

[
n∑

k=1

∫ T

0
〈fs, ψk〉2Gds

]
= E

[∫ T

0

n∑

k=1

〈fs, ψk〉2Gds

]

となる。よって，〈〈M (n)〉〉t =
∫ t
0

∑n
k=1〈fs, ψk〉2Gdsとなり，これから 0 ≤ ∀s ≤ tと ∀A ∈ Fsに対

して，

E

[(
(M (n)

t )2 − (M (n)
s )2 −

∫ t

s

n∑

k=1

〈fr, ψk〉2Gdr

)
1A

]
= 0

となる。よって，Lebesgueの優収束定理から，n →∞で，

E
[
(
(

Mt(f))2 − (Mt(g))2 −
∫ t

s
||fr||Gdr

)
1A

]
= 0

ゆえに，〈〈M(f)〉〉t =
∫ t
0 ||fr||2Gdrとなり，同様にして，
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〈〈M(g)〉〉t =
∫ t

0
||gr||2Gdr, 〈〈M(f) + M(g)〉〉t =

∫ t

0
||fr + gr||2Gdr

となる。以上から，2次変分は，

〈〈M(f),M(g)〉〉t =
1
2

(∫ t

0
|fr + gr||2G − ||fr||2G − ||gr||2G

)
=

∫ t

0
〈fs, gs〉Gds

となり，特に f = gとすると，Itôの等距離性

E
[|Mt(f)|2] = E

[∫ t

0
||fs||2Gds

]

が出てくる。

次に，可分Hilbert空間 F を取ってきて，Φ ∈ L(2)(G; F )に対する確率積分を考える。

Definition 2.16 (HS作用素に対する確率積分). Φ = (Φt(ω))t∈[0,T ] ∈ L2(P;L(2)(G;F ))に対す
る確率積分Mt(Φ) =

∫ t
0 ΦsdWsは ∀ϕ ∈ F に対して，

〈Mt(Φ), ϕ〉F :=
∫ t

0
Φ∗sϕdWs (∀t ≥ 0) a.s. (2.8)

を満たすようなMtと定義する。ここで (Φ∗sϕ) ∈ L2(P; G)であり，右辺は Definition2.13の意味
での確率積分である。また，Φs : G → F を作用することで，WsはG-値ではなく，F -値確率過程
となる。

Proposition 2.17. 確率積分Mt(Φ)は次の性質を持っている。

1. (存在と一意性) Mt(Φ) ∈M2
T (F )は一意に存在する。

2. (2次変分) Mt(Φ)の 2次変分 Vtは

Vt =
∫ t

0
ΦsΦ∗sds ∈ L(1)(F )

特に ∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0
ΦsdWs

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

F

−
∫ t

0
||Φs||2L(2)(G;F )ds

はマルチンゲールとなる。

Proof. 1. まず，一意性を示す。MtとM ′
tが共に (2.8)を満たせば，〈Mt, ϕ〉F = 〈M ′

t , ϕ〉F (∀ϕ ∈
F )より，Mt = M ′

t となる。よって，MT (Φ)は一意に定まる。

次に存在性を示す。{ϕj}j∈Nを F の CONSとして，

M
(n)
t :=

n∑

j=1

(∫ t

0
Φ∗sϕjdWs

)
ϕj ∈M2

T (F )
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とおく。このとき，n ≥ mに対して，

E
[∣∣∣

∣∣∣M (n)
T −M

(m)
T

∣∣∣
∣∣∣
2

F

]
= E




∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=m+1

(∫ T

0
Φ∗sϕjdWs

)
ϕj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

2

F




= E




n∑

j=m+1

∣∣∣∣
∫ T

0
Φ∗sϕjdWs

∣∣∣∣
2

 = E




n∑

j=m+1

∫ T

0
||Φ∗sϕj ||2G ds




= E




∫ T

0

n∑

j=m+1

||Φ∗sϕj ||2G ds




となる。ここで，Remark2.10より，
∑n

j=m+1 ||Φ∗sϕ||2G ≤ ||Φ||2L(2)(G;F )であり，Φ ∈ L2(P;L(2)(G; F ))

なので，Lebesgueの優収束定理より，上の式はn,m →∞で 0に収束する。よって，M2
T (F )

は完備なので，Mt := limn→∞M
(n)
t が存在する。さらに ∀ϕ ∈ F は，F のCONS{ϕj}j∈Nか

ら，ϕ =
∑∞

j=1〈ϕj , ϕ〉F ϕj とできるので，この極限は性質 (2.8)を満たす。

2. 任意の ϕ1, ϕ2 ∈ F に対して，

〈〈Mt, ϕ
1〉F , 〈Mt, ϕ

2〉F 〉M2
T (R) =

〈∫ t

0
Φ∗sϕ

1dWs,

∫ t

0
Φ∗sϕ

2dWs

〉

M2
T (R)

=
∫ t

0
〈Φ∗sϕ1,Φ∗sϕ

2〉Gds = 〈Vtϕ
1, ϕ2〉F

よって，Mtの 2次変分は Vt =
∫ t
0 ΦsΦ∗sdsである。特に F の CONS{ϕj}j∈Nに対して，

〈
∫ t

0
ΦsdWs, ϕj〉2F − 〈Vtϕj , ϕj〉F

はマルチンゲールとなるので，|| ∫ t
0 ΦsdWs||2F −

∑∞
j=1〈Vtϕj , ϕj〉F はマルチンゲールとなる。

しかし，Remark2.10より，
∞∑

j=1

〈Vtϕj , ϕj〉F =
∞∑

j=1

∫ t

0
〈ΦsΦ∗sϕj , ϕj〉F ds =

∞∑

j=1

∫ t

0
||Φ∗sϕj ||2Gds =

∫ t

0
||Φs||2L(2)(G;F )ds

となるので，示したい式を得る。

2.1.4 基本的な道具

この節では，1章に出てきた基本的な定理等を無限次元に拡張する。

Definition 2.18 (Itô過程). F -値連続で {Ft}-適合な過程X が Itô過程であるとは，

Xt = X0 +
∫ t

0
bsds +

∫ t

0
ΦsdWs (2.9)

のときにいう。ただし，Φ ∈ L2(P;L(2)(G; F ))であり，bは F -値可予測過程で,

P
(∫ t

0
||bs||Gds < ∞, ∀t ≥ 0

)
= 1

を満たす。また，X0は F0-可測とする。
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まず，Itôの公式を示したい。そのために 1つ Lemmaを与えておく。

Lemma 2.19. Φ ∈ L(2)(G; F )とし，τ を Ft-stopping timeで P(τ ≤ T ) = 1とする。このとき，
P-a.s.に ∫ t

0
1[0,τ ](s)Φ(s)dWs =

∫ t∧τ

0
ΦsdWs (t ∈ [0, T ]) (2.10)

となる。

Proof. まず，階段過程 Φt = Φtj (if t ∈ [tj , tj+1))と τ が simple stopping timeの場合を考える
と，このとき (2.10)が成り立つのはすぐに分かる。
次に τ が一般の stopping timeのときを考える。ある simple stopping time の列 {τn}n∈Nが存
在して，τn ↘ τ とする。このとき，n →∞とすると，P-a.s.で

∫ τn∧t

0
ΦsdWs →

∫ τ∧t

0
ΦsdWs

となり，さらに，

E
[∫ T

0
||1[0,τ ](s)Φs − 1[0,τ ](s)Φs||2L(2)(G;F )ds

]
= E

[∫ T

0
1[τ,τn](s)||Φs||2L(2)(G;F )ds

]
↘ 0

よって，{τn}の適当な部分列を取れば，P-a.s.かつ [0, T ]上一様に
∫ t

0
1[0,τnk

]ΦsdWs →
∫ t

0
1[0,τ ]ΦsdWs

となる。
最後に Φが一般のときを考える。ある階段過程列 {Φm}n∈Nが存在して，

E
[∫ T

0
||Φs − Φm

s ||2L(2)(G;F )ds → 0
]

とする。このとき，適当な部分列をとることで，P-a.s.に
∫ t∧τ
0 Φmk

s dWs →
∫ t∧τ
0 ΦsdWsであり，

∫ t

0
1[0,τ ](s)Φ

mk
s dWs →　

∫ t

0
1[0,τ ](s)ΦsdWs

よって，示せた。

このことを使って，Itôの公式を示す。

Theorem 2.20 (Itôの公式 (無限次元版)). X は (2.9)で与えられた F -値 Itô過程とし，F (·, ·)
は [0, T ]×F → R で偏微分 Ft, Fx, Fxxがそれぞれ有界で一様連続であるとする。ただし，Fx, Fxx

はともに Frechét微分の意味での偏微分であり，Fx : [0, T ]× F → F ,Fxx : [0, T ]× F → F ⊗ F で
あることに注意しておく。このとき，∀t ∈ [0, T ]に対して，

F (t,Xt) = F (0, X0) +
∫ t

0
Φ∗sFx(s,Xs)dWs

+
∫ t

0

(
Ft(s, Xs) + 〈Fx(s,Xs), bs〉F +

1
2
tr(Φ∗sFxx(s,Xs)Φs)

)
ds a.s.(2.11)

である。
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Proof.
∫ T
0 ||bs||Gdsと

∫ T
0 ||Φs||2L(2)(G;F )dsは有界だと仮定できる。なぜならば，任意の定数C > 0

に対して，

τC = inf
{

t ∈ [0, T ]; ||Xt||F ≥ C, or
∫ t

0
||bs||Gds ≥ C, or

∫ t

0
||Φs||2L(2)(G;F )ds ≥ C

}

とすると，これは stopping timeであり，

bC
t = 1[0,τC ](t)bt, ΦC

t = 1[0,τC ](t)Φt, XC
t = Xt∧τC

とすると，このとき Lemma2.19より，

XC
t = XC

0 +
∫ t

0
bC
s ds +

∫ t

0
ΦC

s dWs (t ∈ [0, T ])

となる。よって，任意の C > 0に対して，(2.11)が成立するならば，C ↗ ∞とすることで，一
般の場合も成立する。以上から，

∫ T
0 ||bs||Gdsと

∫ T
0 ||Φs||2L(2)(G;F )dsは有界だと仮定する。次に，

X, b,Φが階段過程だと仮定する。すなわち，0 = t1 < t1 < · · · < tk = t < T を任意に固定し，

Xs = Xtj , bs = btj , Φs = Φtj (if s ∈ [tj , tj+1))

とする。このとき Taylorの定理を用いると，

F (t,Xt)− F (0, X0)

=
k−1∑

j=0

(F (tj+1, Xtj+1)− F (tj , Xtj+1)) +
k−1∑

j=0

(F (tj , Xtj+1)− F (tj , Xtj ))

=
k−1∑

j=1

Ft(t̃j , Xtj+1)∆tj +
k−1∑

j=0

(〈Fx(tj , Xtj ), ∆Xtj 〉F +
1
2
〈Fxx(tj , X̃tj )∆Xtj , ∆Xtj 〉F )

=
k−1∑

j=0

Ft(tj , Xtj+1)∆tj +
k−1∑

j=1

〈Fx(tj , Xtj ), ∆Xtj 〉F +
1
2

k−1∑

j=1

〈Fxx(tj , Xtj )∆Xtj , ∆Xtj 〉F

+
k−1∑

j=1

(Ft(t̃j , Xtj+1)− Ft(tj , Xtj+1))∆tj +
1
2

k−1∑

j=0

〈(Fxx(tj , X̃tj )− Fxx(tj , Xtj ))∆Xtj , ∆Xtj 〉F

=: I1 + I2 + I3 + I4 + I5

となる。ただし，{θij}i=0,1
j=0,··· ,k−1は [0, 1]-値の確率変数列で，∆tj := tj+1−tj , ∆Xtj := Xtj+1−Xtj

であり，さらに t̃j = tj + θ0j(tj+1 − tj), X̃tj = Xtj + θ1j(Xtj+1 − Xtj ) (j = 0, 1, · · · , k − 1)と
する。
このとき，k →∞とすると，

I1 →
∫ t

0
Ft(s,Xs)ds P-a.s.

I2 →
∫ t

0
〈Fx(s,Xs), bs〉F ds +

∫ t

0
Φ∗sFx(s,Xs)dWs

また，仮定から Ftは一様連続なので，I4 → 0となり，さらに Fxxも一様連続であり，

k−1∑

j=0

||Xtj+1 −Xtj ||2F
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は有界となるような部分列を持つので，I5 → 0 P-a.s.となる。よって，I3のみを考える。

I3 =
1
2

k−1∑

j=0

〈Fxx(tj , Xtj )∆Xtj ,∆Xj〉F

=
1
2

k−1∑

j=0

〈Φtj∆Wtj , ∆Wtj 〉F +
1
2

k−1∑

j=0

〈Fxx(tj , Xtj )btj , btj 〉F (∆tj)2

+
1
2

k−1∑

j=0

〈Fxx(tj , Xtj )Φtj∆Wtj , btj 〉F ∆tj +
1
2

k−1∑

j=0

〈Fxx(tj , Xtj )btj , Φtj∆Wtj 〉F ∆tj

=: I3,1 + I3,2 + I3,3 + I3,4

とする。Fxx(t,Xt)は有界でWiener過程は連続より，

|I3,3| ≤ 1
2
||Fxx(tj , Xtj )|| · ||Φtj ||L(2)(G;F )

k−1∑

j=0

||Wtj+1 −Wtj ||F sup
k
||btj (tj+1 − tj)||G

→ 0 as k →∞

となり，I3,4も同様 0に収束する。また，

|I3,2| ≤ 1
2
||Fxx(t,Xt)|| · ||bt||G

k−1∑

j=0

(tj+1 − tj)2 → 0 as k →∞

となる。よって，あとは I3,1のみである。P-a.s.に

I3,1 → 1
2

∫ t

0
tr(Φ∗sFxx(s, Xs)Φs)ds as k →∞ (2.12)

となることをを示したい。ξj = Φ∗tjFxx(tj , Xtj )Φtj とすると，このとき，

J := E







k−1∑

j=0

〈ξj∆Wtj , ∆Wtj 〉G −
k−1∑

j=0

tr(ξj)∆tj




2


= E







k−1∑

j=0

〈ξj∆Wtj , ∆Wtj 〉G




2


−2E







k−1∑

j=0

〈ξj∆Wtj , ∆Wtj 〉G







k−1∑

j=0

tr(ξj)∆tj





 +

k−1∑

i,j=0

(trξj)(trξj)∆tj∆ti

=
k−1∑

j=0

E
[〈ξj∆Wtj , ∆Wtj 〉2G

]−
k−1∑

i,j=0

(trξj)(trξj)∆tj∆ti

ここで，ある定数M が存在して，||ξj ||L(2)(G) ≤ M となるので，

J ≤ M2




k−1∑

j=0

E
[||Wtj+1 −Wtj ||4G

]
+

k−1∑

j=0

(tj+1 − tj)2


 → 0

よって，適当な部分列をとることで，(2.12)は成立。よって，示せた。
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次に Stochastic Fubiniの定理を示したい。そのために次の Lemmaをまず証明しておく。

Lemma 2.21. F を実可分Hilbert空間とし，µを F 上の有限測度とする。また，

Φ : ([0, T ]× Ω× F,P × B(F )) → (L(2)(G;F ),B(L(2)(G; F ))) (2.13)

は可測関数とし，さらに

∫

F

(∫ T

0

∫

Ω
||Φ(·, ·, x)||2L(2)(G;F )P(dω)dt

) 1
2

µ(dx) < ∞ (2.14)

とする。
このとき，ある可測関数の列 {Φn}n∈N : ([0, T ]×Ω×F,P×B(F )) → (L(2)(G; F ),B(L(2)(G;F )))

が

Φn(t, ω, x) =
Jn∑

j=1

Kn∑

k=1

Ln∑

l=1

αn
k,lHjϕ

n
j,k(x)1(sn

k,l,t
n
k,l]

(t)1F n
k,j

(ω) (2.15)

で与えられ,

lim
n→∞

∫

F

(∫ T

0

∫

Ω
||Φ(t, ω, x)− Φn(t, ω, x)||2L(2)(G;F )P(dω)dt

) 1
2

µ(dx) = 0 (2.16)

となる。ただし，αn
k,lは定数，Hj ∈ L(2)(G; F )，ϕn

j,kは有界なR-値 B(F )-可測関数，(sn
k,l, t

n
k,l]は

[0, T ]の部分区間，Fn
k,j ∈ Fsn

k,l
とする。

Proof. Theorem2.20のときと同様に，stopping timeを考えることでΦ(·, ·, ·)は有界な写像と仮定
しておく。
{Hj}j∈Nは L(2)(G; F )の CONS，{εk(·, ·)}k∈Nを L2(B([0, T ])× F , Leb× P;R)の CONSとす
る。このとき，

Φ1
J(t, ω, x) =

J∑

j=1

Hjϕj(t, ω, x)

とする。ただし，ϕj(t, ω, x) = 〈Φ(t, ω, x),Hj〉L(2)(G;F )となる。次に，

Φ2
J,K(t, ω, x) =

J∑

j=1

Hj

(
K∑

k=1

εk(t, ω)ϕj,k(x)

)

ただし，ϕj,k(t, ω, x) = 〈ϕj(·, ·, x), εk(·, ·)〉L2(B([0,T ])×F ,Leb×P;R)となる。さらに，

Φ3
J,K,L(t, ω, x) =

J∑

j=1

Hj

(
K∑

k=1

ϕj,k(x)
L∑

l=1

αk,lϕj,k(x)1(sk,l,tk,l](t)1Fk,j
(ω)

)

とする。このとき，||Φ(t, ω, x)− Φ1
J(t, ω, x)||2L(2)(G;F )は J に関して単調減少なので，単調収束定

理より，

lim
J→∞

∫

F

(∫ T

0

∫

Ω
||Φ(t, ω, x)− Φ1

J(t, ω, x)||2L(2)(G;F )P(dω)dt

) 1
2

µ(dx) = 0 (2.17)

となる。また J を止めるごとに ||Φ1
J(t, ω, x) − Φ2

J,K(t, ω, x)||2L(2)(G;F )は J に関して単調減少なの

で，同じく単調収束定理より，

lim
K→∞

∫

F

(∫ T

0

∫

Ω
||Φ1

J(t, ω, x)− Φ2
J,K(t, ω, x)||2L(2)(G;F )P(dω)dt

) 1
2

µ(dx) = 0 (2.18)
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となる。さらに,

||Φ1
J(t, ω, x)− Φ2

J,K(t, ω, x)||2L(2)(G;F )

≤
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

J∑

j=1

Hj

K∑

k=1

ϕj,k(x)

(
εk(t, ω)−

L∑

l=1

αk,lϕj,k(x)1(sk,l,tk,l](t)1Fk,j
(ω)

)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

2

L(2)(G;F )

≤
J∑

j=1

K∑

k=1

|ϕj,k(x)|2
∣∣∣∣∣εk(t, ω)−

L∑

l=1

αk,lϕj,k(x)1(sk,l,tk,l](t)1Fk,j
(ω)

∣∣∣∣∣

2

≤ JKC|εK(t, ω)|2

なので，J,K を止めるごとに Lebesgueの優収束定理より，

lim
L→∞

∫

F

(∫ T

0

∫

Ω
||Φ2

J,K(t, ω, x)− Φ3
J,K,L(t, ω, x)||2L(2)(G;F )P(dω)dt

) 1
2

µ(dx) = 0 (2.19)

となる。よって，(2.17)と (2.18)，(2.19)から，J,K, Lの適当な部分列をとることで，(2.16)を得
られる。

このことを使って，Stochastic Fubini の定理を示す。

Theorem 2.22 (Stochastic Fubini の定理). F を実可分Hilbert空間とし，µを F 上の有限測
度とする。また，可測関数 Φは (2.13)，(2.14)を満たす。このとき，P-a.s.で

∫

F

(∫ T

0
Φ(t, ω, x)dWt

)
µ(dx) =

∫ T

0

(∫

F
Φ(t, ω, x)µ(dx)

)
dWt (2.20)

Proof. (2.14)より，∀x ∈ F に対して，可予測過程Φ(·, ·, x)は µ-a.e.に確率積分可能である。この
とき，FT × B(F )-可測な変形 ξ(ω, x) =

∫ T
0 Φ(t, ω, x)dWt(ω) (ω, x) ∈ Ω× F が存在し，P-a.s.に

µ-可積分である。すなわち，
∫

F
ξ(ω, x)µ(dx) =

∫ T

0
η(t, ω)dWt P-a.s.

ただし，η(·, ·)はBochner積分 η(t, ω) =
∫
F Φ(t, ω, x)µ(dx) (t, ω) ∈ [0, T ]×Ω である。.このこと

を示せばよい。
(2.15)で定まる階段過程列 {Φn}n∈Nに対して，

∫

F

(∫ T

0
Φn(t, ω, x)dWt

)
µ(dx) =

∫ T

0

(∫

F
Φn(t, ω, x)µ(dx)

)
dWt (2.21)

であることはすぐに分かる。さらに，Φ(t, ω, x)は可予測過程より，η(t, ω)は可予測な過程となる。
今，FT × B(F )-可測な ξ(·, ·)の変形が存在することを示す。

ξn(ω, x) =
∫ T

0
Φn(t, ω, x)dWt(ω) (ω ∈ Ω, x ∈ F )

は FT × B(F )-可測である。ここで，(2.16)から，ある部分列 {Φnm}m∈Nが存在して，

∫

F

(∫ T

0

∫

Ω
||Φnm(t, ω, x)− Φ(t, ω, x)||2L(2)(G;F )P(dω)dt

) 1
2

µ(dx) ≤ 1
2m
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とできる。よって，Chebyshevの不等式から，

µ

(∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ T

0
(Φnm − Φ)dWt

∣∣∣∣
∣∣∣∣
F

≥ 1
m2

)
≤ m4

2m

となる。よって，
∑

m∈N
1

m2 < ∞より，Borel-Cantelliの第1補題から，あるF0 ∈ B(F ), µ(F \F0) =
0が存在して，x ∈ F0に対して，

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ T

0
(Φ(·, ·, x)− Φnm(·, ·, x))dWt

∣∣∣∣
∣∣∣∣
F

<
1

m2

となる。
∑

m∈N
1

m2 < ∞なので，

ξ(ω, x) =





limm→∞
∫ T
0 Φnm(t, ω, x)dWt (極限が存在するとき)

0 (otherwise)

とすると，ξ(ω, x)は FT × B(F )-可測で

ξ(ω, x) =
∫ T

0
Φ(t, ω, x)dWt (x ∈ F0, P-a.s.)

となる。よってあとは，

E
[∣∣∣∣

∫

F

∫ T

0
Φ(t, ω, x)dWtµ(dx)−

∫

F

∫ T

0
Φnm(t, ω, x)dWtµ(dx)

∣∣∣∣
]

≤
∫

F

(
E

[∣∣∣∣
∫ T

0
(Φ(t, ω, x)− Φnm(t, ω, x))dWt

∣∣∣∣
])

µ(dx)

≤
Hölder

Itô の等距離性

∫

F


E

[∫ T

0
||Φ(t, ω, x)− Φ(t, ω, x)||2L(2)(G;F )ds

] 1
2


µ(dx)

→ 0 as m →∞

である。さらに，

E
[∣∣∣∣

∫ T

0

∫

F
Φ(t, ω, x)µ(dx)dWt −

∫

F

∫ T

0
Φnm(t, ω, x)dWtµ(dx)

∣∣∣∣
]

=
(2.21)

E
[∣∣∣∣

∫ T

0

∫

F
Φ(t, ω, x)µ(dx)dWt −

∫ T

0

∫

F
Φnm(t, ω, x)µ(dx)dWt

∣∣∣∣
]

= E
[∣∣∣∣

∫ T

0

∫

F
(Φ(t, ω, x)− Φnm(t, ω, x))µ(dx)dWt

∣∣∣∣
]

≤
Hölder

(
E

[∣∣∣∣
∫ T

0

∫

F
(Φ(t, ω, x)− Φnm(t, ω, x))µ(dx)dWt

∣∣∣∣
2
]) 1

2

≤
Itô の等距離性

(
E

[∫ T

0

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫

F
(Φ(t, ω, x)− Φnm(t, ω, x))µ(dx)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L(2)(G;F )

dt

]) 1
2

≤
Hölder

µ(F )
(

E
[∫ T

0

∫

F
||Φ(t, ω, x)− Φnm(t, ω, x)||2L(2)(G;F ) µ(dx)dt

]) 1
2

= µ(F )
(∫

F
E

[∫ T

0
||Φ(t, ω, x)− Φnm(t, ω, x)||2L(2)(G;F ) dt

]
µ(dx)

) 1
2
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≤
Jensen

µ(F )
∫

F
E

[∫ T

0
||Φ(t, ω, x)− Φnm(t, ω, x)||2L(2)(G;F ) dt

] 1
2

µ(dx)

→
(2.15)

0 (as m →∞)

となる。以上から，適当な部分列を取ることで、P-a.s.に (2.20)が成立する。

次にHS作用素に対する確率積分のモーメント評価を証明しておく。

Lemma 2.23 (Burkholderの不等式). ∀p ≥ 1に対して，Cp が存在して，次の不等式が成立
する。

E

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0
ΦsdWs

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2p

F

]
≤ CpE

[(∫ T

0
||Φt||2L(2)(G;F )dt

)p
]

Proof. Ũt = ||Mt(Φ)||2F , Ṽt =
∫ t
0 ||Φs||2L(2)(G;F )ds (t ≥ 0)とする。このとき，Itôの公式の証明の

際と同様に stopping timeを使うことで，それぞれ有界だと仮定しておく。さらにProposition2.17.2
より，M̃t := Ũt − Ṽtはマルチンゲールとなる。{ϕj}j∈Nを F の CONSとし，Ũtに，Itôの公式
(無限次元版)を適用すると，

Ũt = Ũ0 + 2
∞∑

j=1

∫ t

0
〈Mt(Φ), ϕ〉F Φ∗sϕjdWs a.s.

であるので，M̃0 = Ṽ0 − Ũ0 = 0 a.s.及びRemark2.10に注意すると，

M̃t = 2
∞∑

j=1

∫ t

0
〈Mt(Φ), ϕ〉F Φ∗sϕjdWs +

∫ t

0
tr(ΦΦ∗)ds−

∫ t

0
||Φs||2L(2)(G;F )ds

= 2
∞∑

j=1

∫ t

0
〈Mt(Φ), ϕ〉F Φ∗sϕjdWs (2.22)

となる。よって，2次変分は

〈M̃〉t = 4
∞∑

i,j=1

∫ t

0
〈Ms(Φ), ϕi〉F 〈Ms(Φ), ϕj〉F 〈Φ∗sϕi, Φ∗sϕj〉Gds

= 4
∫ t

0




∞∑

j=1

|〈Ms(Φ), ϕj〉2F |
∞∑

j=1

||Φ∗sϕj ||G




2

ds

≤
Schwarz

4
∫ t

0

∞∑

j=1

〈Ms(Φ), ϕj〉2F ·
∞∑

j=1

||Φ∗s||2Gds

≤
(2.22)

4Ṽt · sup
0≤s≤t

Ũs

となる。また，

E

[
sup

0≤t≤T
||Mt(Φ)||2p

F

]
= E

[
sup

0≤t≤T
Ũp

t

]
≤ 2p−1E

[
sup

0≤t≤T
|M̃t|p + Ṽ p

T

]

≤ 2p−1
(
cpE

[
〈M̃〉

p
2
T

]
+ E

[
Ṽ p

T

])
≤ 2p−1

(
cpE

[
2pṼ

p
2

T sup
0≤t≤T

Ũ
p
2
t

]
+ E

[
Ṽ p

T

])
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である。ただし，3行目はマルチンゲールに対するBurkholderの不等式を用いた。ここで，2ab ≤
2a2 + 1

2b2 (∀a, b ≥ 0)より，

2E

[
Ṽ

p
2

T sup
0≤t≤T

Ũ
p
2
t

]
≤ 2E

[
Ṽ p

T

]
+

1
2
E

[
sup

0≤t≤T
Ũp

t

]

となっている。よって，

E

[
sup

0≤t≤T
||Mt(Φ)||2p

F

]
≤ (

2cp + 2p−1
)
E

[
Ṽ p

T

]
+

1
2
E

[
sup

0≤t≤T
Ũp

t

]

となり，右辺第 2項を移項して両辺に 2を掛ければ，求めたい式を得られる。

次に {St}t≥0を F 上強連続な半群とする。この時，Φs ∈ L2(P,L(2)(G; F )に対して，畳み込み
(Convolution)

∫ t
0 St−sΦsdWs のモーメント評価を考えたい。ただし，この確率積分がwell-defined

だと仮定する。この畳み込みは一般に Itô過程ではないためマルチンゲールであるとは限らない。
よって，Doobの不等式など，マルチンゲールに関する不等式は使えない。しかし，適当な条件の
下で次の評価を得られる。

Proposition 2.24. {St}t≥0 を F 上強連続な半群とし，{Φt}t≥0 を L(2)(G;F )-値可予測過程で，
各 p > 2に対して，

E
[∫ t

0
||Φt||pL(2)(G;F )dt

]
< ∞

とする。このとき，∃C > 0が存在して，

E

[
sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0
St−sΦsdWs

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

F

]
≤ CE

[∫ T

0
||Φs||pL(2)(G;F )ds

]

ただし，C は pと T に依存する。

Proof. まず，0 < α < 1, 0 < u < tに対して，ベータ関数の計算から，
∫ t

0
(t− s)α−1(s− u)−αds =

∫ 1

0
v(1−α)−1(1− v)αdv (∵ s = (t− u)v + uと変数変換)

= B(1− α, α)

=
Γ(α)Γ(1− α)

Γ(1)
= Γ(α)Γ(1− α)

=
π

sinαπ
(∵ Γ関数の相補公式)

とできる。また，

Ys =
∫ s

0
(s− u)−

2
p+2 Ss−uΦudWu

として，α = 2
p+2 として上の式と Stochastic Fubini の定理を使うと

∫ t

0
(t− s)−

p
p+2 St−sYsds =

∫ t

0
(t− s)−

p
p+2

∫ s

0
(s− u)−

2
p+2 St−uΦudWuds

=
∫ t

0

∫ u

0
(t− s)−

p
p+2 (s− u)−

2
p+2 St−uΦudsdWu

=
∫ t

0

π

sin
(

2π
p+2

)St−uΦudWu

29



となる。よって，
∫ t

0
St−uΦudWu =

sin
(

2π
p+2

)

π

∫ t

0
(t− s)−

p
p+2 St−sYsds

とできる。ゆえに，

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0
St−uΦudWu

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

F

= sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
sin

(
2π

p+2

)

π

∫ t

0
(t− s)−

p
p+2 St−sYsds

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

2

F

≤ π−p sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0
(t− s)−

p
p+2 St−sYsds

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

F

≤
Hölder

Mpπ−p

(∫ T

0
s
− p2

(p+2)(p−2) ds

)p−1 ∫ T

0
||Ys||pF ds

= Mpπ−p

(
(p + 2)(p− 1)

p− 2
T

p−2
(p+2)(p−1)

)p−1 ∫ T

0
||Ys||pF ds

を得る。さらに Burkholderの不等式を使うと，

E[||Ys||pF ] = E
[∣∣∣∣

∣∣∣∣
∫ s

0
(s− u)−

2
p+2 Ss−uΦudWu

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

F

]

≤
Burkholder

CpM
pE

[(∫ s

0
(s− u)−

4
p+2 ||Φu||2|L(2)(G;F )ds

) p
2

]

となるので，あとはHölderの不等式から，
∫ T

0

(∫ s

0
(s− u)−

4
p+2 ||Φ||2L(2)(G;F )du

) p
2

du

≤
Hölder

∫ T

0

(∫ s

0
||Φu||pL(2)(G;F )du

)(∫ s

0
(s− u)

2(p−2)
p+2 du

) p−2
2

ds

≤
∫ T

0
||Φu||pL(2)(G;F )du

∫ T

0

(∫ s

0
(s− u)

2(p−2)
(p+2) du

) p−2
2

ds

=
(

p + 2
3p− 2

) p−2
2 2(p + 2)

3p2 − 6p + 8
T

3p2−6p+8
2(p+2)

以上から，あとは Fubiniの定理で積分の順序交換をすると，求めたい不等式を得る。

次のTheoremでは，フィルトレーションをFt = N ∪σ{Ws; s ≤ t}とする。ただし，N = {N ∈
F ; P(N) = 0}である。また，この Ftは

Ft = N ∪ σ{〈ψ,Ws〉G; ψ ∈ G, 0 ≤ s ≤ t}
= N ∪ σ{wj

s = 〈ψj ,Ws〉G; {ψj}j∈NはGの CONS, 0 ≤ s ≤ t}
となる。

Theorem 2.25 (マルチンゲール表現定理). F を実可分 Hilbert空間とし，M = {Mt}t∈[0,T ] ∈
M2

T (F )とする。このとき，L(2)(G; F )に値を取る 2乗可積分な可予測過程 σ = {σt}t∈[0,T ]が存在
して，

Mt = M0 +
∫ t

0
σsdWs (t ≥ 0) (2.23)

と表せる。
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Proof. Mtが仮定を満たすとき，M ′
t = Mt −M0も同様の仮定を満たすので，M0 = 0としても，

一般性を失わない。さらに，フィルトレーションは右連続なので，各 T > 0と 2乗可積分な F -値
FT -可測な確率変数MT に対して，t = T のときに (2.23)を満たす 2乗可積分な L(2)(G; F )-値可
予測過程 {σt}0≤t≤T を存在することを示せば十分である。
まず，F = Rのときを示す。T > 0を任意に固定しておく。

IT =
{∫ T

0
λsdWs;λ = {λt}0≤t≤Tは 2乗可積分なG-値可予測過程

}
(2.24)

とする。このとき，IT = L2
0(FT ,P;R)を証明する。ただし，L2

0(FT , P;R) はL2(FT , P;R)の中で
平均 0の確率変数の部分空間である。
IT は Itôの等距離性から L2(FT , P;R)内の閉部分空間となるので，

ξ ∈ L2
0(FT ,P;R), ξ ⊥ IT ⇒ ξ = 0 (2.25)

を示せば十分である。また，任意の定数 C > 0に対して，

τC := inf
{

t ∈ [0, T ];
∫ t

0
||λs||Gds > C

}

とすれば，これは stopping timeとなり，任意のC > 0に対して，λs∧τC で (2.23)が成り立つこと
を示せば，あとはC ↗∞とすることで一般の場合も示せる。 よって，∫ T

0 ||λ||2Gdsが有界だと仮
定しておくと，

Nt :=
∫ t

0
λsdWs =

∞∑

k=1

∫ t

0
〈λs, ψk〉Gdwk

s

は 2乗可積分な連続マルチンゲールとなる。ただし，{ψk}k∈NはGのCONSで，wk
t = 〈ψk,Wt〉G

である。
{Mt}t∈[0,T ]を 




dMt = MtdNt

M0 = 1
(2.26)

の解とすると，(2.26)の解は，Mt = exp
(∫ t

0 λsdWs − 1
2

∫ t
0 ||λs||2Gds

)
とできる。

λは有界なので，Mt は明らかに 2乗可積分で，さらに，MT = C−1 exp
(∫ T

0 λsdWs

)
となる。

ただし，C は定数である。すると，

E
[
ξ exp

(∫ T

0
λsdWs

)]
= CE[ξMT ]

= CE
[
ξ

(
1 +

∫ T

0
MsλsdWs

)]

= 0
(

∵
(

1 +
∫ T

0
MsλsdWs

)
∈ IT

)

となる。ここで exp
(∫ T

0 λsdWs

)
は FT -可測なので，ξと独立ではない。よって，ξ = 0となる。

ゆえに，F = Rのときは示せた。あとは F が一般のときを考えると，{ϕj}j∈Nを F の CONSと
したとき，

MT =
∞∑

j=1

〈MT , ϕj〉F ϕj ,

∫ T

0
σsdWs =

∞∑

j=1

(∫ T

0
σ∗sϕjdWs

)
ϕj
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となので，各 jに対して，λj
s = σ∗sϕj とすれば F = Rの結果から，

〈MT , ϕj〉F =
∫ T

0
σ∗sλjdWs

である。よって，F が一般の場合も成立する。

最後にGirsanovの定理を考える。λ ∈ L2(P; G)とする。このとき，M := {Mt =
∫ t
0 λsdWs; ∀t ≥

0} ⊂ M2
T (R)となる。この 2次変分は 〈〈M〉〉t =

∫ t
0 ||λs||2Gdsであり，結果として，Z = {Zt}t≥0を

Zt = eMt− 1
2
〈〈M〉〉t = exp

(∫ t

0
λsdWs − 1

2

∫ t

0
||λs||2Gds

)

とすると，これはRdのときと同様の議論で局所マルチンゲールとなる。さらに，E[ZT ] = 1と仮
定すれば，Ztはマルチンゲールとなる。この ZtをMtの指数マルチンゲールという。このとき，
Ftでの制限により，Pと同値な確率測度Qを定義できる。

Theorem 2.26 (Girsanovの定理). 任意に T ≥ 0を取っておく。また，λ· ∈ L2(P, G)で

E
[
exp

(∫ T

0
λsdWs − 1

2

∫ T

0
||λs||2Gds

)]
= 1

とする。このとき，

W̃t = Wt −
∫ t

0
λsds (∀t ∈ [0, T ])

は (Ω,F ,Q)上で {Ft}t≥0に関して柱状Wiener過程となる。ただし，Qは次を満たす。

dQ
dP

= exp
(∫ T

0
λsdWs − 1

2

∫ T

0
||λs||2Gds

)

Proof. 示すべきことは ∀ψ ∈ Gに対して，〈ψ, W̃t〉GがQ上のWiener過程となることである。
これを言い換えると，ψ ∈ Gに対して，exp(〈ψ, W̃t〉G − 1

2 ||ψ||2G)がQがマルチンゲールであれ
ばよい。
さらにここでQの作り方より，これは exp(〈ψ, W̃t〉G− 1

2 ||ψ||2G)ZtがP上のマルチンゲールとな
ればよい。ここで，

exp
(
〈ψ, W̃t〉G − 1

2
||ψ||2G

)
Zt = exp

(∫ t

0
(ψ + λs)dWs − 1

2

∫ t

0
||ψ + λs||2Gds

)

となり，
∫ t
0 (ψ + λs)dWsの 2次変分は

∫ t
0 ||ψ + λs||2Gdsなので，これは P上のマルチンゲールであ

る。よって，示せた。

2.1.5 確率偏微分方程式

{St}t≥0は F 上の強連続半群とする。つまり次の 3つを満たすと仮定する。

1. S0 = I(ただし，I は F 上の恒等作用素とする)

2. St ◦ St = St+s (∀s, t ≥ 0)

3. limt→0 ||Stf − f ||F = 0 (∀f ∈ F )
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強連続半群 {St}t≥0が与えられたとき，生成作用素 Aは定義域Dom(A)を

D(A) =
{

f ∈ F |∃ lim
t→0

Stf − f

t

}

として，Af = limt→0
Af−f

t (f ∈ D(A))で定義される。ただし，仮定の 3番目からDom(A)は F

の denseな部分集合となる。
F 上に値を取る確率偏微分方程式 (SPDE)

dXt = (AXt + a(t, ω, Xt))dt + b(t, ω, Xt)dWt (2.27)

の解 {Xt}t≥0について考える。ただし，

a : R+ × Ω× F → F

b : R+ × Ω× F → L(2)(G;F )

とし，以下では aと bは Lipschitz条件と緩増大条件を持つと仮定する（詳しくは後述する）。こ
のときAが有界ならば，Dom(A) = F となり，(2.27)は強解 (strong solution)

Xt = X0 +
∫ t

0
(AXs + a(s, ω, Xs))ds +

∫ t

0
b(s, ω, Xs)dWs

を持つ。しかし，ここでは 4章以降のためにAが非有界の場合を考える。すると，このとき上の
積分方程式はとたんに意味を持たなくなる。そこで，(2.27)のAを定数，XtをR-値だと思い，形
式的に計算すると Itôの公式から，

d(e−AtXt) = −Ae−AtXtdt + e−AtdXt

= e−Ata(t, ω, Xt)dt + e−Atb(t, ω, Xt)dWt

よって，

e−AtXt = X0 +
∫ t

0
e−Asa(s, ω, Xs)ds +

∫ t

0
e−Asb(s, ω, Xs)dWs

となる。さらに St = eAtとすると，

Xt = StX0 +
∫ t

0
St−sa(s, ω,Xs)ds +

∫ t

0
St−sb(s, ω, Xs)dWs (2.28)

となる。これを (2.27)のmild solutionという。{Xt}t≥0がmild solution ならば，(2.28)の右辺が
well-definedであるために，

E
[∫ t

0
||St−sb(s, ω, Xs)||2L(2)(G;F )ds

]
< ∞

∫ t

0
||St−sa(s, ω, Xs)||F ds < ∞ P-a.s.

を満たしていなければばならない。また，mild solutionは一般に Itô過程ではないことに注意し
ておく。次の定理では適当な条件の下で SPDEのmild solutionが一意に存在することを示す。そ
の前に次の不等式を与えておく。
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Lemma 2.27 (Gronwallの不等式). T > 0, a, b ≥ 0とする。g; [0, T ] → [0,∞)は連続かつ

g(t) ≤ a + b

∫ t

0
g(s)ds t ∈ [0, T ]

を満たすとする。このとき，
g(t) ≤ aebt ≤ aebT ∀t ∈ [0, T ]

Theorem 2.28.
dXt = (AXt + a(t, ω, Xt))dt + b(t, ω, Xt)dWt (2.29)

とする。ただし，X0は決定論的に与えられており，a : R×Ω×F → Fと b : R×Ω×F → L(2)(G; F )
は Lipschitz条件

||a(t, ω, x)− a(t, ω, y)||F + ||b(t, ω, x)− b(t, ω, y)||L(2)(G;F ) ≤ K||x− y||F

を満たし，また緩増大条件

||a(t, ω, x)||L(2)(G;F ) + ||b(t, ω, x)||F ≤ K(1 + ||x||F )

を満たす。ただし，K は正定数，t ≥ 0，x, y ∈ F である。このとき，F -値mild solution{Xt}t≥0

は一意に存在する。
ただし，ここでの「一意」とは {Xt}t≥0, {Yt}t≥0が (2.29)の解であるとき，それぞれの右連続
な変形が P(Xt = Yt, ∀t ≥ 0) = 1という意味である。また，任意に T ≥ 0, p > 2を止めるごとに

E

[
sup

t∈[0,T ]
||Xt||p

]
< Cp(1 + ||X0||p)

ただし，Cp,T は p, T に依存する正定数である。

Proof. Picardの逐次近似法を使って証明する。T > 0, p > 2を固定しておく。

X̃t := StX0 +
∫ t

0
St−sa(s, ·, Xs)ds +

∫ t

0
St−sb(s, ·, Xs)dWs

Ỹt := StX0 +
∫ t

0
St−sa(s, ·, Ys)ds +

∫ t

0
St−sb(s, ·, Ys)dWs

とする。このとき，

E

[
sup

t∈[0,T ]

∣∣∣
∣∣∣X̃t − Ỹt

∣∣∣
∣∣∣
p

F

]
≤ 2pE

[
sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0
St−s(a(s, ·, Xs)− a(s, ·, Ys))ds

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p
]

+2pE

[
sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0
St−s(b(s, ·, Xs)− b(s, ·, Ys))ds

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p
]

=: 2pI1 + 2pI2

となる。すると，

I1 ≤ E

[
sup

t∈[0,T ]

(∫ T

0
||St−s(a(s, ·, Xs)− a(s, ·, Ys))||F ds

)p
]

≤ E

[
sup

t∈[0,T ]

(∫ T

0
||St−s||

p
p−1 ds

)p−1 (∫ T

0
||a(s, ·, Xs)− a(s, ·, Ys)||pds

)]
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≤ T p−1 sup
t∈[0,T ]

||St||pE
[∫ T

0
||a(s, ·, Xs)− a(s, ·, Ys)||pF ds

]

≤ T p−1Mp,T K

∫ T

0
E[ sup

u∈[0,s]
||Xu − Yu||pF ]ds

(
∵ Mp,T := sup

t∈[0,T ]
||St||p

)

となる。また，

I2 ≤
Prop.2.24

CE
[∫ T

0
||b(s, ·, Xs)− b(s, ·, Ys)||pL(2)(G;F )ds

]
≤ CK

∫ T

0
E

[
sup

t∈[0,s]
||Xu − Yu||pF

]
ds

となる。よって，

E

[
sup

t∈[0,T ]

∣∣∣
∣∣∣X̃t − Ỹt

∣∣∣
∣∣∣
p

F

]
≤ Cp,T

∫ T

0
E

[
sup

u∈[0,s]
||Xu − Yu||pF

]
du (2.30)

を得られる。よって，一意性は{X̃t}t≥0と{Ỹt}t≥0が (2.29)の解とすると，このとき，X̃t = Xt, Ỹt =
Ytであるから，(2.30)より，

E

[
sup

t∈[0,T ]
||Xt − Yt||pF

]
≤ Cp,T

∫ T

0
E

[
sup

u∈[0,s]
||Xu − Yu||pF

]
du

T は任意なので，Gronwallの不等式より，E
[
supt∈[0,T ] ||Xt − Yt||pF

]
= 0となる。

また，存在性は X̃t = X
(n+1)
t , Xt = Ỹt = X

(n)
t , Yt = X

(n−1)
t X

(0)
t = StX0とすると，(2.30)から

E

[
sup

t∈[0,T ]

∣∣∣
∣∣∣X(n+1)

t −X
(n)
t

∣∣∣
∣∣∣
p

F

]
≤ Cp,T

∫ T

0
E

[
sup

t∈[0,T ]
||X(n)

s −X(n−1)
s ||pF

]
ds

となる。よって，帰納法から，

E

[
sup

s∈[0,T ]
||X(n)

s −X(n−1)
s ||pF

]
≤ Cn−1

p,T Tn−1

(n− 1)!
E

[
sup

s∈[0,T ]
||X(1)−X

(0)
s

s ||pF
]

を得ることができ，m ≥ nに対して，

(
E

[
sup

s∈[0,T ]
||X(m)

s −X(n)
s ||pF

]) 1
p

≤
m−1∑

k=n

(
E

[
sup

s∈[0,T ]
||X(k+1)

s −X(k)
s ||pF

]) 1
p

≤
m−1∑

k=n

C
k−1

p

p,T T
k−1

p

p
√

(k − 1)!

(
E

[
sup

s∈[0,T ]
||X(1)

s −X(0)
s ||pF

]) 1
p

→
m,n→∞ 0

となる。よって，{Xt}t≥0が存在して，

E

[
sup

s∈[0,T ]
||X(n+1)

s −Xs||pF
]
→ 0 (∀T > 0, p > 2)

を得る。定義より，

X
(n+1)
t = StX0 +

∫ t

0
a(s, ·, X(n)

s )ds +
∫ t

0
b(s, ·, X(n)

s )dWs
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であるから，n →∞として，

Xt = StX0 +
∫ t

0
a(s, ·, Xs)ds +

∫ t

0
b(s, ·, Xs)dWs

となり，これが (2.29)の解となる。
あとは，E[supt∈[0,T ] ||Xt||p]に対して，上の I1, I2と同様の計算を行い，緩増大条件に注意すると，

E

[
sup

t∈[0,T ]
||Xt||pF

]

≤ Cp,T
1 ||X0||pF + Cp,T

2

(
1 +

∫ T

0
E

[
sup

u∈[0,s]
||Xs||pF

]
ds

)
+ Cp,T

3

(
1 +

∫ T

0
E

[
sup

u∈[0,s]
||Xs||pF

]
ds

)

≤ C̃p,T
1 (1 + ||X0||pF ) + C̃p,T

2

∫ T

0
E

[
sup

u∈[0,s]
||Xs||pF

]
ds

となる。ただし，C̃p,T
j (j = 1, 2), Cp,T

i (i = 1, 2, 3)はp, Tに依存した定数である。これよりGronwall
の不等式を使うと，

E

[
sup

t∈[0,T ]
||Xt||pF

]
≤ C̃p,T

1 e
eCp,T
2 T (1 + ||X0||pF )

よって，示せた。

2.2 Malliavin解析

初めに可分Hilbert空間 F とGに対して，L(2)(G; F )をG⊗ F とも表す。そのとき，G⊗ F は
f ∈ F, g ∈ Gに対して，g ⊗ f でG 3 g1 7→ 〈g, g1〉Gf ∈ F となる作用素全体 L(2)(G; F )で稠密と
なる。

2.2.1 Itô-Wienerカオス分解

(Ω,G, P)を完備確率空間とし，H を可分 Hilbert空間とする。このとき，この上のガウス場を
次で定義する。

Definition 2.29 (H 上のガウス場). R-値確率過程 {W (h)}h∈H が次の 2つを満たすとする。

1. W (h1), · · · ,W (hn) (h1, · · · , hn ∈ H)が平均 0の結合正規分布に従う。

2. 共分散を E[W (g)W (h)] = 〈g, h〉H で与えられる。

このとき，{W (h)}h∈H はH 上のガウス場であるという。

以下，Ω上の σ-fieldF を σ(W (h);h ∈ H)を完備化したものとし，(Ω,F , P)を完備確率空間と
する。

Definition 2.30 (Hermite多項式). Hn(ξ) (n ∈ Z+,Φ ∈ R)を

Hn(ξ) =
(−1)n

n!
e

ξ2

2
dn

dξn
e−

ξ2

2 (2.31)

としたとき，Hn(ξ)をHermite多項式という。
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Proposition 2.31. Hermite多項式は次のような性質を持っている。

1.
∑∞

n=0 tnHn(ξ) = etξ− ξ2

2

2.
∑ d

dξHn(ξ) = Hn−1(ξ)

3. (n + 1)Hn+1(ξ)− ΦHn(ξ) + Hn−1(ξ) = 0

4.
∫
RHn(ξ)Hm(ξ) 1√

2π
e−

ξ2

2 dξ = δm,n
1
n!

5.
∫
R eiηξHn(ξ) 1√

2π
e−

ξ2

2 dξ = e−
η2

2
in

n!η
n

ただし，iは虚数単位である。

次に，多重指数の集合を Λ := {a = (a1, a2, · · · ) |aj ∈ Z+で，有限個を除いて，aj = 0}とし，
a ∈ Λに対して，a! :=

∏∞
j=1(aj !), |a| =

∑∞
j=1 aj とする。さらに，{hi}i∈NをH の CONSとし，

a ∈ Λに対して，

Ha :=
∞∏

j=1

Haj (W (hj)) (2.32)

とする。(2.32)を Fourier-Hermite多項式といい，H0(Φ) = 1なので，実際は有限積となることを
注意しておく。このとき，

Definition 2.32. n ∈ Z+に対して，{Ha; |a| = n}で張られる L2(F , P;R)での閉部分空間を n

次の Itô-Wienerカオスといい，Hnと表す。また，Hnへの直交射影を Jnと表す。

Proposition 2.33. 次のことが成立する。

1. {
√

a!Ha; a ∈ Λ}は L2(F , P;R)の CONSである。

2. {
√

a!Ha; a ∈ Λ, |a| = n}はHnの CONSである。

3. L2(F , P;R)は次のように直和分解される。また，この分解を Itô-Wienerカオス分解という。

L2(F , P;R) =
∞⊕

n=1

Hn (2.33)

4. F を可分Hilbert空間とする。このとき，L2(F , P;F )の Itô-Wienerカオス分解は

L2(F , P;F ) =
∞⊕

n=1

Hn ⊗ F (2.34)

となる。

以下，L2(F , P;F )の n次の Itô-Wienerカオス Hn ⊗ F への直交射影も同じ Jn を使うことに
する。
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2.2.2 Malliavin微分

まず，多項式の空間を定義する。

Definition 2.34 (多項式). POLを次のような関数 Φ : Ω → Rの全体とする。
あるn ∈ N, h1, · · ·hn ∈ Hと多項式φ : Rn → Rが存在し，Φ = φ(W (h1), · · · ,W (hn))と表され

る。さらにΦ ∈ POL(F )であるとは，fj ∈ F, Φj ∈ POL (j = 1, · · · , n)に対して，Φ :=
∑n

j=1 Φjfj

と表わされることをいう。

Proposition 2.35. 任意の p ≥ 1に対して，POL(F )
dense⊂ Lp(F ,P;F )である。

次にMalliavin微分を定義する。

Definition 2.36 (Malliavin微分). POL 3 Φ = φ(W (h1), · · · ,W (hn))に対して，DΦ ∈ POL(H)
を

DΦ :=
n∑

j=1

∂

∂xj
φ(W (h1), · · · ,W (hn))hj

と定義する。さらに，Φ =
∑m

i=1 Φifi ∈ POL(F )に対して，DΦ ∈ POL(H ⊗ F )を

DΦ :=
m∑

i=1

DΦi ⊗ fi

とする。また，h ∈ H を固定するごとに，Φ =
∑m

i=1 Φifi ∈ POL(F )に対して，

DhΦ :=
m∑

i=1

〈DΦi, h〉Hfi

と定義する。

次にDの定義域をL2(F ,P;F )に拡張していく。そのために，DがL2(F , P;F )上で可閉である
ことを示したい。そのためにまず簡単な場合を示す。

Lemma 2.37. h ∈ H とし，Φ ∈ POLとする。このとき，
E[〈DΦ, h〉H ] = E[ΦW (h)] (2.35)

となる。

Proof. Φ ∈ POLより，ある n ∈ Nと多項式 ψ : Rn → Rが存在し，

Φ = ψ(W (h1), · · · ,W (hn))

とでき，さらにGram-Schmidtの直交化法から，一般性を失うことなく，h = h1で h1, h2, · · · , hn

は直交すると仮定できる。このとき，通常の部分積分の公式より，

E[〈DΦ, h〉H ] = E
[

∂

∂x1
ψ(W (h1), · · · , W (hn))

]
(∵ 〈h, hj〉H = 1 (j = 1), = 0(j 6= 1))

=
1

(2π)
n
2

∫

Rd

∂

∂x1
ψ(x1, · · · , xn)e−

||x||2
2 dx

=
1

(2π)
n
2

∫

Rd

x1ψ(x1, · · · , xn)e−
||x||2

2 dx

= E[ΦW (h)] (∵仮定より，h = h1)

よって，示せた。
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Corollary 2.38. h ∈ H とし，Φ, η ∈ POL(F )とする。このとき，

E[〈η, (DΦ)h〉F ] = E[〈Φ, η〉F W (h)− 〈Φ, (Dη)h〉F ]

となる。

Proof. Lemma2.37の Φの部分に 〈Φ, η〉F を代入すると，
E[〈D〈Φ, η〉F , h〉H ] = E[〈Φ, η〉F W (h)]

となる。さらに，
(D〈Φ, η〉F )h = ((DΦ)h, η〉F + 〈Φ, (Dη)h〉F

となり，これを上の式に代入すると求めたい式が出てくる。

Proposition 2.39. POL(F )に対して定義されたMalliavin微分Dは，L2(F , P;F )上で可閉作用
素である。

Proof. {Φn}n∈N ∈ POL(F )が存在して，Φn → 0 inL2(F , P;F )かつΨ := limn→∞DΦn in L2(F , P;H⊗
F )が存在したとき，Ψ = 0 P-a.s.となることを示せば十分である。
∀h ∈ H と η ∈ POL(F )に対して，Corollary2.38より，

|E[〈η, (DΦn)h〉F ]| = |E[〈Φn, η〉F W (h)− 〈Φn, (Dη)h〉F ]|
≤ E[||Φn||F (||η||F |W (h)|+ ||(D(η)h)||F )]

≤
Hölder

2(E[||η||2F W (h)2 + ||(Dη)h||2F ])
1
2 (E[||Φn||2F ])

1
2

となる。ここで，2(E[||η||2F W (h)2 + ||(Dη)h||2F ])
1
2 は有限であり，仮定より limn→∞ E[||Φn||2F ] = 0

となるので，
lim

n→∞E[〈η, (DΦn)h〉F ] = 0

となる。また，

|E[〈η, (DΦn)h〉F − 〈η, Ψh〉F ]| ≤ E[||η||2F ||h||2H ]
1
2 E[||DΦ−Ψ||2H⊗F ]

1
2 → 0

となり，
E[〈η, Ψh〉F ] = 0

となる。ηと hは任意なので，Ψ = 0 P-a.s.となる。よって，示せた。

Definition 2.40 (Sovolev空間). ||Φ||21,2 :=
∫
B ||Φ||2dP +

∫
B ||DΦ||2dP (Φ ∈ POL(F ))とする。

このとき，POL(F )の || · ||1,2に関する完備化をH(F )とし，|| · ||1,2を || · ||H(F )とも表す。さらに，
D;POL(F ) → POL(H⊗F )のH(F )への拡張も同じDで表す。また，閉作用素D : L2(F , P;F ) →
L2(F ,P;H ⊗ F )の共役作用素をD∗と表す。

D∗についてコメントしておく。D∗はDの共役作用素のため，

E[〈DΦ, η〉H⊗F ] = E[〈Φ, D∗η〉F ] (Φ ∈ H(F ), η ∈ H ⊗ F )

となる，またD∗は有界ではなく，定義域は

Dom(D∗) =
{

η ∈ L2(F ,P;H ⊗ F )
∣∣ ∃C ≥ 0 s.t. |E[〈DΦ, η〉H⊗F ]| ≤ CE[||Φ||2F ]

1
2 (Φ ∈ H(F ))

}

で与えられる。また，Dは gradientの形をしているため，共役作用素であるD∗は divergenceと
解釈することもできる。また，Skorohodが [31]で導入した確率積分の拡張とD∗は一致するため，
このD∗を Skorohod積分ということもある。
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Proposition 2.41. X ∈ H(F )を F -値の確率変数とし，h ∈ Hに対して，η = h⊗Xとする。こ
のとき，

D∗(h⊗X) = XW (h)− (DX)h

となる。さらに，X とW (h)は独立であるという仮定を付け加えると，

D∗(h⊗X) = XW (h)

となる。

Proof. Proposition2.35より，ある列 {Xn} ∈ POL(F )が存在して，Xn → X inL2(F , P;F )とな
る。Xnに対して，Corollary2.38より，

E[〈DΦ, h⊗Xn〉H⊗F ] = E[〈(DΦ)h,Xn〉F ] = E[〈Φ, XnW (h)− (DXn)h〉F ] (∀Φ ∈ POL(F ))

となる。よって，n →∞とすることで，Xについても同様の式が成り立つ。ゆえに，D∗(h⊗X) =
XW (h)− (DX)hを得る。
また，2つ目の式は，X が POL(F ) 3 Xn = ψ(W (h1), · · · ,W (hn)) (h ⊥ hj (j = 1, · · · , n))に
よって，L2(F , P;F )内で収束するので，Malliavin微分の定義から，

(DXn)h =
n∑

j=1

∂

∂xj
ψ(W (h1), · · · , W (hn))〈hj , h〉H = 0

となり，ゆえに
D∗(h⊗X) = XW (h)− (DX)h = XW (h)

となる。

2.2.3 連鎖律

この節では，連鎖律について述べる。まず次の Lemmaを示しておく。

Lemma 2.42. {Φn}はH(F )内の確率変数列とし，Φn → Φ in L2(F ,P;F )とする。また，ある
C > 0が存在して，任意の nに対して，

E[||DΦn||2H⊗F ] < C (2.36)

とする。このとき，ΦはH(F )の元である。

Proof. {Φn ∈ H(F )}と (2.36)より，||Φn||H(F ) < C ′となる。よって，ある部分列 {nk}k∈Nが存在
して，Φnk

は Φ̃にH(F )の弱位相で収束する。また，同じく (2.36)からあるΨ ∈ L2(F ,P;H ⊗F )
が存在して，{DΦnk

}k∈NはΨにL2(F , P;H ⊗F ) の弱位相で収束する。ここで，仮定からΦnk
→

Φ in L2(F ,P;F )なので，任意の η ∈ POL(H ⊗ F )に対して，

E[〈Ψ, η〉H⊗F ] = lim
k→∞

E[〈DΦnk
, η〉H⊗F ] = lim

k→∞
E[〈Φnk

, D∗η〉F ] = E[〈Φ, D∗η〉H ] = E[〈DΦ, η〉H⊗F ]

より，{DΦn}n∈NはΨに L2(F , P;H ⊗ F )の弱位相で収束する。以上から，Φ = Φ̃かつΨ = DΦ̃
となり，{Φn}n∈Nは ΦはH(F )の弱位相で収束する。ゆえに，Φ ∈ H(F )となる。
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Proposition 2.43. F とGを可分Hibert空間とし，κ : F → Gが存在して，

||κ(x)− κ(y)||G ≤ C||x− y||F (x, y ∈ F )

とする。このとき，任意の確率変数 ξ ∈ H(F )に対して，κ(ξ) ∈ H(G)，すなわちMalliavin微分
可能である。また，L(F ;G)-値確率変数 Z が存在して，||Z||L(F ;G) ≤ C a.s.かつ

Dκ(ξ) = ZDξ

となる

Remark 2.44. κは Frechét微分可能であるとき，Z = κ′(ξ) a.s.となる。

Proof of Proposition2.43. Lemma2.42より，κ(ξ) ∈ H(G)を示すためには，ある {κn}n∈Nが存在
して，κn(ξ) → κ(ξ) in L2(F , P;G)と {Dκn(ξ)}n∈NがL2(F , P;H ⊗G) で有界であることを示せ
ばよい。
{f i}i∈Nを F の CONSとし，{ri}n

i=1を Rnの標準座標とし，ln ∈ L(2)(Rn;F )で Rnから F へ
の射影 ln ∈

∑n
i=1 ri ⊗ f iとする。また，l∗n ∈ L(2)(F ;Rn)を l∗n =

∑n
i=1 f i ⊗ riとする。また，任

意の nに対して，jn : Rn → Rを有界，2階微分可能で suppjn = Bnであり，
∫
Rn jn(x)dx = 1と

する。ただし，Bnは Rnの単位球である。さらに ε > 0に対して，jε
n(x) = 1

εn ln(x
ε )とする。

ここで，ε = 1
n とし，さらに κnを

κn(x) =
∫

Rn

jε
n(y − l∗nx)κ(lny)dy

とする。このとき変数変換より，

κn(x) =
∫

Rn

jε
n(y)κ(lny + lnl∗nx)dy

となる。これより，

E[||κ(ξ)− κn(ξ)||2G] = E

[∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫

Rn

jε
n(y)(κ(ξ)− κ(lny + lnl∗nξ))dy

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

G

]

≤ E

[(∫

Rn

||jε
n(y)(κ(ξ)− κ(lny + lnl∗nξ))||Gdy

)2
]

≤ C2E

[(∫

Rn

||jε
n(y)(ξ − lny + lnl∗nξ)||F dy

)2
]

≤ C2E

[(∫

Rn

|jε
n(y)|(||ξ + lnl∗nξ||F + ||lny||F )dy

)2
]

≤ C2E

[(
||lnl∗nξ − ξ||F

∫

Rn

||jε
n(y)||dy +

∫

Rn

jε
n(y)||y||dy

)2
]

≤ 2C2KE[||lnl∗nξ − ξ||2F ] + 2C2E

[(∫

Rn

||jε
n(y)y||dy

)2
]

(2.37)

ここで，
∫

Rn

||jε
n(y)y||dy =

∫

Rn

nn||jn(ny)y||dy =
∫

Rn

∣∣∣
∣∣∣jn(z)

z

n

∣∣∣
∣∣∣ dz =

1
n

∫

Bn

||jn(z)||dz =
K

n
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であり，また，
||(lnl∗n − I)ξ||2F ≤ ||lnl∗n − I||2||ξ||2F ≤ M ||ξ||2F

ξ ∈ H(F )より，M ||ξ||2F は可積分である。よって，Lebesgueの優収束定理より，(2.37) → 0とな
る。ゆえに，κn(ξ) → κ(ξ) inL2(F ,P;G)となる。
さらに

Dκn(ξ) = D

∫

Rn

jε
n(y − l∗nξ)κ(lny)dy

=
∫

Rn

κ(lny)⊗ (Djε
n(y − l∗nξ))dy

=
∫

Rn

κ(lny)⊗ (∇j∗n(y − l∗nξ)Dl∗nξ)dy

となり，κnは Lipschitz条件を持つので，

E[||Dκn(ξ)||2H⊗G] ≤ C2E[||Dξ||2H⊗F ] < ∞

となる。よって，Dκn(ξ)はL2(F , P;H⊗G)で有界となる。ゆえに，Lemma2.42より，κ(ξ) ∈ H(G)
となる。さらに，Dκn(ξ)はDκ(ξ)に L2(F ,P;H ⊗G)の弱位相で収束する。
最後に，κnは Lipschitz条件を持つので，∇κn(ξ)はL∞(F , P;L(F ; G))で有界となる。よって，
ある部分列 {∇κnk

(ξ)}k∈Nと確率変数 Zが存在して，∇κnk
Dξは ZDξに L2(F , P;G)の弱位相で

収束する。よって，Dκn(ξ) = ∇κn(ξ)Dξより，Dκ(ξ) = ZDξとなる。よって，示せた。

2.2.4 微分作用素DtとClark-Ocone Formula

以下，Gを可分Hilbert空間とし，H = L2([0, T ];G)とする。このとき，{Wt}t∈[0,T ]をG上の
柱状Wiener過程とすると，H上のGauss場はW (h) =

∫ T
0 h(t)dWtとなる。以下，Fを σ(Wt; t ∈

[0, T ])を完備化したものとし，フィルトレーションを Ft = N ∪ σ(Ws; s ≤ t)とする。ただし，
N = {N ∈ F|P(N) = 0}である。
ここで，{Φi}i=1,··· .m ∈ POL と {fi}i=1,··· ,m ∈ F に対して，Φ =

∑m
i=1 Φifi ∈ POL(F )とす

る。このとき，DΦ =
∑m

i=1 DΦi ⊗ fi ∈ POL(H ⊗ F )となり，また h ∈ H に対して，DhΦ =∑m
i=1〈DΦi, h〉Hfiであった。ここで，H = L2([0, T ];G)であるので，

DhΦ =
m∑

i=1

(∫ T

0
〈DΦi(s), h(s)〉Gds

)
fi =

∫ T

0

〈
m∑

i=1

DΦi(s), h(s)

〉

G

fids

=
∫ T

0

(
m∑

i=1

DΦi(s)⊗ fi

)
h(s)ds

となり，DsΦ :=
∑m

i=1 DΦi(s)⊗ fiとし，Dのときと同様にDtの定義域を L2(F , P;F )に拡張で
きる。また，Dの共役作用素D∗について，次のことが分かる。

Theorem 2.45. α ∈ L2(P; G⊗ F )とする。このとき α ∈ Dom(D∗)で

D∗α =
∫ T

0
αsdWs

となる。ただし，この確率積分はDefinition2.16の意味である。

42



Proof. まず，αt =
∑N−1

i=0 1(ti,ti+1](t)αtiとする。ただし，αti =
∑M

j=1 g(j)⊗α
(j)
ti
とし，これはFti-

可測で，{g(j)}j はGの決定論的な直交ベクトルである。F -値確率変数 α
(j)
ti
は

∫ ti+1

ti
gidWsと独立

であるので，

D∗(α) =
N−1∑

i=0

D∗(1(ti,ti+1](t)αti) =
N−1∑

i=0

D∗


1(ti,ti+1](t)

M∑

j=1

g(j) ⊗ α
(j)
ti




=
N−1∑

i=0

M∑

j=1

D∗
(
g(j) ⊗ α

(j)
ti

1(ti,ti+1](t)
)

=
N−1∑

i=1

M∑

j=1

α
(j)
ti

W
(
g(j)1(ti,ti+1](t)

)

=
N−1∑

i=0

M∑

j=1

α
(j)
ti

∫ ti+1

ti

g(j)dWs =
∫ T

0

N−1∑

i=0

M∑

j=1

g(j) ⊗ α
(j)
ti

1(ti,ti+1](t)dWs =
∫ T

0
αsdWs

となる。今，D∗は閉作用素で，上のような αは L2(P; G⊗ F )上で稠密に存在するので，定義域
を拡張できる。よって，示せた。

次に，この節の主題である Clark-Ocone Formulaを導出する際に使う式を示す。

Theorem 2.46. {βt}t∈[0,T ] ∈ L2(P;G⊗ F )とし，ξ ∈ H(F )とする。このとき，

E
[∫ T

0
〈Dtξ, βt〉G⊗F dt

]
= E

[〈
ξ,

∫ T

0
βtdWt

〉

F

]

となる。

Proof.

E
[∫ T

0
〈Dtξ, βt〉G⊗F dt

]
= E [〈Dξ, β·〉H⊗F ] = E [〈ξ, W (β·)〉F ] = E

[〈
ξ,

∫ T

0
βtdWt

〉

F

]

次に，この節の主題である Clark-Ocone Formulaを示す。この公式はマルチンゲール表現定理
(Theorem2.25)における積分核をMalliavin微分を使って，具体的に表せるというものである。

Theorem 2.47 (Clark-Ocone Formula). ξ ∈ H(F )をFT 可測な確率変数とすると，このとき，

ξ = E[ξ] +
∫ T

0
E[Dtξ|Ft]dWt

となる。

Proof. ξ ∈ L2(F , P;F )なので，マルチンゲール表現定理 (Theorem2.25)より，確率過程{αt}t∈[0,T ] ∈
L2(P;G ⊗ F )が存在して，ξ = E[ξ] +

∫ T
0 αtdWtとできる。また，E[ξ] = 0としても，一般性を

失わない。このとき，{βt}t∈[0,T ] ∈ L2(P; G⊗ F )を取ってくると，

E
[∫ T

0
〈Dtξ, βt〉G⊗F dt

]
= E

[〈
ξ,

∫ T

0
βtdWt

〉]

= E
[〈∫ T

0
αtdWt,

∫ T

0
βtdWt

〉]
= E

[∫ T

0
〈αt, βt〉G⊗F dt

]
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となる。よって，λt := Dtξ−αtとすると，E[
∫ T
0 〈λt, βt〉G⊗F dt] = 0となる。さらに，βt = E[λt|Ft]

とすると，

0 = E
[∫ T

0
〈λt,E[λt|Ft]〉G⊗F dt

]

= E
[∫ T

0
||E[λt|Ft]||2G⊗F dt

]
+ E

[∫ T

0
〈λt − E[λt|Ft], E[λt|Ft]〉G⊗F dt

]

= E
[∫ T

0
||E[λt|Ft]||2G⊗F

]
(∵ 〈λt − E[λt|Ft], E[λt|Ft]〉G⊗F = 0)

となる。よって，αt = E[Dtξ|Ft] P× Leb-a.e.となる。

2.2.5 mild solutionとMalliavin微分

次にmild solutionのMalliavin微分可能性について述べる。その前に Propositionをいくつか
与える。F, G,H は可分Hilbert空間とする。

Proposition 2.48. α ∈ POL(H ⊗ F )とする。このとき，

D(D∗α) = α + D∗Dα (2.38)

が成立する。

Proof. α ∈ POL(H ⊗ F )より，

α =
n∑

j=1

αj(hj ⊗ fj) (α ∈ POL, hj ∈ H, fj ∈ F, j = 1, · · ·n)

と表せる。このとき，

D∗α =
n∑

j=1

D∗(αj(hj ⊗ fj)) =
n∑

j=1

(W (hj)αjfj −D(αjfj)hj)

となるので，

DD∗α =
n∑

j=1

(D(W (hj)αjhj)−D(D(Ψfj)hj))

=
n∑

j−1

αj(hj ⊗ fj) +
n∑

j=1

(W (hj)D(αjfj)hj)−D(D(αjfj)hj)

= α +
n∑

j=1

(W (hj)D(αjfj)hj)−D(D(αjfj)hj)

= α + D∗Dα

となる。よって，示せた。

次にH = L2([0, T ]; G)とする。このとき，Dtについても (2.38)が成り立つことがすぐに分か
る。以下 Propositionとして，与えておく。
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Proposition 2.49. {αt}t∈[0,T ] ∈ L2(P; G ⊗ F )とし，さらに任意の t ∈ [0, T ]に対して，αt ∈
H(G⊗ F )とする。このとき，

Dt

∫ T

0
αsdWs = αt +

∫ T

0
DtαsdWs (2.39)

となる。

Proof. まず，αt =
∑N−1

i=0 1(ti,ti+1](t)αtiとする。ただし，αti =
∑M

j=1 g(j)⊗α
(j)
ti
とし，これはFti-

可測で，{g(j)}j はGの決定論的な直交ベクトルである。F -値確率変数 α
(j)
ti
は

∫ ti+1

ti
gidWsと独立

であるので， ∫ T

0
αsdWs =

N−1∑

i=0

M∑

j=1

α
(j)
ti

W
(
g(j)1(ti,ti+1](s)

)

となる。よって，

Dt

(∫ T

0
αsdWs

)
=

N−1∑

i=0

M∑

j=1

(
Dtα

(j)
ti

W
(
g(j)1(ti,ti+1](s)

)
+ 1(ti,ti+1](t)

(
g(j) ⊗ α

(j)
ti

))

= αt +
N−1∑

i=0

M∑

j=1

Dtα
(j)
ti

W
(
g(j)1(ti,ti+1](s)

)

= αt +
∫ T

0

N−1∑

i=0

M∑

j=1

(Dtα
(j)
ti

)⊗ g(j)1(ti, ti+1](s)dWs

= αt +
∫ T

0
DtαsdWs

となる。あとは Dt は閉作用素であり，上のような αは L2(P; G ⊗ F )上で稠密に存在するので，
定義域を拡張できる。よって，示せた。

このことを使って，F -値確率変数 ξ := XT のMalliavin微分を考える。ただし，{Xt}t∈[0,T ]は，
SPDE

dXt = (AXt + a(t,Xt))dt + b(t,Xt)dWt

のmild solutionとし，{Wt}t∈[0,T ]はG上の柱状Wiener過程とし，AはF 上の強連続半群 {St}t≥0

の生成作用素とし，a : R+ × F → F と b : R+ × F → G⊗ F は Lipschitz条件と緩増大条件を満
たしている。
このとき，Theorem2.28から，唯一の F -値mild solutionが存在して，

Xt = StX0 +
∫ t

0
St−sa(s,Xs)ds +

∫ t

0
St−sb(s,Xs)dWs (2.40)

を満たす。また，aと bは tとXtにのみ依存しているため，{Xt}t∈[0,T ]はマルコフ型となる。次
の Theoremで (2.40)のMalliavin微分の存在を示す。

Theorem 2.50. 任意の T ≥ 0に対して，XT ∈ H(F )となる。

Proof. Lemma2.42より，Malliavin微分可能な列 {X(n)
t }n∈N で，Xt に L2(F , P;F )内で収束し，

{DX
(n)
t }n∈NがL2(B([0, T ])×F , Leb×P;G⊗F )で一様に有界な列を見つければよい。Picardの

逐次近似法での列を使うことにする。すなわち，X
(0)
t = StX0とし，n ≥ 1に対して，

X
(n+1)
t = StX0 +

∫ t

0
St−ua(u,Xu)du +

∫ t

0
St−ua(u,X(n)

u )du +
∫ t

0
St−ub(u, X(n)

u )dWu
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とする。これはTheorem2.28から，XtにL2(F , P;F )内で収束することがすぐに分かる。さらに，
Proposition2.49を使うと，

DsX
(n+1)
t = St−sb(s,X(n)

s ) +
∫ t

0
St−uDsa(u,X(n)

u )du +
∫ t

0
St−ub(u, S(n)

u )dWu

= St−sb(s,X(n)
s ) + +

∫ t

0
St−uZaDsX

(n)
u du +

∫ t

0
St−uZbDsX

(n)
u dWu

となる。ここで，M := supt∈[0,T ] ||b(s,X(n)
s )||とし，aと bの Lipschitz係数をK とすると，

E[||DsX
(n+1)
t ||2G⊗F ]

≤ 9E[||St−sb(s,X(n)
s )||2G⊗F ] + E

[∫ t

0
||St−uZaDsX

(n)
u ||2G⊗F du

]

+E

[∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0
St−uZbDsX

(n)
u dWs

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

G⊗F

]

≤ 9E[||St−sb(s,X(n)
s )||2G⊗F ] + E

[∫ t

0
||St−uZaDsX

(n)
u ||2G⊗F du

]

+E
[∫ t

0

∣∣∣
∣∣∣St−uZbDsX

(n)
u

∣∣∣
∣∣∣
2
du

]

≤ 9M2E[||b(s, X(n)
s )||2G⊗F ] + 9M2K2

∫ t

0
E[||DsX

(n)
u ||2G⊗F ]du

+9M2K2

∫ t

0
E[||DsX

(n)
u ||2G⊗F ]du

=: CE[||b(s,X(n)
s )||2G⊗F ] + C ′

∫ t

0
E[||DsX

(n)
u ||2G⊗F ]du (2.41)

となる。ここで，supn∈N supt∈[0,T ] E[||X(n)
t ||2] < ∞であり，DsX

(0)
t = 0となるので，

sups E[||DsX
(n)
t ||2] < ∞ (∀n)となる。よって，(2.41)とGronwallの不等式から

sup
k∈N

E[||DsX
(k)
t ||2] ≤ C sup

k∈N
E[||b(s,X(n)

s )||2G⊗F ] + C ′
∫ t

0
sup
k∈N

E[||DsX
(n)
u ||2G⊗F ]du

≤ CeC′T sup
k∈N

E[||b(s,X(n)
s )||2G⊗F ]

となる。さらに，bは緩増大条件を満たしているので，

sup
k∈N

E
[∫ T

0
||DsX

(k)
T ||2G⊗F ds

]
< ∞

となる。よって，示せた。

ここで，一度Malliavin解析から離れて，ランダムオペレーターについて考える。ここまで，あ
る Hilbert空間から別の Hibert空間へのランダム作用素を扱ったが，さらに一般のランダム作用
素について定義する。

Definition 2.51. H1からH2への強ランダム作用素とは，H1によりパラメータ付けられたH2-
値確率過程 {Y (h)}h∈H1 で hについて線形である。すなわち Y (f + g) = Y (f) + Y (g) a.s.となる
ものをいう。
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例えば，L(H1,H2)-値確率変数は強ランダム作用素となる。次に強ランダム作用素の共役作用
素を考えたい。しかし，多くの場合，強ランダム作用素の共役作用素は強ランダム作用素となら
ない。そのために弱ランダム作用素を定義する。

Definition 2.52. ZがH1からH2への弱ランダム作用素であるとは，R-値確率過程Z = {Z(f, g); f ∈
H1, g ∈ H2}で f と gの両方について，線形となるものをいう。さらに，このとき強ランダム作用
素 Y の共役作用素は，弱ランダム作用素 Y ∗により，Y ∗(f, g) = 〈Y (f), g〉H2 で定義される。

さらに，強ランダム作用素として，確率積分を考えたい。H1,H2, Gは可分Hilbert空間とする。
このとき，G⊗H2も可分Hilbert空間となり，さらにG⊗H2上への強ランダム作用素 {Y (h)}h∈H1

を定義できる。今，確率過程 {Yt}t≥0に値をとる強ランダム作用素を考える。ただし，Ytは各 t ≥ 0
に対して，H1 から G ⊗ H2 への強ランダム作用素である。このとき，{Yt}t≥0 が可予測過程で，
h ∈ H1に対して

∫ t
0 ||Ys(h)||2G⊗H2

ds < ∞ならば，
(∫ t

0
Ys · dWs

)
(h) =

∫ t

0
Ys(h)dWs

とする。このとき，
∫ t
0 Ys · dWsはH1からH2への強ランダム作用素でとなる。ただし，{Wt}t≥0

はG上の柱状Wiener過程とする。
ここで，SPDEのmild solution{Xt}t≥0に対するMalliavin微分に戻る。Xt ∈ H(F ) (∀t ≥ 0)
なので，Proposition2.49より，{DsXt}t∈[s,T ]は

DsXt = St−sb(s,Xs) +
∫ t

0
St−sDsa(u,Xu)du +

∫ t

0
St−sDsb(u,Xu)dWu

となり，さらに，Proposition2.43より，a(t,Xt), b(t,Xt)が Frechét微分可能であるとき，a(t, x)
の xに対する F 上の Frechét微分を∇a(t, x)と書くことにする。このとき，

DsXt = St−sb(s,Xs) +
∫ t

0
St−s∇a(u,Xu)DsXudu +

∫ t

0
St−s∇b(u,Xu)DsXudWu

となる。この方程式は線形であるので，その解は次の方程式の解 {Ys,t}0≤s≤t≤T から得られる。

Ys,t = St−s +
∫ t

0
St−u∇a(u,Xu)Ys,udu +

∫ t

0
St−u∇b(u,Xu)Ys,u · dWu (2.42)

この方程式 (2.42)は，Theorem2.28のときと同様にPicardの逐次近似法を用いて，強ランダム
作用素の意味で解が存在することが分かり，さらに，このとき

DsXt = Ys,tb(s,Xs)

を得る。
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3 数理ファイナンス

この章を通じて，(Ω,F , P)を完備確率空間とし，{Wt}t≥0 を Rd-値Wiener過程，{Ft}t≥0 を
Wiener過程からなるフィルトレーションとし,右連続で F0は F の P-零集合をすべて含むと仮定
する。また，F = F∞ := ∨t≥0Ftとする。
さらに

L2 :=
{
{ft}t∈R+

∣∣∣ft(ω)は R-値 {Ft}-適合な確率過程で,F × B([0,∞))-可測,E
[∫ ∞

0
f2

t dt

]
< ∞

}

とする。

3.1 ポートフォリオ

Definition 3.1 (市場モデル). T > 0とする。Rd+1-値確率過程 {(Bt, P
(1)
t , · · · , P

(d)
t )}t∈[0,T ]が市

場モデルであるとは，Ft-可測な確率過程 {rt}t∈[0,T ]，{µi
t}t∈[0,T ]，{σi,n

t }t∈[0,T ]が

sup
t≥0,ω∈Ω

|rt(ω)| < ∞, P
(∫ T

0
|µi

t|dt < ∞
)

= 1, {σi,n
t }t∈[0,T ] ∈ L2 0 ≤ i ≤ N, 1 ≤ n ≤ d

を満たし，Bt，P
(i)
t が次のように表現されるときにいう。

dBt = rtBtdt, B0 = 1, dP
(i)
t =

d∑

n=1

σi,α
t dWn

t + µi
tdt, P

(i)
0 = x(i)

ここでは，Btを安全資産といい，特に銀行預金とする。

Definition 3.2. (i) Ft-適合なRd+1-値確率過程 {ψt, φ
(1)
t , · · · , φ

(d)
t }t∈[0,T ]をポートフォリオとい

い，時点 t ≥ 0での資産を

Xt = ψtBt + 〈φt, Pt〉 = ψtBt +
d∑

j=1

φ
(j)
t P

(j)
t (3.1)

とおく。
(ii) ポートフォリオが市場に対して，self-financingであるとは，

P

(∫ T

0

∣∣∣∣∣ψtrtBt +
N∑

i=1

φ
(i)
t µi

t

∣∣∣∣∣ dt < ∞
)

= 1, {σi,n}1≤n≤d, 1≤i≤N ∈ L2

dXt = ψtdBt + 〈φt, dPt〉 = ψtdBt +
d∑

j=1

φ
(j)
t dP

(j)
t

が成立する時にいう。これを経済的に説明すると，ポートフォリオを保有する投資家は特別な支
出や収入を持たず，資産の変化は証券価格の変動にのみ依存しているということである。

ここで，ポートフォリオ戦略について考える。まず最初に可予測な取引戦略を考える。すなわ
ち，{(Bt, P

(1)
t , · · · , P

(d)
t )}0≤t≤T で各成分を φ

(j)
t =

∑m
i=1 φ

(j)
ti

1(ti,ti+1](t)とする。ただし，0 ≤ t1 <

· · · < tnは決定論的で，φ
(j)
ti
は Fti-可測とする。これより，self-financing条件は

Xti+1 −Xti = ψti(Bti+1 −Bti) + 〈φt, Pti+1 − Pti〉 (3.2)
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となる。ただし，〈·, ·〉はRdの通常の内積である。ここで，Btを基本財とし，割引資産を X̃t = Xt
Bt
，

割引証券価格を P̃t = Pt
Bt
としたとき，(3.1)より，

ψt = X̃t − 〈φt, P̃t〉

となる。これを (3.1)に代入して，計算すると

X̃ti+1 − X̃ti = 〈φt, P̃ti〉 (3.3)

となる。
(3.3)において，間隔を 0に持っていくことで，連続取引として表すことができる。つまり，割
引資産は確率微分方程式 dX̃t = 〈φt, dP̃t〉 を満たす。これを積分表示すると，

X̃t = X̃0 +
∫ t

0
〈φs, dP̃s〉

となる。さらに取引戦略を経済的に意味のあるものにするために次の定義を与える。

Definition 3.3 (許容可能). 取引戦略 {φt}t≥0が許容可能であるとは，
∫ t
0 〈φs, dP̃s〉が t ≥ 0，ω ∈ Ω

で一様に下から有界のときである。

4章の中での債券ポートフォリオの議論の中では，ここで定義した self-financingな戦略とは違っ
た定義を使う。しかし，いずれの場合も上の定義が基本にある。次に，理論の最も中心的な概念
を定義する。

Definition 3.4 (裁定機会). 裁定機会とは，許容可能な取引戦略 {φt}t≥0存在して，

P
(∫ T

0
〈φs, dP̃s〉 ≥ 0

)
= 1かつ P

(∫ T

0
〈φs, dP̃s〉 > 0

)
> 0 (T > 0)

となることである。このような取引戦略が存在しないとき，無裁定であるという，

Theorem 3.5 (数理ファイナンスの第一基本定理). Pが同値な確率測度 Qが存在し，割引証券
価格過程 {P̃t}t≥0はQに対して，局所マルチンゲールのとき裁定機会は存在しない。

Proof. 裁定機会が存在すると，仮定して矛盾を導く。
{P̃t}t≥0 が局所マルチンゲールとなるような同値な測度 Qが存在するとし，{φt}t≥0 は許容可

能な戦略で，
∫ T
0 〈φs, dP̃s〉 ≥ 0 P-a.s. (T > 0)とする。Qは Pと同値より上は Q-a.s.でも成り

立つ。
また，{P̃t}t≥0は，Qに対して局所マルチンゲールで {φt}t≥0は許容可能なので，

∫ T
0 〈φs, dP̃s〉は

下に有界な局所マルチンゲールとなる。よって，ある stopping timeの増大列 {σn}h∈Nが存在し，
Fatouの補題から，

EQ

[∫ t

0
〈φs, dP̃s〉

]
= EQ

[
lim inf
n→∞

∫ t∧σn

0
〈φs, dP̃s〉

]

≤ lim inf
n→∞ EQ

[∫ t∧σn

0
〈φs, dP̃s〉

]

= 0

ここで，裁定機会が存在するという仮定から，

P
(∫ T

0
〈φs, dP̃s〉 ≥ 0

)
= 1, P

(∫ T

0
〈φs, dP̃s〉 > 0

)
> 0
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であるので，P ∼ Qから，

Q
(∫ T

0
〈φs, dP̃s〉 ≥ 0

)
= 1, Q

(∫ T

0
〈φs, dP̃s〉 > 0

)
> 0

よって，

EQ

[∫ T

0
〈φs, dP̃s〉

]
> 0

これは矛盾。よって，示せた。

3.2 HJM Model

3.2.1 記号の導入

τ > 0ですべての債券の満期が T < τ とする。

Definition 3.6. 満期 T，額面 1のゼロクーポン債の時点 tでの価格を P (t, T ) (∀t ∈ [0, T ])とし，
時点 tでのフォワードレート f(t, T )を

f(t, T ) = −∂ log P (t, T )
∂T

(0 ≤ t ≤ T ) (3.4)

とする。また，時点 tでのイールド (最終利回り)Y (t, T )を

Y (t, T ) = − log P (t, T )
T − t

(0 ≤ t ≤ T ) (3.5)

とする。さらに (3.4)と (3.5)より，

P (t, T ) = exp
(
−

∫ T

t
f(t, s)ds

)
(3.6)

Y (t, T ) =

∫ T
t f(t, u)du

T − t
(3.7)

となる。また，時点 tでのスポットレートを下記のように定義する。

r(t) = f(t, t) (3.8)

Remark 3.7. ゼロクーポン債とは期中にクーポン支払が無い債券である。またこの修士論文内
では信用リスクが無い，即ち債務不履行とならない債券のみを考える。一方，フォワードレート
f(t, T )は時点 tにおける T での瞬間的な利子率を表しており，一方スポットレート r(t)は現時点
tでの瞬間的な利子率，イールドは時点 tから満期 T までの平均利子率を表している。
また，P (t, T )を tを止めるごとに T の関数として見たものを時点 tにおける P (t, T )の期間構
造といい，特に P (t, T )の時は割引関数という。同様に Y (t, T )の時点 tでの期間構造をイールド
カーブといい，f(t, T )の時点 tでの期間構造をフォワードカーブという。
一般に満期が遠いほうが不確実性が増すため，イールドカーブは「右上がり」になる。しかし，
現在の金利が高く将来的に金利が下がると予想される場合，イールドカーブは逆転し，「右下がり」
となる。このようなイールドカーブを逆イールドカーブというときもある。
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Definition 3.8 (HJM). 任意に T ∈ [0, τ ]を固定しておく。このとき，f(t, T )は次を満たすと
する。

df(t, T ) = α(t, T )dt +
d∑

n=1

σn(t, T )dW
(n)
t , (0 ≤ t ≤ T ) (3.9)

ただし，上の式は次のような意味である。

1. f(0, T ) = f0(T )は決定論的な関数で，以下固定しておく。

2. α :{(t, s); 0 ≤ t ≤ s ≤ T} × Ω → Rは B{(t, s); 0 ≤ t ≤ s ≤ T} × F -可測で，Ft-適合であ
る。また，

∫ T
0 |α(t, T )|dt < ∞(a.e.)とする。

3. σn ∈ L2 (1 ≤ n ≤ d)とする。

(3.8),(3.9)より，

dr(t) = α(t, t)dt +
d∑

n=1

σn(t, t)dW
(n)
t , (0 ≤ t ≤ T ) (3.10)

また，無リスク預金を Bt = exp(
∫ t
0 r(y)dy) (∀t ∈ [0, τ ])とする。このとき，0 < Bt < ∞である。

これは次を仮定することで保障される。

Assumption 3.9.
∫ τ
0 |f(0, v)|dv < ∞ と ∫ τ

0

{∫ t
0 |α(v, t)|dv

}
dt < ∞ a.e.が成立する。

3.2.2 債券価格過程の算出

ここでは，フォワードレートが (3.9)を満たすときに，これから算出される債券価格がどのよう
な確率微分方程式を満たしているかを考える。まず，債券価格過程が良い動きをするための十分
条件を与えておく。

Assumption 3.10. 1.
∫ t
0 E[(

∫ t
v σn(v, y)dy)2]

1
2 dv < ∞ ∀t ∈ [0, τ ] and n = 1 · · · d

2.
∫ t
0 E[(

∫ T
t σn(v, y)dy)2]dv < ∞ ∀t ∈ [0, T ], T ∈ [0, τ ] and n = 1 · · · d

3. t −→ ∫ T
t [

∫ t
0 σn(v, y)dW

(n)
v ]dy < ∞は P-a.s.に連続である。

次の定理で，相対価格 P̃ (t, T ) = P (t,T )
Bt
を満たす方程式を考える。

Theorem 3.11. Assumption3.9および Assumption3.10を仮定しておく。フォワードレートが
(3.9)の形で与えられたとき，割引債券価格は次の確率微分方程式を満たす。

dP̃ (t, T )

P̃ (t, T )
= b(t, T )dt +

d∑

n=1

an(t, T )dW
(n)
t (3.11)

ただし，an(t, T ) = − ∫ T
t σn(t, u)du, b(t, T ) = − ∫ T

t α(t, u)du + 1
2

∑d
n=1 a2

n(t, T )とする。

Proof. (3.6)より，log P (t, T ) = − ∫ T
t f(t, u)duである。この右辺に (3.9)の積分形を代入する。

log P (t, T )

= −
∫ T

t
f(0, u)du−

∫ T

t

[∫ t

0
α(v, u)dv

]
du−

∫ T

t

[
d∑

n=1

∫ t

0
σn(v, u)dW (n)

v

]
du

51



= −
∫ T

t
f(0, u)du−

∫ t

0

[∫ T

t
α(v, u)du

]
dv −

d∑

n=1

∫ t

0

[∫ T

t
σn(v, u)du

]
dW (n)

v

= −
∫ T

0
f(0, u)du−

∫ t

0

[∫ T

v
α(v, u)du

]
dv −

d∑

n=1

∫ t

0

[∫ T

v
σn(v, u)du

]
dW (n)

v

+
∫ t

0
f(0, u)du +

∫ t

0

[∫ t

v
α(v, u)du

]
dv +

d∑

n=1

∫ t

0

[∫ t

v
σn(v, u)du

]
dW (n)

v

= log P (0, T )−
∫ t

0

[∫ T

v
α(v, u)du

]
dv −

d∑

n=1

∫ t

0

[∫ T

v
σn(v, u)du

]
dW (n)

v

+
∫ t

0
f(0, u)du +

∫ t

0

[∫ u

0
α(v, u)dv

]
du +

d∑

n=1

∫ t

0

[∫ u

0
σn(v, u)dW (n)

v

]
du

= log P (0, T )−
∫ t

0

[∫ T

v
α(v, u)du

]
dv −

d∑

n=1

∫ t

0

[∫ T

v
σn(v, u)du

]
dW (n)

v +
∫ t

0
r(u)du

となる。ただし 4行目から５行目は，通常の Fubiniの定理および Stochasitic Fubiniの定理を用
いた。また，5行目から 6行目は (3.10)を用いた。
ここで，an(t, T ) = − ∫ T

v σn(v, u)duを代入し，また d log Bt = r(t)dtであるから，Itôの公式から

dP̃ (t, T ) = P̃ (t, T )d log P (t, T )− P̃ (t, T )d log Bt +
1
2
P̃ (t, T )d log P (t, T )d log P (t, T )

dP̃ (t, T )

P̃ (t, T )
= r(t)dt +

(
−

∫ T

t
α(t, u)du

)
dt +

d∑

n=1

an(t, T )dW
(n)
t − r(t)dt +

1
2

d∑

n=1

an(t, T )2dt

= b(t, T )dt +
d∑

n=1

an(t, T )dW
(n)
t (3.12)

ただし，b(t, T ) = − ∫ T
t α(t, u)du + 1

2

∑d
n=1 a2

n(t, T )とした。よって，示せた。

3.2.3 無裁定債券価格と期間構造

この節ではただ１つの同値マルチンゲール測度が存在する必要十分条件を考える。まずは記号
の準備をする。

T1, · · · , Tk ∈ [0, τ ]を 0 < T1 < · · · < Tk ≤ τ を満たすようにとる。また，T = (T1, · · · , Tk)と
する。さらに，

A(t) =




a1(t, T1) · · · ad(t, T1)
· · · · ·

a1(t, Tk) · · · ad(t, Tk)




b(t) = (b(t, T1), · · · , b(t, Tk))T

p̃(t) = (p̃(t, T1), · · · , p̃(t, Tk))T

PD(t) =




p̃(t, T1) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · p̃(t, Tk)




52



とすると，前の定理の中の式は

dp̃(t) = PD(t)(b(t)dt + A(t)dWt) (3.13)

となる。ここで，相対価格 P̃ (t, T )がマルチンゲールとなる確率測度を考える。次を仮定する。

Assumption 3.12. 1. rankA(t) = k ∧ d a.e.

2. 期間 Ti(i = 1, · · · , k)の債券価格に対して共通に Ft可測な市場リスク価格過程 λ(t)が存在
して，条件

A(t)λ(t) = −b(t) (3.14)
∫ T

0
||λ(t)||2dt < ∞

E
[
exp

(
−

∫ T

0
λ(t)dWt − 1

2

∫ T

0
||λ(t)||2dt

)]
= 1

を満足する。

このとき，Girsanovの定理から W̃t = Wt−
∫ t
0 λ(s)dsがRd-値Wiener過程となるような確率測

度Qが存在する。このようなQをリスク中立な確率測度という。すると，(3.13)と (3.14)から，

A(t)dW̃t = A(t)dWt −A(t)λ(t)dt

= A(t)dWt + b(t)

dp̃(t) = P̃D(t)A(t)dW̃t

となり，成分ごとに書くと，

dP̃ (t, Ti)

P̃ (t, Ti)
=

d∑

n=1

an(t, Ti)dW̃
(n)
t (i = 1, · · · , k) (3.15)

となる。
これをフォワードレートの方で考えると，

df(t, Ti) = α(t, Ti)dt +
d∑

n=1

σn(t, Ti)dW
(n)
t

= α(t, Ti)dt +
d∑

n=1

σn(t, Ti)(dW̃
(n)
t + λ(t))

となる。ここで，Assumption3.12より，λ(t)は T に依存しないので，(3.14)の第 i行目を T =
Ti, λ(t) = λi(t)として，T で微分すると

d∑

n=1

(
∂

∂T
an(t, T )λ(t) + an(t, T )

∂

∂T
λ(t)

)
= − ∂

∂T
b(t, T )

d∑

n=1

(−σn(t, T )λ(t)) = α(t, T ) +
1
2
· 2

d∑

n=1

an(t, Tk)σn(t, T )

となり，

α(t, T ) =
d∑

n=1

σn(t, T )
(∫ T

t
σn(t, u)du− λn(t)

)
(0 ≤ t ≤ T ) (3.16)

となる。なお，Heath,Jarrow and Morton[15]によると，(3.16)が成立することと次の２つはそれ
ぞれ同値である。
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1. Qが一意の同値マルチンゲール測度である。

2. λ(t)が一意に存在して，満期に依存しない。

以上より，

df(t, T ) =
d∑

n=1

σn(t, T )(−λn(t)− an(t, T ))dt +
d∑

n=1

σn(t, T )dW̃
(n)
t +

d∑

n=1

λn(t)σn(t, T )dt　

=
d∑

n=1

(
(−σn(t, T )an(t, T ))dt + σn(t, T )dW̃

(n)
t

)
(3.17)

となる。

3.3 スポットレートモデル

この節を通じて，前の節で定義したリスク中立な確率測度Qの下ですべて考え，その上の 1次
元標準Wiener過程を {Wt}t≥0とする (˜を省略)。またQ上の期待値EQはQを省略してEと書
く。以下，1ファクターモデルのみを考える。さらに，{rt}t≥0が

drt = µ(t, rt)dt + σ(t, rt)dWt (0 ≤ t ≤ T ) (3.18)

を満たすと仮定する。ただし，µ(t, rt)と σ(t, rt)は tと rtにのみ依存する関数とする。
(3.15)より，Q上で P̃ (t, T )は tについて，マルチンゲールとなるので，t ≤ rに対して，

P̃ (t, T ) = E
[
P̃ (r, T )|Ft

]

となる。特に r = T のとき，P (T, T ) = 1より，

P̃ (t, T ) = E
[
P̃ (T, T )|Ft

]

⇔ P (t, T )
Bt

= E
[
B−1

T |Ft

]

⇔ P (t, T ) = E
[
e−
R T

t rsds|Ft

]
(3.19)

よって，スポットレート rt とゼロクーポン債価格 P (t, T )の関係式が分かった。このことを使っ
て，(3.18)の形のスポットレートモデルがHJMモデルの枠組みに入ることを示す。
まず，Theorem1.49から rtはマルコフ過程となり，(3.19)は

P (t, T ) = g(t, T, r) := E
[
e−
R T

t rsds|rt = r
]

(3.20)

となる。ここで，g(t, T, r)は C2-級関数と仮定する。このとき，Itôの公式より，

dP (t, T )
P (t, T )

=
1

P (t, T )

(
∂g(t, T, rt)

∂t
dt +

∂g(t, T, rt)
∂r

drt +
1
2

∂2g(t, T, rt)
∂t2

drtdrt

)

=
1

P (t, T )

(
∂g(t, T, rt)

∂t
+

∂g(t, T, rt)
∂r

µ(t, rt) +
1
2
(σ(t, rt))2

∂2g(t, T, rt)
∂t2

)
dt

+σ(t, rt)
∂g(t, T, rt)

∂r
dWt
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今，リスク中立な確率測度 Qの下で計算しているため，無リスク金利とゼロクーポン債価格
過程のドリフト係数を価格過程で割ったものは一致する。よって，P (T, T ) = 1なので (3.20)の
g(t, T, r)は，

{
∂g(t,T,r)

∂t + 1
2σ(t, r)2 ∂2g(t,T,r)

∂r2 + µ(t, r)∂g(t,T,r)
∂r = rg(t, T, r)

g(T, T, r) = 1
(3.21)

を満たす。

Theorem 3.13. {rt}t≥0は (3.18)に従うとする。このとき，スポットレートモデルはHJMモデ
ルの枠組みに入る。すなわち，P (t, T ) = e−h(t,T,r)とするとき，σ̃(t, T ) := σ(t, rt) ∂2h

∂r∂T (t, T, rt)と
すると，

f(t, T ) =
(

σ̃(t, T )
∫ T

t
σ̃(t, s)ds

)
dt + σ̃(t, T )dWt

となる。

Proof. 仮定から rtはマルコフ過程なので，(3.20)から，ゼロクーポン債価格は

P (t, T ) = g(t, T, r) := E
[
e−
R T

t rsds|rt = r
]

と書ける。さらに g(t, T, r) =: e−h(t,T,r)と置きなおす。このとき (3.4)よりフォワードレートは，

f(t, T ) = −∂ log P (t, T )
∂T

=
∂h

∂T
(t, T, rt)

となるので，Itôの公式より，

df(t, T ) =
∂

∂r
f(t, T )drt +

∂

∂t
f(t, T )dt +

1
2

∂2

∂r2
f(t, T )drtdrt

=
∂2h

∂r∂T
(t, T, rt)drt +

∂2h

∂t∂T
(t, T ) +

∂3

∂r2∂T
h(t, T, rt)drtdrt

= σ(t, rt)
∂2h

∂r∂T
(t, T, rt)dWt

+
(

µ(t, rt)
∂2h

∂r∂T
(t, T, rt) +

∂2h

∂t∂T
(t, T, rt) +

σ(t, rt)2

2
∂3h

∂r2∂T
(t, T, rt)

)
dt (3.22)

ここで，

σ̃(t, T ) = σ(t, rt)
∂2h

∂r∂T
(t, T, rt) (3.23)

とし，a(t, T )は

a(t, T ) = −
∫ T

t
σ̃(t, T )dT = −

∫ T

t
σ(t, rt)

∂2h

∂r∂T
(t, T, rt)dT

= −
[
σ(t, rt)

∂h

∂r
(t, T, rt)

]T=T

T=t

= −σ(t, rt)
∂h

∂r
(t, T, rt)

となる。ゆえに，フォワードレートのドリフト係数は

−σ̃(t, T )a(t, T ) = σ(t, rt)2
∂2h

∂r∂T
(t, T, rt)

∂h

∂r
(t, T, rt) (3.24)
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となるので，後は (3.17)と (3.22)から，

µ(t, rt)
∂2h

∂r∂T
(t, T, rt) +

∂2h

∂t∂T
(t, T, rt) +

σ(t, rt)2

2
∂3h

∂r2∂T
(t, T, rt)

= σ(t, rt)2
∂2h

∂r∂T
(t, T, rt)

∂h

∂r
(t, T, rt) (3.25)

となれば良い。ここで，(3.21)に g(t, T, r) = e−h(t,T,r)を代入すると，

∂e−h(t,T,r)

∂t
+

1
2
σ(t, r)2

∂2e−h(t,T,r)

∂r2
+ µ(t, r)

∂e−h(t,T,r)

∂r
= re−h(t,T,r)

となり，これを整理し，両辺を e−h(t,T,r)で割ると

∂h(t, T, r)
∂t

+
1
2
σ(t, r)2

∂2h(t, T, r)
∂r2

+ µ(t, r)
∂h(t, T, r)

∂r
=

1
2
σ(t, r)2

(
∂h(t, T, r)

∂r

)2

− r

となる。ゆえに，両辺を T で微分すれば，(3.25)となる。よって，示せた。

この節で出てくるスポットレートモデルはすべて次のような形のモデルである。

Definition 3.14 (アフィンモデル). リスク中立な確率測度Qの下でスポットレート rtが従う確
率微分方程式を

drt = µ(t, rt)dt + σ(t, rt)dWt (0 ≤ t ≤ T ) (3.26)

とする。ただし，µ(t, rt)と σ(t, rt)が次の形とする。
{

µ(t, r) = α1(t) + α2(t)r
σ2(t, r) = β1(t) + β2(t)r

(3.27)

ただし，αi(t)と βi(t) (i = 1, 2)は rには依らず，tにのみ依存する関数である。また，σについ
ては 2乗に対しての式であることに注意しておく。このようなモデルをアフィンモデルという。

よって，(3.27)を代入すると，
{

∂g(t,T,r)
∂t + 1

2(β1(t) + β2(t)r)
∂2g(t,T,r)

∂r2 + (α1(t) + α2(t)r)
∂g(t,T,r)

∂r = rg(t, T, r)
g(T, T, r) = 1

(3.28)

今，ゼロクーポン債価格を
g(t, T, r) = eaT (t)+bT (t)r (3.29)

と書けると仮定する。ただし，aT (t), bT (t)は rには依存しない。また，g(T, T, r) = 1より，aT (T ) =
bT (T ) = 0となる。すると，

• ∂g(t, T, r)
∂t

= (aT (t)′ + bT (t)′r)g(t, T, r)

• ∂g(t, T, r)
∂r

= bT (t)g(t, T, r)

• ∂2g(t, T, r)
∂r2

= bT (t)2g(t, T, r)

これらを (3.28)に代入すると，

(aT (t)′ + bT (t)′r)g(t, T, r) +
1
2
(β1(t) + β2(t)r)bT (t)2g(t, T, r)

+(α1(t) + α2(t)r)bT (t)g(t, T, r)− rg(t, T, r) = 0
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となり，両辺を g(t, T, r)で割って，rについてまとめると，
(

bT (t)′ +
β2(t)bT (t)2

2
+ α2(t)bT (t)− 1

)
r +

(
aT (t)′ +

β1(t)bT (t)2

2
+ α1(t)bT (t)

)
= 0

これは rについての恒等式なので，0 ≤ t ≤ T に対して，




bT (t)′ + β2(t)bT (t)2

2 + α2(t)bT (t)− 1 = 0

aT (t)′ + β1(t)bT (t)2

2 + α1(t)bT (t) = 0
(3.30)

が成立するように aT (t), bT (t)を定めればよい。このことを以下の定理でまとめておく。

Theorem 3.15. リスク中立な確率測度Qの下でスポットレートがアフィンモデルだとする。こ
のとき, aT (t) = bT (t) = 0を満たす連立微分方程式 (3.30)を満たす aT (t)と bT (t)により，ゼロ
クーポン債価格は

P (t, T ) = eaT (t)+bT (t)rt (0 ≤ t ≤ T ) (3.31)

で与えられる。

このことを踏まえて，以下具体的なスポットレートモデルについて考える。

3.3.1 Vasicekモデル

スポットレートの実際の動きを見てみると，平均的なレベル βが存在して，このレベルの周辺
をレベル βへ回帰するように動いていることが見える。このような性質を平均回帰性といい，こ
の平均回帰性を持っているモデルでシンプルなものが次の式で与えられる Vasicekモデル [34]で
ある。

drt = α(β − rt)dt + σdWt (0 ≤ t ≤ T ) (3.32)

ただし，α, β, σはそれぞれ平均回帰率，平均回帰水準，ボラティリティと呼ばれる正定数である。
これは，α1(t) = αβ, α2(t) = −α, β1(t) = σ2, β2(t) = 0のアフィンモデルである。よって，こ
れらを (3.30)に代入すると，





bT (t)′ = αbT (t) + 1 (3.33)

aT (t)′ = −αβbT (t)− σ2b2
T (t)
2

(3.34)

aT (T ) = bT (T ) = 0

となる。よって，まず (3.33)を解くと，

bT (t) =
e−α(T−t) − 1

α
(3.35)

となり，これを (3.34)に代入すると，

aT (t)′ = −αβ
e−α(T−t) − 1

α
− σ2

2

(
e−α(T−t) − 1

α

)2

となり，この常微分方程式を解き，bT (t)を使って表すと，

aT (t) = (bT (t) + (T − t))
(

σ2

2α2
− β

)
− σ2

4α
bT (t)2 (3.36)
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以上から，
P (t, T ) = eaT (t)+bT (t)rt

という表示の aT (t)と bT (t)は (3.36)と (3.35)で表わされる。ここで，

∂

∂T
bT (t) = −e−α(T−t)

に注意すると，(3.4)より，rt = rに対して，フォワードレートは

f(t, T ) = −∂ log P (t, T )
∂T

= − ∂

∂T
(aT (t) + bT (t)r)

= e−α(T−t)r + β
(
1− e−α(T−t)

)
− σ2

2α2

(
1− e−α(T−t)

)2

ゆえに

f(t, T ) = e−α(T−t)rt + β
(
1− e−α(T−t)

)
− σ2

2α2

(
1− e−α(T−t)

)2
(0 ≤ t ≤ T ) (3.37)

となる。Theorem3.13からVasicekモデルがHJMモデルの枠組みに入ることが分かるが，ここで
は Example1.47より，

rt = β + e−αt(r0 − β) + σe−αt

∫ t

0
eαsdWs

と具体的に rtを表せるので，計算でHJMモデルの枠組みに入ることを見ていく。
初期フォワードレートは (3.37)に t = 0を代入すればいいので，

f(0, T ) = e−αT r0 + β(1− e−αT )− σ2

2α2
(1− e−αT )2

よって，これらを (3.37)に代入すると，

f(t, T ) = f(0, T ) +
∫ t

0
σe−α(T−s)dWs − σ2

2α2

(
2e−αT (1− eαt)− e−2αT (1− e2αt)

)
(3.38)

となる。よって，拡散係数が σ(t, T ) = σe−α(T−s)で与えられることが分かる。ここで (3.16)より，
ドリフト係数 σ̃(t, T )は拡散係数を用いて，

σ̃(t, T ) = σ(t, T )
∫ T

t
σ(t, u)du (3.39)

となる。なので，この [0, t]での積分を考えると
∫ t

0
a(s, T )ds =

∫ t

0
σ(s, T )

∫ T

s
σ(s, u)duds

=
∫ t

0
σe−α(T−s)

∫ T

s
σe−α(u−s)duds

= −σ2

α

∫ t

0
e−2α(t−s) − e−α(T−s)ds

= − σ2

2α2

(
2e−αT (1− eαt)− e−2αT (1− e2αt)

)

となる。これは，(3.38)の右辺第 3項と同じなので，VasicekモデルがHJMモデルの枠組みに入
ることが分かる。
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3.3.2 Cox-Ingersoll-Rossモデル

Vasicekモデルは平均回帰性はあるが，その一方で rtが負になる確率が正となってしまうとい
う短所がある。そこで，Vasicekモデルのように平均回帰性があり，さらに rtが負にならないモデ
ルがこの CIRモデル [6] である。

drt = α(β − rt)dt + σ
√

rtdWt (3.40)

ただし，ここでも α, β, σは正定数とする。この方程式は Lipschitzではない平方根関数を持つた
め，Theorem1.45は使えないが rtが非負値確率過程となることが知られている。
ここで CIRモデルは α1(t) = αβ, α2(t) = −α, β1(t) = 0, β2(t) = σ2のアフィンモデルなので，

Theorem 3.13より，P (t, T ) = eaT (t)+bT (t)rt である。よって，(3.30)から aT (t)と bT (t)を求める。




bT (t)′ +
σ2bT (t)2

2
− αbT (t)− 1 = 0 (3.41)

aT (t)′ + αβbT (t) = 0 (3.42)

aT (T ) = bT (T ) = 0

となり，これを解けば良い。
1
2σ2u2 − αu− 1 = 0とし，この 2解 c, dを

c =
b + γ

σ2
, d =

b− γ

σ2

とする。ただし，γ =
√

α2 + 2σ2。
このとき，(3.41)から，

bT (t)′

(bT (t)− c)(bT (t)− d)
= −σ2

2
(3.43)

となり，両辺を [t, T ]で積分すると，bT (T ) = 0より，

(左辺) =
1

c− d
log

(∣∣∣∣
d

c

∣∣∣∣
∣∣∣∣
bT (t)− c

bT (t)− d

∣∣∣∣
)

となり，これより，ふたたび bT (T ) = 0に注意すると，(3.43)は

d(bT (t)− c)
c(bT (t)− d)

= exp
(

σ2(T − t)(c− d)
2

)

となる。ここで c− d = 2γ
σ2 に注意して，c, dを代入し計算すると，

bT (t) =
−2(1− e(T−t)γ)

α(1− e(T−t)γ)− γ(1 + e(T−t)γ)
(3.44)

となる。これは coth(x) = cosh(x)
sinh(x) を使うと，

bT (t) = − 2

α + γ coth
(

γ(T−t)
2

)

と表せる。また，(3.42)から

aT (t) = αβ

∫ T

t
bT (s)ds
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となり，これは V (s) := coth( sγ
2 )とすると，

aT (t) =
2αβ

γ(γ2 − α2)
log

(
γ2γ(1 + V (T − t))α+γ(−1 + V (T − t))γ−α

(α + γV (T − t))2γ

)

となる。よって，(3.23)より，

σ̃(t, T ) = σ
√

rt
∂2

∂r∂T
(−at(t)− bT (t)rt) = −σ

√
rt

∂

∂T
bT (t)

ゆえに，cosech(x) = 1
sinh(x) を使うと

σ̃(t, T ) =
2σγ2√rtcosech2

(
γ2(T−t)

2

)

(
α + γ coth

(
γ2(T−t)

2

))2

と表せる。

3.3.3 Hull-Whiteモデル

次に，Vasicekモデルの平均回帰レベルを時間 tに依存するようにした次のモデルを考える。

drt = (βt − αrt)dt + σdWt (3.45)

ただし，α, σは正定数。このモデルをHull-Whiteモデル [19]，または拡張Vasicekモデルという。
このモデルは rtが負になる確率が正となることに注意しておく5。
このモデルは α1(t) = βt, αw(t) = −α, β1(t) = σ2, β2(t) = 0のアフィンモデルである。よって，

Theorem 3.13より，P (t, T ) = eaT (t)+bT (t)rt で (3.30)から，




bT (t)′ − αbT (t)− 1 = 0 (3.46)

aT (t)′ +
σ2bT (t)2

2
βtbT (t) = 0 (3.47)

aT (T ) = bT (T ) = 0

これを解くと (3.46)から，

bT (t) =
e−α(T−t) − 1

α
(3.48)

となり，これと (3.47)から，

aT (t) =
∫ T

t

σ2bT (s)2

2
ds +

∫ T

t
βsbT (s)ds (3.49)

よって，フォワードレートの拡散係数は (3.23)より，

σ̃(t, T ) = σ
∂2

∂r∂T
(−at(t)− bT (t)rt) = −σ

∂

∂T
bT (t) = σe−α(T−t)

となり，ドリフト係数 µ(t, T )は (3.24)から，

µ(t, T ) = −σ̃(t, T )
∫ T

t
σ̃(t, s)ds = σ2e−α(T−t)

∫ T

t
σe−α(T−s)ds =

σ2

α
e−α(T−t)

(
1− e−α(T−t)

)

5rt が負にならないようにするために，CIRモデルをこの場合と同様に拡張することも可能である。
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となり，

df(t, T ) =
σ2

α
e−α(T−t)

(
1− e−α(T−t)

)
dt + σe−α(T−t)dWt (3.50)

となる。ここで，(3.5)から初期イールドカーブ Y (0, T )は

Y (0, T ) = −aT (0) + bT (0)r0

T
= − 1

T

(∫ T

0

σ2bT (s)2

2
ds +

∫ T

0
βsbT (s)ds +

r0

(
e−αT − 1

)

α

)

(3.51)
となる。つまり，このモデルは βtを適当に決めることで，任意の期間構造のカーブを表現するこ
とができる。しかし，実際に現時点で観測されたイールドカーブと一致させるべきである。その
ために，そのような βtの条件を次の Propositionで与える。

Proposition 3.16. (3.51)が，観測された初期イールドカーブと一致するとき，

βt =
∂

∂T
f(0, T )

∣∣∣
T=t

+ αf(0, t) +
σ2

2α

(
1− e−2αt

)
(3.52)

ただし，f(0, t)は初期フォワードカーブである。

Proof. 初期フォワードカーブを求める。(3.4)から，

f(0, T ) = − ∂

∂T
(bT (0)r0 + aT (0)) (3.53)

となる。(3.48)から，
∂

∂T
bT (t) =

∂

∂T

e−α(T−t) − 1
α

= −e−α(T−t) (3.54)

となり，また (3.49)より，

aT (0) =
∫ T

0

σ2bT (s)2

2
ds +

∫ T

0
βsbT (s)ds

=
σ2

2α2

(
− 3

2α
+ T − e−2αT

2α
+

2e−αT

α

)
+

e−αT

α

∫ T

0
βse

αsds +
1
α

∫ T

0
βsds

よって，
∂

∂T
aT (0) =

σ2

2α2
(1− e−αT )2 −

∫ T

0
βse

−α(T−s)ds (3.55)

ゆえに，(3.53)に (3.54)と (3.55)を代入すると

f(0, T ) = − σ2

2α2
(1− e−αT )2 +

∫ T

0
βse

−α(T−s)ds + r0e
−β(T−t)

となり，両辺を T で微分すると，

∂

∂T
f(0, T ) = −σ2e−αT

α
(1− e−αT )− α

∫ T

0
βse

−α(T−s)ds + βT − r0αe−αT

となる。よって，αf(0, T ) + ∂
∂T f(0, T )を計算すると，

αf(0, T ) +
∂

∂T
f(0, T ) = βT − σ2

2α
(1− e−2αT )

となる。よって，示せた。
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3.4 Musielaの記号

ふたたび，HJMモデルを見直してみることにする。

f(t, ·) = f(0, ·) +
∫ t

0
α(s, ·)ds +

d∑

n=1

∫ t

0
σ(n)(s, ·)dW (n)

s (積分形) (3.56)

df(t, ·) = α(t, ·)dt +
d∑

n=1

σ(n)(t, ·)dW
(n)
t , (0 ≤ t ≤ T ) (微分形式) (3.57)

である。
この形では T の方程式としても解釈できる。このとき，各 tごとに関数 f(t, ·)は違う定義域を
持っていることになる。そこで x = T − tとして，パラメータ付けする。このとき，

ft(x) := f(t, t + x) (t, x ≥ 0) (3.58)

とし，時点 tと独立な定義域 χをもつ関数 ft : x 7→ ft(x)となる。これら xについての関数空間を
F とする。ここでは C(χ)の部分空間として考えることにする。（詳しくは 4章で定義する。）
このとき，(3.58)を使って，(3.56)を書きなおすと，

ft = f(0, t + ·) +
∫ t

0
α(s, t + ·)ds +

d∑

n=1

∫ t

0
σ(n)(s, t + ·)dW (n)

s

= Stf0 +
∫ t

0
St−sαsds +

d∑

n=1

∫ t

0
St−sσ

(n)
s dW (n)

s (3.59)

ただし，αt : x 7→ αt(x) = α(t, t + x)，σ
(n)
t : x 7→ σ

(n)
t (x) = σ(n)(t, t + x) ，(Stf)(x) = f(x + t)

とする。このことから，(3.56)は関数空間内の SDEによって与えられる無限次元拡散方程式とな
る。ここで tに関して，（形式的に）両辺を微分すると，

∂f(t, t + x)
∂t

=
∂

∂x
f(t, t + x) + ∂f(t, t + x)

dft =
(

∂

∂x
ft + αt

)
dt +

d∑

n=1

σ
(n)
t dW

(n)
t

となる。このように最初に表したのがMusiela[26]である。

Example 3.17. Musielaの変形を Hull-Whiteモデルで行ってみる。(3.50)から，これを積分形
で書くと，

f(t, T ) = f(0, T ) +
∫ t

0

σ2

α
e−α(T−s)(1− e−α(T−s))ds +

∫ t

0
σe−α(T−s)dWs (3.60)

であった。ここで T = t + xを代入すると，

f(t, t + x) = f(0, t + x) +
∫ t

0

σ2

α
e−α(t+x−s)(1− e−α(t+x−s))ds +

∫ t

0
σe−α(t+x−s)dWs (3.61)

となる。ここで，ft(x) = f(t, t + x)とし，(Stf)(x) = f(x + t)とすると，(3.61)は

ft(x) = Stf0(x) +
∫ t

0
St−s

(
σ2

α
e−α(x)

(
1− e−α(x)

))
ds +

∫ t

0
St−s

(
σe−α(x)

)
dWs (3.62)

となることが分かる。
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4 抽象HJMモデル

この章を通じて，特に断らない限り，(Ω,F , P)を完備確率空間とし，{Wt}をd次元の標準Wiener
過程，{Ft}をWiener過程からなるフィルトレーションとし,右連続でF0はF のP-零集合をすべ
て含むと仮定する。また，F = F∞ := ∨t∈R+Ftとする。また，Musielaの記号に従うとする。す
なわち,現時点を t，満期を T としたとき，現時点から満期までの時間を x = T − tとし，債券価
格を Pt(x) := P (t, t + x)，フォワードレートを ft(x) := f(t, t + x) (t, x ≥ 0)とする。

4.1 HJM発展方程式

この章での目標は下のHJMモデルを解析することである。

dft(x) = (
∂

∂x
ft(x) + αt(x))dt +

∞∑

i=1

σi
t(x)dW i

t (4.1)

ここで無裁定条件より，

αt(x) =
∞∑

i=1

σi
t(x)

∫ x

0
σi

t(u)du (0 ≤ t ≤ T ) (4.2)

である。
ここでは関数空間 F 上に値をとるFt-可測な確率ベクトルとして，フォワードカーブ x → ft(x)
を考えたい。また，Wiener過程としては，実可分Hilbert空間G上で定義された柱状Wiener過程
を考える。また，Gの双対空間をG∗とし，GとG∗を同一視する。(4.1)を解析するために，フォ
ワードカーブに対する状態空間 F を選ぶ必要がある。この章を通して，F に必要に応じて，随時
仮定を付け加えていくことにする。まず最初に次のことを仮定しておく。

Assumption 4.1. 1. F を可分 Hilbert 空間とし，その元を R-値連続関数で，定義域 χ は
[0, xmax] もしくは R+である。また，x ∈ χに対して，汎関数 δx(f) = f(x)は well-defined
で，F ∗の元とする。

2. {St}t≥0は F 上で強連続で，(Stf)(x) = f(t + x)となる半群とする。また，{St}t≥0の生成
作用素をAとする。このとき，一般にAは有界であるとは限らない。

3. FHJMはD(6= φ) ⊂ L(2)(G; F )からFへの可測写像で，FHJM(σ)(x) := 〈σ∗δx, σ∗Ix〉G (各　
σ ∈ L(2)(G; F ))とする。ただし，Gは実可分Hilbert空間とし，Ix(f) :=

∫ x
0 f(s)dsとする。

これらの仮定にいくつか注意を与えておく。
まずは F ⊂ L1

loc(χ)6 でなければならない。これは，P (t, T ) = exp (− ∫ T−s
0 ft(s)ds) が意味を持

たないといけないためである。しかし，一般に金利の期間構造が動くところではフォワードカー
ブは満期までの時間 xの関数として，滑らかである。よって，Assumption4.1.1は意味を持ち，明
らかに F ⊂ L1

loc(χ)である。
また，次のことが分かる。

Proposition 4.2. Ix(f) =
∫ x
0 f(s)dsは，各 x ∈ χに対して，F 上連続である。

6L1
loc :=

n
{ft}t∈[0,∞)

˛̨
˛ft(ω)は F -値 {Ft}-適合な確率過程で,F × B([0,∞))-可測,

R T

0
||ft||dt < ∞ ∀T > 0

o
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Proof. ∣∣∣∣
∫ x

0
f(s)ds

∣∣∣∣ ≤ x sup
s∈[0,x]

|f(s)| ≤ x sup
s∈[0,x]

||δs||F ∗ ||f ||F

ここで，δx ∈ F ∗より，sups∈[0,x] |δs(f)| < ∞である。Banach-Steinhausの定理7より， ||f ||F ≤
1, δx ∈ F ∗ ならば，∃M < ∞ s.t. ||δx|| ≤ M となる。よって，f ∈ F, δx ∈ F ∗ ならば，
|δxf | ≤ M ||f ||F となり，sups∈[0,x] ||δs||F ∗ ≤ M となる。
ゆえに， ∣∣∣∣

∫ x

0
f(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∃C

となり，Ixは F 上連続となる。

Assumption4.1.より，スポットレート rt = ft(0) = δ0(ft)が，well-defined である。スポット
レートが定義されたら，無リスク預金は通常の数理ファイナンスの議論と同じように，

Bt = exp
(∫ t

0
rsds

)

と定義される。またこれを基本財として，割引債券価格を

P̃t(x) =
Pt(x)
Bt

= exp
(
−

∫ t

0
rsds−

∫ x

0
ft(y)dy

)
(4.3)

と定義する。
また，Assumption4.1.3 について，Assumption4.1.1. より F の元は連続なので，任意の σ ∈

L(2)(G; F )に対して，x → FHJM(σ)(x)は連続である。しかし，σ → FHJM(σ)は必ずしも Fの元
ではなく σ ∈ Dでなければならない。Assumption4.1.3.はたいていチェックするのは難しい。そ
のため，具体例を扱う中で使いやすい十分条件を後に与える。

Assumption 4.3. F がAssumption4.1.1.とAssumption4.1.2.を満たしているとする。
さらに，∃F 0 ⊂ F が存在して，２項演算子 ?を (f ? g)(x) = f(x)

∫ x
0 g(s)ds : F 0 × F 0 → F と

し，f, g ∈ F 0に対して，
||f ? g||F ≤ C||f ||F ||g||F (4.4)

とする。ただし，C > 0は定数である。

Proposition 4.4. F がAssumption4.3.を満たしているとする。このとき写像 FHJMは局所 Lip-
schitz条件を満たす。すなわち，

||FHJM(σ1)− FHJM(σ2)||F ≤ C||σ1 + σ2||L(2)(G;F )||σ1 − σ2||L(2)(G;F ) (∀σ1, σ2 ∈ L(2)(G; F 0))

とする。特に FHJMはD = L(2)(G; F 0)から F への写像として可測である。

Proof.

||f ? f − g ? g|| = 1
2
||(f − g) ? (f + g) + (f + g) ? (f − g)|| ≤ C||f − g||||f + g|| (4.5)

7X を完備距離空間，Y を位相空間とし，Γを X から Y への連続線形写像全体とし，さらに Γ(x) = {Λx |Λ ∈ Γ}
は Y 上有界とする。このとき Γは同程度連続となる。 証明は [29]を参照。
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である。次に，{gi}i∈Nを完全正規直交系とする。このとき，σ ∈ L(2)(G;F 0)に対して

FHJM(σ)(·) = 〈σ∗δ·, σ∗I·〉G
=

Parseval

∑
n

〈σ∗δ·, gn〉G〈gn, σ∗I·〉G

=
∑

n

〈δ·, σgn〉F 〈gn, σI·〉F

=
∑

n

σgn(·)
∫ ·

0
σgn(s)ds

=
∑

n

(σgn) ? (σgn)

となる。よって，

||FHJM(σ1)− FHJM(σ2)||F ≤
三角不等式

∞∑

n=1

||(σ1gn) ? (σ1gn)− (σ2gn) ? (σ2gn)||F

≤
(4.5)

C

∞∑

n=1

||(σ1 − σ2)gn||F ||(σ1 + σ2)gn||F

≤
Schwarz

C||σ1 − σ2||L(2)(G;F )||σ1 + σ2||L(2)(G;F )

ここで，A ∈ L(2)(G;F ) に対して，||A||2L(2)(G;F ) =
∑

n∈N ||Agn||2F であることに注意してお
く。また，FHJM(σ) =

∑
n∈N(σgn) ? (σgn)は仮定よりD → F として可測である。さらに，σ →

(σgi)?(σgi)(∀i ∈ N)はL(2)(G; F 0) → F として可測である。よって，FHJM(σ)はL(2)(G; F 0) → F

として可測である。

スポットレートを ft(0)で定義するのと同じ方法で，ロングレートは χの右端の点での値として
定義する。つまり，χ = [0, xmax]のとき，lt = ft(xmax)，χ = R+のときは，lt = ft(∞)とする。
そのため，χ = R+のとき，任意の f ∈ F に対して，f(∞) = limx→∞ f(x)が存在するかを確認し
なければならない。

4.2 抽象HJMモデル

この節では関数空間 F 上のHJMモデルの正確な定義を与える。F はAssumption4.1を満たす
とする。また，P を可予測 σ-加法族とする。

Definition 4.5. F 上のHJMモデルは次を満たす (λ, σ)のペアである。

1. λ : (R+ × Ω× F,P × B(F )) → (G,B(G))は可測である。

2. σ : (R+ × Ω× F,P × B(F )) → (D,B(L(2)(G; F )))である。

また，
{

dft = (Aft + α(t, ·, ft))dt + σ(t, ·, ft)dWt

f0 = f(0, ·) (4.6)

を満たすただ１つの連続な F -値 mild solution{ft}が存在する。ただし，α(t, ω, f) = FHJM ◦
σ(t, ω, f) + σ(t, ω, f)λ(t, ω, f)とする。
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(σ, λ)は初期条件 f0 ∈ F を持つ抽象HJMモデルであるならば，フォワードレート過程 {ft}t≥0

は

ft = Stf0 +
∫ t

0
St−sα(s, ·, fs)ds +

∫ t

0
St−sσ(s, ·, fs)dWs (4.7)

を満たしている。次に Proposition4.4を用いて，HJMモデルが存在する十分条件を与える。

Proposition 4.6. 状態空間 F はAssumption4.3を満たすとする。閉部分空間 F 0 ⊂ F を
||f ? g||F ≤ C||f ||F ||g||F (f, g ∈ F 0)となるようにとる。
また，∀(t, ω, f) ∈ R+ × Ω× F に対して，σ(t, ω, f)の値域が F 0に含まれるように仮定する。
さらに，σは有界で,Lipschitz条件及び緩増大条件を満たす。すなわち

||σ(t, ω, f)− σ(t, ω, g)||L(2)(G;F ) ≤ C||f − g||F
||σ(t, ω, f)λ(t, ω, f)− σ(t, ω, g)λ(t, ω, g)||F ≤ C||f − g||F

||σ(t, ω, f)||L(2)(G;F ) + ||α(t, ω, f)||F < C(1 + ||f ||F )

(C > 0 :定数, ∀t ≥ 0, ω ∈ Ω, f.g ∈ F )

とする。このとき，(λ, σ)は F 上のHJMモデルである。
また，任意の初期フォワードカーブ f0 ∈ F に対して，有限な T > 0と p > 2を止めるごとに，

E

[
sup

t∈[0,T ]
||ft||pF

]
< ∞

となる。

Proof. Theorem2.28を使いたい。

||α(t, ω, f)− α(t, ω, g)||F
= ||FHJM ◦ σ(t, ω, f) + σ(t, ω, f)λ(t, ω, f)− FHJM ◦ σ(t, ω, g) + σ(t, ω, g)λ(t, ω, g)||F
≤ ||FHJM ◦ σ(t, ω, f)− FHJM ◦ σ(t, ω, g)||F + ||σ(t, ω, f)λ(t, ω, f)− σ(t, ω, g)λ(t, ω, g)||F
≤ C̃||σ(t, ω, f) + σ(t, ω, g)||L(2)(G;F )||σ(t, ω, f)− σ(t, ω, g)||L(2)(G;F ) + C||f − g||F
≤ C̃ ·K · C||f − g||F + C||f − g||F (...σは有界だから)

=: Ĉ||f − g||F
よって，Theorem2.28の条件を満たすので，(λ, σ)は F 上のHJMモデルである。また，p > 2
のとき，E[supt∈[0,T ] ||ft||pF ] ≤ Cp[1 + ||f0||p] < ∞となる。よって，すべて示せた。

4.2.1 ドリフト条件と無裁定

HJMモデル (σ, λ)，初期条件 f0 ∈ F を固定しておく。{ft}t≥0 を (4.6)の唯一の解とする。ま
た，簡単のために，この節では λt = λ(t, ω, ft), σt = σ(t, ω, ft), αt = α(t, ω, ft)とする。

Theorem 4.7.

E
[
exp

(
−1

2

∫ t

0
||λs||2Gds−

∫ t

0
λsdWs

)]
= 1

かつ ∫ t

0
E

[∫ t

0
||σ∗sδt−u||2Gdu

] 1
2

ds < ∞ (∀t ≥ 0)

とする。このとき，HJMモデル (σ, λ)によって与えられた市場は無裁定である。
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Proof. 割引債券価格 P̃ (t, T ) = P (t,T )
Bt
について考える。まず，g ∈ F に対して，

(S∗αIu)g = 〈S∗αIu, g〉F =
∫ u

0
(Sαg)(s)ds =

∫ u

0
g(s + α)ds =

∫ u+α

α
g(s)ds = (Iu+α − Iα)g

である。これから，
S∗αIu = Iu+α − Iα (4.8)

となる。
次に債券価格の挙動について考える。

− log P (t, T )

= IT−tft

= IT−t

(
Stf0 +

∫ t

0
St−sαsds +

∫ t

0
St−sσsdWs

)

= IT−tStf0 + IT−t

(∫ t

0
St−sαsds

)
+ IT−t

(∫ t

0
St−sσsdWs

)

= IT−tStf0 +
∫ t

0
IT−tSt−sαsds +

∫ t

0
σ∗sS

∗
t−sIT−sdWs

=
(4.8)

IT f0 − Itf0 +
∫ t

0
IT−sαsds−

∫ t

0
It−sαsds +

∫ t

0
σ∗sIT−sdWs −

∫ t

0
σ∗sIt−sdWs

= IT f0 +
∫ t

0
IT−sαsds +

∫ t

0
σ∗sIT−sdWs −

(
Itf0 +

∫ t

0
IT−sαsds +

∫ t

0
σ∗sIT−sdWs

)

ここで，3行目において，次のことを用いたことに注意しておく。IT−t ◦ St−s ◦ σs : G → R で
あり，σ∗s ◦ S∗t−s : F ∗ → G∗である。これより，(σ∗s ◦ S∗t−s)(IT−t) ∈ G∗となる。よって，g ∈ Gに
対して，

〈(σ∗s ◦ S∗t−s)(IT−t), g〉G = 〈IT−t, (St−s ◦ σs)g〉F = IT−t(St−s ◦ σs)(g)

となる。次に，最後の行のアンダーライン部分について考える。
まず１項目は

Itf0 =
∫ t

0
f0(u)du =

∫ t

0
Suf0(0)du =

∫ t

0
δ0(Suf0)du

となる。2項目は通常の積分の順序交換を用いて，
∫ t

0
It−sαsds =

∫ t

0

∫ t−s

0
αs(u)duds =

∫ t

0

∫ t−u

0
αs(u)dsdu

=
∫ t

0

∫ v

0
αs(v − s)dsdv =

∫ t

0

∫ u

0
Su−sαs(0)dsdu

=
∫ t

0
δ0

∫ u

0
Su−sαsdsdu

となり，最後に 3項目は，仮定の 2つ目から Stochastic Fubiniの定理’(Theorem2.22)を使える
ので，

∫ t

0
σ∗sIT−sdWs =

∫ t

0
σ∗s

∫ t−s

0
δududWs =

Fubini

∫ t

0

∫ t−u

0
σ∗sδudWsdu

=
∫ t

0

∫ u

0
σ∗sδu−sdWsdu =

∫ t

0

∫ u

0
σ∗sS

∗
u−sδ0dWsdu
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となる。以上のことから，

=
∫ t

0
δ0

(
Suf0 +

∫ u

0
Su−sαsds +

∫ u

0
Su−sσsdWs

)
du =

∫ t

0
rsds

となり，

log P (t, T ) = log P (0, T ) +
∫ t

0
(rs − IT−sαs)ds−

∫ t

0
σ∗sIt−sdWs

となる。
また，log Bt =

∫ t
0 r(y)dyであるので，Itôの公式（無限次元版）(Theorem2.20)を用いて計算

すると，

P̃ (t, T ) = elog P (t,T )−log Bt

= P̃ (0, T ) +
∫ t

0
P̃ (s, T )(rs − IT−sαs)ds

−
∫ t

0
P̃ (s, T )σ∗sIT−sdWs +

1
2

∫ t

0
P̃ (s, T )||σ∗sIT−s||2Gds

= P̃ (0, T ) +
∫ t

0
P̃ (s, T )

(
−IT−sαs +

1
2
||σ∗sIT−s||2G

)
ds−

∫ t

0
P̃ (s, T )σ∗sIT−sdWs

となる。ここで，αs = FHJM(σs) + σsλsを代入

P̃ (t, T ) = P̃ (0, T ) +
∫ t

0
P̃ (s, T )

(
−IT−sFHJM(σs) + σsλs +

1
2
||σ∗sIT−s||2G

)
ds

−
∫ t

0
P̃ (s, T )σ∗sIT−sdWs

= P̃ (0, T )−
∫ t

0
P̃ (s, T )σ∗sIT−sλsds−

∫ t

0
P̃ (s, T )σ∗sIT−sdWs

+
∫ t

0
P̃ (s, T )

(
−IT−sFHJM(σs) +

1
2
||σ∗sIT−s||2G

)
ds

さらに前の式から，

IT−sFHJM(σs) =
∫ T−s

0

∞∑

n=1

(σsgn) ? (σsgn)(u)du

である。||(σsgn) ? (σsgn)||F ≤ C||σsgn||2F なので，
∫ T−s

0

∞∑

n=1

||(σsgn) ? (σsgn)(u)||du ≤ C

∫ T−s

0

∞∑

n=1

||σsgn||2F du = C

∫ T−s

0
||σ∗sδu||2Gdu <

仮定
∞

となる。
よって，無限級数と積分は交換可能で，

IT−s(FHJM(σs)) =
∞∑

n=1

∫ T−s

0
(σsgn)(u)

∫ u

0
(σsgn)(v)dvdu

=
1
2

∞∑

n=1

∫ T−s

0

∫ T−s

0
(σsgn)(u)(σsgn)(v)dvdu

=
1
2
||σ∗sIT−s||2G
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となる。ゆえに，

P̃ (t, T ) = P̃ (0, T )−
∫ t

0
P̃ (s, T )σ∗sIT−sλsds−

∫ t

0
P̃ (s, T )σ∗sIT−sdWs

である。
仮定から，

E
[
exp

(
−1

2

∫ t

0
||λs||2Gds−

∫ t

0
λsdWs

)]
= 1

なので，Girsanovの定理から，Ŵt = Wt +
∫ t
0 λsdsが (Ω,F , Q)上でG 上の柱状Wiener過程とな

るような Pと同値マルチンゲール測度Qが存在する。このとき，

P̃ (t, T ) = P̃ (0, T )−
∫ t

0
P̃ (s, T )σ∗sIT−sdŴs

であり，仮定からQ上で P̃ (t, T )は {Ft}t≥0に関して，マルチンゲールとなる。よって，Theorem3.5
より，無裁定戦略が存在する。よって，示せた。

4.2.2 ロングレート

有界領域 [0, xmax]と R+では，その上での関数としてのフォワードレートのモデリングにはい
くつか違いがある。特に半直線上を動く時は，ロングレートは極限 lt = limx→∞ ft(x) で定義され
る。実はこのときロングレートは小さくならない。この節ではこのことを示す。
この節を通して，Assumption4.1を仮定しておく。さらに次の仮定を加える。

Assumption 4.8. 任意の f ∈ F は f(∞) = limx→∞ f(x)が存在する。また，δ∞ : f 7→ f(∞)は
F ∗の元である。

{ft}t>0を抽象HJMモデルによって与えられたフォワードレート過程とし，lt = ft(∞)をロン
グレートとする。このときロングレートは P-a.s.に小さくならないことを証明する。

Theorem 4.9. 0 ≤ s ≤ tに対して，ls ≤ ltは a.s.に成立する。

Proof. 以下のことを使う。(t, ω)を固定しておくと，

lim
T→∞

P̃ (t, T )
1
T = e−lt (4.9)

が成立する。ただし，P̃ (t, T ) = exp(− ∫ t
0 fs(0)ds− ∫ T−t

0 ft(x)dx)であった。
与えられた測度Pに対して，同値なマルチンゲールQを考える. Theorem4.7から，Pと同値な

測度Qが存在して，{P̃ (t, T )}t∈[0,T ]は ∀T > 0に対して，局所マルチンゲールとなる。
このとき，ξを正値で有界な確率変数として任意に取ってくると

E[e−ltξ] = E[ lim
T→∞

P̃ (t, T )
1
T ξ] =

mart.
E

[
E

[
lim

T→∞
P̃ (t, T )

1
T ξ

∣∣∣Fs

]]

≤
Fatou

E
[
lim inf
T→∞

E
[
P̃ (t, T )

1
T ξ|Fs

]]
≤

Hölder
E

[
lim inf
T→∞

E[P̃ (s, T )|Fs]
1
T E[ξ

T
T−1 |Fs]

T−1
T

]

≤
supremart.

E
[
lim inf
T→∞

P̃ (s, T )
1
T E[ξ

T
T−1 |Fs]

T−1
T

]
≤

Hölder
E

[
lim

T→∞
P̃ (s, T )

1
T E[ξ|Fs]

]

= E[e−lsξ]

ξは正で任意だったので，e−lt ≤ e−ls すなわち，ls ≤ ltとなる。
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この証明において，抽象 HJMモデルの構造はほとんど必要としない。実際，この結果はジャ
ンプを持つモデルや離散時間のモデルでもロングレートの存在を仮定しておけば，成立する。ま
た，Visicekや CIRのような有名なスポットレートモデルは定数のロングレートを持つ。例えば，
Vasicekモデルについて考えることにする。

Example 4.10. Vasicekモデルは確率微分方程式

drt = α(β − rt)dt + σdWt

であるが，スポットレート {rt}t≥0がこれを満たすとき，フォワードレート {ft}t≥0は 3章より，

ft(x) = e−αxrt + β(1− e−αx)− σ2

2α2
(1− e−αx)2

となる。よって，x →∞で lt = β − σ2

2α2 となり，これは (t, ω)と独立である。

Example 4.11. また，ロングレートが真に増加するモデルも存在する。1ファクターのHJMモ
デルで，σ(x) = σ0(x + 1)−

1
2 とする。ただし，σ0は正定数とする。このとき，

FHJM ◦ σ(x) = σ0(x + 1)−
1
2

∫ x

0
σ0(t + 1)−

1
2 dt

= σ2
0(x + 1)−

1
2

[
2(t + 1)

1
2

]x

0

= 2σ2
0(x + 1)−

1
2

(
(x + 1)

1
2 − 1

)
dWs

= 2σ2
0{1− (1 + x)−

1
2 }

である。よって，(Ω,F , Q)上で

ft(x) = Stf0(x) +
∫ t

0
St−sα(s, x, fs)ds +

∫ t

0
St−sσ(s, x, fs)dWs

= f0(x + t) +
∫ t

0
2σ2

0St−s

[
1− (1 + x)−

1
2

]
ds +

∫ t

0
St−s(σ0(1 + x)−

1
2 )dWs

= f0(T ) + 2σ2
0

∫ t

0

(
1 + {1 + (T − s)}− 1

2

)
ds + σ0

∫ t

0
(T − s + 1)−

1
2 dWs

ここで両辺を T → ∞としたい。まず定義より，(左辺)→ ltである。さらに，(右辺第 1項)→ l0

となる。また，右辺第 2項は有界収束定理より，(右辺第 2項)→ 2σ0tとなる。また，右辺第 3項
は Itôの公式を使うことで，

∫ t

0
(T − s + 1)−

1
2 dws = −2(T + 1− t)

1
2 + 2(T + 1)

1
2 +

1
4

∫ t

0
(T + t− s)−

3
2 ds

=
2t√

T + 1 +
√

T + 1− t
+

1
4

∫ t

0
(T + t− s)−

3
2 ds

→ 0 (T →∞)

なお，最後は有界収束定理を使った。以上より，lt = l0 + 2σ0tとなり，真に増加する。
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4.2.3 F の具体的な例

HJMモデルを解析するための状態空間 F の具体例として，{Hω}ω を考える。

Definition 4.12. ω;R+ → R+は増加関数で
∫ ∞

0
ω(x)−1dx < ∞ (4.10)

を満たす。このとき，

Hω =
{

f : R+ → R
∣∣∣f は絶対連続で

∫ ∞

0
f ′(x)2ω(x)dx < ∞

}

とする。ただし，f ′は f の超関数の意味での微分で，内積を

〈f, g〉Hω := f(0)g(0) +
∫ ∞

0
f ′(x)g′(x)ω(x)dx

で定義する。

ここで，ω(x)としては例えば，exや (1+x)4などを考えている。また，{Hω}ωは以下のPropo-
sitionが示すとおり，良い性質を持っている。

Proposition 4.13. ウエイト関数 ωが (4.10)を満たしているとする。
このとき，内積空間 Hω は可分 Hilbert空間で，δx と Ix はそれぞれ δx(f) = f(x)と Ix(f) =∫ x

0 f(s)ds で定義され，∀x ≥ 0に対して，Hω 上で連続である。さらに，Hω 上の半群 {St}t≥0を
(Stf)(x) = f(t + x)は強連続である。

Proof. まず，Hω が可分Hilbert空間であることを示す。
Hω のノルムは

||h||2ω = |h(0)|2 +
∫ ∞

0
|h′(x)|2ω(x)dx

である。ここで，可分 Hilbert空間 R× L2(R+)を考える。このノルムは (| · |2 + || · ||2L2(R+))
1
2 で

ある。T ; Hω → R× L2(R+)を Th = (h(0), h′ω) (h ∈ Hω)によって与えると，

||Th||R×L2(R+) = (|h(0)|2 + ||h′ω 1
2 ||2L2(R+))

1
2 = ||h||ω

となり，T は等距離作用素である。また

T−1(u, f)(x) = u +
∫ x

0
f(η)ω

1
2 (η)dη (u, f) ∈ R× L2(R+)

より，T−1も等距離作用素になる。よって，HωとR×L2(R+)は同型となり，Hωは可分Hilbert
空間となる。
次に δxと IxがHω 上で連続であることを示す。

|〈δx, f〉| = |f(x)|
=

∣∣∣∣f(0) +
∫ x

0
f ′(u)ω

1
2 (u)ω−

1
2 (u)du

∣∣∣∣

≤ |f(0)|+
(∫ x

0

du

ω(u)

) 1
2
(∫ x

0
f ′(u)2ω(u)du

) 1
2

≤ C||f ||ω
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となる。よって，||δx||H∗
ω
≤ C となり，δxはHω 上で連続。また，Ixについては

|〈Ix, f〉| =
∣∣∣∣
∫ x

0
f(s)ds

∣∣∣∣ ≤ x sup
s∈[0,x]

|f(s)| ≤ x sup
s∈[0,x]

||δs||H∗
ω
||f ||ω ≤ C ′||f ||ω

となり，以下 δxのときと同様にできる。
最後に {St}t≥0がHω 上で強連続であることを示す。まず，h ∈ Hω, ϕ ∈ C1

c ((0,∞))8に対して，
∫

R+

Sth(x)ϕ′(x)dx =
∫

R+

h(x)ϕ′(x− t)dx

= −
∫

R+

h′(x)ϕ(x− t)dx

= −
∫

R+

h′(x + t)ϕ(x)dx

ここでは，ϕ(· − t) ∈ C1
c ((t,∞))ということを使った。上より，(Sth)′が存在して，(Sth)′ = Sth

′

となる。ここで，ω は正の値しかとらない増加関数なので，

||Sth||2ω = |h(t)|2 +
∫

R+

|h′(x + t)|2ω(x)dx

≤ |h(t)|2 + |h(0)|2 +
∫

R+

|h′(x)|2ω(x)dx

= |h(t)|2 + ||h||2ω

となり，さらに，

|h(t)|2 =
∣∣∣∣h(0) +

∫ t

0
h′(s)ds

∣∣∣∣
2

≤ 2|h(0)|2 + 2
(∫ t

0
|h′(s)|ω 1

2 (u)ω−
1
2 (u)ds

)2

≤ 2|h(0)|2 + 2
(∫ ∞

0
|h′(t)|2ω(t)dt

)(∫ ∞

0
ω−1(t)dt

)

≤ 2|h(0)|2 + 2
(∫ ∞

0
|h′(t)|2ω(t)dt

)
||ω−1||L1(R+)

≤ 2Ĉ||h||2ω (∵仮定)

となる。よって，||Sth||ω ≤ C1||h||ω (t ≥ 0)となる。次に

D0 = {f ∈ C2(R+)|f ′ ∈ C1
c (R+)}

とすると，D0はHω 内で denseである。よって，g ∈ D0に対して，有界収束定理を使うと

||Stg − g||ω = |g(t)− g(0)|2 +
∫ ∞

0
|g′(x + t)− g′(x)|2ω(x)dx → 0 as t → 0

となる。また，D0 ⊂
dense

Hω より，

∀h ∈ Hω, ∀ε > 0に対して ∃g ∈ D0が存在して， ||h− g||ω < ε

8C1
c ((t,∞))は R+ 上のコンパクトな台を持つ C1-級関数全体
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とできる。以上から

||Sth− h||ω ≤ ||St(h− g)||ω + ||Stg − g||ω + ||g − h||ω
≤ C1||h− g||ω + ||Stg − g||ω + ||g − h||ω
≤ C1ε + ||Stg − g||ω + ε → 0 (t, ε → 0)

よって，StはHω 上で強連続となる。以上ですべて示せた。

Proposition 4.14. f ∈ Hωに対して，f(∞) = limx→∞ f(x)は f(∞) = f(0) +
∫∞
0 f ′(x)dxとし

て，well-definedとなる。

Proof. ∫ ∞

0
|f ′(x)|dx ≤

(∫ ∞

0
f ′(x)2ω(x)

) 1
2
(∫ ∞

0
ω(x)−1dx

) 1
2

< ∞

また，δ∞は Proposition4.13の証明と同様にすることで，Hω 上で連続となる。
状態空間としてHωを選ぶことの一番良い点は，Hωが（ωが十分早く増加するならば），HJM
の無裁定条件に適合する。なので，次にHω がAssmption4.3を満たすことを示す。

Proposition 4.15. H0
ω ⊂ Hω を次で定義する。

H0
ω = {f ∈ Hω|f(∞) = 0}

ウエイト ωが
∫∞
0 x2ω(x)−1dx < ∞を満たすとき，?; H0

ω ×H0
ω → H0

ω を

(f ? g)(x) = f(x)
∫ x

0
g(s)ds

と定義し，||f ? g||ω ≤ C||f ||ω||g||ωを満たす。また，特に写像 FHJMは L(2)(G,H0
ω)からH0

ωで局
所 Lipschitz条件を満たす。

Proof. f, g ∈ H0
ω に対して，

((f ? g)(x))′ =
(

f(x)
∫ x

0
g(s)ds

)′
= f ′(x)

∫ x

0
g(s)ds + f(x)g(x)

となる。これから，

||(f ? g)||ω =
∫ ∞

0

(
f ′(x)

∫ x

0
g(s)ds + f(x)g(x)

)2

ω(x)dx

≤ 2
∫ ∞

0
(f ′(x)||Ix||2H0

ω
||g||2ω + ||δx||H0∗

ω
||f ||2ω||g||2ω)ω(x)dx

≤ 2||f ||2ω||g||2ω
(

sup
x≥0

||Ix||2H0∗
ω

+
∫ ∞

0
ω(x)||δx||4H0∗

ω
dx

)

である。今 f ∈ H0
ω に対して，

|〈Ix, f〉| =
∣∣∣∣
∫ x

0
f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ x

0
|f(s)|ds ≤

∫ x

0

∫ ∞

s
|f ′(t)|dtds

=
∫ ∞

0

∫ x∧t

0
|f ′(s)|dsdt =

∫ ∞

0
(x ∧ t)|f ′(t)|dt ≤

(∫ ∞

0
t2ω(t)−1dt

) 1
2

||f ||ω
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となる。よって，supx≥0 ||Ix||H0∗
ω
は有限である。また，f ∈ H0

ω に対して，

|f(x)| ≤
∫ ∞

x
|f ′(s)|ds ≤

(∫ ∞

x
ω(s)−1ds

) 1
2

||f ||ω

なので，

∫ ∞

0
ω(x)||δx||4dx ≤

∫ ∞

0
ω(x)

(∫ ∞

x
ω(s)−1ds

)2

dx

=
∫ ∞

0

∫ ∞

x

∫ ∞

0
ω(x)ω(t)−1ω(s)−1dsdtdx

= 2
∫ ∞

0
ds

∫ s

0
dt

∫ t

0
ω(x)ω(t)−1ω(s)−1dx

≤ 2
∫ ∞

0
ds

∫ s

0
tω(s)−1dt

=
∫ ∞

0
s2ω(s)−1ds

よって，

||f ? g||2ω ≤ 4
(∫ ∞

0
s2ω(s)−1ds

)
||f ||2ω||g||2ω = C2||f ||2ω||g||2ω

となる。ただし、C = 2(
∫∞
0 s2ω(s)−1ds)

1
2 である。後は Proposition4.4より成立する。

§4.2.2の議論に戻ると，FHJMはL(2)(G; H0
ω)からH0

ωへの写像より，σ ∈ L(2)(G; H0
ω)に対して，

FHJM(σ)(∞) =
∞∑

n=1

〈δ∞, (σgn) ? (σgn)〉F = 0

よって，(Ω,F ,Q)上で，{Wt}をQ上の標準Wiener過程とする。このとき，(4.7)より，

ft(x) = Stf0(x) +
∫ t

0
St−sFHJM(σ(s, ω, fs))(x)ds +

∫ t

0
St−sσ(s, ω, fs)(x)dWs

x →∞とすると，(左辺)→ lt，(右辺第 1項)→ St(∞) = f(∞)，上より，(右辺第 2項)→ 0，さ
らに σ ∈ L(2)(G; H0

ω)なので，(右辺第 3項)→ 0となる。以上より，ltは ∀t ≥ 0に対して定数と
なる。

4.3 抽象HJMモデルに従う場合の債券ポートフォリオのヘッジ戦略

この節では抽象HJMモデルに従う場合の債券ポートフォリオについて考える。特にここでは投
資家が無限個の債券への投資を許すと仮定する。時点 tで満期までの時刻が x1, x2, · · · , xN の債券
の保有量をそれぞれ c1, · · · , cN とする。このとき，このポートフォリオを保有する投資家の資産
はXt =

∑N
i=1 ciPt(xi)である。さらに δxを使うと，Xt =

(∑N
i=1 ciδxi

)
(Pt)となる。つまり，汎

関数 δxの有限個の線形結合として考えることができる。
ここで δxはポイントマス δx(A) = 1A(x)と同一視できるので，単純ポートフォリオは有限個の
アトムによるR+上のアトミック測度となる。この節で考え “一般化されたポートフォリオ”とは，
この “単純ポートフォリオの極限”である。つまり，このポートフォリオのフレームワークは例え
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ば，R+上の連続有限測度として与えられる。証明を簡単にするために，ft(·)の代わりに P̃t(·)に
ついてのHJMモデルで書き直す。実際，この２つは次の関係のように 1対１に対応している。

P̃t(x) = exp
(
−

∫ t

0
fs(0)ds−

∫ x

0
ft(s)ds

)

ft(x) = − ∂

∂x
log(P̃t(x)) (4.11)

4.3.1 債券価格のモデル

割引債価格カーブのモデルを定式化する。抽象 HJMモデルと同様の扱いで，ゼロクーポン債
価格関数の状態空間 F を選ぶ。つまり F は Assumption4.1.1.と 4.1.2.を満たすと仮定する。ま
た節を通じて，確率過程は完備確率空間 (Ω,F , Q)上で定義されると仮定する。また，EQはQを
省略して，Eと表す。{Wt}t≥0の状態空間はこれと関係無いので，{Wt}t≥0は可分Hilbert空間G

上の柱状Wiener過程とする。{Ft}t≥0はWiener過程によって生成されたフィルトレーションで，
F = F∞とする。P は可予測 σ加法族とする。このとき，リスク中立な抽象債券価格モデルを定
義したい。

Definition 4.16. F 上のリスク中立なゼロクーポン債価格モデルは可測関数 σ; (R+×Ω×F,P ×
B(F )) → (L(2)(G;F ),B(L(2)(G; F )))で次を満たすものである。∀(t, ω, f) ∈ R+×Ω×F に対して，

σ(t, ω, f)∗δ0 = 0 (4.12)

であり，かつ {P̃t(x)}t≥0が P̃t(x) > 0 (a.s.)で，

dP̃t = AP̃tdt + σ(t, ω, P̃t)dWt (4.13)

の唯一つの連続な F -値mild solutionとなるような初期条件 P̃0 ∈ F の空でない集合が存在する。

初期条件 P̃0 ∈ F を固定する。このとき，割引債価格は

P̃t = StP̃0 +
∫ t

0
St−sσ(s, ω, P̃s)dWs (4.14)

を満たす。割引債価格のモデルが与えられたら，各 T > 0に対して，{P̃t(T − t)}t∈[0,T ]は局所マ
ルチンゲールとなる。さらに，

P̃t(T − t) = P̃0(T ) +
∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗S∗t−sδ0dWs (4.15)

となる。また，σ(t, ω, f)∗δ0 = 0は満期において割引債のボラティリティが 0になることを示して
いる。
この先の議論はこのゼロクーポン債モデルから始める。このとき，実際の債券価格は，P̃t(0) =

Pt(0)
Bt

= B−1
t より，

Pt(x) =
P̃t(x)

P̃t(0)

となる。また次のことが分かる。

Proposition 4.17. 割引債価格が正であることの十分条件は

||σ(t, ω, f)∗δx||G ≤ C|f(x)|
である。ただし，C は正定数である。
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Proof. (4.15)より，log xに対して，Itôの公式（無限次元版）(Theorem2.20)を用いると，

log P̃t(T − t) = log P̃0(T ) +
∫ t

0

σ(s, ω, P̃s)∗S∗T−sδ0

P̃s(T − s)
dWs − 1

2

∫ t

0

||σ(s, ω, P̃s)∗S∗T−sδ0||2G
P̃s(T − s)2

ds

ここで，|| log P̃0(T )||F は有限より，E[|| log P̃0(T )||2F ] < C ′ (C ′は定数)である。
また，τn = inf{t ≥ 0|P̃t(T − t) ≤ n−1}とすると，これは単調増加な stopping timeとなる。

E

[
sup

t≤τn∧T

∣∣∣log P̃t(T − t)
∣∣∣
4
]

≤ 81E

[
sup

t≤τn∧T

∣∣∣log P̃0(T )
∣∣∣
4
]

+ 81E


 sup

t≤τn∧T

∣∣∣∣∣
∫ t

0

σ(s, ω, P̃s)∗S∗T−sδ0

P̃s(T − s)
dWs

∣∣∣∣∣
4



+
81
4

E


 sup

t≤τn∧T

∣∣∣∣∣
∫ t

0

||σ(s, ω, P̃s)∗S∗T−sδ0||2G
P̃s(T − s)2

ds

∣∣∣∣∣
4



≤ 81C ′ + 81K sup
t≤τn∧T

E

[∫ t

0

||σ(s, ω, P̃s)∗S∗T−sδ0||4G
P̃s(T − s)4

ds

]

+
81
4

E

[∫ τn∧T

0

||σ(s, ω, P̃s)∗S∗T−sδ0||8G
P̃s(T − s)8

ds

]

≤ 81C ′ + 81K sup
t≤τn∧T

E

[∫ t

0

||σ(s, ω, P̃s)∗S∗T−sδ0||4G
P̃s(T − s)4

ds

]
+

81
4

C8(τn ∧ T )

≤ 81C ′ + 81KC4(T ∧ τn) +
81
4

C8(T ∧ τn) < ∞

よって，n → ∞とすることで，log P̃t(T − t) > −∞ (a.s.)。つまり，P̃t(T − t) > 0 (a.s.)とな
る。

4.3.2 取引戦略

この節では，Definition4.16で導入した債券価格モデルでの取引戦略の概念について考える。φt

を時点 t ≥ 0でのポートフォリオのウエイトとする。
また，各 (t, ω) ∈ R+×Ω に対して，ゼロクーポン債ベクトルは F の元である。そのため実際の
債券価格のベクトルも F の元である。これから，投資家の資産Xt = 〈φt, Pt〉F を計算したいので，
φt ∈ F ∗を仮定する。仮定より，双対空間 F ∗をR+ 上の有限測度を含む超関数の空間である。特
に F ∗上で φtは φt ≈

∑N
i=1 ciδxi によって近似できる。ただし，{ci}i∈Nと {xi}i∈Nは前と同様に

定義する。
投資家は時点 t ≥ 0でポートフォリオ φtを持っているとき，割引資産は X̃t = 〈φt, P̃t〉F によっ

て与えられる。一般に {P̃t}t≥0はセミマルチンゲールであるとは限らないので，self-financing の
概念を定式化する際に注意が必要となる。
そこで記号として一時的にではあるが，F 上有界で強連続な作用素 {S−t}t≥0を導入する。これ
は次で定義される。

(S−tf(x)) :=

{
f(x− t) (x ≥ t)
f(0) (x < t)
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上の定義では，{St}t∈Rは半群にはならないことに注意しておく。{S−t}t≥0を用いると，投資家
割引資産は X̃t = 〈S∗t φt, S−tP̃T 〉F で与えられる。また，過程 {S−tP̃t}t≥0は

S−tP̃t = S−t

{
StP̃0 +

∫ t

0
St−sσ(s, ω, P̃s)dWs

}
= P̃0 +

∫ t

0
S−tσ(s, ω, P̃s)dWs

である。ここで形式的には self-financing条件は dX̃t = 〈S∗t φt, dS−tP̃t〉F とすべきである。これを
計算すると，

dX̃t = 〈S∗t φt, dStP̃t〉F = 〈S∗t φt, S−tσ(t, ω, P̃t)dWt〉F = σ(t, ω, P̃t)∗φtdWt

今上の式より，半群 {S−t}t≥0についての議論が不必要となる。以上のことをまとめると次のよう
になる。

Definition 4.18 (self-financing). ある戦略 {φ}t≥0は，F ∗-値過程で

E
[∫ t

0
||σ(s, ω, P̃s)∗φs||2Gds

]
< ∞ a.s. (t ≥ 0)

を満たす。このとき，戦略 {φt}t≥0が self-financingであるとは，ある定数X0 ∈ Rが存在して，

〈φt, P̃t〉F −
∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗φsdWs = X0 (∀t ≥ 0)

となることである。また，{φt}t≥0が self-financingであるとき，時点 t ≥ 0で対応する割引資産を

X̃φ
t = 〈φt, P̃t〉F = X0 +

∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗φsdWs

と表記できる。

ここで，初期条件X0を固定すること，すなわち初期投資の額を決めることで任意の取引戦略か
ら銀行預金を使って，self-financingな戦略を構成できることを示す。

Proposition 4.19. 初期条件X0を固定する。
任意の戦略 {φt}t≥0に対して，ϕt = φt + ψtBtδ0とする。このとき，{ϕt}t≥0は self-financingであ
る。ただし，ψt = X0 +

∫ t
0 σ(s, ω, P̃s)∗φsdWs− 〈φt, P̃t〉F は投資家の資産のうち，銀行預金の保有

量である。

Proof. まず，ηt = Btδ0 = P̃t(0)−1δ0 という戦略を考える。これは時点 t でちょうど満期の債
券を保有し，償還金をすぐに再投資するという戦略である。これは次で分かる通り，X0 = 1の
self-financingな戦略となる。

〈ηt, P̃t〉F −
∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗ηsdWs

= 〈Btδ0, P̃t〉F −
∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗Bsδ0dWs

= BtP̃t(0)−
∫ t

0
Bsσ(s, ω, P̃s)∗δ0dWs

=
(4.12)

1 = X0 (∀t ≥ 0)
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これを使って，Propositionを証明する。

〈ϕt, P̃t〉F −
∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗ϕsdWs

= 〈φt, P̃t〉F + 〈ψtBtδ0, P̃t〉 −
∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗φsdWs −

∫ t

0
ψsBsσ(s, ω, P̃s)∗δ0dWs

= 〈φt, P̃t〉F + ψt −
∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗φsdWs (∵上の結果)

= X0

となる。よって，示せた。

4.3.3 ヘッジ戦略の一意性

この節では，無限次元モデルのとき，ある条件のもとで，ヘッジ戦略が一意であることを示す。
(4.12)より，任意の (t, ω, f) ∈ R+ × Ω× F に対して，

range(σ(t, ω, f)) ⊂ {g ∈ F ; g(0) = 0}

これと同値なものとして，
span{δ0} ⊂ ker(σ(t, ω, f)∗)

この包含関係が ” = ”のとき，以下の一意性の結果を得る。

Proposition 4.20. 任意の (t, ω, f) ∈ R+ × Ω × F に対して，span{δ0} = ker(σ(t, ω, f)∗) と仮
定する。このとき，T ≥ 0に対して，self-financingな戦略 {φ1

t }t∈[0,T ] と {φ2
t }t∈[0,T ] が存在して，

X̃φ1

T = X̃φ2

T ならば，ほとんどすべての (t, ω)に対して，φ1
t = φ2

t である。

Proof. ψt = φ1
t − φ2

t とすると，仮定よりXψ
T = 0となるような self-financingな戦略とする。この

とき，E[X̃ψ
T ] = Xψ

0 = 0であり，
∫ T
0 σ(t, ω, P̃t)∗ψtdWt = 0 a.s.である。よって，

E
[∫ T

0
||σ(t, ω, P̃t)∗ψt||2Gdt

]
= 0

これより，ほとんどすべての (t, ω)に対して，σ(t, ω, P̃t)∗ψt = 0となる。
よって，仮定よりほとんどすべての (t, ω)に対して，汎関数 ψtは δ0はスカラー倍となる。つま
り，ψt = ctδ0となる。ただし，ctは 1次元の確率変数である。

Xψ
0 = 0で {ψt}t∈[0,T ]は self-financingなので，ほとんどすべての (t, ω)に対して，

〈ψt, P̃t〉F =
∫ t

0
σ(s, ω, P̃s)∗ψsdWs =

∫ t

0
ctσ(s, ω, P̃s)∗δ0dWs = 0

よって，
〈ctδ0, P̃t〉F = ctP̃t(0) = 0

Definition4.16より，P̃t(0) > 0なので，ct = 0。よって示せた。
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4.3.4 債券オプションに対するヘッジ戦略

この節ではヨーロピアン債券オプション，すなわち満了日 T > 0に対して，T < T1 < · · · < Tn

の満期を持つ債券で作られるオプションに対するヘッジ戦略を考える。ここでオプションとは，将
来の一定期間内に約束した金額で証券を売ったり買ったりする権利のことで，“買う権利”のこと
をコールオプション，“売る権利”のことをプットオプションという。このオプションのペイオフ
を ξとすると，これは関数 g : Rn → Rを使って，

ξ = g(P (T, T1), · · · , P (T, Tn))

= g(PT (T1 − T ), · · · , PT (Tn − T ))

で与えられる。また，ξ̃ = ξ
BT
とすると，

ξ̃ = P̃T (0)g

(
P̃T (T1 − T )

P̃T (0)
, · · · ,

P̃T (T1 − T )

P̃T (0)

)
=: g̃(P̃T )

と書ける。ただし，g̃ : F → Rを割引ペイオフ関数といい，次で定義する。

g̃(f) = f(0)g
(

f(T1 − T )
f(0)

, · · · ,
f(Tn − T )

f(0)

)

この g̃について，次の仮定を付け加えておく。

Assumption 4.21. 条件付請求権は満了日 T のヨーロピアン型で，ξ̃ = g̃(P̃T )で与えられる割引
ペイオフ関数を持つ。また，ペイオフ関数 g̃(P̃T ) : F → Rは Lipschitz条件を持つ。すなわち，

|g̃(f1)− g̃(f2)| ≤ ||f1 − f2||F (f1, f2 ∈ F,C は正定数)

実はこの仮定は g : Rn → Rが Lipschitz条件を持つことから出てくる。

Proposition 4.22. g : Rn → Rは Lipschitz条件を持つとする。すなわち，

|g(x1)− g(x2)| ≤ C||x1 − x2||Rn (x1, x2 ∈ Rn, C は正定数)

また，T > 0を固定し，T < T1 < · · · < Tn をとってくる。このとき f ∈ F, f(0) > 0に対して
g̃ : F → Rを

g̃(f) = f(0)g
(

f(T1 − T )
f(0)

, · · · ,
f(Tn − T )

f(0)

)

で定義すると g̃は Lipschitz条件を満たす。すなわち，

|g(x1)− g(x2)| ≤ C ′||x1 − x2||Rn (x1, x2 ∈ Rn, C ′は正定数)

Proof. xj =
(

fj(T1−T )
fj(0) , · · · ,

fj(Tn−T )
fj(0)

)
(j = 1, 2)とする。

このとき,

|g̃(f1)− g̃(f2)| = |f(0)g(x1)− f2(0)g(x2)|
≤ C̃|g(x1)− g(x2)|
≤ C̃C||x1 − x2||Rn

= C̃C




n∑

j=1

∣∣∣∣
f1(Tj − T )

f1(0)
− f2(Tj)

f2(0)

∣∣∣∣
2



≤ Ĉn
1
2 sup

1≤j≤n
|f1(Tj − T )− f2(Tj − T )|

≤ C ′||f1 − f2||F
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この仮定は経済学的に無理がある仮定ではないことを確認するために，次のような例を考える。

Example 4.23. 満期 T1(> T )の債券によるヨーロピアンコールオプションを考える。すなわち，
満期 T1の債券を時刻 T で価格K で買うことができるという契約である。
このときペイオフ gは，f(0) > 0に注意すると，

g̃(f) = f(0)
(

f(T1 − T )
f(0)

−K

)

+

= (f(T1 − T )−Kf(0))+ = (δT1−T (f)−Kδ0(f))+

となり，これは δ0 と δT1−T が有界であることから，g̃ は Lipschitz条件を持つ。ただし，x+ =
max{x, 0}である。実際，x, y ∈ Rと正定数K,K ′ > 0に対して，

(x−K)+ − (y −K ′)+ ≤ (x− y − (K −K ′))+

となることに注意すると，f1, f2 ∈ F に対して，

|g̃(f1)− g̃(f2)| = |(δT1−T (f)−Kδ0(f))+ − (δT1−T (f)−Kδ0(f))+|
≤ |((δT1−T (f1 − f2))−Kδ0(f1 − f2))+|
≤ |(δT1−T (f1 − f2))−Kδ0(f1 − f2)|
= (||δT1−T ||F ∗ + K||δ0||F ∗)||f1 − f2||F
≤ C||f1 − f2||F

この先，次のマルコフ性を仮定しておく。

Assumption 4.24. 割引債価格は σ(t, ω, f) = σ̄(t, f) (σ̄ : R+×F → L(2)(G; F ))を満たすとす
る。つまり，ランダム性は f ∈ F のみに依存してする。また，σ̄は fに関して，F 上でFrechét微分
可能だとする。以下，簡単のために σ = σ̄と書きなおし，また，∀f ∈ F に対して連続で Lipschitz
条件を持つとする。

Theorem2.50から，Lipschitz条件を持つ SPDEのmild solutionはMalliavin微分可能である。
とくに P̃T ∈ H(F )で，さらに強ランダム作用素 {Yt,T : F → F}t∈[0,T ]が存在して，割引債価格は

DtP̃T = Yt,T σ(t, P̃t)

となり，仮定から g̃が Lipschitz条件を持つので，連鎖律 (Proposition2.43)より，

Dtg̃(P̃T ) = ∇g̃(P̃T )DtP̃T

となる。よって，Clark-Ocone Formula(Theorem2.47)より

g̃(P̃T ) = E[g̃(P̃T )] +
∫ T

0
E[Dtg̃(P̃T )Ft]dWt

= E[g̃(P̃T )] +
∫ T

0
σ(t, P̃t)∗E[Y ∗

t,T∇g̃(P̃T )|Ft]dWt (4.16)

と書き直せる。このことは以下の望ましい結果を導く。
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Proposition 4.25. 各 t ∈ [0, T ]に対して，ϕt = φt+ψtBtδ0とする。ただし，φt = E[Y ∗
t,T∇g̃(P̃T )|Ft]，

ψt = E[g̃(P̃T )|Ft]− 〈φt, P̃t〉F であり，{Ys,t}0≤s≤tは方程式

dYs,t = AYs,tdt +∇σ(t, P̃t)Ys,t · dWt (4.17)

の (F から F への)強ランダム作用素としての解である。ただし，Ys,s = I (s ≥ 0)とする。この
とき，{ϕt}t≥0は ξを複製する self-financingな戦略である。

Proof. ψtに (4.16)を代入すると

ψt = E[g̃(P̃T )] +
∫ t

0
σ(s, P̃s)∗φsdWs − 〈φt, P̃t〉F

となり，X0 = E[g̃(P̃T )]とすれば，Proposition4.19より，あとは φt ∈ F ∗ であることを示せば
よい。

||φt||F ∗ = sup
||f ||F≤1

E[〈∇g̃(P̃T ), Yt,T f〉F |Ft]

≤ sup
||f ||F≤1

E[〈∇g̃(P̃T ), Yt,T f〉2F |Ft]
1
2

≤ sup
||f ||F≤1

E[||∇g̃(P̃T )||2F ||Yt,T f ||2F |||Ft]
1
2

≤
Lipschitz

C sup
||f ||F≤1

E[||Yt,T f ||2F |Ft]
1
2

となる。ここで f ∈ F に対して，

Yt,T f = ST−tf +
∫ T

0
ST−u∇σ(u, P̃u)Yt,ufdWu

である。(a + b)2 ≤ 2(a2 + b2)なので，

||Yt,T f ||2F ≤ 2||ST−tf ||2F + 2
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ T

0
ST−t∇σ(u, P̃u)Yt,ufdWu

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

F

となり，これから，

sup
||f ||F≤1

E[||Yt,T f ||2F |Ft] ≤ sup
||f ||F≤1

E[2||ST−tf ||2F |Ft]+ sup
||f ||F≤1

E

[
2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ T

0
ST−t∇σ(u, P̃u)Yt,ufdWu

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

F

∣∣Ft

]

(4.18)
となる。ここで，M := supt∈[0,T ] ||St|| < ∞であり，||∇σ(t, P̃t)||F ≤ C である。また，βu :=
ST−u∇σ(u, P̃u)Yt,uf とすると，A ∈ Ftに対して，

E

[∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ T

0
βudWu

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

F

1A

]
= E

[∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ T

0
βu1AdWu

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

F

]
= E

[∫ T

0
||βu1A||2F du

]
= E

[∫ T

0
||βu||2F du1A

]

よって，

E

[∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ T

0
βudWu

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

F

∣∣∣Ft

]
= E

[∫ T

0
||βu||2F du

∣∣∣Ft

]
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ゆえに，(4.18)は

sup
||f ||F≤1

E[||Yt,T f ||2F |Ft] ≤ 2M2 + 2 sup
||f ||F≤1

E
[∫ T

0
||βu||2F du|Ft

]

≤ 2M2 + 2M2C2

∫ T

0
sup

||f ||F≤1
E[||Yt,uf ||F |Ft]du

以上からGronwallの不等式より，

sup
||f ||F≤1

E[||Yt,T f ||F |Ft] ≤ 2M2e2M2C2T < ∞

よって，φtは t ∈ [0, T ]で一様に有界となる。つまり，φt ∈ F ∗である。

時点 T で満了日となる条件付請求権に対して，この請求権を作る債券の満期の中で最長のもの
を Tmax(> T )とする。また，xmax = Tmax − T とする。
以下の Theoremでは無限個のファクターによるHJMモデルの場合に適当な仮定の下で，この

請求権に対するヘッジ戦略の中の債券の満期は Tmaxと同じかそれよりも小さいことを示す。この
直観的な結果は下の局所 Lipschitz なHJMモデル

dft = (Aft + FHJM ◦ τ(t, ft))dt + τ(t, ft)dWt

に影響する。ただし，任意の x ≥ 0に対して，ボラティリティ関数は決定論的な関数 κ : R×R→ G

により，
τ(·, f)δx = κ(x, f(x))

とする。この式から，割引債価格モデルは Theorem4.7より，

P̃ (t, T ) = P̃ (0, T )−
∫ t

0
P̃ (s, T )τ(s, fs)∗IT−sdWs

P̃t(T − t) = P̃0(T )−
∫ t

0
P̃s(T − s)τ(s, fs)∗IT−sdWs

P̃t(x) = StP̃0(x)−
∫ t

0
St−s(P̃s(x))τ(s, fs)∗IxdWs (x = T − t)

最後の式をmild solutionとして持つ SPDEは

dP̃t = Adt + (−P̃tτ(t, ft)∗I·)dWt

となる。よって，このモデルのボラティリティ関数 σ(·, ·) : R× F → L(2)(G;F )を τ を使って表
すと，任意の t ≥ 0に対して

σ(t, P̃t)∗δx = −P̃t(x)
∫ x

0
τ(t, ft)∗δsds

= −P̃t(x)
∫ x

0
κ(s, ft(s))ds

=
(4.11)

−P̃t(x)
∫ x

0
κ

(
s,− ∂

∂s
log P̃t(s)

)
ds

となる。以上から次のことを示す。
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Theorem 4.26. 次を仮定する。

1. 定数 xmax ≥ 0が存在して，割引ペイオフ関数 g̃(·) : F → R は ∀x ∈ [0, xmax]に対して，
f1(x) = f2(x)となるとき，常に g̃(f1) = g̃(f2) を満たす。

2. ボラティリティ関数 σ(·, ·) : R× F → L(2)(G; F )は ∀t ≥ 0, ∀x ≥ 0に対して，∀y ∈ [0, x]で
f1(y) = f2(y)となるとき，常に σ(t, f1)∗δx = σ(t, f2)∗δxを満たす。

3. ∀f ∈ F, ∀t ≥ 0に対して，ker(σ(t, f)∗) = span{δ0}となる。

このとき，戦略 φt = E[Y ∗
t,T∇g̃(P̃T )|Ft] によって与えられる戦略 ϕt = φt + ψtBtδ0は唯一つの

self-financingな戦略であり，

supp{ϕt} ⊂ [0, xmax + T − t] a.s. (∀t ≥ 0) (4.19)

となる。

Proof. Proposition4.25から，ϕtは self-financingな戦略であり，Assumption3とProposition4.20
からこれが一意であると分かる。よって，あとは (4.19)を示せばよい。F ∗の閉部分空間として，

Tx = {µ ∈ F ∗|supp{µ} ⊂ [0, x]} ⊂ F ∗

を取ってくる。このとき直交成分は F の閉部分空間で，

T ⊥x = {f ∈ F |f(s) = 0 for all s ∈ [0, x]} ⊂ F

となる。このとき，T ⊥⊥x = Txである。
Step1.
まず，Yt,T が各 x ≥ 0に対して，T ⊥x+T−tから T ⊥x への強ランダム作用素であることを示す。こ
こで，{Yt,T }T≥tは

Yt,T = ST−t +
∫ T

0
ST−u∇σ(u, P̃u)Yt,u · dWu

を満たしている。
Step1.1.
∇σ(t, P̃t)が T ⊥x を L(2)(G; T ⊥x ) へ写すことを示す。
s ≥ t, x ≥ 0とする。f1, f2 ∈ F, y ≤ xに対して，[0, y]上で f1 = f2のとき，仮定より，

σ(t, f1)∗δy = σ(t, f2)∗δy

g ∈ Gをとってくると，(σ(t, f1)g)(y) = (σ(t, f2)g)(y)である。
∀ε > 0, k ∈ T ⊥x を取ってきて，f2 := f1 + εkとすると，[0, x]上で f1 = f2となる。仮定より

(σ(t, f1)g)(y) = (σ(t, f1 + εk)g)(y) (∀y ∈ [0, x])

これより， (
σ(t, f1 + εk)− σ(t, f1)

ε
g

)
(y) = 0

ε ↘ 0とすると，(∇σ(t, f1)g)[k](y) = 0 (y ∈ [0, x])となる。よって，示せた。
Step.1.2.
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t ∈ [0, T ]を固定しておく。このとき，s ≥ tに対して，{Y (n)
t,s }が T ⊥x+s−tから T ⊥x への強ランダ

ム作用素であることを示す。
まず，Picardの逐次近似法に従って，{Yt,s}n∈Nを次で定義する。

Y
(0)
t,s = Ss−t

Y
(n+1)
t,s = Ss−t +

∫ s

0
Ss−u∇σ(u, P̃u)Y (n)

t,u · dWu

とする。帰納法を用いて示す。明らかに Y
(0)
t,s は各 x ≤ 0で T ⊥x+s−tを T ⊥x に写す。今，Y

(n)
t,s は各

x ≥ 0で T ⊥x+s−tを T ⊥x に写すと仮定して，Y
(n+1)
t,s について示す。

f ∈ T ⊥x に対して，Y
(n)
t,s f ∈ T ⊥x であり，St−u∇σ(u, P̃u)f ∈ L(2)(G; T ⊥x )である。また，St−sf ∈

T ⊥x であるので，Y
(n+1)
t,s は T ⊥x+s−tを T ⊥x+s−tへ写す作用素である。

Step.1.3.
Y

(n)
t,s が Yt,sに P-a.s.で収束することを示す。p > 2とする。

f ∈ F に対して，

E

[
sup

t≤s≤T
||(Y (n+1)

t,s − Y
(n)
t,s )f ||pF

]

= E

[
sup

t≤s≤T

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ s

0
Ss−t∇σ(u, P̃u)(Y (n)

t,s − Y
(n−1)
t,s )fdWu

∣∣∣∣
∣∣∣∣
ｐ

F

]

≤
Prop.2.24

C̃

∫ s

0
sup

t≤s≤T
E[||(Y (n)

t,s − Y
(n−1)
t,s )f ||pF ]du

≤ C̃

∫ s

0
E

[
sup

t≤u≤s
||(Y (n)

t,s − Y
(n−1)
t,s )f ||pF

]
du

· · ·
≤ C̃p(n+1)

n!
(s− t)n+1||f ||pF

となる。このことから，m ≥ n, f ∈ F に対して，Minkowskiの不等式より，
(

E
[

sup
t≤u≤s

||(Y (m)
t,s − Y

(n)
t,s )f ||pF

]) 1
p

≤
m−1∑

k=n

(
E

[
sup

t≤u≤s
||(Y (k)

t,s − Y
(k−1)
t,s )f ||pF

]) 1
p

≤
m−1∑

k=n

1√
k!

C̃k+1(s− t)
k+1

p ||f ||
1
p

F

→ 0 (m,n → 0)

となる。よって, Cauchy列が収束するので，Lp(F , P;L(F ;F ))の意味で，極限 {Yt,s}が存在して，

E
[

sup
t≤u≤s

||(Y (n+1)
t,s − Yt,s)f ||pF

]
→ 0 (n →∞)

定義より，

Y n+1
t,s f = Ss−tf +

∫ T

0
Ss−u∇σ(u, P̃u)Y n

t,ufdWu

であるから，n →∞で，

Yt,sf = St−sf +
∫ T

0
Ss−u∇σ(u, P̃u)Yt,ufdWu
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となる。
以上から，Y

(n)
t,s → Yt,s a.s.で，また Yt,T は各 x ≥ 0に対して，T ⊥x+T−tから T ⊥x への強ランダ

ム作用素である。
Step.2.

(4.19)を示す。
Step.2.1.
まず，∇g̃(P̃T )が Txmax に値をとることを示す。
f1 ∈ F に対して，∀ε > 0, k ∈ T ⊥xmax

⊂ F を取ってきて，f2 = f1 + εkとする。∀x ∈ [0, xmax]
に対して，f1 = f2。よって，Assumption１より g̃(f1) = g̃(f1 + εk)であり，

g̃(f1 + εk)− g̃(f1)
ε

= 0

となる。よって，ε ↘ 0，とすれば，〈∇f1, k〉F = 0。よって，∇g̃(P̃t)は Txmax に値を取る。
Step.2.2.
φt ∈ Txmax+T−tを示す。
任意の f ∈ T ⊥xmax+T−tに対して，Step.1.より，Yt,T f ∈ T ⊥xmax

である。よって，Step.2.1.より，
〈∇g̃(P̃T ), Yt,T f〉F = 0となる。特に，

E[〈∇g̃(P̃T ), Yt,T f〉F |Ft] = 0

である。ゆえに，φt ∈ Txmax+T−tである。
また，∀s > 0に対して，f ∈ T ⊥s ならば，〈Btψtδ0, f〉F = Btψtf(0) = 0となるので，

ϕt = φt + Btψtδ0 ∈ Txmax+T−t

となる。よって，示せた。
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5 特別な場合のモデル

第 4章では主に一般のHJMモデルに対する性質に対して考察した。この章では第 4章でも後半
で述べたが，ドリフト係数とボラティリティがマルコフの場合やそれ以上に制限を加えた場合に
ついて考察する。
この章を通じて，特に断らない限り，(Ω,F , P)を完備確率空間とし，{Wt}をd次元の標準Wiener
過程，{Ft}をWiener過程からなるフィルトレーションとし,右連続でF0はF のP-零集合をすべ
て含むと仮定する。また，F = F∞ := ∨t∈R+Ftとする。また，Musielaの記号に従うとする。す
なわち,現時点を t，満期を T としたとき，現時点から満期までの時間を x = T − tとし，債券価
格を Pt(x) := P (t, t + x)，フォワードレートを ft(x) := f(t, t + x) (t, x ≥ 0)とする。

5.1 マルコフモデル

5.1.1 問題設定

まず最初にドリフト項とボラティリティが共に決定論的であると仮定する。特にここでは 2つ
の係数が共にフォワードレートや時刻に依存しないマルコフモデルを考える。すなわち，

dft = (Aft + α)dt + σdWt (5.1)

のmild solutionであり，積分形で書くと，

ft = Stf0 +
∫ t

0
St−sαds +

∫ t

0
St−sσdWs (5.2)

となる。これは，Musielaの記号によるHJMモデルの方程式 (4.6)，(4.7)と同じように見えるが，
係数が決定論的であるため，違うものである。このノンランダム性と初期値 f0とWiener過程W

が独立であると仮定すると，(5.2)は完全にフォワードレート過程を決定してしまう。さらに，f0

が正規分布に従うか決定論的であるとき，{ft}t≥0はガウス過程となる。
また，µtは ftの分布関数で，α̃t =

∫ t
0 St−sαdsとし，γtは

∫ t
0 St−sσdWs の分布関数とすると，

(5.2)は，
µt = (S∗t µ0) ∗ (α̃t + γt)

を与える。
µtの t →∞での極限を制御することで，HJMの積分形のエルゴート的な振舞いを理解したい。
特に，(5.2)の不変測度を求めたい。ここで，言葉の定義等をしておく。

Definition 5.1. {ft}t≥0をマルコフ型とする。すなわち

ft = Stf0 +
∫ t

0
St−sα(s, fs)ds +

∫ t

0
St−sσ(s, fs)dWs

で与えられるとする。また {Pt}t≥0を有界 Borel可測関数 ϕに対して，

Ptϕ(x) = E[ϕ(ft(x))] (t ≥ 0, x ∈ F ) (5.3)

となる半群とする。このとき，µが (5.3)の不変測度であるとは，P ∗
t µ = µ (t ≥ 0) が成立すると

きにいう。また，{Pt}t≥0を推移半群という。

Remark 5.2. {ft}t≥0が (5.2)の時や，後で定義する係数が時間的一様でマルコフのときは上の
特別な場合なので，同様に定義できる。
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Proposition 5.3. 初期条件 f0 = xに対して，

µt → µ∞ weakly as t →∞

ならば，µ∞は (5.2)に対して，不変測度である。

Proof. ϕ ∈ Cb(F )とする。このとき，定義より，
∫

F
E[ϕ(ft(x))]µ(df) =

∫

F
Ptϕ(x)µ0(dx) = 〈Ptϕ, µ0〉 = 〈ϕ,P ∗

t µ0〉

となり，P ∗
t µ0 = µtとなる。また，r ≥ 0に対して，

〈ϕ,P ∗
t+r〉 = 〈Prϕ,P ∗

t µ0〉

Prϕ ∈ Cb(F )より，両辺の t →∞とすると，

〈ϕ, µ∞〉 = 〈Prϕ, µ∞〉 = 〈ϕ,P ∗
r µ∞〉

ゆえに，µ∞ = P ∗
r µ∞となり，µ∞は不変測度となる。

5.1.2 状態空間に対する仮定

再び {ft}t≥0は (5.2)で与えられているとする。この節では，状態空間 F に対する仮定を書き並
べておく。

Assumption 5.4. 1. F は可分Hilbert空間で，F の元はR+上のR-値連続関数とする。また，
δx(f) = f(x)とすると，δx ∈ F ∗である。

2. 任意の f ∈ F に対して，f(∞) = limx→∞ f(x)が存在し，δ∞ : f → f(∞)は F ∗の元であ
る。さらに，F 0 := {f ∈ F |f(∞) = 0}は δ∞と直交する F の閉部分空間である。

3. {St}t≥0は F 上の強連続半群で，Stf(x) = f(t + x) (f ∈ F )とする。さらに，定数 β > 0と
M > 0が存在して，

||Stf ||F ≤ Me−βt||f ||F (f ∈ F 0) (5.4)

となる。

4. 2項演算子 ?を

(f ? g)(x) = f(x)
∫ x

0
g(s)ds (f, g ∈ F 0)

と定義して，||(f ? g)||F ≤ C||f ||F ||g||F となる。（C は正定数）

Assumption5.4.4と Proposition4.4より，FHJM は L(2)(G;F 0)から F への Lipschitz条件を持
つ写像となる。
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しかも，f, g ∈ F 0に対して，∣∣∣∣f(x)
∫ x

0
g(s)ds

∣∣∣∣ = |f(x)|
∣∣∣∣
∫ x

0
δ0(Ssg)ds

∣∣∣∣

≤ |f(x)|||δ0||F ∗
∫ x

0
||Ssg||F ds

≤ |f(x)|||δ0||F ∗ ||g||F
∫ x

0
Me−βsds

= |f(x)|||δ0||F ∗ ||g||F M

β
(1− e−βs)

≤ |f(x)|||δ0||F ∗ ||g||F M

β

→ 0 (x →∞)

であり，これから FHJM(σ)(∞) = 0 (∀σ ∈ L(2)(G;F 0))となる。

Remark 5.5. §4.2.3で出てきたHωはウエイト ωが十分早く増加するとき，Assumption5.4を満
たす。特に次のことが分かる。

Proposition 5.6. ωが

log
ω(x + t)

ω(x)
≥ βt > 0 (∀t, x ≥ 0) (5.5)

を満たすとき，Hω は Assumption5.4を満たす。ただし，β は，β = infx≥0
ω′(x)
2ω(x) > 0で与えら

れる。

Proof. (5.5)より，x = 0の場合を考えると， 1
ω(t) ≤ 1

ω(0)e
−βtとなり，両辺を [0,∞)で積分すると，

∫ ∞

0

1
ω(t)

dt ≤
∫ ∞

0

1
ω(0)

e−βtdt =
1

βω(0)
< ∞

となり，Definition4.12より，Hωは定義できる。また，Assumption5.4.1はProposition4.13より，
示している。
次に，Assumption5.4.2 の前半は Proposition4.14 より分かり，後半は上と同様に (5.5) より，

x = 0の場合を考えると， 1
ω(t) ≤ 1

ω(0)e
−βtとなり，両辺に t2を掛けて [0,∞)で積分すると，

∫ ∞

0

t2

ω(t)
dt ≤

∫ ∞

0

1
ω(0)

t2e−βtdt =
1

β3ω(0)
< ∞

となり，Proposition4.15から，Assumption5.4.4と共に成立する。よって，あとはAssumption5.4.3
を満たすかを考えればよい。

f ∈ H0
ω に対して，

||Stf ||F = f(t)2 +
∫ ∞

0
ω(x)f ′(x + t)2dx

であり，右辺の各項を計算すると，

|f(t)|2 =
∣∣∣∣
∫ ∞

t
f ′(s)ds

∣∣∣∣
2

≤
(∫ ∞

t
|f ′(s)|ω 1

2 (s)ω−
1
2 (s)ds

)2

≤
(∫ ∞

t
|f ′(s)|2ω(s)ds

)(∫ ∞

t
ω−1(s)ds

)

≤ ||f ||ω
(∫ ∞

t
ω−1(s)ds

)
(5.6)
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となる。また，
∫ ∞

0
ω(x)f ′(x + t)2dx =

∫ ∞

0
|f ′(x + t)|2ω(x + t)

ω(x)
ω(x + t)

dx

≤ sup
x≥0

(
ω(x)

ω(x + t)

)(∫ ∞

0
|f ′(x + t)|2ω(x + t)

)

≤ sup
x≥0

(
ω(x)

ω(x + t)

)
||f ||ω (5.7)

である。ここで，(5.6)については，(5.5)の x = 0の場合を考えると， 1
ω(s) ≤ 1

ω(0)e
−βsとなり，両

辺を [t,∞]で積分すると，

∫ ∞

t

1
ω(s)

ds ≤
∫ ∞

t

1
ω(0)

e−βsds =
e−βt

βω(0)
< ∞

となる。また，(5.7)については，(5.5)より，

sup
x≥0

(
ω(x)

ω(x + t)

)
≤ e−βt

とすぐに分かる。以上より，||Stf ||2ω ≤ ||f ||2ωe−βt( 1
βω(0) + 1)となり，Assumption5.4.3を満たす。

よって，すべて示せた。

5.1.3 ガウス・マルコフHJMモデルに対する不変測度

主たる結果を示すため，必要なことを与えておく。

Definition 5.7. H を可分Hilbert空間とし，M(H)をH 上のすべての確率測度の族とする。こ
のとき，任意の µ ∈M(H)に対して，その特性関数 µ̂(y) (y ∈ H)を次で定義する。

µ̂(y) =
∫

H
ei〈x,y〉H dµ(x)

可分Hilbert空間上の特性関数の基本的な性質を以下の２つの Propositionで与えておく。証明
は共に [28]にある。

Proposition 5.8. 1. µ̂; H → Cは，ノルム位相で一様連続である。

2. µ̂1(y) = µ̂2(y) (∀y ∈ H)ならば，µ1 = µ2となる。

3. (µ̂ ∗ λ)(y) = µ̂(y)λ̂(y) (∀y ∈ H, µ, λ ∈M(F ))。

4. ˆ̄µ(y) = µ̂(y)。

Proposition 5.9. {µn}n∈N ⊂M(H)が conditionally compact で，各 y ∈ H に対して，

µ̂n(y) → ϕ(y) as n →∞

とする。このとき，ある µ ∈M(H)が存在して，µ̂(y) = ϕ(y)かつ µnは µに弱収束する。

また，次の Propositionを証明しておく。

89



Proposition 5.10. X を可分な Banach空間とする。このとき，(X,B(X))上の測度 µについて
次は同値。

1. µがガウス測度である。すなわち，任意の f ∈ X∗に対して，µf = µ ◦ f−1がR上の正規分
布となる。

2. m ∈ X と正の対称作用素R : X∗ → X が存在して，

µ̂(f) :=
∫

X
ei〈x,f〉dµ(x) = exp

(
i〈m, f〉 − 1

2
〈Rf, f〉

)
f ∈ X∗

このとき，µの平均ベクトルがmで共分散作用素がRである。したがって，ガウス測度 µが平均
ベクトルmと共分散作用素Rで一意に定まる。

Proof. X = Rのときは有名な結果であるため，このことを使って，証明する。
(1 ⇒ 2) µを (X,B(X))上のガウス測度とし，平均ベクトルをm，共分散作用素をRとする。こ
のとき，任意の f ∈ X∗ に対して，µf = µ ◦ f−1は R上の正規分布である。µ(f)の平均 µ(f)と
分散 v(f)を求めると，

m(f) =
∫

R
ydµf (y) =

∫

X
〈x, f〉dµ(x) = 〈m, f〉

v(f) =
∫

R
(y −m(f))2dµf (y) =

∫

X
〈x−m, f〉2dµ(x) = 〈Rf, f〉

となる。よって，Rのときの結果より，

µ̂f (y) = exp
(

i〈m, f〉y − 1
2
〈Rf, f〉y2

)
y ∈ R

である。ところが，

µ̂f (y) =
∫

R
eizfdµf (z) =

∫

X
ei〈x,f〉ydµ(x) = µ̂(yf)

となるので，2を得られる。
(2 ⇒ 1) f ∈ X∗を任意に固定すると，

µ̂f (y) = µ̂(yf) = exp
(

i〈m, f〉y − 1
2
〈Rf, f〉y2

)
y ∈ R

となるので，Rのときの結果から，µf は平均 〈m, f〉，分散 〈Rf, f〉のR上の正規分布となる。よっ
て，µは (X,B(X))上のガウス測度となる。ここで，µの平均ベクトルをm0とし，共分散作用素を
R0とすると，(1 ⇒ 2)の証明から，µf の平均ベクトルが 〈m0, f〉，分散が 〈R0, f〉である。よって，
任意の f ∈ X∗に対して，〈m, f〉 = 〈m0, f〉，〈Rf, f〉 = 〈R0f, f〉。これより，m = m0, R = R0

となり，最後の部分も示せた。

さらに，Bochnerの定理のHilbert空間への拡張を与えておく。証明は [8]の p.49～にある。

Theorem 5.11 (Hilbert空間上のBochnerの定理). H を可分Hilbert空間とする。κ; H → C
を (H,B(H))上の確率測度 νの特性関数とする。このとき，

1. κが κ(0) = 1となるような正定値連続関数である。
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2. 任意の ε > 0に対して，非負核型作用素 Sεが存在し，〈Sελ, λ〉 ≤ 1を満たすすべての λに対
して，1− Reκ(λ) ≤ εとなる。

逆に任意の関数 κ : H → Cが 1と 2を満足するならば，κは F 上の確率測度 µの特性関数と
なる。

では，主たる結果を与える。

Theorem 5.12. λ ∈ G, σ ∈ L(2)(G;F 0)は決定論的であるとする。さらに S∗t µ0の t → ∞での
弱収束先を νとする。このとき，方程式

ft = Stf0 +
∫ t

0
St−s(FHJM(σ) + σλ)ds +

∫ t

0
St−sσdWs (5.8)

によって与えられた HJMモデルは F 上の不変測度の族 {µν}ν を持つ。また νを固定するごとに
(F,B(F ), µν)上の確率変数 f(x) = δx(f)は以下の性質を満たす。

1. ロングレート f(∞)の分布は νである。

2. ロングレートによって与えられたフォワードレート f(x)の条件付分布 µν({f ∈ H|δx(f) ∈
A,A ∈ R}|σ(δ∞))は x ≥ 0に対して，正規分布に従う。

3.
∫
F ||c||F ν(dc) < ∞かつ λ = 0ならば，

Eµν [f(0)] ≥ Eµν [f(x)] (∀x ≥ 0)

となる。

4.
∫
F ||c||2F ν(dc) < ∞かつ λ = 0ならば，

Varµν [f(0)] ≥ Varµν [f(x)] (∀x ≥ 0)

となる。

Proof. F の元は極限を持つので，F ∼= F 0 ⊕ Rと分解できる。f0
t := ProjF 0(ft)とすると，任意

の f0に対して，Stf0 = Stf
0
0 + f0(∞)1となる。ただし，1(x) = 1 (∀x ≥ 0)である。このとき，

f0(∞)1 = Stf0 − Stf
0
0 ∈ F となり，

||Stf0 − f0(∞)1||F = ||Stf
0
0 ||F

≤ Me−βt||f0
0 ||F → 0 as t →∞

となるので，Stf0は f0(∞)1に P-a.s.で収束する。これより Stf0の分布 S∗t µ0は f0(∞)1の分布
νに弱収束する。また，

A = {f ∈ F |f は定数関数 }
とすると，ν(A) = 1となる。
次に Banach-Steinhausの定理より，正定数 N が存在して，supx∈[0,∞) ||δx||F ∗ ≤ N となる。

α = FHJM(σ) + σ(λ)すると，σ ∈ L(2)(G;F 0)で FHJM : L(2)(G; F 0) → F 0なので，α ∈ F 0とな
る。また，t ≥ 0に対して，

|St−sα(x)| ≤ ||δx||F ∗ ||St−sα||F ≤ NMe−β(t−s)||α||F
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となり，Lebesgueの優収束定理より，x →∞で ∫ t
0 St−sα(x)ds → 0である。

また，
∫ t
0 St−sσdWs ∈ F 0 より，x → ∞で 0に収束する。ゆえに, (5.8)の両辺に xをいれて、

x →∞とすると，
ft(∞) = f0(∞) ∀t ≥ 0

よって，ロングレート f(∞)の分布は νである。よって，1は示せた。
また，

∫ t
0 St−sσds =

∫ t
0 Suσduであり，

∫ ∞

0
||Suα||F du ≤ M

∫ ∞

0
e−βu||α||F du ≤ M

β
||α||F

となる。これより，

α̃ =
∫ ∞

0
Suαdu = lim

t→∞

∫ t

0
St−sαds

が存在し，特に
|δx(Suα)| ≤ ||δx||F ∗ ||Suα||F ≤ NMe−βu||α||F

なので，Lebesgueの優収束定理より，limx→∞ α̃(x) = 0となる。つまり，α̃ ∈ F 0。
{ψk}k∈NをGの CONSとすると，上と同様の評価式より，

∫ ∞

0
||Suσ||2L(2)(G;F )du =

∫ ∞

0

∞∑

k=1

||suσψk||2F du =
∞∑

k=1

||Suσψk||2F du

≤
∞∑

k=1

∫ ∞

k=1

∫ ∞

0
M2e−2βu||σψk||2F du =

M2

2β

∞∑

k=1

||σψk||2F

=
M2

2β
||σ||2L(2)(G;F )

よって，N (m,Q)を平均ベクトルm，共分散作用素Qの正規分布とし，
∫ t
0 St−sσdWsの分布を γt

とすると，γt = N (0,
∫ t
0 Suσσ∗S∗udu)なので，Lemma5.10より，この測度に対する特性関数 γ̂t(f)

は

γ̂t(f) =
∫

F
ei〈f,x〉F γt(dx)

= exp
(
−1

2

〈∫ t

0
Suσσ∗S∗t fdu, f

〉

F

)

→
t→∞ exp

(
−1

2

〈∫ ∞

0
Suσσ∗S∗t fdu, f

〉

F

)

よって，γtは γ = N (0,
∫∞
0 Suσσ∗S∗udu)に弱収束する。また，γt(F0) = 1より，γ(F0) = 1となる。

ここで，Ptを推移半群とし，κ = N (α̃,
∫∞
0 Suσσ∗S∗udu)とする。このとき，κ̂(S∗t y) (y ∈ F, t ≥ 0)

を計算すると，

κ̂(S∗t y) = exp
(

i〈α̃, S∗t y〉F − 1
2

〈∫ ∞

0
Suσσ∗S∗uduS∗t y, S∗t y

〉

F

)

= exp
(

i〈α̃− αt, y〉F − 1
2

〈∫ ∞

0
Suσσ∗S∗uydu−

∫ t

0
Suσσ∗S∗uydu, y

〉

F

)

= κ̂(y) exp
(
−i〈αt, y〉F +

1
2

〈∫ t

0
Suσσ∗S∗uydu, y

〉

F

)
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となる。よって，

κ̂(y) = κ̂(S∗t y) exp
(

i〈αt, y〉F − 1
2

〈∫ t

0
Suσσ∗S∗uydu, y

〉

F

)
(5.9)

となる。ここで，γ̂ := N
(
Stx + αt,

∫ t
0 Suσσ∗S∗udu

)
とすると，

(右辺) =
∫

F

∫

F
ei〈y,x〉F γ̂(dy)κ(dx) =

∫

F
Pt(ei〈y,x〉F )κ(dx) = (P̂ ∗

t κ)(y)

となり，Proposition5.9.2より，κ = P ∗
t κである。つまり，κは初期条件 f0 = xに対して不変測度

となり，(5.8)は不変測度を持つ。
さらに (5.9)の両辺を t →∞とすると，

exp
(

i〈αt, y〉 − 1
2

〈∫ t

0
Suσσ∗S∗uydu, y

〉

F

)
→ exp

(
i〈α̃, y〉 − 1

2

〈∫ ∞

0
Suσσ∗S∗uydu, y

〉

F

)

=: (̂̃α + γ)(y)

となる。ただし，α̃ + γ = N (α̃,
∫∞
0 Suσσ∗S∗udu)である。また，φ̂(y) = limt→∞ κ̂(S∗t y)とする。

このとき，Theorem5.11より，ε > 0に対して，正値核型作用素 Sが存在して，〈Sy, y〉 ≤ 1なら
ば，Re{κ̂} ≥ 1− εとなる。これより，y ∈ F が 〈Sy, y〉 ≤ 1を満たすならば，

Re{φ̂(y)} = Re{κ̂(y)} exp
(

1
2

〈∫ ∞

0
Suσσ∗S∗uydu, y

〉

F

)
≥ 1− ε

となる。φ̂(0) = 1となるような正定値連続関数であるのはすぐに分かるので，再び Theorem5.11
から，ψ̂(·) = ˆ̃ν(·)となるような (F,B(F ))上の測度 ν̃が存在する。これより，S∗t µ0は ν̃に弱収束
する。しかし，前の議論から S∗t µ0は νに弱収束するので，ν = ν̃である。
以上から，Proposition5.9.3を使うと，

κ̂(y) = ν̂(y)(̂̃α + γ)(y) = ( ̂ν ∗ (α̃ + γ)(y)

なので，µν := κ = ν ∗ (α̃ + γ)となる。特に ν は f0(∞)1の分布で，ft(∞) = f0(∞) (t ≥ 0)
であったので，上の式からロングレートによって与えられたフォワードレート f(x)の条件付分布
µν({f ∈ H|δx(f) ∈ A,A ∈ R}|σ(δ∞))は x ≥ 0に対して，正規分布に従うことが分かる。よって，
2が示せた。
あとは 3と 4を示せば良い。(5.8)より，

ft(x)− f0(t + x) =
∫ t

0
St−sα(x)ds + δx

∫ t

0
St−sσdWs (5.10)

となる。このとき， ∫ x

0
〈σ∗δs, σ

∗Is〉Gds =
1
2
||σ∗Ix||2G

に注意して，(5.8)の両辺の Pによる平均をとると，

E[ft(x)]− E[f0(t + x)] =
∫ t

0
St−sα(x)ds

=
∫ t

0
δt−s+xαds
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=
∫ t

0
〈σ∗δt−s+x, σ∗It−s+x + λ〉Gds

=
∫ t+x

t
〈σ∗δs, σ

∗Is + λ〉Gds

=
∫ t+x

0
〈σ∗δs, σ

∗Is + λ〉Gds−
∫ t

0
〈σ∗δs, σ

∗δx + λ〉Gds

=
1
2
||σ∗It+x||2G + 〈σ∗It+x, λ〉G − 1

2
||σ∗Ix||2G − 〈σ∗Ix, λ〉G

=
1
2
(||σ∗It+x||2G + 2〈σ∗It+x, λ〉G + ||λ||2G)

−1
2
(||σ∗Ix||2G + 2〈σ∗Ix, λ〉G + ||λ||2G)

=
1
2
(||σ∗It+x + λ||2G − ||σ∗Ix + λ||2G) (5.11)

となる。ここで，任意の f ∈ F に対して，

δt+x(f) → δ∞(f) as t →∞

であり，任意の f0 ∈ F 0に対して，
∫ ∞

0
|f0(s)|ds =

∫ ∞

0
|Ssf

0(0)|ds ≤ ||δ0||F ∗
∫ ∞

0
||Ssf

0||F ds

≤ ||δ||F ∗M ||f0||F
∫ ∞

0
e−βsds = M ||δ0||F ∗ ||f0||F < ∞

なので，It+x(f0) → I∞(f0) as t →∞である。このことに注意すると，

|δt+xf0| ≤ ||δt+x||F ∗ ||f0||F < N ||f0||F

となり，仮定から ||f0||F は可積分なので，Lebesgueの優収束定理より，

lim
t→∞E[δt+xf0] = E[δ∞f0]

となる。また，
lim
t→∞ ||σ

∗It+x + λ||2G = ||σ∗I∞ + λ||2G
となる。よって，(5.11)の両辺を t →∞とすると，

Eµν [f(x)] = lim
t→∞E[ft(x)]

= Eµν [f(∞)] +
1
2
(||σ∗I∞ + λ||2G − ||σ∗Ix + λ||2G)

となる。ここで，λ = 0とすると，

Eµν [f(x)] = Eµν [f(∞)] +
1
2
(||σ∗I∞ + λ||2G − ||σ∗Ix + λ||2G)

≤ Eµν [f(∞)] +
1
2
||σ∗I∞ + λ||2G

= Eµν [f(∞)] +
∫ ∞

0
FHJM(σ)(∞)ds

= Eµν [f(0)]
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最後は (5.10)の x = 0の場合を使った。よって，3はできた。
また，4については

Varµν [f(x)] = lim
t→∞Varµν [ft(x)] = lim

t→∞

(
Var[f0(t + x)] + Var

[
δx

∫ t

0
St−sσdWs

])

となり，右辺の第 1項は Lebesgueの優収束定理から，

lim
t→∞Varµν [f0(t + x)] = Varµν [f(∞)]

となる。また第 2項は

Varµν

[
δx

∫ t

0
St−sσdWs

]
= Eµν

[(
δx

∫ t

0
St−sσdWs

)2
]

= Eµν

[(∫ t

0
St−s+xσdWs

)2
]

= Eµν

[∫ t

0
||St−s+xσ||2F ds

]

=
∫ t

0
||St−s+xσ||2F ds

=
∫ t+x

x
||Ssσ||2F ds

→
t→∞

∫ ∞

x
||σ∗δs||2Gds

ゆえに，

Varµν [f(x)] = Varµν [f(∞)] +
∫ ∞

x
||σ∗δs||2Gds

よって，(左辺)は x ≥ 0で減少関数となる。以上ですべて示せた。

上の定理の 3の結果は，スポットレートが他のフォワードカーブに対して，平均的に最大であ
ることを示している。これは，適当な条件の下で {ft}t≥0がマルコフの時も成り立つ。このことを
以下の 2つの Propositionで示す。ただし，以下出てくるHJMモデルはゼロクーポン債価格がリ
スク中立な確率測度Q上でマルチンゲールとする。また，

exp
(
−

∫ x

0
ft(s)ds

)
= E

[
exp

(
−

∫ x+t

t
rsds

) ∣∣∣Fs

]

rs = fs(0)が成立する。

Proposition 5.13. µは係数がマルコフ型のHJMモデル {ft}t≥0に対する不変測度とし，f(x) =∫
F f(x)µ(df) はこの測度に対して，満期までの時間 xでの“平均フォワードレート”とする。さ
らに, f は連続であると仮定する。このとき，“平均スポットレート”が最大である。すなわち，

f(0) ≥ f(x) ∀x ≥ 0

が成立する。
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Proof. ε > 0を任意に固定しておく。このとき，

exp
(
−

∫ x+ε

0
f0(s)ds

)
= E

[
exp

(
−

∫ x+ε

0
rsds

) ∣∣∣F0

]

= E
[
exp

(
−

∫ ε

0
rsds

)
E

[
exp

(
−

∫ x+ε

ε
rsds

) ∣∣∣Fε

] ∣∣∣F0

]

= E
[
exp

(
−

∫ ε

0
rsds

)
exp

(
−

∫ x

0
fε(s)ds

) ∣∣∣F0

]

≥
Jensen

exp
(
−E

[∫ ε

0
rsds

∣∣∣F0

]
− E

[∫ x

0
fε(s)ds

∣∣∣F0

])

ここで，exは単調増加関数なので，

E
[∫ ε

0
rsds

∣∣∣F0

]
≥

∫ x+ε

0
f0(s)ds− E

[∫ x

0
fε(s)

∣∣∣F0

]

ここで，{ft}t≥0がマルコフ型であることを注意して，両辺を µで積分し，Fubiniの定理を使うと

(左辺) =
∫

F
E

[∫ ε

0
fs(0)ds

∣∣∣F0

]
µ(df) =

∫ ε

0
Ef0

[∫

F
δ0(fs)µ(df)

]
ds =

∫ ε

0
Ef0 [f(0)]ds = εf(0)

であり，

(右辺) =
∫

F

(∫ x+ε

0
f0(s)ds− E

[∫ x

0
fε(s)

∣∣∣F0

])
µ(df)

=
∫ x+ε

0

∫

F
f0(s)µ(df)ds−

∫ x

0
Ef0

[∫

F
fε(s)µ(df)

]
ds

=
∫ x+ε

0
f(s)ds−

∫ x

0
f(s)ds

=
∫ x+ε

x
f(s)ds

となる。よって，

f(0) ≥ 1
ε

∫ x+ε

x
f(s)ds

仮定から，f は連続なので，ε → 0とすると，f(0) ≥ f(x)。

次の Propositionのために，時間的一様なマルコフ型を定義する。

Definition 5.14. フォワードレート過程 {ft}t≥0が時間的一様なマルコフ型とは，

ft = Stf0 +
∫ t

0
St−sα(ft)ds +

∫ t

0
St−sσ(ft)dWs (t ≥ 0)

で与えられるときにいう。ただし，α(ft) = FHJM(σ(ft)) + λσ(ft)とする。

Proposition 5.15. {ft}t≥0は時間的一様なマルコフ型で，λ = 0で σ ∈ L(2)(G;F )は有界とす
る。また，F 上の測度 µが {ft}t≥0の不変測度とする。さらに，

〈σ(f)∗δx, σ(f)δx〉G ≥ 0 (∀f ∈ F, x, y ∈ R+) (5.12)

と仮定する。このとき，平均フォワードカーブは減少する，すなわち，f(x) ≤ f(x + t) (∀t ≥ 0)
となる。
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Proof. HJMモデルを次のように書き直す。

ft(x) = f0(t + x) +
∫ t

0
〈σ(fu)∗δt−u+x, σ(fu)It−u+x〉Gdu +

∫ t

0
σ(fu)∗δt−u+xdWu

ここで，両辺を不変測度 µで積分すると，

f(x) = f(x + t) + Eµ

[∫ t

0
〈σ(fu)∗δt−u+x, σ(fu)It−u+x〉Gdu

]

となり，右辺の第 2項は

(右辺第 2項) = Eµ

[∫ t

0
〈σ(ft−s)∗δs+x, σ(ft−s)∗Is+x〉Gds

]

= Eµ

[∫ t

0

∫ s+x

0
〈σ(ft−s)∗δs+x, σ(ft−s)∗δu〉Gduds

]

≥ 0 (∀s, x, u ≥ 0) (∵ (5.12))

ゆえに，f(x) ≤ f(x + t) (∀t ≥ 0)となる。

Remark 5.16. Theorem5.12.3やProposition5.15の時のように時間的一様のとき，平均フォワー
ドレートはイールドを表している。つまりこれらの主張はイールドカーブが右下がり，すなわち
“逆イールドカーブ”を描くことを意味している。
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[12] D, Filipović., “Consistency Problems for Heath-Jarrow-Morton Interest Rate Models”, vol-
ume 1760 of Lecture Notes in Mathematics, Springer-Verlag,Berlin, 2001

[13] 舟木直久, 『確率微分方程式』,岩波講座 現在数学の基礎 9, 岩波書店, 東京, 1998

[14] L, Gross., “Potential theory on Hilbert space”, Journal of Functional Analysis, 1(1967),
123 - 181

[15] D, Heath. R, Jarrow. and A, Morton., “Bond Pricing and the Term Structure of Interest
Rates: A New Methodology for Contingent Claims Valuation”, Econometrica, 60(1992), 77
- 105

[16] 日合文雄，柳研二郎，『ヒルベルト空間と線形作用素』，数理情報科学シリーズ 10，牧野書店，
東京，1995

98



[17] T, Ho. and S. Lee., “Term structure movements and pricing interest ratescontingent claims”,
Review of Finacial Studies, 41(1986), 1011 -1029

[18] J, Hull., “Options, Futures and Others Derivatives”, 5th Edition, Prentice Hall, Eaglewood
Cliff, New Jersey, 2003(邦訳：三菱証券商品開発本部訳, 『フィナンシャルエンジニアリング
　デリバティブ取引とリスク管理の総体系』, 金融財政事情研究会, 東京, 2005)

[19] J, Hull. and A.White., “Pricing interest rate derivatives securities”, Review of Financial
Studies, 3(1990), 573 - 592

[20] N, Ikeda. and S, Watanabe., “Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes”,
2th Edition, North-Holland/Kodansha, Amsterdam/Tokyo, 1988

[21] I, Karazas. and S, E, Shreve., “Brownian Motion and Stochastic Calculus”, 2th Edition,
Springer-Verlag ,New York ,1991(邦訳：渡邉壽夫訳，『ブラウン運動と確率積分』，シュプリ
ンガー・フェアラーク東京，東京，2001)

[22] 木島正明, 『期間構造モデルと金利デリバティブ』,シリーズ＜現代金融工学＞３, 朝倉書店,
東京, 1999

[23] N, V, Krylov., “Introduction to the Theory of Random Processes”, volume 43 of Graduate
Studies in Mathematics, American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 2002

[24] P, Malliavin. and A, Thalmaier., “Stochastic Calcuslus of Variations in Mathematical Fi-
nance”, Springer Finance Series, Springer, Berlin, 2005

[25] 三浦良造,”数理ファイナンスと金融工学：小史”,数学,58(2006), 288 - 314

[26] M, Musiela., “Stochastic PDEs and Term Structure Models”, In: Jorneées Internatinales
de Finance, IGR-AFFI, La Baule, 1993

[27] 中山季之, “金利モデルにおける整合性に関する話題”, 数学, 58(2006),388 - 399

[28] K, Pathasarathy., “Probability Measures on Metric Spaces”, A series of Monographs and
Textbooks, Academic Press ,New York/San Francisco/London, 1967

[29] W, Rudin., “Functional Analysis”, McGraw-Hill ,New York, 1973
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