
確率ボラティリティモデルについて

九州大学大学院数理学府数理学専攻
修士課程 2年
井上志摩

指導教官：谷口説男　教授

修士論文

2010年 2月 1日提出



　



序文

ボラティリティとは，金融市場における変動の大きさ，また不確実性を表すパラメータであり，様々な証券

の価格付けやリスク管理等において重要な役割を果たしている。金融工学の理論において最も著名なモデルで

ある Black-Scholes-Merton（以下 BSMと略す）モデルにおいては株などの価格を表す過程 {St}が確率微分
方程式

dSt = St(µdt+ σdBt)

に従うことを仮定し，σがボラティリティを表す定数である。価格公式には µは出現せずσと市場で観測できる

変数で表すことができ，このボラティリティを推定することが重要で基本的な問題となる。BSMモデルにお

いてはボラティリティは満期まで定数であるということが 1つの大きな仮定であるが，現実の株式などの市場

においてはボラティリティが一定であるという仮定は実際的ではない。実証研究によってもボラティリティ自

身が変動することが観測されており，それが BSMモデルの問題点として指摘されている。

　ボラティリティが定数でないとすればその変動を記述するモデルを開発することも重要な問題となる。その

1つとして確率ボラティリティ (Stochastic Volatility, 以下 SVと略す)モデルがあげられる。著名なモデル

としては Heston[13], Hull-White[14]などがあげられるが，モデルの設定に加えオプションの価格評価の問題

などさまざまな研究が行われている。

　本論文で扱う SVモデルは SABRモデルとよばれる，資産価格過程 {St}が

dSt = σtS
β
t dZt

に従うとし，σtは確率モデル；

dσt = a(t, σt)dBt + b(t, σt)dt

に従うと仮定するモデルである。このモデルにおいては {St}のマルチンゲール性，および可積分性を判定す
る際に 2つの Brown運動 {Zt}, {Bt}は相関関係が大きな影響を及ぼす。これらの性質がみたされるかどうか
によって，このモデルが意味のあるものであるかが決まる。実際，金融派生商品のペイオフは Stの関数とし

て与えられるが，価格付けにおいてはその期待値が用いられる。この意味で Stの関数の可積分性は必須不可

欠であるが，本論文では St自身の p乗可積分性に焦点を絞り，Jourdain氏の論文 [1]に従って報告する。

　この修士論文の構成を紹介する。第 1 章では本論文内で用いた確率論・確率解析の基本的な事項を列挙す

る。後の章で特に重要な確率微分方程式の解の爆発の理論においては証明もつけた。第 2章では著名な確率ボ

ラティリティモデルを紹介する。第 3章ではある特別な SABRモデルを考え，そのモデルが意味のあるもの

であるかをみるために，資産価格過程のマルチンゲール性，および可積分性を判定する Brown運動の相関係

数の条件について調べる。
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1 準備

1.1 確率空間

(Ω,F , P )を確率空間とする。

Definition 1.1 (フィルトレーション). F の部分σ-加法族 Ftが（包含関係の意味で）単調増大，すなわち

Ft ⊂ Fs(0 ≤ ∀t < s)

をみたすとき，{Ft}t≥0をフィルトレーションといい，(Ω,F , P, {Ft})をフィルター付き確率空間という。

以下確率空間 (Ω,F , P )の完備性，すなわち A ⊂ B ∈ F で P (B) = 0ならば A ∈ F を仮定し，さらにフ
ィルトレーション {Ft}は P -零集合をすべて含み，さらに右連続性；∩

ε>0

Ft+ε = Ft

が成立していると仮定する。また本論文で確率変数 X とはΩ上実数値 F-可測関数のことをいい，X の P に

関する積分 ∫
Ω

X(ω)P (dω)

を X の期待値といい，E[X]で表す。

Definition 1.2 (収束). X,X1, X2, · · ·を確率変数とする。

1. Xnが X に概収束するとは，

P
(
lim

n→∞
Xn = X

)
= 1

であることをいい，Xn −→ X(a.s.)と表す。*1

2. Xnが X に確率収束するとは，任意のε > 0に対し，

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0

であることをいい，Xn −→ X(in prob)と表す。

3. Xnが X に p次平均収束（Lp収束）するとは，

lim
n→∞

E[|Xn −X|p] = 0

となることをいい，Xn −→ X(in Lp)と表す。

Theorem 1.3 (収束定理). X,X1, X2, · · ·を確率変数とする。

1.（単調収束定理）0 ≤ Xn ↗ X(a.s.)であるとき，

*1 確率変数 X から誘導される可測事象 {ω ∈ Ω|X(ω) ∈ A}を {X ∈ A}と，また P ({ω ∈ Ω|X(ω) ∈ A})を P (X ∈ A)と省略
して記すことにする。
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lim
n→∞

E[Xn] = E[X]

が成り立つ。

2.（Fatouの補題）Xn ≥ 0(a.s.)であるとき，

E[lim inf
n→∞

Xn] ≤ lim inf
n→∞

E[Xn]

が成り立つ。

3.（Lebesgueの優収束定理）可積分な確率変数 Y が存在し，|Xn| ≤ Y (a.s.)が成り立ち，Xn → X(a.s.)が

成り立つとする。このとき，

lim
n→∞

E[Xn] = E[X]。

が成り立つ。

4. (Fubiniの定理)測度空間 (Xi,Bi, µi)(i = 1, 2)をとる。この直積測度空間 (X,B, µ) = (X1 ×X2,B1 ×
B2, µ1 × µ2)上の可測関数 f(x1, x2)が可積分または非負ならば，∫

X

fdµ =

∫
X1

µ1(dx1)

∫
X2

f(x1, x2)µ2(dx2)

が成り立つ。

Definition 1.4 (停止時刻).

　τ : Ω → [0,∞]が停止時刻であるとは，{τ ≤ t} ∈ Ft (∀t ≥ 0)であることをいう。

Proposition 1.5 (条件付き期待値).

　 G を F の部分σ-加法族とする。このとき可積分な確率変数 X に対し，

E[X1A] = E[Z1A](∀A ∈ G)

をみたす G-可測で可積分な確率変数 Z が存在する。またこの Z は (a.s.) の意味で一意的に定まる。こ

の Z を E[X|G]と表し，X の G を与えたときの条件付き期待値という。ただし 1Aは Aの定義関数，

1A(ω) =

1 (ω ∈ A)

0 (ω /∈ A)

である。

Definition 1.6 (マルチンゲール). (Ω,F , P, {Ft})をフィルター付き確率空間とする。

1. {Xt}t≥0が {Ft}-適合過程であるとは，任意の t ≥ 0に対し Xtが Ft-可測であることをいう。

2. {Xt}t≥0が {Ft}-マルチンゲールであるとは {Xt} は {Ft}-適合かつ任意の t ≥ 0 に対し Xt は可積分

であり，マルチンゲール性;

任意の t > s ≥ 0に対し，E[Xt|Fs] = Xs

をみたすことをいう。またこの式の等号が ≤ となるとき，{Xt}は {Ft}-優マルチンゲール，≥ となる
とき，{Xt}は {Ft}-劣マルチンゲールという。

3. {Xt}t≥0が {Ft}-局所マルチンゲールであるとはτn ↗ ∞ となる停止時刻の列 {τn}n∈Nが存在し
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，{Xt∧τn}t≥0が {Ft}-マルチンゲールとなることをいう。*2

Proposition 1.7 (Jensenの不等式). f : R → Rは下に凸であるとする。このとき f(X)が可積分ならば

f(E[X]) ≤ E[f(X)]

が成立する。

この Jensenの不等式を用いればマルチンゲール {Xt}と下に凸な関数 f(x)に対し，{f(Xt)}は劣マルチン
ゲールであることがいえる。

Definition 1.8 (独立). F の部分σ-加法族の列 {Fn}n∈Nが独立であるとは任意の n ∈ N と Ai ∈ Fi(i =

1, 2, · · · , n)に対して，

P

(
n∩

i=1

Ai

)
=

n∏
i=1

P (Ai)

が成り立つことをいう。また確率変数列 {Xn}n∈Nが独立であるとは Xnから生成されるσ-加法族 σ(Xn) =

{X−1
n (A);A ∈ B(R)}の列 {σ(Xn)}n∈Nが独立であることをいう。

Theorem 1.9 (Brown運動). 以下の 3条件をみたす確率過程 {Bt}が存在する。　
1. {Bt}は {Ft}-適合　
2. ∀ω ∈ Ωに対し t 7→ Bt(ω)は連続 　

3. 任意の 0 ≤ s ≤ t, λ ∈ Rに対して次が成り立つ。

E[exp (iλ(Bt −Bs))|Fs] =exp

(
−λ2(t− s)

2

)
この {Bt}を {Ft}-Brown運動という。

Definition 1.10. Bt = (B1
t , B

2
t , · · · , Bd

t ) が d 次元 {Ft}-Brown 運動であるとは 各 i = 1, 2, · · · , d に対
し {Bi

t}t≥0は {Ft}-Brown運動であり，{Bi
t}i=1,2,··· ,dが独立であることをいう。

1.2 確率積分

次に確率積分の定義するため以下の記号を導入する。p > 0とする。

Lp(Ft) =
{
f = {f(t)}t≥0; {Ft}−適合,任意の T > 0に対し ||f ||pT,p = E[

∫ T

0
|f(s.ω)|pds] < ∞

}
L0(Ft) =

{
f = {f(t)}t≥0;

{Ft}-適合,∃M > 0 s.t. |f(t, ω)| ≤ M(∀ω ∈ Ω, t ≥ 0),

∃0 < t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 ↗ ∞s.t.f(t) = f(tn)(t ∈ [tn, tn+1))

}
Lloc
p (Ft) =

{
f = {f(t)}t≥0; {Ft}−適合,任意の T > 0に対し P

(∫ T

0
|f(t)|pdt < ∞

)
= 1
}

またマルチンゲールのクラスを導入する。

*2 a ∧ b = min{a, b}
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M2(Ft) = {X = {Xt}t≥0; 2乗可積分 {Ft}−マルチンゲール，X0 = 0}
Mc

2(Ft) = {X ∈ M2(Ft);P (t 7→ Xtが連続) = 1}
Mloc

2 (Ft) = {X = {Xt}t≥0;局所 2乗可積分 {Ft}−マルチンゲール，X0 = 0}
Mc,loc

2 (Ft) =
{
X ∈ Mloc

2 (Ft);P (t 7→ Xtが連続) = 1
}

明らかに L0(Ft) ⊂ L2(Ft) ⊂ Lloc
2 (Ft)であり，さらに L2(Ft)には距離；

X = {Xt}, Y = {Yt} ∈ L2(Ft)に対し，||X − Y ||L2 =

∞∑
n=1

1

2n
(||X − Y ||n,2 ∧ 1)

の構造が入りこの距離に関して L2(Ft)は完備であり，L0(Ft)は L2(Ft)の稠密な部分空間となっている。一

方M2(Ft)にも距離；

X = {Xt}, Y = {Yt} ∈ M2(Ft)に対し，||X − Y ||M2 =

∞∑
n=1

1

2n
(E[(Xn − Yn)

2] ∧ 1)

が定義されこの距離に関しM2(Ft)は完備，さらにMc
2(Ft)はM2(Ft)の閉部分空間となっている。

Theorem 1.11 (Doob-Meyer 分解). {Xt} を連続な {Ft}-劣マルチンゲールとし，A を有限な停止時刻全
体の集合とする。各 a > 0に対し，{Xσ∧a}σ∈Aが一様可積分性；

lim
N→∞

sup
σ∈A

E[|Xσ∧a|1{|Xσ∧a|>N}] = 0

をみたすとき，連続 {Ft}-マルチンゲール {Mt}と A0 = 0である {Ft}-適合 連続増加過程 {At}*3が存在し
，Xt = Mt +At(t ≥ 0)と分解できる。

Remark 1.12. この連続増加過程 Aを可予測なものに限れば，この分解は一意的である。

この Doob-Meyerの分解定理を用いれば，以下の 2次変分の存在が示せる。

Definition 1.13 (2次変分). {Xt}, {Yt} ∈ Mc,loc
2 (Ft)とする。このときただ一つの A = {At} ∈ Aが存在

し，XtYt − Atが局所マルチンゲールとなる。この Aを ⟨X,Y ⟩と表し，⟨X,X⟩を ⟨X⟩と表し X の 2次変分

とよぶ。ただし，Aは

A = {A1 −A2;A1, A2は {Ft}適合な連続増加過程 }

を表す。

Definition 1.14 (確率積分（L0(Ft)）). {f(t)} ∈ L0を f(t, ω) =
∑∞

i=0 f(ti, ω)1[ti,ti+1)(t)と表示されるも

のとするとき確率積分を

　
∫ t

0

f(s)dBs =
∞∑
i=0

f(ti)(Bt∧ti+1 −Bt∧ti)

と定義する。

Lemma 1.15 (確率積分の等長性). {f(t)} ∈ L0とするとき，任意の t ≥ 0に対して，

*3 t ≥ s ≥ 0のとき，At ≥ As ≥ 0(a.s.)である。
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E

[(∫ t

0

f(s)dBs

)2
]
= E

[∫ t

0

{f(s)}2ds
]

が成立する。

Definition 1.16 (確率積分（L2(Ft),Lloc
2 (Ft)）). より一般の確率積分を以下のように定義する。

1. {f(t)} ∈ L2(Ft)に対し L0(Ft)の稠密性から {f(t)}の近似列

{fn(t)} ∈ L0(Ft)(n ∈ N)

がとれ，これの確率積分 I(fn)(t) =
∫ t

0
fn(s)dBs ∈ Mc

2(Ft) が定義できる。等長性を用いれ

ば {I(fn)} がCauchy 列をなし Mc
2(Ft) が M2(Ft) の閉部分空間，及び M2(Ft) の完備性より

X = {Xt} ∈ Mc
2(Ft)で

||I(fn)−X||M2 → 0(n → ∞)

の存在がいえる。この X を確率積分
∫ t

0
f(s)dBsと定義する。

2. {f(t)} ∈ Lloc
2 (Ft)に対し，a.s.に無限大に発散する停止時刻の増大列

σn = inf

{
t ≥ 0;

∫ t

0

f2(s)ds ≥ n

}
∧ n

を用いて，

fn(t, ω) = f(t, ω)1{σn(ω)>s}

と定義すれば fn ∈ L2(Ft)であり，Y = {Yt} ∈ Mc,loc
2 (Ft)が存在し，Yt∧σn =

∫ t∧σn

0
fn(s)dBsが成

立することが示せる。この Ytを確率積分
∫ t

0
f(s)dBsと定義する。

Definition 1.17 (確率積分の性質). {f(t)}, {g(t)} ∈ Lloc
2 (Ft)とする。以下が成り立つ。

1. 任意の t ≥ 0に対し，∫ t

0

(af(s) + bg(s)) dBs = a

∫ t

0

f(s)dBs + b

∫ t

0

g(s)dBs　(a.s.)

が成立する。

2. {f(t)} ∈ L2(Ft)ならば， {∫ t

0

f(s)dBs

}
t≥0

は 2乗可積分マルチンゲールでさらに，

E

[(∫ t

0

f(s)dBs

)2
]
= E

[∫ t

0

{f(s)}2ds
]

E

[
sup

t∈[0,T ]

(∫ t

0

f(s)dBs

)2
]
≤ 4E

[∫ T

0

{f(s)}2ds

]
が成立する。
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3. {f(t)}, {g(t)} ∈ L2(Ft)とする。このとき，

E
[∫ t

0

f(s)dBs

∫ t

0

g(s)dBs

]
= E

[∫ t

0

f(s)g(s)ds

]
が成立する。

Definition 1.18 (伊藤過程). (B1
t , B

2
t , · · · , Bd

t ) を d 次元 {Ft}-Brown 運動とする。fk ∈ Lloc
2 (Ft)(k =

1, 2, · · · , d), g ∈ Lloc
1 (Ft)に対し，

Xt = X0 +
d∑

k=1

∫ t

0

fk(s, ω)dB
k
s +

∫ t

0

g(s, ω)ds

とあらわされる適合連続過程 {Xt}を伊藤過程という。

Theorem 1.19 (伊藤の公式). (B1
t , B

2
t , · · · , Bd

t ) を d 次元 {Ft}-Brown 運動とする。f i
k ∈ Lloc

2 (Ft)(k =

1, 2, · · · , d), gi ∈ Lloc
1 (Ft)(i = 1, 2, · · · , n, k = 1, 2, · · · , d)に対し，n次元伊藤過程 Xt = (X1

t , X
2
t , · · · , Xn

t )

を

Xi
t = Xi

0 +
d∑

k=1

∫ t

0

f i
k(s, ω)dB

k
s +

∫ t

0

gi(s, ω)ds

で定める。このとき Rd上 C2-級関数 F に対し，

F (Xi
t) = F (Xi

0) +
n∑

i=1

d∑
k=1

∫ t

0

Fxi(Xs)f
i
k(s, ω)dB

k
s +

n∑
i=1

∫ t

0

Fxi(Xs)g
i(s, ω)ds+

1

2

n∑
i,j=1

d∑
k=1

∫ t

0

Fxixj (Xs)f
i
k(s, ω)f

j
k(s, ω)ds

Definition 1.20 (確率微分形式). 伊藤過程 {Xt}を，

Xt = X0 +

d∑
k=1

∫ t

0

fk(s, ω)dB
k
s +

∫ t

0

g(s, ω)ds

とする。これを

dXt =
d∑

k=1

dfk(t)dB
k
t + dg(t)dt

と表す。また伊藤過程 {Yt}は確率微分形式

dYt = Y0 +
d∑

k=1

dpk(t)dB
k
t + q(t)dt

で定められるものとする。このとき積 dXtdYtを伊藤過程

d∑
k=1

∫ t

0

fk(s, ω)pk(s, ω)ds

の定める確率微分形式とする。これは

dBi
tdB

j
t = δijdt, dB

idt = dtdBi = dtdt = 0
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という規則を用いて dXtと dYtの形式的な積をとったものとして得られる。ただしδijはKroneckerのデルタ，

δij =

1 (i = j)

0 (i ̸= j)

である。

Theorem 1.21 (Levyの定理). 連続局所 {Ft}マルチンゲール {Xt}が ⟨X⟩t = tをみたしているとする。

この時 {Xt}は {Ft}-Brown運動である。

1.3 確率微分方程式

この節ではMarkov型の確率微分方程式

dXt = a(t,Xt)dBt + b(t,Xt)dt (1)

を考える。ただし a, b : [0,∞)× R → Rとする。

Definition 1.22 (確率微分方程式の解). {Xt}が確率微分方程式 (1)の解であるとは以下の条件をみたされ

ることをいう。

1. {Xt}は {Ft}-適合かつ連続
2. X0は F0-可測

3. Xt = X0 +
∫ t

0
a(s,Xs)dBs +

∫ t

0
b(s,Xs)ds

Theorem 1.23 (解の存在と一意性). 確率微分方程式 (1)において以下の条件を仮定する。

∀T > 0に対し，LT > 0が存在し

1. |a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ LT |x− y|　 (∀t ∈ [0, T ],∀x, y ∈ R)
2. |a(t, x)|+ |b(t, x)| ≤ LT (1 + |x|)

このとき (1)は一意的な解をもつ。ただしここでの一意性は {Xt}, {X ′
t}が解であるとき，P (Xt = X ′

t,∀t ≥
0) = 1が成り立つという意味である。

{f(t)} ∈ Lloc
2 (Ft)とする。このとき，

Mt = exp

(∫ t

0

f(s)dBs −
1

2

∫ t

0

{f(s)}2ds
)

(2)

は伊藤の公式から局所マルチンゲールである。またMtは非負であるからFatouの補題を用いれば優マルチン

ゲールであることも結論される。{Mt}は一般にはマルチンゲールではないが，

E[Mt] = 1(∀t ≥ 0) (3)

であればマルチンゲールとなる。以下は (3)が成り立つ十分条件として知られている。

Proposition 1.24 (Novikovの条件). {Mt}を (2)で定義されているものとする。

E
[
exp

(
1

2

∫ t

0

{f(s)}2ds
)]
　 (∀t ≥ 0)
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が成立するとき，(3)が成り立つ。したがって {Mt}はマルチンゲールである。

Theorem 1.25 (Girsanovの定理). 条件 (3)が成立していると仮定する。このとき可測空間 (Ω,F)上の確

率測度を

dQ

dP
=exp

(∫ t

0

f(s)dBs −
1

2

∫ t

0

{f(s)}2ds
)

をみたすように定めると，

B̂t = Bt −
∫ t

0

f(s)ds

と定めると {B̂t}は確率空間 (Ω,F , Q)上の {Ft}-Brown運動である。

この Girsanovの定理から次がただちに従う。

Proposition 1.26. {f(t)} ∈ Lloc
2 (Ft)はNovikovの条件をみたすとする。Q及び {B̂t}をGirsanovの定理 1.25の

通りに構成する。{Xt}が確率微分方程式 (1)の解であれば，Qのもと確率微分方程式

dXt = a(t,Xt)dB̂t + {b(t,Xt) + a(t,Xt)f(t)}dt

の解となる。

Definition 1.27 (弱い解). フィルター付き確率空間 (Ω′,F ′, P ′, {F ′
t}) と {F ′

t} -Brown 運動 {B′
t}，およ

び {F ′
t}-適合かつ連続な確率過程 {Xt}が存在し，以下の条件をみたすとする。

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)dB
′
s +

∫ t

0

b(s,Xs)ds (a.s.)

このとき {{Xt}, {Bt}}は確率微分方程式 (1)の弱い解であるという。

Definition 1.28 (弱い解の一意性). {{Xi
t}, {Bi

t}}(i = 1, 2)を確率微分方程式 (1)の 2つの弱い解が存在す

るとき常に {Xi
t}(i = 1, 2)のW = C([0,∞) → R)上への分布が一致するとき弱い解の一意性が成り立つと

いう。

定義より確率微分方程式 (1)の解が存在すれば弱い解は存在するが，一意性に関しても次の定理が知られて

いる。

Theorem 1.29. 確率微分方程式 (1)の解の一意性が成り立つとき，弱い解の一意性も成立する。

Theorem 1.30 (比較定理). 確率微分方程式

dXt = a(t,Xt)dBt + bi(t,Xt)dt

(i = 1, 2)の少なくとも一つが一意解をもち，さらに b1(t, x) ≤ b2(t, x)(∀t ≥ 0, x ∈ R)と仮定する。このとき，

X1(t) ≤ X2(t)　 (∀t ≥ 0)

が成立する。

{Xt}の出発時刻 sと初期値 xを強調して，X(s,x)
t と書く。
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Theorem 1.31 (Markov 性). {Xt} が確率微分方程式 (1) の一意解であるとする。このとき，{Xt} は
Markov性，すなわち

　任意の有界可測関数 g に対し，

E
[
g
(
X

(0,x)
s+t

)
|Fs

]
= E

[
g
(
X

(0,x)
s+t

)
|σ(Xs)]

]
= E

[
g
(
X

(s,y)
t

)]
|
y=X

(0,x)
s

が成立する。

2変数関数 V (t, x)を

V (t, x) = E

[
exp

{
−
∫ T−t

t

f
(
t+ u,X(t,x)

u

)
du

}
g
(
X

(t,x)
T−t

)]
Theorem 1.32 (Feynman-Kac の公式). 確率微分方程式 (1) の係数 a, b は Lipschitz条件 をみたすとし，

X = {Xt}をその一意解とする。今偏微分方程式

　　　　　　　


(

∂

∂t
+

1

2
a2

∂2

∂x2
+ b

∂

∂x
− f

)
v(t, x) = 0　 (∀(t, x) ∈ [0, T )× R)

v(T, x) = g(x)

が解 v ∈ C1,2([0, T ]× R)をもつとする。ただし f は有界関数。また v は

E

[∫ T

0

(
a
∂

∂x

)
v(t,Xt)dt

]
< ∞

をみたすものとする。このとき v(t, x) = V (t, x)である。

　逆に V が V ∈ C1,2([0, T ]× R)でさらに E[|g(XT )|] < ∞をみたせば V は上の偏微分方程式の解である。

1.4 解の爆発判定

次に確率微分方程式の解の爆発について述べる。I = (l, r)(∞ ≤ l < r ≤ ∞)とし，a, b : I → Rを C1-級

関数とし時間的に一様なMarkov型確率微分方程式

dXt = a(Xt)dBt + b(Xt)dt (4)

について考える。さらに (4)の係数 a, bは以下の Engelbert-Schmidtの条件をみたすと仮定する。

1.（非退化性）a2(x) > 0(∀x ∈ R)

2.（局所可積分性）∀x ∈ Rに対し，ε > 0が存在し，
∫ x+ε

x−ε

1 + |b(y)|
a2(y)

dy < ∞

また尺度関数 pcを

pc(x) =

∫ x

c

exp

{
−2

∫ ξ

c

b(y)

a(y)
dy

}
dξ

で定義する。また vcを pcを用いて

vc(x) =

∫ x

c

p′(y)

∫ y

c

2

p′(z)a2(z)
dzdy
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微分作用素 Lを

L =
1

2
a2(x)

d2

dx2
+ b(x)

d

dx

と定義する。

Definition 1.33 (解の爆発). 確率過程 {Xt}が確率微分方程式 (4)の初期値が xである爆発時刻までの解

であるとは，

(1) {Xt}は {Ft}-適合かつ連続な [−∞,∞]-値過程で X0 = x ∈ R
(2) τn = inf{t ≥ 0; |Xt| ≥ n}とするとき，任意の n ∈ Nに対して，

Xt∧τn = x+

∫ t

0

a(Xs)1{s≤τn}dBs +

∫ t

0

b(Xs)1{s≤τn}ds　 (a.s.)

が成り立つことをいう

Definition 1.34 (爆発時刻). 上の定理の τnに対し，τ∞ = limn→∞ τnを Xtの爆発時刻という。

Remark 1.35. τ∞ = inf{t ≥ 0;Xt = ∞または−∞}である。

Theorem 1.36. 以下が成り立つ。

1. p(l+) = −∞かつ p(r−) = ∞ならば

Px(e = ∞) = Px(lim sup
t→∞

Xt = r) = Px(lim inf
t→∞

Xt = l) = 1　 (∀x ∈ I)

2. p(l+) > −∞かつ p(r−) = ∞ならば limt↗e Xtが Px−a.s.に存在し，

Px(lim
t↗e

Xt = l) = Px(sup
t<e

Xt < r) = 1　 (∀x ∈ I)

3. p(l+) = −∞かつ p(r−) < ∞ならば limt↗e Xtが Px−a.s.に存在し，

Px(lim
t↗e

Xt = l) = Px(inf
t<e

Xt > l) = 1　 (∀x ∈ I)

4. p(l+) > −∞かつ p(r−) < ∞ならば limt↗e Xtが Px−a.s.に存在し，

Px(lim
t↗e

Xt = l) = 1− Px(lim
t↗e

Xt = r) =
p(r−)− p(x)

p(r−)− p(l+)
　 (∀x ∈ I)

Proof. l < a < x < b < r とし，[a, b]からの退出時刻をτ = inf{t;Xt /∈ [a, b]}と定める。尺度関数 pと微分

作用素 Lに関して

Lp(x) = 0　 (∀x ∈ I)

であること，および伊藤の公式を用いれば，

p(Xx
t∧τ )− p(x) =

∫ t∧τ

0

p′(Xx
s )a(X

x
s )dBs

が成立する。Pxに関する期待値をとり，

E[p(Xt∧τ )] = p(x)　 (∀x ∈ I)
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ここで t → ∞とすれば，

E[p(Xτ )] = p(a)Px(Xτ = a) + p(b)Px(Xτ = b) = p(x)　 (∀x ∈ I)

この等式と

1 = Px(Xτ = a) + Px(Xτ = b)

とを組み合わせれば，Px(Xτ = a)と Px(Xτ = b)に関し，

Px(Xτ = a) =
p(b)− p(x)

p(b)− p(a)
　　 Px(Xτ = b) =

p(x)− p(b)

p(b)− p(a)

と解ける。ここで 1.の− p(l+) = p(r−) = ∞を仮定すると，

lim
a↘l

Px(Xτ = b) = 1

より，

Px(sup
t<e

Xτ ≥ b) ≥ lim
a↘l

Px(Xτ = b) = 1　 (∀b < r)

から Px(supt<e Xt = r) = 1.同様に Px(inft<e Xt = l) = 1が得られ，このことから結論が従う。

次に p(l+) > −∞かつ p(r−) = ∞という 2.の条件を仮定する。上と同様に，

Px(inf
t<e

Xt = l) = 1

がいえる。今 Y a,b
t = p(Xt∧τ ) − p(l+) は非負マルチンゲールである。a ↘ l，また b ↗ r とすると Yt =

p(Xt∧e − p(l+)) は非負の優マルチンゲール であることがわかる。よってマルチンゲール収束定理によ

り limt↗∞ Yt = limt↗e p(Xt)− p(l+) が a.s.に存在し有限であることがいえる。ゆえに limt↗e Xt が a.s.に

存在し上の評価より結論が従う。3.は l と r の条件を逆に適用することで従う。また 4.も同様の方法で示せ

る。

Lemma 1.37. u(x)を以下の微分方程式の解であるとする。
Lu(x) = u(x)

u(c) = 1

u′(c) = 0

このとき，評価式

1 + vc(x) ≤ u(x) ≤ exp(vc(x))　 (∀x ∈ I)

が成立する。

Proof. u(x)の定義から u(x)は

u(x) = 1 +

∫ x

c

ds(y)

∫ y

c

u(z)dm(z)

ただし，ds(y)は

ds(y) = exp

(
−
∫ y

c

2b(z)

a2(z)
dz

)
dy
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また dm(z)は，

dm(z) = 2exp

(∫ z

c

2b(η)

a2(η)
dη

)
1

a2(z)
dz

である。ここで un(x)を帰納的に，

un(x) =

∫ x

c

ds(y)

∫ y

c

un−1(z)dm(z)

u0(x) = 1(∀x ∈ I)

と定めれば，

u(x) =
∞∑
k=0

uk(x)

であり，さらに un(x) ≥ 0また u1(x) = vc(x)である。ゆえに，

u(x) ≥ 1 + u1(x) = 1 + vc(x)

が得られる。一方，

un(z) ≤
vc(z)

n

n!

と仮定すれば，

　　　　　　　　　　　　 un+1(x) =

∫ x

c

ds(y)

∫ y

c

un(z)dm(z)

≤ 1

n!

∫ x

c

ds(y)

∫ y

c

vc(z)
ndm(z) （ ∵ 仮定）

≤ 1

n!

∫ x

c

ds(y)vc(y)
n

∫ y

c

dm(z) （ ∵ vcは単調増加）

=
1

n!

∫ x

c

vc(y)
nd(vc(y))

=
vc(x)

n+1

(n+ 1)!

このことから，

u(x) =
∞∑

n=0

un(x) ≤
∞∑

n=0

vc(x)
n

n!
= exp(vc(x))

となり結論が従う。

Proposition 1.38 (包含関係). 以下の包含関係が成立する。

1. vc(r−) < ∞ =⇒ pc(r−) < ∞
2. vc(l+) < ∞ =⇒ pc(l+) > −∞

対偶をとれば，
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3. pc(+∞) = ∞ =⇒ v(+∞) = ∞
4. p(−∞) = −∞ =⇒ v(−∞) = ∞

Remark 1.39. vc(∞), vc(−∞), pc(∞), pc(−∞)が有限かどうかは cに依存しない。

Theorem 1.40 (爆発の判定条件). {Xt} を確率微分方程式 (4) の x を初期値にもつ解とする。またτ∞

を {Xt}の爆発時刻とする。このとき，Px(τ∞ = ∞) = 1となる必要十分条件は

vc(r−) = vc(l+) = +∞

である (Fellerの判定条件)。また Px(τ∞ < ∞) = 1となる必要十分条件は次の 3条件のうちの 1つが成り立

つことである。

1. vc(r−) < ∞かつ v(l+) < ∞
2. vc(r−) < ∞かつ p(l+) = −∞
3. vc(l+) < ∞かつ p(r−) = ∞

Proof. まず Px(τ∞ = ∞) = 1 に関する同値性を証明する。u(x) を Lemma1.37 の通りに定義する。ま

た l < a < x < b < rとし，τを Theorem1.36の証明と同様に (a, b)からの退出時刻 τ = inf{t;Xt /∈ (a, b)}と
定義する。伊藤の公式から，
　　　　　　　 de−tu(Xt) = e−tu′(Xt)a(Xt)dBt + e−t(−u(Xt) + (Lu)(Xt))dt

= e−tu′(Xt)a(Xt)dBt

であり，{e−t∧τu(Xt∧τ )}はマルチンゲールである。ここで a ↘ l，また b ↗ r とすると {e−t∧eu(Xt∧e)}は
非負の優マルチンゲールである。

　 vc(r−) = vc(l+) = ∞と仮定すると，Lemma1.37より

lim
x↘l

u(x) = lim
x↗r

u(x) = ∞

が成立する。ゆえに Px(e < ∞) > 0となることはない。なぜなら t 7→ e−t∧eu(Xt∧e)は a.s.に有界優マルチ

ンゲール。このことは (1)の結論を示している。

次に vc(r−) < ∞ と仮定する。一般性を失うことなく，c < x としてよい。τ ′ = inf{t;Xt = c} と定義する。
Lemma1.37より u(r−) < ∞であり，このことから，

exp(−t ∧ τ ′)u(t ∧ τ ′)

は有界 Pxマルチンゲールである。よって，

u(x) = Ex[exp(−t ∧ τ ′)u(t ∧ τ ′)]

t → ∞とすると，

u(x) = Ex[exp(−e)u(r−); lim
t↗e∧τ ′

Xt = r] + Ex[exp(−τ ′)u(c); lim
t↗e∧τ ′

Xt = c]

となる。ここで Ex[exp(−e); limt↗e∧τ ′ Xt = r] = 0と仮定すると，

u(x) = u(c)Ex[exp(−τ ′); lim
t↗e∧τ ′

Xt = c] ≤ u(c)
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となるが，これは矛盾である。ゆえに Ex[exp(−e); limt↗e∧τ ′ Xt = r] > 0であり，これは Px(e < ∞) > 0を

示している。

　次に Px(τ∞ < ∞) = 1に関する同値性を証明する。vc(r−)を仮定し，条件 1. 2. 3. のいずれもみたしてい

ないとする。このとき pc(l+) > ∞ かつ vc(l+) = ∞ が成立している。このとき，Px(limt↗e Xt = l) = 0。

e−t∧eu(Xt∧e)は非負の優マルチンゲールであり，limx↘l u(x) = ∞であるから，e = ∞{limt↘ Xt = l}上 a.s.

でなければならない。よって Px(e = ∞) > 0(∀x ∈ I)，すなわち Px(e < ∞) = 1となり 1. 2. 3.のいずれか

の条件はみたされていなければならない。　逆を示す。まず 1. の条件を仮定する。Green関数 G(x, y)を

G(x) =


(s(x)− s(l−))(s(r−)− s(y))

s(r−)− s(l+)
x < y

s(y)− s(l−))(s(r−)− s(x))

s(r−)− s(l+)
y ≤ x

で定める。f(x)を I 上有界連続関数とする。1. の仮定から，

u(x) =

∫
I

G(x, y)f(y)m(dy)

は有界関数となり，特に

u1(x) =

∫
I

G(x, y)m(dy)

は有界関数である。また uは C2級関数で u(l+) = u(r−) = 0で

Lu = −f

が成立し，特に

Lu1 = −1

が成り立つ。ゆえに伊藤の公式を用いれば，

u1(Xt∧e)− u1(x) + t ∧ e =

∫ t∧e

0

u′
1(Xs)dBs

ゆえに，

−Ex[u1(Xt∧e)] + u1(x) = Ex[t ∧ e]

となる。t→ ∞とすると，

u1(x) = Ex[e]

となり，これは Px(e < ∞) = 1を示している。次に 2. の条件を仮定する。各 n ∈ Nに対し，̂σnを,

σ̂n = inf{t;Xt = l +
1

n
}

と定め，σrを

σr = inf{t;Xt = r}

と定義すると，limn→∞ σ̂n ∧ σr = eが成り立つ。1. の結果から，

Px(σ̂n ∧ σr < ∞) = 1　 (∀x ∈ I)

また pc(r−) < ∞かつ pc(l+) = −∞であるから Theorem1.36より
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lim
n→∞

Px(σ̂n > σr) = 1

が成り立つ。今

{σr < ∞} =
∪
n∈N

{σr < σ̂n}

であるから，

Px(e < ∞) = Px(σr = e < ∞) = 1

となり結論が従う。

3. は 2. の結果において lと r を変えれば同様に示せる。
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2 ボラティリティモデル

2.1 Black-Scholes-Mertonモデル

Definition 2.1 (Black-Scholes-Mertonモデル). 資産価格過程 {St}がBlack-Scholes-Mertonモデルに従う

とは，{St}が確率微分方程式

dSt = St(µdt+ σdBt)

に従うことをいう。

ここで µ ∈ Rは期待収益率と，σ > 0はボラティリティとよばれる。この確率微分方程式は Stについて，

St = S0exp

{
σBt +

(
µ− σ2

2

)}
と解ける。

　一般に T > 0を満期とするヨーロピアンデリバティブのペイオフ F は ST の関数

F = f(ST )

で与えられ，F の価格 v(F )は，

v(F ) =
e−rT

√
2πσ2T

∫
R
f(S0e

x+(r−σ2

2 )T )e−
x2

2σ2T dx

で表される。ただし，r > 0は金利を表す。特にこの F が行使価格 K のヨーロピアンコールオプションであ

るとき，すなわち

F = (ST −K)+

で表されているとき，価格は

v(F ) = S0Φ(d+)−KerTΦ(d−)

で表される（Black-Scholesの価格公式）。ただし，

d± =
1

σ
√
T

(
log

S0

K
+ r ± σ2

2

)
であり，Φ(x)は標準正規分布関数

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

y2

2 dy

である。価格の定義，またこれらの公式の導出については [4], [10]参照。

　この価格公式には期待収益率 µは出現しておらず，ボラティリティ σと S0, r, T を用いて表される。このモ

デルではσは定数であることを仮定しているが，実際の市場においてはσが定数となることは極めてまれであ

ることが知られている。このσの挙動を記述するモデルとして確率ボラティリティモデルが考えられている。
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2.2 確率ボラティリティモデル

確率ボラティリティモデルとは一般に資産価格過程 {St}が

dSt = σtStdZt + µ(t, St)dt

ここで σtは以下の確率モデルに従うと仮定する。

dσt = a(t, σt)dBt + b(t, σt)dt

ただし {Zt}, {Bt}は Brown運動で

dZtdBt = ρdt

をみたしているとする。ただし，ρ ∈ [−1, 1]は 2つの Brown運動の瞬間的な相関を表す定数である。この関

係より，

Wt =
1√

1− ρ2
(Zt − ρBt)

は Levyの定理より Btと独立な Brown運動となる。すなわち，Ztは独立な Brown運動 Bt,Wtによって

Zt = ρBt +
√
1− ρ2Wt

と表せることがわかる。

　以下では具体的な確率ボラティリティモデルをあげる。{Zt}, {Bt}は Brown運動とする。

Definition 2.2 (Hestonモデル). 原資産価格過程 {St}が Hestonモデルに従うとは {St}が以下の確率微分
方程式に従うことをいう。

dSt = St(µdt+
√
σtdZt)

dσt = κ(θ − σt)dt+ ν
√
σtdBt

dZt · dBt = ρdt

である。ただし，µ, κ, θ, ν ∈ Rは定数で，ρ ∈ [−1, 1]である。

Definition 2.3 (Hull-Whiteモデル). {St}が以下のモデルに従うとき，{St}はHull-Whiteモデルに従うと

いう。

dSt = St(µdt+ σtdZt)

dσt = a(t, σt)dBt + b(t, σt)dt

dZt · dBt = ρdt

ただし，ρ ∈ [−1, 1]は定数である。

Definition 2.4 (Hagan-Kumar-Lesniewski-Woodward モデル). 資産価格過程 {Ft} がHagan-Kumar-

Lesniewski-Woodwardモデルに従うとは {Ft}が以下の確率微分方程式に従うことをいう。

dFt = σtF
β
t dZ

j
t

17



dσt = εσtdW
j
t

dZj
t dW

j
t = ρdt

ただし，β ∈ R, ε > 0, ρ ∈ [−1, 1]はいずれも定数である。このモデルは SABRモデルとよばれる。

　これらのモデルの性質等については [7],[9]を参照。
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3 マルチンゲール性と可積分性の判定

前章において Hagan-Kumar-Lesniewski-Woodwardモデルにおいて現れた確率微分方程式

dFt = σtF
β
t dZt

を考える。ただし F0 = F とする。ここで eσt = Ytとおくとき，Ytは確率微分方程式

dYt = αdBt + µdt− γYtdt　 Y0 = y0

に従うとし，Btと独立な Brown運動Wtに対し，関係式

Zt = ρBt +
√
1− ρ2Wt

をみたすものとする。またτn = inf{t ≥ 0; |Ft| > n}とする。β ∈ (0, 1)のときは

　　　　 E[F 2
t∧τn ] = F 2 + E

[∫ t∧τn

0

e2YsF 2β
s ds

]

≤ F 2 +

∫ t

0

(
E
[
exp

(
2Ys

1− β

)])1−β

·
(
E[F 2

s∧τ ]
)β

ds　 (∵ Holderの不等式)

≤ F 2 +

∫ t

0

(
E
[
exp

(
2Ys

1− β

)])1−β

·
(
1 + E[F 2

s∧τ ]
)
ds

となり，s 7→ E
[
exp

(
2Ys

1−β

)]
が局所有界であることに注意すれば，Gronwallの不等式，および n → ∞とす

ることで E
[∫ t

0
e2YsF 2β

s ds
]
< ∞(∀t ≥ 0)であることが示され，{Ft}はマルチンゲールとなることが従う。

β = 1のときにはマルチンゲールとなるかが問題となる。

3.1 マルチンゲール性

以下この章では，以下の確率微分方程式に従うモデルを考える。

dFt = σtFtdZt　（F0 = F > 0） (5)

ここで σtは以下の確率モデルに従うとする。

σt = eYt

dYt = αdBt + µdt− γYtdt　 Y0 = y0

Zt = ρBt +
√
1− ρ2Wt

ただし，(Bt,Wt)は 2次元Brown運動，y0, µ, γ ∈ Rであり，F, α > 0とする。またρ ∈ [−1, 1]は Ztと Btの

相関を表す定数である。Ftの定義から，

Ft = F exp

{∫ t

0

σsdZs −
1

2

∫ t

0

σ2
sds

}

と表せる。Et(X) =exp

(
Xt −

1

2
⟨X⟩t

)
というDooleans-Dadeの記号を用いれば，
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Ft = FEt
(∫ t

0

σsdZs

)
である。また Ytについては,

dYt + γYtdt = αdBt + µdt

ertYtに伊藤の公式を適用すれば，

　　　　　　　　　　 d(eγtYt) = γeγtYtdt+ eγtdYt + γeγtdt · dYt

= γeγtYtdt+ eγtdYt (∵ dt · dBt = dt · dt = 0)

であるから，

d(eγtYt) = αeγtdBt + µeγtdt

これを積分形で書けば，

eγtYt = y0 + α

∫ t

0

eγsdBs + µ

∫ t

0

eγsds

Ytについて解けば，

Yt = y0e
−γt + α

∫ t

0

e−γ(t−s)dBs + µ

∫ t

0

e−γ(t−s)ds

と表示でき，Yt,
∫ t

0
Ysdsは正規分布に従うこともわかる。このとき以下が成り立つ。

Theorem 3.1. {Ft}がマルチンゲールとなるための必要十分条件はρ ≤ 0である。

Remark 3.2. Novikovの条件の範疇には入らない。実際，
∫ t

0
Ysdsが正規分布に従うことからJensenの不

等式を用いると，

E
(
exp

(
1

2

∫ t

0

eYsds

))
≥ E

(
exp

(
t

2
e

2
t

∫ t
0
Ysds

))
= +∞　 (∀t > 0)

であるからρ ≤ 0のときにマルチンゲール性を示すことができない。

Proof. Wtと Btの独立性，および Ytがフィルトレーションσ{Bt|s ≤ t}に関する適合過程であることより，条
件付期待値の性質から，

E [Ft] = FE
[
Et
(
ρ

∫ ·

0

eYsdBs

)
E
[
Et
(√

1− ρ2
∫ ·

0

eYsdWs

)
|σ{Bt|s ≤ t}

]]

= FE
[
Et
(
ρ

∫ ·

0

eYsdBs

)]
が成立する。ここで確率測度 Qを，

dQ

dP
|Ft = Et

(
−
∫ ·

0

(
γy − µ

α
+ γBs

)
dBs

)
をみたすようにとる。Girsanovの定理から，

20



B̂t = Bt +

∫ t

0

(
γy − µ

α
+ γBs

)
ds

は QのもとBrown運動である。

y + αBt = y + αB̂t − γ

∫ t

0

(y + αBs)ds+ µt

と変形すると，この確率微分方程式の一意性から，(y+ αBt, B̂t)の Qのもとでの分布と (Yt, Bt)の P のもと

での分布は一致することが結論できる。したがって，

E(Ft)

F
= Ê

[
Et
(
ρ

∫ ·

0

ey0+αBsdB̂s

)]

= E
[
Et
(
ρ

∫ ·

0

ey+αBsdBs

)
exp

(
ρ

∫ t

0

ey0+αBs

(
γy0 − µ

α
+ γBs

)
ds

)
· Et
(
−
∫ ·

0

(
γy0 − µ

α
+ γBs

)
dBs

)]

= E
[
Et
(∫ ·

0

b(Bs)dBs

)]
ただし，b(z) = ρey+αz + µ−γy

α − γz.ここで {Xt}が確率微分方程式

dXt = dBt + b(Xt)dt

の解とすると，bが局所Lipschitz連続であるからこの bと任意の n ∈ Nに対し,区間 [−n, n]上では bと一致

するような大域的にLipschitz連続で有界な関数 bnが存在する。Xn
t を上と類似の確率微分方程式

dXn
t = dBt + bn(X

n
t )dt (6)

の解とし，

τn = inf{t ≥ 0; |Xn
t | ≥ n}

とすると

Xt =
∑
n∈N

1{τn−1≤t<τn}X
n
t

は上の確率微分方程式 (6)の爆発時刻τ∞ = limn→∞ τnまでの解である。また，

σn = inf{t ≥ 0; |Bt| ≥ n}

とすると，Girsanovの定理，及び bnの構成法と合わせれば，

　　　　　　　　　　　　　 P (τn > t) = E
(
1{σn>t}Et

(∫ ·

0

bn(Bs)dBs

))

= E
(
1{σn>t}Et

(∫ ·

0

b(Bs)dBs

))
ここで n → +∞とすれば，

P (τ∞ > t) = E
(
Et
(∫ ·

0

b(Bs)dBs

))
=

E[Ft]

F

21



ここで ρ̂ = 2ρey

α , η = 2(µ−γy)
α とおくと，ρとρ̂は同符号であり，b(z) = αρ̂eαz

2 + η
2 − γz である。Fellerの判定条

件より尺度関数

p(z) = eρ̂
∫ z

0

exp(γx2 − ηx− ρ̂eαx)dx

を用いて，

　　　　　　　　　　　　　　 v(z) =

∫ z

0

p′(x)

∫ x

0

2

p′(y)
dydx

= 2

∫ z

0

exp(γx2 − ηx− ρ̂eαx)

∫ x

0

exp(−γy2 + ηy + ρ̂eαy)dydx

を導入すると P (τ∞ = ∞) = 1と v(+∞) = v(−∞) = ∞と同値である。
(A)ρ > 0,すなわちρ̂ > 0の場合は x1 > 0を十分大きく，任意の y ≥ x1に対し，

−2γy + η + ρ̂αeαy > 0

をみたすようにとる。部分積分によって，

　　　　　
∫ x

x1

exp(−γy2 + ηy + ρ̂eαy)dy =
e−γx2+ηx+ρ̂eαx

−2γx+ η + ρ̂αeαx
− e−γx2

1+ηx1+ρ̂eαx1

−2γx1 + η + ρ̂αeαx1

　　　　 +

∫ x

x1

(ρ̂α2eαy − 2γ)e−γy2+ηy+ρ̂eαy

(−2γy + η + ρ̂αeαy)2
dy

となる。x1を十分大きく，任意の y ≥ x1に対し，

ρ̂α2eαy − 2γ ≤ 1

2
(−2γy + η + ρ̂αeαy)2

をみたすようにとる。このとき任意の x ≥ x1に対し，∫ x

x1

exp(−γy2 + ηy + ρ̂eαy)dy ≤ 2exp(−γx2 + ηx+ ρ̂eαx)

−2γx+ η + ρ̂αeαx

これから v(+∞) < ∞となり結論が示される。
(B)ρ < 0のとき，すなわちρ̂ < 0のときは pの定義からただちに p(+∞) = +∞がいえ，これから v(+∞) =

+∞がいえる。またγ > 0を仮定すれば再び pの定義からただちに p(−∞) = −∞がいえ，v(−∞) = +∞が
いえる。このことからγ ≤ 0のとき v(−∞) = +∞がいえればよい。y ≥ 0のとき eρ̂ ≤ eρ̂e

αy

であることを用

いれば，これは

w(z) =

∫ z

0

exp(γx2 − ηx)

∫ x

0

exp(−γy2 + ηy)dydx

を用いて w(−∞) = ∞がいえればよい。γ = 0のときはη = 2µ
α であり，

w(z) =

z2　 (µ = 0)

α
µ (z +

α
2µ (e

− 2µz
α − 1))　 (µ ̸= 0)
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であるから z → −∞とすれば w(−∞) = +∞が得られる。
γ < 0のときは x1を十分小さく x1 < 0 ∨ η

2γをみたすようにとれば，部分積分により，

　　　　
∫ x

x1

exp(−γy2 + ηy)dy =
exp(−γx2 + ηx)

η − 2γx
− exp(−γx2

1 + ηx1)

η − 2γx1
− 2γ

∫ x

x1

exp(−γy2 + ηy)

(η − 2γy)2
dy

≤ exp(−γx2 + ηx)

η − 2γx
− exp(−γx2

1 + ηx1)

η − 2γx1

ゆえに x ≤ x1のとき， ∫ x

x1

exp(−γy2 + ηy)dy ≤ exp(−γx2 + ηx)

η − 2γx
+ C

ただし，C は x に依存しない定数。このことと w の定義とを合わせれば w(−∞) = +∞ が得られる。こ

の v(−∞) = +∞はこれと同様にρ > 0の場合も言え，このことを合わせれば結論が示される。

Proposition 3.3 (プット・コールパリティ). ρ > 0と仮定する。このとき，t 7−→ E[Ft]は狭義単調減少で

ある。特に，

∀T,K > 0に対し，E[(FT −K)+]− E[(K − FT )
+] < F −K

Remark 3.4. このことは ρ > 0のときプット・コールパリティが成立しないことを主張している。

Proof. 初期条件を強調するために (FF,y0

t , Y y0

t )と表しておく。まず，Ftの表示式から，

E[FF,y0

t ] = FE[F 1,y0

t ]

である。T > 0に対し，AT = {y ∈ R;E[F 1,y
t ] < 1}とおくと，AT は Lebesgue測度 µについてµ(AT ) > 0で

ある。実際 Ftの，Markov性から

E[F 1,y0

2T ] = E[E[F 1,y0

2T |FT ]] = E[E[Fw,y
T ]|

(w,y)=(F
1,y0
T ,Y

y0
T )

] = E[F 1,y0

T E[F 1,y
T ]|y=Y

y0
T

]

であり，Y y0

T の分布は Lebesgue測度に対し絶対連続であるから，

P (Y y0

T ∈ AT ) = 0

となり，このことから，

E[F 1,y0

2T ] = E[F 1,y0

T ]

となる。このことから A2T = ATを得る。帰納的に任意の n ∈ N に対し，AnT = ATであり，任意

の y0 ∈ R\ATに対し，{F 1,y0

t }はマルチンゲールとなり，これは Theorem3.1に矛盾する。

0 ≤ s < tとすると再びMarkov性，Ftの表示式から，

E
[
F 1,y0

t

]
= E

[
F 1,y0

t+s
2

E
[
F 1,y

t−s
2

]
|y=Y

y0
t+s
2

]
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である。Y y0
t+s
2

は Lebesgue測度と同値であるから，P
(
Y y0

t+s
2

∈ A t−s
2

)
> 0 である。これから E[F 1,y0

t ] <

E
[
F 1,y0

t+s
2

]
である。右辺は E[F 1,y0

s ]以下であるから，

t 7→ E[F 1,y0

t ]

は狭義減少関数であることがいえる。

3.2 可積分性

以下 {Ft}がマルチンゲールとなるρ ≤ 0のときの可積分性について述べる。

Theorem 3.5 (可積分性). t > 0とし，m > 1とする。このとき以下が成り立つ。

1. ρ = 0のとき，E[Fm
t ] = +∞(∀t > 0)である。

2. ρ < 0のとき，E[Fm
t ] < +∞となる必要十分条件は次の条件のいずれかがみたされることである。

　　　 (A)ρ < −
√

m− 1

m

　　　 (B)ρ = −
√

m− 1

m
かつγ > 0

　　　 (C)ρ = −
√

m− 1

m
かつγ = 0かつµ+

α2

2
≤ 0

Proof. Ftの表示式から，

Fm
t = Fmexp

(
m

(
ρ

∫ t

0

eYsdBs +
1

2
(m(1− ρ2)− 1)

∫ t

0

e2Ysds

))
· Et
(
m
√
1− ρ2

∫ ·

0

eYsdWs

)
と変形できる。Wtと Btの独立性，および Ytがフィルトレーションσ{Bt|s ≤ t}に関する適合過程であること
から，Theorem3.1の証明と同様の手法により，

E[Fm
t ] = FmE

[
exp

(
m

(
ρ

∫ t

0

eYsdBs +
1

2
(m(1− ρ2)− 1)

∫ t

0

e2Ysds

))]
(7)

ρ = 0のときは
∫ t

0
Ysdsが正規分布に従うことと Jensenの不等式を用いると，

　　　　　　　　　　 E[Fm
t ] = FmE

[
exp

(
m(m− 1)

2

∫ t

0

e2Ysds

)]

≥ FmE
[
exp

(
m(m− 1)t

2
e

2
t

∫ t
0
Ysds

)]

= ∞
となることが従う。

　次に ρ < 0の場合を考える。eYtに伊藤の公式を適用することにより，

eYt − ey0 = α

∫ t

0

eYsdBs +

∫ t

0

(
µ+

α2

2
− γYs

)
eYsds
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を得る。この式の確率積分項
∫ t

0
eYsdBsについて解き，(7)に代入することで，

E[Fm
t ] = FmE

[
exp

(
m

(
ρ

α
(eYt − ey0) +

∫ t

0

(
ρ

α

(
γYs − µ− α2

2

)
+

1

2

(
m
(
1− ρ2

)
− 1
)
eYs

)
eYsds

))]
(8)

を得る。仮定の 3条件のいずれかがみたされていれば，

R ∋ y 7→
(
ρ

α

(
γy − µ− α2

2

)
+

1

2

(
m
(
1− ρ2

)
− 1
)
ey
)
ey

は上に有界であり，(
ρ

α

(
γy − µ− α2

2

)
+

1

2

(
m
(
1− ρ2

)
− 1
)
ey
)
ey ≤ C 　 (∀y ∈ R)

とすると，

m

(
ρ

α
(eYt − ey0) +

∫ t

0

(
ρ

α

(
γYs − µ− α2

2

)
+

1

2

(
m
(
1− ρ2

)
− 1
)
eYs

)
eYsds

)
≤ m

(
Ct− ρey0

α

)
と評価できるから，任意の T > 0に対し，

sup
t∈[0,T ]

E[Fm
t ] ≤ Fmexp

(
m

(
CT − ρey0

α

))
となり結論を得る。

　逆に仮定の 3条件のいずれもみたされないと仮定すると，

R ∋ y 7→
(
ρ

α

(
γy − µ− α2

2

)
+

1

2

(
m
(
1− ρ2

)
− 1
)
ey
)
ey − εey

が下に有界となるように ε > 0がとれる。このことから評価式；

E[Fm
t ] ≥ C ′E

[
exp

(
m

(
ρ

α
eYt + ε

∫ t

0

eYsds

))]
が得られる。ここで Jensenの不等式から，

　　　 E[Fm
t ] ≥ C ′E

[
exp

(
m
( ρ
α
eYt + εte

1
t

∫ t
0
Ysds

))]
= C ′E

[
exp

(mρ

α
eYt

)
E
[
exp

(
mεte

1
t

∫ t
0
Ysds

)
|σ(Yt)

]]
= +∞　 (∵ E

[
exp

(
mεte

1
t

∫ t
0
Ysds

)
|σ(Yt)

]
= ∞(a.s.))

となり結論が従う。

Remark 3.6 (ρ > 0のとき). 上の証明法からρ > 0の場合において，

　　　 (A)ρ >

√
m− 1

m

　　　 (B)ρ =

√
m− 1

m
かつγ > 0

　　　 (C)ρ =

√
m− 1

m
かつγ = 0かつµ+

α2

2
≤ 0
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のいずれかがみたされていれば，上の証明の中の (8)において

R ∋ y 7→
(
ρ

α

(
γy − µ− α2

2

)
+

1

2

(
m
(
1− ρ2

)
− 1
)
ey
)
ey

が下から有界であることがいえ，評価式；

E[Fm
t ] ≥ C ′′E

[
exp

(mρ

α
eYt

)]
が得られ，

E[Fm
t ] = +∞(∵ Ytが正規分布に従う)

であることが従う。
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