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序文

金融工学は確率解析の応用分野として広く知られており,価格公式が具体的に導出でき
るBlack-Scholesモデルはその基本モデルとして著名である.Black-Sholesモデルは簡明な
仮定の下に危険資産の確率過程を記述し,ギルサノフの定理によってポートフォリオがマ
ルチンゲールとなる確率測度上で考え,マルチンゲールの表現定理によってペイオフの複
製戦略の存在を示すことでオプションの価格決定をしている.しかしながら複製戦略は存
在が示されるだけで常に具体的な関数として書けるわけではない.本論文では,複製戦略が
具体的な関数として書き下せる場合の実際の複製ポートフォリオを用いた価格変動の様子
を Excel上で近似的に表した.

本論文は,１章において基礎的道具となる確率解析の準備をし,２章で Black-Sholesモ
デルを構成し,３章で近似複製ポートフォリオのL2収束,確率過程のシミュレーション方
法とその結果を Excelを用いてグラフ化する.
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1 確率論
この章では,金融工学の基礎となる確率論の準備をする.以下,Tは定数 T > 0に対して

[0, T ]もしくは [0,∞)としておく.

1.1 ブラウン運動とマルチンゲール

定義 1.1.1 (フィルトレーション). 確率空間 (Ω,F , P )が与えられているとき,F の部分集
合族 (Ft)t∈Tがフィルトレーションであるとは以下を満たすことをいう.

1) Fs ⊂ Ft ⊂ F 0 ≤ s < t

2) Ftは σ加法族, ∀t ∈ T.

このとき,(Ω,F , P ;Ft)をフィルター付き確率空間という.

以下,(Ω,F , P ;Ft)が与えられているとする.

定義 1.1.2 (フィルトレーションの右連続性). Ft+ :=
∩
ϵ>0

Ft+ϵとする.Ft+ = Ftとなると

き, (Ft)は右連続であるという.

定義 1.1.3 (Ft適合, Ft発展的可測). (Xt)を距離空間 Ξ上の確率過程とするとき,

1) 各 tでXtがFt可測であるとき,(Xt)はFt適合であるという.

2) 各 tで写像 (s, ω) ∈ [0, t] × Ω 7→ Xs(ω) ∈ Ξが B([0, t]) ×Ftに関して可測であるとき,

(Xt)はFt発展的可測であるという.ただし B([0, t]) ×Ftは直積 σ加法族である.

定義 1.1.4 (停止時刻). [0.∞]に値をとる確率変数 τ(ω)が停止時刻とは

{ω; τ(ω) ≤ t} ∈ Ft ∀t

となることをいう.

定義 1.1.5 (ブラウン運動). 確率空間 (Ω,F , P )で定義されたRn上の確率過程 (Bt)t∈[0,∞)

がブラウン運動とは以下を満たすこと.

1) 0 ≤ s ≤ tに対してBt − Bsは平均ベクトル０,共分散行列 (t − s)EのN 次元正規分布

確率変数である.ここで Eは単位行列.

2) 0 ≤ s < tに対してBt − Bsは σ(Bu; u ≤ s)と独立である.

3) (Bt)t∈[0,∞)は連続確率過程である.

補題 1.1.6. (Bt)を確率空間 (Ω,F , P )で定義された初期分布 ν のN次元ブラウン運動と
する.

FB
t := σ(Bs; s ≤ t), FB := σ(

∪
t≥0

FB
t ),

N := {F ⊂ Ω; ∃G ∈ FB, P (G) = 0},

Ft := σ(FB
t

∪
N )

とすると (Ft)は右連続である.
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この論文では上の手順で得た (Ft)をブラウン運動 (Bt)による自然なフィルトレーショ
ンとよぶ.また,あるフィルトレーション (Ft)が

N = {F ⊂ Ω; ∃G ∈ F , P (G) = 0} ∈ F0

であることを通常の条件を満たすという.

定義 1.1.7 (劣マルチンゲール,マルチンゲール). R上の確率過程 (Xt)t∈Tが劣マルチン
ゲールとは

1) (Xt)はFt適合.

2) E[|Xt|] < ∞
3) E[Xt |Fs] ≥ Xs a.s. ∀t ≥ s, t, s ∈ T

をみたすことをいう. 3)の条件で等号が成り立つとき,(Xt)はマルチンゲールという.

定理 1.1.8 (Doobの不等式). (Xt)t∈Tが右連続非負劣マルチンゲールのとき, X∗
t := sups≤t |Xs|

として,

E[(X∗
t )p] ≤ (

p

p − 1
)pE[|Xt|p], p > 1.

以下,

Mp := {M = (Mt); M はマルチンゲールでE[|Mt|p] < ∞ ∀t}, p ≥ 1

Mp,c := {M ∈ Mp; Mtは連続 }

と書く.適合するフィルトレーションを明示する場合はMp(Ft),Mp,c(Ft)と表記する.ま
た,非負Ft適合確率過程 (At)で右連続かつAt1 ≤ At2 < ∞ a.s. t1 ≤ t2 であるものを増加
過程といい,増加過程全体をA+で表す.さらに,

A := {A1 − A2; A1, A2 ∈ A+}
A+,c; = {A ∈ A+; Aは連続 }, Ac; = {A ∈ A; Aは連続 }

とする.

定義 1.1.9 (局所マルチンゲール). 右連続Ft適合確率過程 (Xt)が局所マルチンゲールと
は,停止時刻の列

(τn)n∈N s.t. τn ≤ τn+1 ∀n,

lim
n→∞

τn = ∞ (0 ≤ t ≤ T の場合 lim
n→∞

τn = T )

が存在して,

Xt∧τnがマルチンゲール, ∀n.

となることである.局所マルチンゲール全体の集合をMloc,連続局所マルチンゲール全体
の集合をMloc,cと表す.
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以下,(Ft)は通常の条件を満たすとする.

定理 1.1.10. M ∈ Mloc.cとするとき, 〈M〉0 = 0なる 〈M〉 ∈ A+,cでM2 − 〈M〉 ∈ Mloc,c

となるものが唯一存在する.

定義 1.1.11 (二次変分). 上の 〈M〉をMの二次変分という.

系 1.1.12.

1) 各 t > 0に対して [0, t]の分割列∆n : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = tをとり,

Qs(M, ∆n) :=
∑

ti+1<s

(Mti+1
− Mti)

2 + (Ms − Mtj)
2, tj = max

i
{ti; ti < s},

|∆n| := max
i≤n−1

|ti+1 − ti|

として

lim
|∆n|→0

P ( sup
0≤s≤t

|Qs(M, ∆n) − 〈M〉s| > ϵ) = 0 ∀ϵ > 0

が成立する.

2) M0 = 0のとき,

M ∈ M2,c ⇐⇒ E[〈M〉t] < ∞ ∀t

である.さらにこのときE[M2
t ] = E[〈M〉t]となっている.

いまM ∈ M2,cに対して,〈M〉 ∈ A+,cと停止時刻列 (τn)が存在して,

E[M2
t∧τn

− 〈M〉t∧τn ; A] = E[M2
s∧τn

− 〈M〉s∧τn ; A], 0 ≤ s ≤ t, ∀A ∈ Fs

であるが, ∣∣M2
t∧τn

− 〈M〉t∧τn

∣∣ ≤ (M∗
t )2 + 〈M〉t

であり,右辺第１項はDoobの不等式,第２項は上の系より可積分であるからルベーグの優
収束定理より,

E[M2
t − 〈M〉t; A] = E[M2

s − 〈M〉s; A], 0 ≤ s ≤ t, ∀A ∈ Fs

となり,M2 − 〈M〉はマルチンゲールとなる.ブラウン運動 (Bt)の場合, B2
t − tがマルチン

ゲールであることが確かめられるので 〈B〉t = tである.

系 1.1.13. M,N ∈ Mloc,cのとき,

〈M,N〉 :=
1

4
(〈M + N〉 − 〈M − N〉) ∈ Ac
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とおくとこれはA0 = 0, MN − A ∈ Mloc,cとなる唯一のA ∈ Acであり次が成り立つ.

各 t > 0に対して [0, t]の分割列∆n : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = tをとり,

Qs(M,N, ∆n) :=
∑

ti+1<s

(Mti+1
− Mti)(Nti+1

− Nti) + (Ms − Mtj)(Ns − Ntj),

tj = max
i

{ti; ti < s}

として

lim
|∆n|→0

P ( sup
0≤s≤t

|Qs(M,N, ∆n) − 〈M,N〉s| > ϵ) = 0 ∀ϵ > 0.

命題 1.1.14. M,N,L ∈ Mloc,cとするとき次が成立する.

1) 〈M,N〉 = 〈N,M〉
2) 〈M + N,L〉 = 〈M,L〉 + 〈N,L〉
3) 〈aM,N〉 = a〈M,N〉 ∀a ∈ R
4) 停止時刻 τ に対し,〈M τ , N τ 〉t = 〈M τ , N〉t = 〈M,N〉t∧τ

1.2 確率積分

以下では,フィルター付き確率空間 (Ω,F , P ;Ft)は常に (Ft)は右連続で,通常の条件を
満たしているとする.

M2(T ) := {M = (Mt)t∈[0,T ]; E[M2
T ] < ∞, (Mt)t∈[0,T ]は右連続マルチンゲール }

M2,c(T ) := {M ∈ M2(T ); (Mt)t∈[0,T ]は連続 }

とすると,

補題 1.2.1.

1) M2(T ),M2,c(T )は ∥M∥T := E[M2
T ]

1
2 をノルムとするヒルベルト空間である.

2) M2,M2,cは d(M,N) :=
∞∑

n=0

∥M − N∥n ∧ 1

2n
を距離とする完備距離空間である.

M ∈ M2,cに対し,

L2(T, 〈M〉) :=

{
ϕ; ϕは発展的可測でE

[∫ T

0

ϕ(s, ω)2d〈M〉s
]

< ∞
}

L2(〈M〉) :=

{
ϕ; ϕは発展的可測でE

[∫ T

0

ϕ(s, ω)2d〈M〉s
]

< ∞, ∀T ≥ 0

}
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とする.ここで ϕ ∈ L2(T, 〈M〉), ϕ1, ϕ2,∈ L2(〈M〉)に対し,

|ϕ|T := E[

∫ T

0

ϕ(s, ω)2d〈M〉s]
1
2

ρ(ϕ1, ϕ2) :=
∞∑

n=1

1

2n
(|ϕ1 − ϕ2|n ∧ 1)

とすると,

補題 1.2.2.

1) L2(T, 〈M〉)は | · |T をノルムとするヒルベルト空間である.

2) L2(〈M〉)は ρを距離とする完備距離空間である.

次に,

L0 :=

{
ϕ(t, ω) =

k∑
i=0

ξi(ω)1(ti,ti+1](t); 0 = t0 < t1 < · · · < tk+1, k = 1, 2, · · · , ξi ∈ bFti

}

とすると,

補題 1.2.3. L0はL2(〈M〉)内で稠密である.

以下,M ∈ M2,cに対して確率積分を定義する.

定義 1.2.4 (ϕ ∈ L0に対する確率積分).

ϕ(t, ω) =
k∑

i=0

ξi(ω)1(ti,ti+1](t) ∈ L0

に対し,

I(ϕ)(t, ω) :=
∑

ti+1<t

ξi(ω)(Mti+1
− Mti) + ξl(ω)(Mt − Ml), tl < t < tl+1

を, ϕのM に対する確率積分という.また,

I(ϕ)(t, ω) =

∫ t

0

ϕ(s, ω)dMs

と書くことにする.

定義 1.2.5 (f ∈ L2(〈M〉)に対する確率積分). f ∈ L2(〈M〉)に対し,補題 1.2.3より fn ∈ L0

が存在して

lim
n→∞

E[

∫ T

0

|fn(t, ω) − f(t, ω)|2d〈M〉t] = 0 ∀T.
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ここで,

X
(n)
t :=

∫ t

0

fn(s, ω)dMs

とおくと,∃X
(ni)
t , Xt ∈ Ms,cで lim

ni→∞
d(X(n)i , X) = 0かつ,

P (X
(ni)
t → Xt, ni → ∞, 広義一様) = 1

となる.さらにこのXtは fnのとり方によらない.このXtを f のM の確率積分といい,

Xt =

∫ t

0

fdMs

と表す.

定理 1.2.6.

1) M ∈ M2,c, f ∈ L2(〈M〉)のとき, Xt =
∫ t

0
f(s, ω)dMsは, X0 = 0かつ

〈X,N〉t =

∫ t

0

f(s, ω)d〈M,N〉s ∀N ∈ M2,c

を満たす唯一のX ∈ M2,cである.

2) E[|Xt|2] = E[

∫ t

0

|f(s, ω)|2d〈M〉s].

次に,M ∈ Mloc,cに対して確率積分を定義する.

定義 1.2.7 (局所マルチンゲールに対する確率積分). M ∈ Mloc,cと,

P

(∫ T

0

f(t, ω)2d〈M〉t < ∞
)

= 1 ∀T

となる発展的可測過程 f(t, ω)に対して

τn := n ∧ inf{t ≥ 0;

∫ t

0

f(s, ω)2d〈M〉s ≥ n} ∧ inf {t ≥ 0; |Mt| ≥ n}

とすると, τn ↗ ∞ a.s.であり,

M
(n)
t = Mt∧τn ∈ M2,c

f (n)(t, ω) = f(t, ω)1{τn≥t} ∈ L2(〈M (n)〉)

となっているので,I(f (n))(t, ω) :=
∫ t

0
f (n)(s, ω)dM

(n)
s と定義できる.これから,

I(f)(t, ω) := I(f (n))(t, ω) 0 ≤ t ≤ τn

として I(f)を f のM による確率積分という.
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定理 1.2.8. M ∈ Mloc,cと f s.t. P (
∫ t

0
f(s, ω)2d〈M〉s < ∞), ∀tなる発展的可測過程をと

ると,Xt =
∫ t

0
f(s, ω)dMsは, X0 = 0かつ

〈X,N〉t =

∫ t

0

f(s, ω)d〈M,N〉s ∀N ∈ Mloc,c

を満たす唯一のX ∈ Mloc,cである.

最後に連続半マルチンゲールについての確率積分を定義する.(Xt), (Yt)を連続半マルチ
ンゲール,すなわち

Xt = X0 + Mt + At

Yt = Y0 + M̃t + Ãt

X0, Y0 ∈ mF0, M, M̃ ∈ Mloc,c, A, Ã ∈ Ac

とする. Atの全変動を |A|tと書いて∫ t

0

|f(s, ω)|2d〈M〉s +

∫ t

0

|f(s, ω)|d|A|s < ∞ a.s. ∀t

となる発展的可測関数 f のXtによる確率積分を∫ t

0

f(s, ω)dXs :=

∫ t

0

f(s, ω)dMs +

∫ t

0

f(s, ω)dAs

と定義できる. また半マルチンゲール Xt, Yt に対して 〈X,Y 〉t := 〈M, M̃〉t と定義する
と, [0, t]の分割列 (∆n)に対して,

lim
|∆n|→0

P ( sup
0≤s≤t

|Qs(X,Y, ∆n) − 〈X,Y 〉s| > ϵ) = 0 ∀ϵ > 0

となることがわかる.

1.3 いくつかの定理,命題

定理 1.3.1 (伊藤の公式). Xt = (X1
t , X2

t , · · · , Xn
t )を連続半マルチンゲール,

X i
t = X i

0 + M i
t + Ai

t, i = 1, 2, · · · , n

とし,f ∈ C2(Rn)のとき,

f(Xt) − f(X0) =
n∑

i=1

∫ t

0

Dif(Xs)dX i
s +

1

2

∑
i,j

∫ t

0

Dijf(Xs)d〈Mi, Mj〉s

が成立し,f(Xt)はまた連続半マルチンゲールとなる.

X ∈ Mloc,cに対し e(X)t := exp(Xt −
1

2
〈X〉t)とするとき,e(X) ∈ Mloc,cは伊藤の公式

から確かめられるが,さらに次がいえる.
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命題 1.3.2. X ∈ Mloc.c, X0 = 0 a.s. とする.

P (〈X〉t ≤ ct) = 1 ∀t > 0

となる定数 ctがあるとき,e(X)はマルチンゲールである.

定理 1.3.3 (Girsanovの定理). e(X)がマルチンゲール, (Bt)がP のもとでFtブラウン運
動であるとき,

P̂ (A) := E[e(XT ); A], A ∈ FT

B̂t := Bt − 〈B,X〉t

とすれば (B̂t)は P̂ のもとでFtブラウン運動となる.

定理 1.3.4 (マルチンゲールの表現定理). (Bt)をブラウン運動, Ftを (Bt)の自然なフィル
トレーションとしたとき, M ∈ M2(Ft)に対して, f ∈ L2(〈B〉)があり,

Mt =

∫ t

0

f(s, ω)dBs

と表される.

最後に,価格公式導出に必要となる条件付き期待値に関する命題を挙げておく.

命題 1.3.5. 確率変数X,Y がそれぞれ (E, E), (F,F)に値をとり,Xは B可測で Y は Bと
独立とする.そのとき,(E × F, E ⊗ F)上の非負ボレル可測関数Ψに対し,

ψ(x) := E[Ψ(x, Y )], x ∈ E

は (E, E)上のボレル関数となり,

E[Ψ(X,Y )|B](ω) = ψ(X(ω)), a.s.

となる.
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2 数理ファイナンス
この章では 1次元のBlack-Sholesモデルにおけるヨーロピアンオプションの価格決定と
ヘッジを考察する.以下,(Ft)はブラウン運動 (Bt)の自然なフィルトレーションとする.

2.1 Black-Sholesモデル

ヨーロピアンオプションとは,満期時刻 T において危険資産 ST で決定される f(ST )の
金額（ペイオフ）を受け取る権利のことである。

定義 2.1.1 (ヨーロピアンオプション). 満期 T のヨーロピアンオプションを,時刻 T で非
負FT 可測確率変数であるペイオフ hを得る権利とする.

オプションの売り手はその代金を安全資産S0
t と危険資産Stに分けて運用し,満期時刻T

で買い手から請求されるペイオフ hを作り出さなければならない.これをペイオフのヘッ
ジと言う.

Black-Sholesモデルでは安全資産 S0
t と危険資産 Stの挙動が以下の微分方程式,

dS0
t = rS0

t dt, S0
0 = 1

dSt = St(σdBt + µdt), S0 = S

r, σ, µ > 0, (Bt) ;Ft−適合標準ブラウン運動

に従うとし,満期時刻を T として t ∈ [0, T ]上に限る. このとき S0
t と Stはそれぞれ,

S0
t = ert

St = exp

(
σBt + (µ − σ2

2
)t

)
となる.危険資産の表現は,伊藤の公式を使って元の確率微分方程式を確認できる.

定義 2.1.2 (戦略,ポートフォリオ). Ft適合であるR2値確率過程

Φ = (Φt)t∈[0,T ] = (H0
t , Ht)t∈[0,T ]

を戦略と言う.また,戦略Φに従って S0
t と Stを運用する投資家の時刻 tでの資産 Vt(Φ)を

ポートフォリオと言い,

Vt(Φ) = H0
t S0

t + HtSt

と表す.

定義 2.1.3 (自己資金調達的戦略). 戦略Φが自己資金調達的 (self-financing,以下 s-f)であ
るとは, ∫ T

0

|H0
t |dt +

∫ T

0

H2
t dt < +∞ a.s.. (1)

H0
t S0

t + HtSt = H0
0S

0
0 + H0S0 +

∫ t

0

H0
udS0

u +

∫ t

0

HudS̃u a.s., for all t ∈ [0, T ] (2)

を満たすことを言う.
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危険資産の割引価格 e−rtSt,ポートフォリオの割引価格 e−rtVt(Φ)をそれぞれ S̃t, Ṽt(Φ)

と表す.

定義 2.1.4 (許容可能戦略 (admissible strategy)). 戦略 Φ = (H0
t , Ht)t∈[0,T ] が許容可能

(admissible)とは,Ṽt(Φ) = H0
t + HtS̃tが, s-fであり,

Ṽt(Φ) ≥ 0 ∀t ∈ [0, T ],

E∗[ sup
t∈[0,T ]

Ṽt

2
] < ∞

を満たすことをいう.

定義 2.1.5 (複製可能 (replicable)). オプションが複製可能とは,ペイオフ hがある許容可
能戦略Φにより,

h = VT (Φ) a.s.

となることをいう.

命題 2.1.6. 戦略Φが定義 2.1.3の (1)を満たすとき,

Φが s-f.

⇐⇒
Ṽt(Φ) = V0(Φ) +

∫ t

0
HudS̃u a.s., for all t ∈ [0, T ]

Proof

(=⇒)

Ṽt(Φ)に伊藤の公式を使って,

dṼt(Φ) = −rṼt(Φ)dt + e−rtdVt(Φ)

= −re−rt(H0
t ert + HtSt)dt + e−rtH0

t d(ert) + e−rtHtdSt

= Ht(−re−rtStdt + e−rtdSt)

= HtdS̃t

である.(最後の等号は S̃tに伊藤の公式を使っている)

∴ Ṽt(Φ) = V0(Φ) +
∫ t

0
HudS̃u

(⇐=)

Vt(Φ) = ertṼt(Φ)に伊藤の公式を使い,

dVt(Φ) = ertHtdS̃t + rVt(Φ)dt

= ertHt(−re−rtStdt + e−rtdSt) + r(H0
t S0

t + HtSt)dt

= HtdSt + H0
t dS0

t

∴ Vt(Φ) = V0(Φ) +
∫ t

0
HudSu +

∫ t

0
H0

udS0
u 2
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2.2 価格公式

満期 T のヨーロピアンオプションの時刻 t ≤ T での価格を決定する.S̃tが,

dS̃t = −re−rtStdt + e−rtdSt

= −rS̃tdt + e−rtSt(σdBt + µdt)

= S̃t (σdBt + (µ − r) dt)

であるから,Wt = Bt + (µ − r)t/σとして,

dS̃t = σS̃tdWt.

このとき,Girsanovの定理より,

P∗(A) := E

[
exp

(
r − µ

σ
BT − 1

2

(
r − µ

σ

)2

T

)
: A

]
, A ∈ F .

として Pと同値な確率測度P∗で (Wt)t∈[0,T ]がFt標準ブラウン運動となるものが存在す
る.Stと同様に解いて,

S̃t = S exp(σWt − σ2t/2).

さらに,

P∗[〈σW 〉t = σ2t] = 1 ∀t ∈ [0, T ]

だから命題 1.3.2より,(S̃t)t∈[0,T ]は P∗の下で Ftマルチンゲールとなっている.以下,この
P∗による期待値をE∗と表す.

定理 2.2.1. Black-Sholesモデルにおいて,P∗二乗可積分な非負FT 可測確率変数 hによっ
て定義される任意のヨーロピアンオプションは複製可能であり,複製ポートフォリオの時
刻 tでの価格 Vt(Φ)は,

Vt(Φ) = E∗[e−r(T−t)h|Ft]

で与えられる.

Proof

∀h ∈ mF+
T , s.t. E∗[h2] < ∞に対し,

Mt := E∗[e−rT h|Ft]

とすると (Mt)t∈[0.T ]は P∗の下でFt-マルチンゲールである.さらに

∞ > E∗[(e−rT h)2] = E∗ [
E∗[(e−rT h)2|Ft]

]
≥ E∗ [

E∗[(e−rT h)|Ft]
2
]
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であるから,(Mt) ∈ M2. 作り方から (Wt)の自然なフィルトレーションは (Bt)の自然な
フィルトレーションと同じであるのでマルチンゲールの表現定理より,

∃(Kt)t∈[0,T ] s.t. Ft適合, E∗[

∫ t

0

K2
udu] < ∞

Mt = M0 +

∫ t

0

KudWu P∗ − a.s. ∀t ∈ [0, T ].

よって戦略Φ = (H0
t , Ht)を

Ht := Kt/(σS̃t), H0
t := Mt − HtS̃t

とおけば定義より

Mt = H0
t + HtS̃t = Ṽt(Φ),

ṼT (Φ) = MT = e−rT hより VT (Φ) = h

であり,

Ṽt(Φ) = Ṽ0 +

∫ t

0

HuσS̃udWu

= Ṽ0 +

∫ t

0

HudS̃u.

ゆえにΦは命題 2.1.6により s-fである.

0 ≤ Mt = Ṽt(Φ), ∀t ≥ 0と確率積分表現から (Mt) ∈ M2,cであるからDoobの不等式より,

E∗[ sup
t∈[0,T ]

(Ṽt(Φ))2] ≤ 4E∗[M2
T ] < ∞

ゆえにΦは許容可能である. 2

上の定理よりE∗[e−r(T−t)h|Ft]を時刻 tでのオプションの代金とすれば,その売り手はあ
る複製戦略Φによってそれを運用し,時刻 T で買い手から請求されるペイオフ h = VT (Φ)

を得ることができ,

ṼT (Φ) = E∗[e−rT h|Ft] +

∫ T

t

HudS̃u

である.これより,ヨーロピアンオプションの時刻 tでの価格はE∗[e−r(T−t)h|Ft]とする.

h = f(ST )と表されるとき,

Vt = E∗[e−r(T−t)f(ST )|Ft]

= E∗[e−r(T−t)f(St
ST

St

)|Ft]

= E∗[e−r(T−t)f(Ste
(r−σ2/2)(T−t)+σ(WT−Wt))|Ft].
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いま,St ∈ mFt, WT − WtはFtと独立, f(x) ≥ 0だから命題 1.3.5より

Vt = E∗[e−r(T−t)f(xe(r−σ2/2)(T−t)+σ(WT−Wt))]|x=St .

ここで,

F (t, x) := E∗[e−r(T−t)f(xe(r−σ2/2)(T−t)+σ(WT−Wt))]

とおくと上から Vt = F (t, St)となっている. 以下,具体例で Vtを計算する.

(1)(ヨーロピアンコールオプション)

h = f(ST ) = (ST − K)+ K > 0

で定義されるオプションをヨーロピアンコールオプションという.このとき,

F (t, x) = E∗[e−r(T−t)(xeσ(WT−Wt)+(r−σ2/2)(T−t) − K)+]

= E∗[(xeσ(WT−Wt)−σ2(T−t)/2 − Ke−r(T−t))+]

= E∗[(xeσ
√

T−tG−σ2(T−t)/2 − Ke−r(T−t))+]

(G v N(0, 1) on P∗とした)

この期待値は, xeσ
√

T−tG−σ2(T−t)/2 − Ke−r(T−t) ≥ 0上で計算すればよく,

l :=
log(K/x) + (σ2/2 − r)(T − t)

σ
√

T − t

として,

F (t, x) =

∫ ∞

l

(xeσy
√

T−t−σ2(T−t)/2 − Ke−r(T−t))
e−y2/2

√
2π

dy

(z = y − σ
√

T − tとして変数変換し)

=
x√
2π

∫ ∞

l−σ
√

T−t

e−z2/2dz − Ke−r(T−t) 1√
2π

∫ ∞

l

e−y2/2dy

= xN(σ
√

T − t − l) − Ke−r(T−t)N(−l)

を得る.ここで

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−y2/2dy.

とした.

(2)(多項式)
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f(ST ) = Sp
T p ≥ 1の場合.

F (t, x) = E∗[e−r(T−t)(xeσ(WT−Wt)+(r−σ2/2)(T−t))p]

= e((p−1)r−pσ2/2)(T−t)E∗[xpepσ
√

T−tG]

= e((p−1)r−pσ2/2)(T−t) 1√
2π

∫ ∞

−∞
xpepσ

√
T−t−y2/2dy

(z = y − pσ
√

T − tとして変数変換し)

= xpe((p−1)r−pσ2/2+(pσ)2)(T−t) 1√
2π

∫ ∞

−∞
e−z2/2dz

= xpe((p−1)r−pσ2/2+(pσ)2)(T−t).

2.3 複製戦略

F (t, x) ∈ C1,2([0, T ) × R)の場合,

F̃ (t, x) := e−rtF (t, xert)

とおく. C1,2([0.T ) × R)関数 F̃ (t, x)に対し t < T で伊藤の公式を適用し,

Ṽt = F̃ (t, S̃t)

= F̃ (0, S̃0) +

∫ t

0

F̃x(u, S̃u)dS̃u +

∫ t

0

F̃t(u, S̃u)du +
1

2

∫ t

0

F̃xx(u, S̃u)(σS̃u)
2du

= F̃ (0, S̃0) +

∫ t

0

F̃x(u, S̃u)σS̃udWu +

∫ t

0

Kudu

(
Ku := F̃t(u, S̃u) +

1

2
F̃xx(u, S̃u)(σS̃u)

2

)
.

ここで Ṽtがマルチンゲールより
(∫ t

0
F̃x(u, S̃u)σS̃udWu +

∫ t

0
Kudu

)
がマルチンゲールであ

る.F̃x(t, x)と S̃tの連続性から∫ t

0

|F̃x(u, S̃u)σS̃u|2du < ∞ a.s..

よって,

∃τn s.t. τn ↗ T∫ τn

0

F̃x(u, S̃u)σS̃udWu がマルチンゲール.

ゆえに
∫ τn

0
Kuduもマルチンゲールとなる.

∫ t

0
Kuduは増加課程の差で定義されているの

で,
∫ τn

0
Kudu = 0 ∀nとなり,

F̃ (t, S̃t) = F̃ (0, S̃0) +

∫ t

0

F̃x(u, S̃u)dS̃u.
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これを用いて戦略Φ = (H0
t , Ht)を

Ht := F̃x(t, S̃t)

H0
t := F̃ (t, S̃t) − HtS̃t

とすれば

Ṽt(Φ) = V0 +

∫ t

0

HudS̃u

よりΦは s-fとなる.これで h = f(ST )を複製する許容可能戦略Φが得られた.

以下,前節の２例で複製戦略 F̃x(t, S̃t)を求める.

(1)ヨーロピアンコールオプション
F̃x(t, S̃t) = Fx(t, St)より Fx(t, x)を計算すればよい.θ = T − t, n(x) = e−x2/2/

√
2πと

して,

Fx(t, x) =
∂

∂x

(
xN(σ

√
θ − l) − Ke−r(θ)N(−l)

)
= N(σ

√
θ − l) + xn(σ

√
θ − l)

∂

∂x
(σ
√

θ − l) − Ke−r(T−t)n(−l)
∂

∂x
(−l)

= N(σ
√

θ − l) +
1

xσ
√

2πθ

(
xe−(σ

√
θ−l)2/2 − Ke−rθe−l2/2

)
= N(σ

√
θ − l) +

1

xσ
√

2πθ
e−(σ

√
θ−l)2/2

(
x − Ke−rθ+σ2θ−lσ

√
θ
)

= N(σ
√

θ − l).

(2)多項式 F (t, x) = xpe((p−1)r−pσ2/2+(pσ)2)(T−t)であったから,

Fx(t, x) = pxp−1e((p−1)r−pσ2/2+(pσ)2)(T−t).

3 シミュレーション
この章では,Excelを使ってBlack-Sholesモデルについてのいくつかのシミュレーション
を行う.

3.1 S̃tのシミュレーション

Step1: 標準正規分布確率変数を作る.

補題 3.1.1. a, bが [0, 1]上に一様分布する互いに独立な確率変数であるとき,√
−2 log(1 − a) cos(2πb) v N(0, 1).
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Proof

X,Y v N(0, 1), i.i.d.のとき,∫
R2

f(x, y)
1

2π
e−(x2y2)/2dxdy =

∫ 2

0

π

∫ ∞

0

f(r, θ)
1

2π
e−(r2)/2rdrdθ

(r2 = sと変数変換し)

=

∫ 2

0

π

∫ ∞

0

f(
√

s, θ)
1

2π
e−(s)/2 1

2
dsdθ

(s = −2 log(1 − a), θ = 2πbと変数変換し)

=

∫ 1

0

∫ 1

0

f(
√
−2 log(1 − a), 2πb)dadb.

ゆえに

x = r cos θ

=
√
−2 log(1 − a) cos(2πb)

とすれば
√

−2 log(1 − a) cos(2πb) v N(0, 1). 2

Step2: 標準ブラウン運動を近似的に作る.

互いに独立な正規分布確率変数の列 (Gi)i≥1があるとき,∆t > 0として,{
Y0 := 0

Yn+1 − Yn := Gn+1

と決めれば,Yn =
n∑

i=1

Giだから,

√
∆tYn v N(0, n∆t).

(Wt)t≥0をブラウン運動として,

(
√

∆tY0,
√

∆tY1, · · ·
√

∆tYn)は (W0, W∆t, · · ·Wn∆t)と同分布である.
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なぜなら n ≥ mで Yn − Ymと Ymは独立なので, ξ ∈ Rn+1に対し,

E[exp(
√
−1ξ∗


√

∆tYn

...√
∆tY0

)]

= E[exp{
√
−1(ξ1

√
∆t(Yn − Yn−1) + (ξ1 + ξ2)

√
∆t(Yn−1 − Yn−2) + · · · + (ξ1 + · · · + ξn+1)

√
∆tY0}]

= E[exp{
√
−1ξ1

√
∆t(Yn − Yn−1)}] E[exp{

√
−1(ξ1 + ξ2)

√
∆t(Yn−1 − Yn−2)}] · · ·

· · ·E[exp{
√
−1(ξ1 + · · · + ξn+1)

√
∆tY0}]

= exp


−∆t

2
ξ∗


n n − 1 · · · 0

n − 1 n − 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0

 ξ


= E[exp(

√
−1ξ∗

Wn
√

∆t
...

W0

)]

となるからである.この (Yn)n∈Nによって,危険資産課程 S̃tは離散時刻 n∆t, n ∈ Nで

S̃n∆t = S exp

(
σ
√

∆t

n∑
i=1

Gi −
σ2

2
n∆t

)

と表現できる.図 1はこれを基に Excelで r = 0.02, σ = 0.2, ∆t = 1/1024として描いた.

マクロコードは最後にまとめて示す.
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図 1: 危険資産過程 S̃t

3.2 複製ポートフォリオ Ṽt(Φ)のシミュレーション

いま,オプションの複製戦略Hm
t を

Hm
t := HkT/m, t ∈ [kT/m, (k + 1)T/m), K = 0, 1, · · · ,m − 1

とし複製ポートフォリオ Ṽt(Φ)を

Ṽt(Φ
m) := V0 +

∫ t

0

Hm
u dS̃u

= V0 +
m−1∑
k=0

HkT/m(S̃(k+1)T/m − S̃kT/m)

で離散近似してシミュレーションすることを考える.この近似はヨーロピアンコールオプ
ションと多項式オプションの場合L2-ノルムで収束する.まずこれを証明する.
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(1)ヨーロピアンコールオプションの場合: Hu = N(σ
√

θ − l), |Hu| ≤ 1.

E∗[ sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

HudS̃u −
∫ t

0

Hm
u dS̃u

∣∣∣∣2]
≤ 4σ2E∗[

∫ T

0

(Ht − Hm
t )2(S̃t)

2dt].

いま,

sup
t∈[0,T ]

(Ht − Hm
t )2(S̃t)

2

≤ 4 sup
t∈[0,T ]

(S̃t)
2 :可積分.

ゆえにルベーグの優収束定理より,

lim
m→∞

E∗[ sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

HudS̃u −
∫ t

0

Hm
u dS̃u

∣∣∣∣2] = 0.

(2)多項式の場合
多項式の場合は収束が 1/mのオーダーであることもわかる.

Ht = Fx(t, St) = pSp−1
t e((p−1)r−pσ2/2+(pσ)2)(T−t)

= pSp−1
t αT−t, α = e((p−1)r−pσ2/2+(pσ)2)

として,

Ht = F̃x(t, S̃t)

= p(S̃te
rt)p−1αT−t

= pαT (er(p−1)−log α)tS̃t

p−1

= pαT eβtS̃t

p−1
, β = r(p − 1) − log α.

S̃tの p乗可積分性から,

E∗[ sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0

HudS̃u −
∫ t

0

Hm
u dS̃u|2] (¨)

≤ 4σ2E∗[

∫ T

0

(Ht − Hm
t )2(S̃t)

2dt]

= 4σ2

∫ T

0

E∗[(Ht − Hm
t )2(S̃t)

2]dt

である.

ここで,伊藤の公式より,

dHt = pαT d
(
eβtS̃t

p−1
)

= pαT

{
eβt(p − 1)S̃t

p−2
dS̃t + βeβtS̃t

p−1
dt +

1

2
eβt(p − 1)(p − 2)S̃t

p−3
(σS̃t)

2dt

}
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であることから期待値の中身は,

(Ht − Hm
t )2(S̃t)

2

=

(∫ t

0

1{u≥[mt/T ]T/m}dHu

)2

(S̃t)
2

≤
[∫ t

0

2x1dHu +

∫ t

0

12d〈H, H〉u
]

(S̃∗
T )2

(
x =

∫ u

0

1{v≥[mu/T ]T/m}dHv

)
= pαT

∫ t

0

2x1eβu(p − 1)S̃p−2
u (S̃∗

T )2dS̃u + pαT

∫ t

0

2x1βeβuS̃p−1
u (S̃∗

T )2du

+ pαT

∫ t

0

x1eβu(p − 1)(p − 2)S̃p−3
u (σS̃u)

2(S̃∗
T )2du

+ (αT p(p − 1))2

∫ t

0

1e2βuS̃2(p−2)
u (σS̃u)

2(S̃∗
T )2du

≤ 2pαT

∫ t

0

x1eβu(p − 1)S̃p−2
u (S̃∗

T )2dS̃u

+ pαT

∫ t

0

2pαT (eβT + 1)S̃p−1
u 1|β|(eβT + 1)S̃p−1

u (S̃∗
T )2du

+ pαT

∫ t

0

pαT (eβT + 1)S̃p−1
u 1(eβT + 1)(p − 1)2S̃p−1

u σ(S̃∗
T )2du

+ (αT p(p − 1))2σ2

∫ t

0

1(e2βT + 1)S̃2(p−1)
u (S̃∗

T )2du

≤ 2pαT

∫ t

0

x1eβu(p − 1)S̃p−2
u (S̃∗

T )2dS̃u

+ 2(pαT (eβT + 1))2|β|
∫ t

0

1S̃2(p−1)
u (S̃∗

T )2du

+ (pαT (eβT + 1))2(p − 1)2σ

∫ t

0

1S̃2(p−1)
u (S̃∗

T )2du

+ (αT p(p − 1))2(e2βT + 1)σ2

∫ t

0

1S̃2(p−1)
u (S̃∗

T )2du

≤ 2pαT

∫ t

0

x1eβu(p − 1)S̃p−2
u (S̃∗

T )2dS̃u

+
{
2(pαT (eβT + 1))2|β| + (pαT (eβT + 1))2(p − 1)2σ + (αT p(p − 1))2(e2βT + 1)σ2

}
(S̃∗

T )2p T

m
(F)

最後の式の確率積分項は,

E∗[

∫ T

0

(
x1eβu(p − 1)S̃p−2

u (S̃∗
T )2

)2

du]

≤ E∗[

∫ T

0

(
pαT (eβT + 1)S̃p−1

u 1(eβT + 1)(p − 1)S̃p−2
u (S̃∗

T )2
)2

du]

≤ (pαT (p − 1))2(eβT + 1)4E∗

[∫ T

0

(S̃∗
T )4p

(
1

S̃u

)2

du

]
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であり,

sup
u∈[0,T ]

(
1

S̃u

)
= sup

u∈[0,T ]

exp(−σWu − σ2/2t) exp(σ2t)

≤ sup
u∈[0,T ]

exp(σŴu − σ2/2t) exp(σ2T ) (Ŵt := −Wtは P∗でFt-ブラウン運動)

であるから, S̃u :=

(
1

S̃u

)
として S̃uは p乗可積分である (p ≥ 0).よって,

E∗

[∫ T

0

(S̃∗
T )4p

(
1

S̃u

)2

du

]
≤ TE∗[(S̃∗

T )4p(S̃
∗
T )2]

≤ T

2
E∗

[
(S̃∗

T )8p + (S̃
∗
T )4

]
< ∞.

ゆえに (F)の確率積分項はマルチンゲールである.よって,

4σ2

∫ T

0

E∗[(Ht − Hm
t )2(S̃t)

2]dt

≤ 4(σT )2
{
2(pαT (eβT + 1))2|β| + (pαT (eβT + 1))2(p − 1)2σ + (αT p(p − 1))2(e2βT + 1)σ2

} 1

m
E∗[(S̃∗

T )2p].

さらに,

E∗[(S̃∗
T )2p] ≤

(
2p

2p − 1

)2p

E∗[(S̃T )2p]

=

(
2p

2p − 1

)2p

S2pe−pσ2T

∫ ∞

−∞

1√
2πT

e2pσy−y2/(2T )dy

(z =
y√
T

− 2pσ
√

Tとして変数変換し)

=

(
2p

2p − 1

)2p

S2pe(2p−1)σ2pT

∫ ∞

−∞

1√
2π

ez2/2dz =

(
2p

2p − 1

)2p

S2pe(2p−1)σ2pT

と評価できる.ゆえに,

(¨) ≤ Const
1

m
−→ 0 as m −→ ∞.

以下は t7→ Ṽt(Φ
m)のグラフと,Ṽt(Φ)− Ṽt(Φ

m)の平均と分散 (サンプル数 100, m ≤ 4069)

のグラフである.さらに S̃tのシミュレーションと t 7→ Ṽt(Φ
m)のグラフの Excelのマクロ

コードを示しておく.使用した乱数はhttp://www001.upp.so-net.ne.jp/isaku/rand.htmlの
「VBAによるメルセンヌツイスタ」で,

NextUnifMt：発生, RandomizeMt：初期化.
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またヘッジシミュレーションの乱数の種は

ヨーロピアンコールオプション：Rnd(-9)*10∧9

多項式オプション　　　　　　：Rnd(-4)*10∧9

とした.

図 2: 離散近似複製ポートフォリオを用いたヨーロピアンコール価格の変動 Vt(Φ
m)

図 3: 拡大
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図 4: 離散近似複製ポートフォリオを用いた多項式オプション価格の変動 Vt(Φ
m)

図 5: ペイオフとの誤差 Ṽt(Φ) − Ṽt(Φ
m)(ヨーロピアンコール)
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図 6: ペイオフとの誤差 Ṽt(Φ) − Ṽt(Φ
m)(多項式)

以下, ¥を付けた部分は数行で表記してあるがコード上１行の式である.

(1)S̃tのマクロコード

Sub St()

Dim c(1024) As Double

q = 0.2

r = 0.02

s =1

n =1024

Const pi = 3.14159265358979

RandomizeMt

For h = 1 To 7

Cells(44, h + 1) = s

For i = 1 To n

a = NextUnifMt

b = NextUnifMt

c(i) = Exp((1 / 2) * Log(-2 * Log(1 - a))* Cos(2 * pi * b)

Next i

For i = 1 To n

Sum = 0
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For j = 1 To i

Sum = Sum + c(j)

Next j

¥ Cells(44 + i, h + 1) = s * Exp((-q∧2 / 2)*i / n

¥ + q* Exp((1 / 2)* Log(1 / n))* Sum)

Next i

Next h

End Sub

(2)複製ポートフォリオのマクロコード (ヨーロピアンコールのみ)

Sub hedgeECO()

q = 0.2

r = 0.02

s = 1

k = 1

n = 32 ’最大ヘッジ回数.

T = 1 ’満期時刻.

dt = Exp((1 / 2) * Log(T / n)) ’
√

∆t

Const pi = 3.14159265358979

Dim c(32) As Double

Dim st(32) As Double

’危険資産のパスを一つ作る.

RandomizeMt

For i = 1 To n

a = NextUnifMt

b = NextUnifMt

c(i) = Exp((1 / 2) * Log(-2 * Log(1 - a))) * Cos(2 * pi * b)

Next i

For i = 1 To n

Sum = 0

For j = 1 To i

Sum = Sum + c(j)

Next j

st(i) = s * Exp((r - q∧2 / 2) * T* i / n + q * dt * Sum)

Next i
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’オプション割引価格理論値 t=0の算出.

¥e = s*Application.WorksheetFunction.NormSDist(

¥ (Log(s/k)+(r+q∧2/2)*T)/(q*Exp((1/2)*Log(T)))

¥ )

¥ - k*Exp(-r*T)*Application.WorksheetFunction.NormSDist(

¥ (Log(s/k)+(r+q∧2/2)*T)/(q*Exp((1/2)*Log(T)))-q*Exp((1/2)*Log(T))

¥ )

For i = 1 To 7

Cells(45, i) = e

Next i

’オプション割引価格理論値 t=T*l/nの算出 (l=1,· · · ,n-1).
l = 1

Do While l < n

¥ Cells(45 + l, 1) = Exp(-r*T*l/n)*(

¥ st(l)*Application.WorksheetFunction.NormSDist(

¥ (Log(st(l)/k)+(r +q∧2/2)*T*(1-l/n))/(q*Exp((1/2)*Log(T*(1-l/n))))

¥ )

¥-k*Exp(-r*T*(1-l/n))*Application.WorksheetFunction.NormSDist(

¥ (Log(st(l)/k)+(r+q∧2/2)*T*(1-l/n))/(q*Exp((1/2)*Log(T*(1-l/n))))

¥ -q*Exp((1/2)*Log(T*(1-l/n)))

¥ )

¥ )

l = l + 1

Loop

y = Exp(-r * T) * (Abs(st(n) - k) + st(n) - k) / 2 ’割引ペイオフ (t=T).

Cells(45 + n, 1) = y

’ヘッジシミュレーション開始.

For w = 1 To 6

’戦略は 2∧(w− 1)回変更.すなわち 1,2,4,8,16,32回の 6種.

’1回目,t＝０.

¥ d = Application.WorksheetFunction.NormSDist(

¥ (Log(s/k)+(r+q∧2/2)*T)/(q*Exp((1/2)*Log(T)))

¥ )

’危険資産持ち分t=0.

dd = (e - d * s) ’安全資産持ち分 t=0.
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’ヘッジ 2回目までの所持資金の推移算出.

i = 1

Do While i < n / 2∧ (w - 1)

Cells(45 + i, 1 + w) = d * st(i) * Exp(-r * T * i / n) + dd

i = i + 1

Loop

’ヘッジ回数 2以上の場合.

If 2∧ (w - 1) > 1 Then

For l = 1 To 2∧ (w - 1) - 1

’戦略の算出 (t=T*l/ 2∧ (w - 1)).

e1 = d * st(l * n / 2∧ (w - 1)) * Exp(-r * T * l / 2∧ (w - 1)) + dd

’所持資金 (t=T*l/ 2∧ (w - 1)).

Cells(45 + l * n / 2∧ (w - 1), 1 + w) = e1

¥ d = Application.WorksheetFunction.NormSDist(

¥ (Log(st(l*n/2∧(w-1))/k)+(r+q∧2/2)*T*(1-l/2∧(w-1)))

¥ / (q*Exp((1/2)*Log(T*(1-l/2∧(w-1)))))

¥ )

’危険資産の持ち分 (t=T*l/ 2∧ (w - 1)).

dd = (e1 - st(l * n / 2∧ (w - 1)) * Exp(-r * T * l / 2∧ (w - 1)) * d)

’安全資産の持ち分 (t=T*l/ 2∧ (w - 1)).

’次回ヘッジまでの所持資金の推移算出.

i = l * n / 2∧ (w - 1) + 1

Do While i < (l + 1) * n / 2∧ (w - 1)

Cells(45 + i, 1 + w) = d * st(i) * Exp(-r * T * i / n) + dd

i = i + 1

Loop

Next l

Else:

End If

’ 所持資金 t=T

Cells(45 + n, 1 + w) = d * st(n) * Exp(-r * T) + dd

Next w

End Sub
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