
無裁定の判定条件について

九州大学大学院数理学府数理学専攻
修士課程２年
原 啓輔

指導教員：谷口 説男 教授

修士論文

平成２０年１月２９日

.



序文

数理ファイナンスの基本的な結果で，金融資産の価格過程に対する同値マルチンゲール測度の存在と裁定機

会が存在しないことが”本質的に”同値であるという原則がある．ここで”本質的に”とは何を意味するのかが
問題となるが，正確には市場が条件 no free lunch with vanishing riskを満たすことと同値マルチンゲール測
度が存在することが同値である．このことを価格付けの基本定理という．条件 no free lunch with vanishing
risk については 4.3節で詳細に議論する．この修士論文では，Freddy DelbaenとWalter Schachermayerの
『A General Version of the Fundamental Theorem of Asset Pricing.』(文献 [3])を参考に，一般的な仮定
のもとで価格付けの基本定理を厳密に証明することと，それを派生商品の価格付けに応用することを目標

とする．議論の跳びや，証明の誤りは適宜修正した．

価格付けは以下の手順でおこなう．まず，金融資産の価格過程に対する同値マルチンゲール測度を求め

る．価格付けの基本定理より，同値マルチンゲール測度が存在するならば，市場は条件 no free lunch with
vanishing risk を満たすことがわかる．逆に市場が no free lunch with vanishing risk を満たすことがわかっ
ていれば，同値マルチンゲール測度の存在が保障されている．同値マルチンゲール測度のもとマルチンゲー

ル理論，特にマルチンゲール表現定理を適用することで，派生商品 f を価格 EQ[f ]で (すなわち f − EQ[f ]
を)市場に加えても裁定機会が生じないことがわかる．このような価格を無裁定価格という．

以下，各章で取り扱う話題を紹介する．1章では，有限確率空間上のモデルにおいて，投資戦略，許容可
能，無裁定条件などの重要な概念を定義する．また，価格付け理論の主な結果を証明する．この段階では

測度や確率変数を RN の元と対応させて考えることができるため，証明は比較的容易である．章の最後に

CRRモデルを定義し，価格付けの基本定理にもとづいた派生商品の価格計算をおこなう．
2章では，連続な時間パラメータを持つ一般のフィルター付き確率空間上のモデルを考える為に必要な，

確率積分などの概念を定義する．主に文献 [14]を参考にした．
3章以降では，一般のフィルター付き確率空間上のモデルを考える．3章では投資戦略を単純投資戦略に

限定し議論する．単純投資戦略とは，ある停止時刻で金融商品を買って保有し，それ以降の停止時刻に売却

する投資戦略，及びそれらの線形結合である．この場合，1章と同様の無裁定条件は同値局所マルチンゲー
ルの存在条件と同値でないことがわかる．無裁定条件に近い条件 no free lunch が同値局所マルチンゲール
の存在条件と同値であること (Kreps-Yanの定理)を示す．

4章では，条件 no free lunch with vanishing risk を定義し，この条件が同値マルチンゲール測度の存在
条件と同値であること (価格付けの基本定理)を証明する．また，4.6節ではこの定理を応用し，完備性に関
連する定理を証明する．4.7節では，条件 no free lunch with vanishing risk よりも強い無裁定に関連する
条件，no free lunch with bounded risk について議論する．

5章では，Black-Scholesモデルと伊藤過程のモデルにおいて派生商品の無裁定価格の計算をおこなう．
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1 有限確率空間上の市場モデル

1.1 モデルの定義

この節ではこの章を通して考える有限確率空間上の市場モデルを定義する．Ω = {ω1, · · ·ωN}，F = 2Ω，

n = 1, · · · , N に対し P [ωn] = pn > 0とする．この仮定では L∞(Ω,F , P )，L1(Ω,F , P )，L0(Ω,F , P )1な
どは同じだが，一般化を想定し区別する．自然数 T ≥ 1を固定する．(Ft)T

t=0は Ω上のフィルトレーション
とし，FT = F と仮定する．(Ω,F , P )上の確率変数 f は f =

∑n
j=1 xj1Aj，Aj ∈ F の形をしている．

Definition 1.1.1. 市場モデルとはフィルター付確率空間 (Ω,F , P, (Ft)T
t=0)上の Rd+1値 Ft-適合確率過程

Ŝ =
(
Ŝt

)T

t=0
=

(
Ŝ0

t , Ŝ1
t , · · · , Ŝd

t

)T

t=0
のことをいう．Ŝ0 を価値標準財 (numéraire)と呼び，任意の tに対

し Ŝ0
t > 0，Ŝ0

0 = 1と仮定する．

Definition 1.1.2. 投資戦略とはRd+1値可予測確率過程
(
Ĥt

)T

t=1
=

(
Ĥ0

t , Ĥ1
t , · · · , Ĥd

t

)T

t=1
，つまり Ĥtは

Ft−1-可測となる確率過程のことをいう．

Definition 1.1.3. 任意の t =, · · · , T − 1に対し，(
Ĥt, Ŝt

)
=

(
Ĥt+1, Ŝt

)
が成り立つ時，戦略

(
Ĥt

)T

t=1
は自己充足的 (self financing)であるという．

自己充足的戦略 Ĥ によるポートフォリオの時刻 tにおける価値は

V̂t =
(
Ĥt, Ŝt

)
=

(
Ĥt+1, Ŝt

)
である．

Rd 値過程 S を j = 1, · · · , d，t = 0, · · · , T に対し Sj
t = Ŝj

t

Ŝ0
t

と定義する．S は時刻 tにおける価値標準財

の価値 Ŝ0
t で割引いた価格過程である．自己充足的戦略

(
Ĥt

)T

t=1
=

(
Ĥ0

t , Ĥ1
t , · · · , Ĥd

t

)T

t=1
から第 0座標を

除いた Rd 値過程を (Ht)
T
t=1 =

(
H1

t , · · · , Hd
t

)T

t=1
とする．Rd 値可予測過程が与えられれば，上の関係を満

たす自己充足的戦略が一意に決まる．

t = 0, · · · , T に対し Vt = V̂t

Ŝ0
t

とする．Ĥ0
1 = 0とすると，

V̂0 = V0 =
d∑

j=1

Hj
1Sj

0

である．資産の増分を∆Vt+1 = Vt+1 − Vt とすると，

∆Vt+1 = Vt+1 − Vt

=
d∑

j=0

Ĥj
t+1

Ŝj
t+1

Ŝ0
t+1

−
d∑

j=0

Ĥj
t+1

Ŝj
t

Ŝ0
t

=
(
Ht, ∆Sj

t+1

)
.

ここで (·, ·)は Rd の内積とする．満期時の資産 VT は

VT = V0 +
T∑

t=1

(Ht, ∆St)

である．
1Ω から R への F-可測関数全体を L0(Ω,F , P ) と記す．
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Definition 1.1.4. S =
(
S1, · · · , Sd

)
は (割引いた) 市場モデルとする．投資戦略は Rd 値可予測過程

(Ht)
T
t=1 =

(
H1

t , · · · , Hd
t

)T

t=1
とする．投資戦略全体をHとする．

H ∈ Hに対し，

(H · S)t =
t∑

u=1

(Hu, ∆Su) , t = 0, · · ·T

と定義する．確率積分H · S を R値過程 ((H · S)t)
T
t=0 とする．

1.2 価格付けの基本定理

この節では無裁定条件を定義し，価格付けの基本定理を証明する．

Definition 1.2.1. L0(Ω,F , P )の部分集合K を

K = {(H · S)T | H ∈ H}

と定義する．

C = {g ∈ L∞(Ω,F , P ) | f ≥ gとなる f ∈ K が存在する }

と定義する．a ∈ Rに対し，Ka = a + K，Ca = a + C とする．

K は初期投資 0の投資戦略から得られる，満期時の資産高を表す確率変数全体の集合である．C は凸錐

である．

Definition 1.2.2.

K ∩ L0
+(Ω,F , P ) = {0}

が成り立つ時，市場 S は無裁定条件を満たすという．この条件は

C ∩ L0
+(Ω,F , P ) = {0}

が成り立つことと同値である．

Proposition 1.2.3. S が無裁定条件を満たすならば，C ∩ (−C) = K が成り立つ．

Proof
g ∈ C ∩ (−C)とすると，g = f1 − h1 = f2 + h2 となる f1, f2 ∈ C と h1, h2 ∈ L0

+ が存在する．無裁

定条件より f1 − f2 = h1 + h2 ∈ K ∩ L0
+ = {0}となり f1 = f2 が成り立つ．よって h1 + h2 = 0となり，

h1 = h2 = 0が成り立つ．したがって g ∈ f1 = f2 ∈ K となる．逆は明らかである．

2

Definition 1.2.4. Q ∼ P (Qは P と同値な測度)かつ S が Qのもとマルチンゲールになる時，確率測度

Qは S に対する同値マルチンゲール測度という．S が確率測度Qのもとマルチンゲールになる時，確率測

度 Qは S に対するマルチンゲール測度という．

Me(S)を全ての同値マルチンゲール測度の集合，Ma(S)を全てのマルチンゲール測度の集合とする．今
の確率空間の設定では，Q ∼ P を満たす必要十分条件は任意の ω ∈ Ωに対し Q[ω] > 0となることである．

2



Lemma 1.2.5. (Ω,F)上の確率測度 Qに対し次の (1)(2)(3)は同値である．
(1)Q ∈ Ma(S).
(2)EQ[f ] = 0 for ∀f ∈ K.

(3)EQ[g] ≤ 0 for ∀g ∈ C.

Proof
K ⊂ C ∩ (−C)と C，K の定義より (2)と (3)が同値であることは明らかである．(2)と t = 1, · · ·T，

x ∈ Rd，A ∈ Ft−1に対し EQ[(x1A, ∆St)] = 0が成り立つことは同値である．これは S がQのもとマルチ

ンゲールであることと同値である．

2

測度Qに対し (Q[ω1], · · · , Q[ωN ])を対応させることによって，測度に各座標が 0以上で，各座標の和が
1となる RN の元が対応する．また，R-値確率変数 f に対し (f(ω1), · · · , f(ωN ))を対応させることによっ
て，R-値確率変数に対し RN の元が対応する．期待値 EQ[f ]は RN の内積 (Q, f)に対応する．次の証明で
は，RN 上で Hahn-Banachの定理を適用し，Q ∈ RN を定義した後に，再び Qを測度とみなす．

Theorem 1.2.6 (価格付けの基本定理). (Ω,F , P, (Ft)T
t=0)上の市場 S に対し，次の (1)と (2)は同値で

ある．

(1)S は無裁定条件を満たす．
(2)Me(S) ̸= ∅.

Proof
(2) ⇒ (1)：Q ∈ Me(S)とする．Lemma1.2.5.より任意の g ∈ Cに対しEQ[g] ≤ 0が成り立つ．g ∈ C∩L0

+，

g ̸≡ 0とすると Qと P は同値なので，EQ[g] > 0となり矛盾する．

(1) ⇒ (2)：K ∩ L0
+ = {0}と仮定する．

P =

{
N∑

n=1

µn1{ωn}

∣∣∣∣µn ≥ 0,
N∑

n=1

µn = 1

}

とする．Pと K は互いに素であり，Pは凸コンパクト集合，K は凸閉集合である．Hahn-Banachの定理
より，

(Q, f) ≤ α for f ∈ K

(Q, h) ≥ β for h ∈ P

となる Q ∈ L∞(Ω,F , P )∗ = L1(Ω,F , P )と α < β が存在する．K は線形空間であり錐なので，α = 0で
ある．f ∈ K とすると −f ∈ K なので (Q, f) = 0となる．また β > 0なので，I = (1, · · · , 1)とすると
(Q, I) > 0である．(Q, I) = 1となるよう Qを標準化する．Lemma1.2.5.より Q ∈ Ma(S)である．任意
の nに対し 1{ωn} ∈ Pなので Q[ωn] > 0となり，Qは P と同値である．

2

Corollary 1.2.7. Sは無裁定条件を満たすとする．f ∈ Ka，つまり a ∈ RとH ∈ Hに対し f = a+(H ·S)T

とする．この時 aと過程H · S は一意であり，任意の Q ∈ Me(S)に対し以下が成り立つ．

a = EQ[f ], a + (H · S)t = EQ[f | Ft]. (∗)

Proof
まず aの一意性を示す．a1 > a2かつ f = a1 +(H1 ·S)T = a2 +(H2 ·S)T とすると，

((
H2 − H1

)
· S

)
T

=
a1 − a2 > 0となり無裁定条件に矛盾する．

3



次にH · S の一意性を示す．H1,H2 ∈ H，0 ≤ t ≤ T に対し，f = a + (H1 · S)T = a + (H2 · S)T かつ

(H1 · S)t ̸= (H2 · S)tと仮定する．A = {(H1 · S)t − (H2 · S)t}とする．s ≤ tに対しHs = 0，s > tに対し

Hs =
(
H2

s − H1
s

)
1A とすると，H は可予測である．

(H · S)T =
((

H1 · S
)
t
−

(
H2 · S

)
t

)
1A

となり無裁定条件に矛盾する．

Q ∈ Me(S)とすると，H · S は Q-マルチンゲールなので (∗)が成り立つ．
2

C の極 C0 を

C0 = {g ∈ L1 |任意の f ∈ C に対し (f, g) ≤ 0}

と定義する．Ma(S)で生成される錐 (Ma(S))を

(Ma(S)) = {rf | r ∈ R+, f ∈ Ma(S)}

と定義する．双極定理より，C = C00 である．

Proposition 1.2.8. S は無裁定条件を満たすとする．C0 = (Ma(S))であり，Me(S)はMa(S)で稠密
である．また，次の (1)(2)(3)は同値である．
(1)g ∈ C.

(2)EQ[g] ≤ 0 for ∀Q ∈ Ma(S).
(3)EQ[g] ≤ 0 for ∀Q ∈ Me(S).

Proof
Lemma1.2.5.より

Ma(S) = {Q ∈ P | EQ[g] ≤ 0 for ∀g ∈ C}

である．よって，

(Ma(S)) = {Q ∈ L1
+ | (Q, g) ≤ 0 for ∀g ∈ C}

である．C ⊃ L∞
− なので C0 ⊂ L1

+ である．したがって，C0 = (Ma(S))が成り立つ．

C = C00

= (Ma(S))0

= {g ∈ L∞ | (f, g) ≤ 0 for ∀Q ∈ Ma(S)}

となり，(1)と (2)は同値である．
無裁定条件より Q∗ ∈ Me(S)が存在する．Q ∈ Ma(S)，0 < µ ≤ 1に対し，µQ∗ + (1 − µ)Q ∈ Me(S)

である．したがって，Me(S)はMa(S)で稠密であり，(2)と (3)は同値である．
2

同様に次の命題が成り立つ．

Proposition 1.2.9. S は無裁定条件を満たすとする．f ∈ L∞ に対し次の (1)(2)(3)は同値である．
(1)f ∈ K.

(2)EQ[f ] = 0 for ∀Q ∈ Ma(S).
(3)EQ[f ] = 0 for ∀Q ∈ Me(S).

Proof
Propsition1.2.3.よりK = C ∩ (−C)である．よって，Proposition1.2.8.より従う．

2
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Corollary 1.2.10. S は無裁定条件を満たすとする．f ∈ L∞が任意のQ ∈ Me(S)に対し，EQ[f ] = aを

満たすならば f ∈ Ka である．

Corollary 1.2.11. S は無裁定条件を満たすとする．次の (1)と (2)は同値である．
(1)Me(S)はただ一つの元からなる．
(2)f ∈ L∞(Ω,F , P )に対し，f = a + (H · S)T となる a ∈ RとH ∈ Hが存在する．
この時 Qを (1)のただ一つの元とすれば，a = EQ[f ]でH · S は一意であり，

EQ[f | Ft] = EQ[f ] + (H · S)t, t = 0, · · · , T

である．

Proof
Q1，Q2 ∈ Me(S)，Q1[ωn] ̸= Q2[ωn]とする．f = 1{ωn} とすると，EQ1 [f ] ̸= EQ2 [f ]であり f /∈ Ka と

なる．したがって (2)を満たすならば (1)を満たす．逆は Proposition1.1.10.より従う．
2

Proposition 1.2.12. Sは無裁定条件を満たすとする．a ∈ R，H ∈ Hとし Sd+1 = a + H ·Sと定義する．
この時 S̄ = (S1, S2, · · · , Sd, Sd+1)も無裁定条件を満たす．

Proof
S は無裁定条件を満たすと仮定すると，Theorem1.2.6.より Q ∈ Me(S)が存在する．a + H · S は Q-マ

ルチンゲールなので S̄ も Q-マルチンゲールである．したがって S̄ は無裁定条件を満たす．

2

1.3 無裁定による価格付け

f ∈ L∞(Ω,F , P )と a ∈ Rに対し，Kf,aをKと (f−a)から生成されるベクトル空間とする．Kf,a∩L∞
+ =

{0}が成り立つ時，aは f に対する無裁定価格 (arbitrage free price)という．

Theorem 1.3.1. S は無裁定条件を満たすと仮定し，f ∈ L∞(Ω,F , P )とする．

π(f) = inf{EQ[f ] | Q ∈ Me(S)}, π(f) = sup{EQ[f ] | Q ∈ Me(S)}

と定義する．

π(f) = π(f)の場合，f は価格 π(f) = π(f) = π(f)で複製可能 (つまり f = π(f) + (H · S)T となる

H ∈ Hが存在)であり，π(f)は一意な f に対する無裁定価格である．

π(f) < π(f)の場合，aが f に対する無裁定価格になる必要十分条件は a ∈ (π(f), π(f))を満たすことで
ある．

Proof
π(f) = π(f) = π(f)の場合，任意の Q ∈ Me(S)に対し，EQ[f ] = π(f)となる．Proposition1.2.9.より

f − π(f) = (H · S)T となる H ∈ Hが存在する．Kf,a = K なので π(f)は f に対する無裁定価格である．

次に一意性を示す．a ̸= π(f)とすると，f − a = (π(f) − a) + (H · S)T なので π(f) − a ∈ Kf,a である．

よって aは f に対する無裁定価格であり得ない．

π(f) < π(f)の場合を考える．I = {EQ[f ] | Q ∈ Me(S)}は有界区間である．まず，a ∈ I を満たすこ

とが，aが f に対する無裁定価格になる必要十分条件であることを示す．a ∈ I とすると，EQ[f − a] = 0
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となる Q ∈ Me(S)が存在する．よって，Kf,a ∩ L∞
+ = {0}である．逆に Kf,a ∩ L∞

+ = {0}と仮定する
と，Theorem1.2.6.の証明と同様に，任意の g ∈ Kf,a に対し EQ[g] = 0となる Q ∈ Me(S)が存在する．
EQ[f − a] = 0なので a ∈ I である．

以下 π(f), π(f) /∈ I を示す．a = π(f)とする．定義より任意の Q ∈ Me(S)に対し，EQ[f − π(f)] ≤ 0
である．Proposition1.2.8.より f − π(f) ∈ C である．g ≥ f − π(f)となる g ∈ K が存在する．π(f) ∈ I

と仮定すると，EQ∗ [f ] = π(f)となる Q∗ ∈ Me(S)が存在する．0 = EQ∗ [g] ≥ EQ∗ [f − π(f)] = 0なので
EQ∗ [g − (f − π(f))] = 0である．Q∗ ∼ P より f − π ≡ g である．f − π ∈ K，Proposition1.2.9.より，
任意の Q ∈ Me(S)に対し EQ[f ] = π(f)となる．I = {π(f)}となり π(f) < π(f)に矛盾する．以上より
π(f) /∈ I を示せた．π(f) /∈ I も同様に示せる．

2

Theorem 1.3.2. S は無裁定条件を満たすとする．この時，f ∈ L∞ に対し次の等式が成り立つ．

π(f) = sup{EQ[f ] | Q ∈ Me(S)}

= max{EQ[f ] | Q ∈ Ma(S)}

= min{a | a + k ≥ f となる k ∈ K が存在する }.

Proof
Theorem1.3.1.の証明より f − π(f) ∈ C である．したがって，f = π(f) + g ≤ π(f) + kとなる g ∈ C と

k ∈ K が存在する．よって，π(f) ≥ inf{a | a + k ≥ f となる k ∈ K が存在する }が成り立つ．
a < π(f)とすると，EQ[f ] > aとなるQ ∈ Me(S)が存在する．任意の k ∈ K に対し，EQ[a + k] = a <

EQ[f ]が成り立つ．よって，a + k ≥ f となる k ∈ K は存在しない．以上より π(f) = inf{a | a + k ≥ f と

なる k ∈ K が存在する }が成り立つ．π(f) + k ≥ f となる k ∈ K が存在するので，” inf ”を ”min ”に置
き換えることができる．

2

F0 = {∅, Ω}とは仮定していない．時刻 0における情報を元に，初期投資を変更する場合を考える．まず，
定理の証明に必要な命題を示す．

Proposition 1.3.3. S は無裁定条件を満たすとし，Q ∈ Me(S)とする．Zt = EP

[
dQ
dP | Ft

]
，Lt = Zt

Z0
と

し，dQ0

dP = LT で Q0 を定義する．Q0 ∈ Me(S)かつ Q0 |F0= P |F0 である．

Proof
Q ∈ Me(S)より SZ は P -マルチンゲールである．Z0 ∈ F0なので S Z

Z0
= SLは P -マルチンゲールであ

る．LT > 0なので Q0 と P は同値である．t = 0, · · · , T − 1，A ∈ Ft に対し，

EQ0 [(St+1 − St)1A] = EP [LT (St+1 − St)1A]

= EP [EP [LT St+11A | Ft+1] − EP [LT St1A | Ft]]

= EP [(Lt+1St+1 − LtSt)1A]

= 0.

よって，Q0 ∈ Me(S)である．また，L0 = 1より Q0 |F0= P |F0 である．

2

F0-可測関数の集合に対する ” sup ”及び ”min ”を定義する．sup{EQ[f | F0] | Q ∈ Me(S,F0)}を定義す
る．Q1, Q2 ∈ Me(S,F0)に対し，A = {EQ1 [f | F0] > EQ2 [f | F0]}とし，Q3[B] = Q1[A∩B]+Q2[Ac∩B]
と定義すると，Q3 ∈ Me(S,F0)であり，EQ3 [f | F0] = EQ1 [f | F0] ∨ EQ2 [f | F0]が成り立つ．
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F0に対応するΩの分割を，Ω = A1 + · · ·+Amとする．ωki ∈ Ai，i = 1, · · · ,mとする．各 i = 1, · · · ,m

に対し，sup{EQ[f | F0](ωki) | Q ∈ Me(S,F0)}が定義できる．EQi
n
[f | F0](ωki) ↑ sup{EQ[f | F0](ωki) |

Q ∈ Me(S,F0)}となるMe(S,F0)の列 (Qi
n)nが存在する．EQn

[f | F0] = EQ1
n
[f | F0]∨ · · · ∨EQm

n
[f | F0]

となる Qn ∈ Me(S,F0)を取る．EQn [f | F0]の極限として，sup{EQ[f | F0] | Q ∈ Me(S,F0)}を定義す
る．”min ”も同様に定義できる．

Theorem 1.3.4. S は無裁定条件を満たすとする．Q ∈ Me(S)かつ Q |F0= P |F0 を満たす Qの集合を

Me(S,F0)とする．この時，f ∈ L∞ に対し次の等式が成り立つ．

sup{EQ[f | F0] | Q ∈ Me(S,F0)} = min{h ∈ F0 | h + g ≥ f となる g ∈ K が存在する }.

Proof
h ∈ F0，g ∈ K，f ≤ h + gとする．任意のQ ∈ Me(S,F0)に対し，EQ[f | F0] ≤ h + EQ[g | F0] = hと

なる．よって，

a1 = sup{EQ[f | F0] | Q ∈ Me(S,F0)}

≤ inf{h ∈ F0 | h + g ≥ f となる g ∈ K が存在する }

= a2

が成り立つ．

逆を証明する．a1 + g ≥ f となる g ∈ Kが存在することを示せばよい．背理法で示す．これが成り立たな

いとすると，任意の g ∈ Kに対し a1 + g < f となるので，(a1 +K)∩ (f +L∞
+ ) = ∅である．Hahn-Banach

の定理より，任意の g ∈ K と l ∈ L∞
+ に対し，ϵ + φ(a1 + g) < φ(f + l)となる線形関数 φと ϵ > 0が

存在する．φ ≥ 0であり，任意の g ∈ K に対し φ(g) = 0である．φを標準化し，対応する測度を Qとす

る．Me(S)はMa(S)で稠密なので，Q ∈ Me(S)かつ EQ[a1] + ϵ < EQ[f ]となるよう Qを取り直すこ

とができる．Proposition1.3.3.より，Zt = EP

[
dQ
dP | Ft

]
，Lt = Zt

Z0
とし，dQ0

dP = LT で Q0 を定義すると，

Q0 ∈ Me(S,F0)である．

EQ0 [f | F0] = EP [fLT | F0]

=
EP [fZT | F0]

Z0

= EQ[f | F0]

となり，a1 の定義より，EQ[f | F0] ≤ a1 が成り立つ．EQ[f ] ≤ EQ[a1]となり，Qの取り方に矛盾する．

2

Corollary 1.3.5. Theorem1.3.4.と同じ仮定のもと，次の等式が成り立つ．

{EQ[f | F0] | Q ∈ Me(S)} = {EQ[f | F0] | Q ∈ Me(S,F0)}.

また，f ∈ L∞
+ (Ω,F , P )に対し，supQ∈Me(S) EQ[f ] = ∥a1∥∞ が成り立つ．ここで ∥ · ∥∞ は一様ノルム

とし，

a1 = sup{EQ[f | F0] | Q ∈ Me(S,F0)}

とする．

Proof
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1 つ目の等式は Theorem1.3.4. の証明より従う．2 つ目の等式を示す．Proposition1.3.3. より，任意の
Q ∈ Me(S)に対し，dQ

dP = f0
dQ0

dP ，f0 > 0，EP [f0] = 1となる，Q0 ∈ Me(S,F0)と f0 ∈ F0 が存在する．

EQ[f ] = EQ [EQ[f | F0]] = EQ0 [EQ[f | F0]] ≤ ∥a1∥∞

となるので，supQ∈Me(S) EQ[f ] ≤ ∥a1∥∞ が成り立つ．
逆を示す．ϵ > 0に対し，f0 ∈ F0，f0 > 0を EP [f0] = 1，EP [f0a1] ≥ ∥a1∥∞ − ϵとなるように取る．例

えば，A = {a1 = ∥a1∥∞}とし，

f0 ≥ ∥a1∥∞ − ϵ

∥a1∥∞P [A]
1A

となるように取ればよい．f0 に対し，a1 − ϵ < EQ1 [f | F0]となる Q1 ∈ Me(S,F0)を取ると，

EP

[
f0

(
a1 − EQ1 [f | F0]

)]
≤ ϵ

が成り立つ．Q0 を dQ0

dP = f0
dQ1

dP で定義する．明らかに Q0 ∈ Me(S)である．Q1 と f0 の取り方より，次

の等式が成り立つ．

EQ0 [f ] = EP

[
f0

dQ1

dP
f

]
= EP

[
EQ1 [f | F0]

] (
∵ Q1 |F0= P |F0

)
≥ EP [f0a1] − ϵ

≥ ∥a1∥∞ − 2ϵ.

2

1.4 Kramkovの任意分解定理

最後に，Kramkovの任意分解定理を有限確率空間において証明する．

Theorem 1.4.1. S は無裁定条件を満たすと仮定し，(Vt)T
t=0 は Ft-適合過程とする．次の (1)(1’)(2)は同

値である．

(1)任意の Q ∈ Me(S)のもと V は優マルチンゲールである．

(1’)任意の Q ∈ Ma(S)のもと V は優マルチンゲールである．

(2)V = V0 + H · S − C と分解できる．ここで，H ∈ H，C = (Ct)T
t=0は Ft-適合単調増大過程，C0 = 0で

ある．

Proof
(2)⇒(1’)⇒(1)は明らかである．(1)⇒(2)を示せばよい．まずT = 1，つまりS = (St)t=0,1の場合を考える．

V は任意のQ ∈ Me(S)のもと優マルチンゲールとすると，EQ[V1−V0] ≤ 0が成り立つ．よって，V1−V0 ∈ C

であり，(H ·S)1 ≥ V1−V2となるH ∈ F0が存在する．C0 = 0とし，∆C1 = C1 = −V1+(V0 + (H · S)1) ≥ 0
とすると，V1 = V0 + (H · S)1 − C1 と分解される．

T > 1 の場合を考える．各 t0 = 1, · · · , T，(St)t=t0−1,t0 に上と同様の議論をすると，(Ht0 , ∆St0) ≥
Vt0 − Vt0−1 となる Ht0 ∈ Ft0−1 が存在する．∆Ct0 = (Ht0 ,∆St0) − ∆Vt0 ≥ 0とする．H は可予測過程，

Ct =
∑t

u=1 ∆Cu は Ft-適合単調増大過程であり，Vt = V0 + (H · S)t − Ct と分解される．

2
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1.5 CRRモデル

CRR(Cox-Ross-Rubinstein)モデルにおける，ヨーロピアン・コール・オプションの無裁定価格を計算す
る．T ∈ Nを固定し，Ω = {−1, 1}T，F = 2Ω とする．ω ∈ Ωの第 t座標を ϵt(ω)とし，Ft = σ(ϵ1, · · · ϵt)
とする．(δ1, · · · , δT ) ∈ {−1, 1}T に対し，

P [ω = (δ1, · · · , δT )] = p♯{i|δi=1}(1 − p)♯{i|δi=−1}

と定義する．ここで，0 < p < 1と仮定する．(ϵt)T
t=1 は P のもと独立同分布であり，

P [ϵt = 1] = p, P [ϵt = −1] = 1 − p, t = 1, · · · , T

が成り立つ．Ŝ0 を Ŝ0
0 = 1，Ŝ0

t = (1 + r)t，t = 1, · · · , T と定義する．Ŝ1 を Ŝ1
0 = 1，t = 1, · · · , T に対

し，ϵt = 1ならば Ŝ1
t = Ŝ1

t−1(1 + u)，ϵt = −1ならば Ŝ1
t = Ŝ1

t−1(1 + d)と定義する．ここで，−1 < r，

−1 < d < uと仮定する．ũと d̃を

1 + ũ =
1 + u

1 + r
, 1 + d̃ =

1 + d

1 + r

となるように取る．ϵ̃t を ϵt = 1ならば ϵ̃t = ũ，ϵt = −1ならば ϵ̃t = d̃と定義する．S1 = Ŝ1

Ŝ0 とおくと，

t = 1, · · · , T に対し，S1
t = S1

t−1(1 + ϵ̃t)が成り立つ．
S1に対する同値マルチンゲール測度を求める．Q ∈ Ma(P )とすると，t = 1, · · · , Tに対し，EQ

[
S1

t − S1
t−1 | Ft−1

]
=

0である．S1
t−1 > 0なので，

ũEQ

[
1{ϵ̃t=ũ} | Ft−1

]
+ d̃EQ

[
1{ϵ̃t=d̃} | Ft−1

]
= EQ [ϵ̃t | Ft−1] = 0

が成り立つ．また，EQ

[
1{ϵ̃t=ũ} | Ft−1

]
+ EQ

[
1{ϵ̃t=d̃} | Ft−1

]
= 1なので，q = − d̃

ũ−d̃
とおくと，

EQ

[
1{ϵ̂t=ũ} | Ft−1

]
= q = 1 − EQ

[
1{ϵ̂t=d̃} | Ft−1

]
となる．0 < q < 1 である必要十分条件は d < r < u を満たすことである．d < r < u と仮定すると，

Q [ϵ̃t = ũ] = q = 1 − Q
[
ϵ̃t = d̃

]
が成り立つ．

EQ

[
eiθϵ̃tei

Pt−1
j=1 θj ϵ̃j

]
= EQ

[
EQ

[
eiθϵ̃t | Ft−1

]
ei

Pt−1
j=1 θj ϵ̃j

]
= EQ

[(
eiθũEQ [1{ϵ̃t = ũ} | Ft−1] + eiθd̃EQ

[
1{ϵ̃t = d̃} | Ft−1

])
ei

Pt−1
j=1 θj ϵ̃j

]
= EQ

[
eiθϵ̃t

]
EQ

[
ei

Pt−1
j=1 θj ϵ̃j

]
が成り立つので，Qのもと (ϵ̃t)

T
t=1 は独立である．また，Qは P と同値である．

以上より，d < r < uを満たす場合，P の定義において pを q = − d̃
ũ−d̃
に置き換えて定義される測度をQ

とすると，Me(P ) = {Q}が成り立つことがわかる．また，d < r < uを満たさない場合，S1 に対する同

値マルチンゲール測度が存在せず，したがって，S1 は無裁定条件を満たさないことがわかる．

以下，d < r < uと仮定する．f ∈ L∞(Ω,F , P )とすると，Me(P ) = {Q}，Theorem1.3.1.より，

EQ[f ] =
T∑

j=0

qj(1 − q)T−j
∑

♯{i|δi=1}=j

f (δ1, · · · , δj)

がfの一意な無裁定価格である．特にfが任意の置換σと (δ1, · · · , δT ) ∈ {−1, 1}T に対し，f
(
δσ(1), · · · , δσ(T )

)
=

f (δ1, · · · , δT )を満たす場合を考える．♯{i | δi = 1} = j の時，f (δ1, · · · , δT ) = aj とすると，

EQ[f ] =
T∑

j=0

qj(1 − q)T−j

(
T

j

)
aj
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である．したがって，満期 T，行使価格K のヨーロピアン・コール・オプション f =
(
S1

T − K
)+
の一意

な無裁定価格を

EQ[f ] =
T∑

j=0

qj(1 − q)T−j

(
T

j

) (
(1 + ũ)j

(
1 + d̃

)T−j

− K

)+

で計算することができる．
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2 確率積分

2.1 準備

この節では確率積分を定義する上で必要となる概念を定義する．この章以降特に断らない限り，フィルター

付確率空間 (Ω,F , P, (Ft)t∈R+)上で考える．確率空間は完備であるとする．すなわちA ⊂ B ∈ FかつP[B]=0
ならば A ∈ F とする．さらに F = σ(

∪
t≥0 Ft)であり，フィルトレーション (Ft)t∈R+ は

∩
s>t Fs = Ft を

満たし，F0 は全ての P -零集合を含むとする．
２つの停止時刻 T≤Sに対し，

[[T, S]] = {(t, ω) | t ∈ R+, T (ω) ≤ t ≤ S(ω)}

と定義する.
]]T, S]] = {(t, ω) | t ∈ R+, T (ω) < t ≤ S(ω)}

なども同様に定義し，[[T, T ]]は [[T ]]と記すこととする．
確率過程X:R+ ×Ω → Rd は Ft-適合であるとは，各 t ∈ R+に対し，ω 7→ Xt(ω) が Ft-可測となること

とする．確率過程X は (右,左)連続であるとは，ほとんど全ての ω ∈ Ωに対し，t 7→ Xt(ω)が (右,左)連
続となることとする．

全ての左連続 Ft-適合過程で生成される，R+ × Ω上の σ加法族を可予測 σ加法族と呼び P と記す．P-
可測な過程を可予測過程を呼ぶ．停止時刻 T に対して，

FT = {A | A ∈ F かつ，任意の t ∈ R+に対して A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}

と定義し，F0と{A∩{t < T} | A ∈ Ft}で生成されるσ加法族をFT−と定義する．X∗ = supt≥0 |Xt|, X∗
t =

supt≥u≥0 |Xu|，と表記する．X は右連続で，各 t で Xt の左極限が存在するとき，X は càdlàg と呼び，

Xt− = lims↑t Xs，(∆X)t = Xt − Xt− と表記する．

M2 = {M | M はマルチンゲール, sup
t

E
[
M2

t

]
< ∞}, M2

0 = {M ∈ M2 | M0 = 0},

Mℓoc = {M | M は局所マルチンゲール }, Mℓoc,0 = {M ∈ Mℓoc | M0 = 0}

と定義する．M2 と L2(F∞)は 1対 1に対応する．実際M ∈ M2 に対しM∞ が存在し，F ∈ L2(F∞)に
対しMt = E [F | Ft]とすればM ∈ M2 である．

2.2 確率積分の定義

文献 [14]を参考に確率積分を定義する．まずM ∈ M2
0 に対し確率積分を定義する．

bE =

{
n∑

i=1

fi−11]]Ti−1,Ti]]

∣∣∣0 ≤ T0 ≤ T1 ≤ · · · ≤ Tnは有限停止時刻, fiは FTi −可測で有界

}

と定義する．H =
∑n

i=1 fi−11]]Ti−1,Ti]] ∈ bE に対し，(H ·M)t =
∑n

i=1 fi−1(MTi∧t −MTi−1∧t)と定義する．

Lemma 2.2.1. M ∈ M2
0 と H =

∑n
i=1 fi−11]]Ti−1,Ti]] ∈ bE に対し，H · M ∈ M2

0 であり，次の等式が成

り立つ．

E
[
(H · M)2∞

]
= E

[
n∑

i=1

f2
i−1 (MTi − MTi−1)

2

]
.
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Theorem 2.2.2. M ∈ M2
0 に対し次の (1)と (2)を満たし，[M ]0 = 0となる単調増大過程 [M ]が一意に

存在する．

(1)M2 − [M ]は一様可積分マルチンゲールである．
(2)(0,∞)上∆[M ] = (∆M)2 である．

[M ]をM の２次変分過程という．停止時刻 S ≤ T に対し，

E
[
(MT − MS)2 | FS

]
= E

[
M2

T − M2
S | FS

]
= E [[M ]T − [M ]S | FS ]

である．したがってH ∈ bE に対し，

E
[
(H · M)2∞

]
= E

[∫ ∞

0

H2
s d[M ]s

]
が成り立つ．

∥H∥M =
(

E
[∫ ∞

0

H2
s d[M ]s

]) 1
2

L2(M) = {H ∈ P | ∥H∥M < ∞}

と定義する．U = L2(M) ∩ bE とし，I : U → M2 を I(H) = H · M と定義する．Ū = L2(M)なので I を

L2(M) → M2に拡張できる．以上より特に有界マルチンゲールM と有界可予測過程H に対し，確率積分

H · M を定義できた．

次に Theorem2.2.3.を用いて，M ∈ Mℓoc,0と局所有界可予測過程H に対し確率積分H ·M を定義する．

Theorem 2.2.3. M ∈ Mℓoc,0に対し，次の条件を満たす停止時刻の列Tn ↑ ∞が存在する；MTn = Un+V n

となる有界マルチンゲール Un と有限変動マルチンゲール V n が存在する．

M ∈ Mℓoc,0としH は局所有界可予測過程とする．(Tn)nは上の条件を満たし，さらにHTn は有界とす

る．HTn · MTn = HTn · Un + HTn · V n と定義する．ここで HTn · V n は Lebesgue-Stieltjes積分とする．
H · M を t < Tn に対し，(H · M)t = (HTn · MTn)t と定義する．

次に半マルチンゲール S と局所有界可予測過程 H に対し確率積分を定義する．S は半マルチンゲール

とは，局所マルチンゲールM と有限変動過程 Aで S = M + Aと分解できることとする．この分解のこ

とを Doob-Meyer分解という．確率積分 H · S を H · S = H · M + H · Aと定義する．ここで H · Aは

Lebesgue-Stieltjes積分とする．H · S は 1次元半マルチンゲールである．
さらに一般的な確率積分を定義する．1次元半マルチンゲールの空間に次のDで距離を定義する．

D(X) = sup

{∑
n≥1

2−nE[min(|(G · X)n|, 1)]
∣∣∣∣Gは可予測で |G| ≤ 1

}
.

この距離に対し 1次元半マルチンゲールの空間は完備である．このDによる位相を半マルチンゲール位相

と呼ぶ．可予測過程H が S-可積分とは，(H1{|H|≤n} · S)∞n=1が半マルチンゲール位相でコーシー列である

ことする．S-可積分過程H に対し，H · S を (H1{|H|≤n} · S)∞n=1 の極限と定義する．

次に special半マルチンゲールを定義する．局所マルチンゲールM と有限変動可予測過程Aで S = M +A

と分解される時，S は special半マルチンゲールという．半マルチンゲール S が specialになる為の必要十
分条件は S が局所可積分となることである．ここで S が局所可積分とは E

[
sup0≤t≤Tn

|St|
]

< ∞となる停
止時刻の列 Tn ↑ ∞が存在することとする．
最後に 4章の証明で必要となる定理を紹介する．
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Theorem 2.2.4. S は special半マルチンゲールで，Doob-Meyer分解は S = M + Aとし，H は S-可積
分とする．H が specialであることと次の (1)と (2)を満たすことは同値である．
(1)H は局所マルチンゲールの確率積分の意味でM -可積分である．
(2)H は Lebesgue-Stieltjes積分の意味で A-可積分である．
この時H · S の Doob-Meyer分解はH · S = H · M + H · Aである．
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3 Kreps-Yanの定理

この章では Kreps-Yanの定理を証明する．

3.1 定義と準備

フィルター付き確率空間 (Ω,F , P, (Ft)t∈R+)は前章と同様の仮定を満たすとし，S = (St)t≥0はその上の

Rd 値過程とする．S は Ft-適合局所有界過程とする．

Definition 3.1.1. H =
∑n

i=1 hi1]]τi−1,τi]] の形をした Rd 値過程を単純投資戦略という．ここで 0 = τ0 ≤
τ1 ≤ · · · ≤ τn < ∞は有限停止時刻，hi は Rd 値 Fτi−1 -可測関数とする．さらに τn と h1, · · · , hn が有界の

時，H は許容可能という．

また，前章の半マルチンゲールに対する確率積分を拡張し，局所有界過程 S に対し確率過程H · S を

(H · S)t =
n∑

i=1

(
hi, Sτi∧t − Sτi−1∧t

)
=

n∑
i=1

d∑
j=1

hj
i

(
Sj

τi∧t − Sj
τi−1∧t

)
と定義する．

Definition 3.1.2. F 上の確率測度 Qが P と同値で，S は Qのもと局所マルチンゲールである時，Qを

同値局所マルチンゲールという．F 上の確率測度 Qが P に対し絶対連続で，S は Qのもと局所マルチン

ゲールである時，Qを局所マルチンゲールという．

また，Me(S)を全ての同値局所マルチンゲールの集合，Ma(S)を全ての局所マルチンゲールの集合とす
る．Me(S) ̸= ∅が成り立つ時，S は同値局所マルチンゲールの存在条件 (以下 (EMM)と表記)を満たすと
いう．

Lemma 3.1.3. Qは F 上の確率測度で P に対し絶対連続とする．S は局所有界確率過程とする．この時

次の (1)と (2)は同値である．
(1)S は Qのもと局所マルチンゲールである．

(2)任意の許容可能単純戦略H に対し，EQ [(H · S)∞] = 0が成り立つ．

Proof
停止時刻の列 τn ↑ ∞を取り，Sτn は有界とする．(2)を仮定し Sτn はQ-マルチンゲールであることを示

す．停止時刻 0 ≤ σ1 ≤ σ2 ≤ τnに対し，E [Sσ2 | Fσ1 ] = Sσ1 を示せばよい．これは各 jと A ∈ Fσ1 に対し，

E
[
1A

(
Sj

σ2
− Sj

σ1

)]
= 0が成り立つことと同値であり，仮定 (2)より成り立つ．

逆に (1) を仮定する．σ1 ≤ σ2 は停止時刻，Sσ2 と h ∈ Fσ1 は一様有界とする．任意抽出定理より，

E [Sσ2 | Fσ1 ] = Sσ1 なので，E [(h, Sσ2 − Sσ1)] = 0となる．
2

H が単純許容可能ならば −H も単純許容可能なので，条件 (2)の ” = ”を ” ≤ ”または ” ≥ ”に置き換
えた条件も同値である．

L∞(Ω,F , P )の部分集合Ksimple を，

Ksimple = {(H · S)∞ | H は許容可能単純戦略 }

と定義する．また，

Csimple = Ksimple − L∞
+ = {f − k | f ∈ Ksimple, k ∈ L∞

+ }

と定義する．r ∈ R，f ∈ Csimple ならば rf ∈ Csimple なので Csimple は錐である．
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Definition 3.1.4. Ksimple ∩ L∞
+ (Ω,F , P ) = {0}が成り立つ時，S は単純戦略に対する無裁定条件 (以下

(NAsimple)と表記)を満たすという．(この条件は Csimple ∩ L∞
+ (Ω,F , P ) = {0}と同値である．)

Lemma 3.1.5. Hは単純許容可能で，H =
∑n

i=1 hi1]]τi−1,τi]]とし，(H·S)∞ ≥ 0 a.s.かつP [(H · S)∞ > 0] >

0とする．この時 (K · S)∞ ≥ 0 a.s.かつ P [(K · S)∞ > 0] > 0となる単純許容可能なK = h1]]σ1,σ2]]が存

在する．

Proof
帰納法で示す．n = 1の時，K = Hと取れば明らかに成り立つ．n = k−1で成り立つと仮定すると，n = k

の時も成り立つことを示す．(H ·S)τk−1 ≥ 0 a.s.かつ P
[
(H · S)τk−1 > 0

]
> 0の場合，仮定より条件を満

たすK が取れる．(H ·S)τk−1 = 0 a.s.の場合，K = hk1]]τk−1,τk]]と取ればよい．P
[
(H · S)τk−1 < 0

]
> 0

の場合，K = hk1{(H·S)τk−1<0}1]]τk−1,τk]] と取ればよい．

2

次の命題で (EMM)と (NAsimple)は同値でないことを示す．

Lemma 3.1.6. (EMM)を満たすならば (NAsimple)を満たす．しかし逆は成り立たない．

Proof
Q ∈ Me(P )が存在するならば，(NAsimple)が成り立つことを示す．(H·S)∞ ≥ 0 a.s.かつP [(H · S)∞ > 0] >

0 とする．Q は P と同値なので Q [(H · S)∞ > 0] > 0 である．したがって EQ [(H · S)∞] > 0 となり
Lemma3.1.3.に矛盾する．以上より (NAsimple)が成り立つことが示せた．

(NAsimple)を満たし，Me(P ) = ∅となる例を作る．(Ω,F) =
(
{−1, 1}N,B

(
{−1, 1}N))

とする．ω ∈ Ω
に対し ϵn(ω)は ωの第 n座標とする．P を以下で定義する；P のもと (ϵn)∞n=1 は独立で，

P [ϵn = 1] =
1 + αn

2
, P [ϵn = −1] =

1 − αn

2
.

(Ω,F , P )上の R-値確率過程 S を定義する．tn = 1 − 1
n+1 とする．S0 = 1とし時刻 tn でのジャンプ以外

で S は一定とする．∆Stn = 3−nϵnとする．Ftは S で生成されるフィルトレーションとすると，S は有界

Ft-適合過程である．
Qを以下で定義する;Qのもと (ϵn)∞n=1 は独立で，

Q [ϵn = 1] =
1
2
, Q [ϵn = −1] =

1
2
.

Ma(S) = {Q}である．角谷の定理より，
∑∞

n=1 α2
n < ∞ならば P と Qは同値であり，

∑∞
n=1 α2

n = ∞な
らば P と Qは特異である．任意の nに対し α = 1

2 とすると，
∑∞

n=1 α2
n = ∞なのでMe(P ) = ∅となる．

この時 (NAsimple)を満たすことを示す．
Lemma3.1.5.よりH = h1]]σ1,σ2]]の形の戦略が裁定機会にならないことを示せばよい．h ∈ Fσ1，h (Sσ2 − Sσ1) ≥

0 と仮定する．{σ1 = 1 − 1
n} ∩ {σ2 = 1 − 1

n+1} 上 sign (Sσ2 − Sσ1) = sign(ϵn) である．したがって
sign (h (Sσ2 − Sσ1)) = sign(hϵn) ≥ 0である．ϵn と Ftn−1 は独立なので，{σ1 = 1 − 1

n} ∩ {σ2 = 1 − 1
n+1}

上 h = 0となる．以上より h (Sσ2 − Sσ1) = 0 a.s.となる．

2

3.2 Kreps-Yanの定理の証明

Lemma3.1.6. によって (NAsimple) は (EMM) より弱い条件であることがわかった．(NAsimple) に近い
(EMM)と同値な条件を定義する．
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Definition 3.2.1. C̄ は Csimple の L∞−弱＊閉包とする．

C̄ ∩ L∞
+ (Ω,F , P ) = {0}

が成り立つ時，S は条件 no free lunch(以下 (NFL)と表記)を満たすという．

Theorem 3.2.2 (Kreps-Yanの定理). 局所有界過程 S に対し (NFL)と (EMM)は同値である．

Proof
(EMM) ⇒ (NFL)：Q ∈ Me(S)とする．Lemma3.1.3.より任意の f ∈ Csimpleに対し，EQ[f ] ≤ 0が成

り立つ．(fn)n≥1は Csimpleの列で f に弱＊収束するならば，dQ
dP ∈ L1なので EQ[fn]は EQ[f ]に収束する．

よって任意の f ∈ C̄ に対し，EQ[f ] ≤ 0が成り立つ．g ≥ 0 a.s.，P [g > 0] > 0を満たす g ∈ C̄ が存在す

ると，EQ[g] > 0となり矛盾する．したがって，C̄ ∩ L∞
+ (Ω,F , P ) = {0}が成り立つ．

(NFL) ⇒ (EMM)：f ∈ L∞
+，f ̸≡ 0とする．Hahn-Banachの定理を弱＊凸閉集合 C̄ と {f}に適用す

ると，g |C̄≤ α，(f, g) > β となる g ∈ L1 と α < β が存在する．ここで g |C̄≤ αとは任意の h ∈ C̄ に対し

(g, h) ≤ αが成り立つこととする．0 ∈ C なので α ≥ 0である．C̄ は錐なので α = 0である．−L∞
+ ⊂ C な

ので，特に g |L∞
+
≥ 0が成り立つ．P [g < 0] > 0とすると g |L∞

+
≥ 0に矛盾するので g ∈ L1

+ である．以上

より f ∈ L∞
+，f ̸≡ 0に対し，g |C̄≤ 0，(f, g) > 0を満たす g ∈ L1

+ が存在することが示せた．

G = {g ∈ L1
+ | g |C≤ 0}とする．0 ∈ G なので G ̸= ∅である．S = {{g > 0} | g ∈ G}とする．S は可算

の和集合で閉じているので，

P [g0 > 0] = sup{P [g > 0] | g ∈ G}

を満たす g0 ∈ G が存在する．
P [g0 > 0] = 1が成り立つことを示す．P [g0 > 0] < 1とすると f = 1{g0=0} に対し，

E[fg1] =
∫
{g0=0}

g1(ω)dP (ω) > 0

を満たす g1 ∈ G が存在する．g0 + g1 ∈ G であり，

P [g0 + g1 > 0] = P [g0 > 0] + P [g0 = 0, g1 > 0] > P [g0 > 0]

となるので，g0 の取り方に矛盾する．

g0 を ∥g0∥1 = 1となるように標準化し，測度 Qを dQ
dP = g0 で定義する．f ∈ Ksimple ⊂ Csimple に対し，

EQ[f ] ≤ 0が成り立つ．Lemma3.1.3.より Q ∈ Me(P )となる．
2
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4 価格付けの基本定理

4.1 定義と主定理

この節では基礎概念を定義し，主定理の内容を紹介する．この章を通して Sは càdlàgな半マルチンゲー

ルとする．S は金融資産の価格を表す．

Definition 4.1.1. a ∈ R+ とし，S-可積分可予測過程 H が (H · S) ≥ −a(つまり任意の t ≥ 0 に対し
(H · S)t ≥ −a a.s.)を満たす時，a-許容可能という．また，ある a ∈ R+ に対して a-許容可能の時，単に
許容可能という．

Theorem 4.1.2. M は局所マルチンゲール，H はM に対して許容可能とする．この時H ·M は局所マル

チンゲールであり，優マルチンゲールである．

半マルチンゲール S に対し，L0(Ω,F , P )の部分凸集合K0 を以下で定義する．

K0 =
{

(H · S)∞ | H は許容可能かつ (H · S)∞ = lim
t→∞

(H · S)tが a.s.に存在する
}

また，C0 = K0 − L0
+，K = K0 ∩ L∞，C = C0 ∩ L∞ と定義する．C̄ を C の L∞-ノルムに対する閉包と

する．

Definition 4.1.3. 半マルチンゲール S は

(1)C ∩ L∞
+ = {0}が成り立つ時，無裁定条件 (no arbitrage，以下 (NA)と表記)を満たすという．

(2)C̄ ∩ L∞
+ = {0}が成り立つ時，条件 no free lunch with vanishing risk(以下 (NFLVR)と表記)を満たす

という．

定義から (NFLVR)を満たすならば (NA)を満たすことは明らかである．以下この章では次の定理を証明
することを目標とする．

Theorem 4.1.4. S は有界 Rd 値半マルチンゲールとする．この時，S に対する同値マルチンゲール測度

が存在することと，S が (NFLVR)を満たすことは同値である．

Corollary 4.1.5. Sは局所有界Rd値半マルチンゲールとする．この時，Sに対する同値局所マルチンゲー

ル測度が存在することと，S が (NFLVR)を満たすことは同値である．

4.2 準備

この節では以降の証明で必要となる定理と補題を証明する．後の節でジャンプを評価するために次の定

理を準備する．

Theorem 4.2.1. X は半マルチンゲールで ∥(∆X)∗∥p < ∞ (1 < p ≤ ∞)とする．X の Doob-Meyer分
解をX ＝M + Aとする．この時，

(a)X は specialである．
(b)次の評価式が成り立つ．

∥(∆A)∗∥p ≤ p

p − 1
∥(∆X)∗∥p. ∥(∆M)∗∥p ≤ 2p − 1

p − 1
∥(∆X)∗∥p.
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Proof
(a)仮定よりX は局所 p乗可積分なので，特に局所可積分である．よってX は specialになる．
(b)(∆M)∗ ≤ (∆A)∗ + (∆X)∗ なので，前の式が成り立てば後の式も従う．

Sn = inf{t | |Mt| > n}とし，XSn = MSn + ASn に対して (b)が成り立つとする．この時，

∥(∆ASn)∗∥p ≤ p

p − 1
∥(∆XSn)∗∥p ≤ p

p − 1
∥(∆X)∗∥p.

Fatouの補題より，

∥(∆A)∗∥p = ∥ lim
n→∞

(∆ASn)∗∥p ≤ lim
n→∞

∥(∆ASn)∗∥p ≤ p

p − 1
∥(∆X)∗∥p

となり (b)が成り立つ．
以下M は有界マルチンゲールと仮定して (b)を示す．Yt = E[(∆X)∗ | Ft]とすると Yt は右連続マルチ

ンゲールである．Aは可予測より {∆A = 0} ⊂
∪

n[[Tn]]となる可予測停止時刻の列 Tn が取れる．

まず可予測停止時刻 T に対し，∆AT = E[(∆X)∗T | FT−]を示す．f ∈ FT−と {T < ∞}上 ZT = f とな

る可予測過程 Z が存在することは同値である．∆Aは可予測なので，∆AT ∈ FT− となる．

また，Un ↑ T，FT− = σ(
∪

n≥1 FUn)とすると任意抽出定理より，

E[MT | FT−] = lim
n→∞

E[MT | FUn ] = lim
n→∞

MUn = MT−.

以上より∆AT = E[(∆X)∗T | FT−]が成り立つ．

|∆AT | ≤ E[|(∆X)T | | FT−] ≤ E[(∆X)∗ | FT−] = lim
n→∞

YUn
= YT− ≤ Y ∗.

これより (∆A)∗ ≤ Y ∗ である．

Y は右連続なので Doobの不等式より，

∥(∆A)∗∥p ≤ ∥Y ∗∥p ≤ p

p − 1
∥(∆X)∗∥p.

2

Corollary 4.2.2. T は停止時刻とすると次が成り立つ．

∥(∆A)T ∥p ≤ p

p − 1
∥(∆X)∗∥p, ∥(∆M)T ∥p ≤ 2p − 1

p − 1
∥(∆X)∗∥p.

集合 Aに対する凸包を conv{A}と記す．L0 の部分集合 F は L0 有界とは，任意の ϵ > 0に対し

∃N s.t. P [|f | > N ] < ϵ for ∀f ∈ F

となることと定義する．

Lemma 4.2.3. (fn)n≥1 は (Ω,F , P )上の [0,∞)値可測関数列とする．
(1)ある [0,∞]値関数 gに概収束する，関数列 gn ∈ conv{fn, fn+1, · · · }が存在する．
(2){fn; n ≥ 1}が L0 有界ならば，P [g < ∞] = 1.

(3)任意の nに対して P [fn > α] > δとなる α > 0, δ > 0が存在するならば，P [g > 0] > 0.

18



Proof
(1)u(x) = 1− e−xとする．sn = sup{E[u(g)] | g ∈ conv{fn, fn+1, · · · }}とし，gn ∈ conv{fn, fn+1, · · · }を
E[u(g)] ≥ sn − 1

n となるように取る．snは下に有界で単調減少なので極限が存在する．s0 = lim snとする

と，lim E[u(gn)] = s0 である．

(gn)n≥1 はある g に確率収束することを示す．[0,∞]の列 (xn)n≥1 がコーシー列である必要十分条件は，

任意の α > 0に対し，∃n0 s.t. |xn − xm| ≤ α または min(gn, gm) ≥ α−1 for ∀n,m ≥ n0 となること

である．任意の α > 0に対し，limn,m→∞ P [|gn − gm| > α, min(gn, gm) < α−1] = 0を示す．
uの凹性より αに対し |x − y| > αかつ min(x, y) ≤ α−1 ならば u

(
x+y

2

)
> 1

2 (u(x) + u(y)) + β となる，

β > 0が存在する．したがって，

E
[
u

(
gn + gm

2

)]
≥ 1

2
E[u(gn)] +

1
2

E[u(gm)] + βP [|gn − gm| > α,min(gn, gm) < α−1]. (∗)

gn, gm の取り方より，E
[
u

(
gn+gm

2

)]
≤ sn∧m となる．uの凹性より，

sn∧m ≥ E
[
u

(
gn + gm

2

)]
≥ 1

2
E[u(gn)] +

1
2

E[u(gm)].

これより，

lim
n,m→∞

E
[
u

(
gn + gm

2

)]
= 0.

したがって (∗)より limn,m→∞ P [|gn − gm| > α, min(gn, gm) < α−1] = 0となり，gn → g (確率収束)とな
る g : Ω → [0,∞]が存在する．さらに gに概収束する部分列が取れる．

(2){fn; n ≥ 1}が L0 有界とすると，任意の ϵ > 0に対して，

∃N s.t. P [h > N ] < ϵ for ∀h ∈ {fn;n ≥ 1}.

特に P [gn > N ] < ϵである．

P [g > N ] ≤ P

∪
n0

∩
n≥n0

{gn > N}

 = lim
n0→∞

P

 ∩
n≥n0

{gn > N}

 ≤ lim
n0→∞

P [gn0 > N ] ≤ ϵ.

よって g < ∞ a.s.となる．

(3)任意の nに対して P [fn > α] > δとすると，

E[u(fn)] ≥ E[u(fn)1{fn>α}] ≥ δu(α).

uは凹関数なので，
E[u(gn)] ≥ δu(α).

有界収束定理より，

E[u(g)] ≥ δu(α) > 0.

よって，P [g > 0] > 0となる．
2

Lemma 4.2.4. (gk)1≤k≤n は (Ω,F , P )上定義された非負の関数列とする．任意の kに対し P [gk ≥ ak] ≥
δ > 0となる，正の実数列 (ak)1≤k≤n と δ > 0が存在すると仮定し，g =

∑n
j=1 gj とする．

この時，任意の 0 < η < 1に対し，

P

g ≥

 n∑
j=1

aj

 δη

 ≥ δ(1 − η)
1 − ηδ

.
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Proof
A = {g ≥ (

∑n
j=1 aj)δη}とすると，

E[g1Ac ] ≤

 n∑
j=1

aj

 δηP [Ac] =

 n∑
j=1

aj

 δη(1 − P [A]).

一方，

E[g1Ac ] =
n∑

j=1

E[gj1Ac ]

≥
n∑

j=1

ajP [Ac ∩ {gj ≥ aj}]

≥
n∑

j=1

aj(P [gj ≥ aj ] − P [A])

≥

 n∑
j=1

gj

 δ −

 n∑
j=1

aj

P [A].

以上２つの不等式より，  n∑
j=1

aj

 P [A](1 − δη) ≥

 n∑
j=1

aj

 δ(1 − η)

∑n
j=1 aj > 0なので，

P [A] ≥ δ(1 − η)
1 − ηδ

．

2

特に ak = a > 0, δ = b > 0, η = 1
2 とすると，次の Corollaryが従う．

Corollary 4.2.5. (gk)1≤k≤nは (Ω,F , P )上定義された非負の関数列とする．任意の kに対しP [gk ≥ a] ≥ b

となる，正の実数 a > 0，b > 0が存在すると仮定し，g = Σn
j=1gj とする．この時，

P

[
g ≥ nab

2

]
≥ b

2
.

4.3 No Free Lunch with Vanishing Risk

この節では S が (NFLVR)を満たすならば，許容可能な H に対して (H · S)∞ が存在することを示し，
(NFLVR)と同値な条件を考察する．

Proposition 4.3.1. S は半マルチンゲールで (NFLVR)を満たすとする．この時,

{(H · S)∞ | H は 1 −許容可能で,有界な台を持つ }

は L0 有界である．
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ここで，Hは有界な台を持つとは H = H1[[0,T ]] となる T ∈ R+が存在することとする．H は有界な

台を持つとすると，(H · S)は T 以降一定なので (H · S)∞ は存在し有限である．
Proof
{(H · S)∞ | H は 1 −許容可能で,有界な台を持つ }は L0 有界でないとすると，

P [(Hn · S)∞ ≥ n] > α > 0

となる α > 0と 1-許容可能で有界な台を持つHnの列が存在する．fn = min( 1
n (Hn ·S)∞, 1) ∈ Cとすると，

P [fn = 1] = P [(Hn · S)∞ ≥ n] > α > 0.

∥f−
n ∥∞ ≤ 1

n
.

ここで ∥ · ∥∞ は一様ノルムとする．
Lemma4.2.3.より，ある [0,∞]値関数 gに概収束する，関数列 gn ∈ conv{fn, fn+1, · · · }が存在する．有

界収束定理より E[g] = limn→∞ E[gn]である．P [fn = 1] > αより E[fn] ≥ α − 1
n , E[gn] ≥ α − 1

n なので

E[g] ≥ αである．

P [g > 0] = β ≥ E[g1{g>0}] = E[g] ≥ α.

エゴロフの定理より gn は Ω′ 上 g に一様収束し，P [Ω′] ≥ 1 − β
2 となる Ω′ ∈ F が存在する．hn =

min{gn,1Ω′} ∈ Cとすると，hnはL∞のノルム位相で g1Ω′に収束する．よって g1Ω′ ∈ C̄であり，P [g1Ω′ >

0] ≥ β
2 > 0となるので (NFLVR)に矛盾する．

2

Proposition 4.3.2. Sは半マルチンゲールで (NFLVR)を満たすとすると，許容可能なH に対し，

(H · S)∗ = sup
0≤t

|(H · S)t| < ∞ a.s.

となり，さらに {(H · S)∗ | H は 1 −許容可能 }は L0有界である．

Proof
P [(H · S)∗ = ∞] > 0となる 1-許容可能な Hが存在すると，{(H · S)∗ | H は 1 −許容可能 }は L0 有界

にならない．よって {(H · S)∗ | H は 1 −許容可能 }は L0 有界を示せばよい．

{(H · S)∗ | H は 1 −許容可能 }は L0 有界でないとすると，

P [(Hn · S)∗ > n] > α > 0 , n = 1, 2, · · ·

となる，α > 0とHn の列が取れる．Tn = inf{t | (Hn · S)t > n}とすると，

P [Tn < ∞] ≥ P [(H · S)∗ > n] > α > 0.

また，{Tn < ∞}上 (Hn · S)Tn ≥ nである．各 nに対し tn を十分大きく取って，α < P [Tn ≤ tn]とする．
Kn = Hn1[[0,min(Tn,tn)]] とすると，Kn は 1-許容可能で有界な台を持ち，

P [(Kn · s)∞ ≥ n] ≥ P [Tn ≤ tn] > α > 0.

これは Proposition4.3.1に矛盾する．
2

この命題からこの節の主定理を証明する．
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Theorem 4.3.3. S は半マルチンゲールで (NFLVR) を満たすとする．この時許容可能な H に対して，

(H · S)∞ = limt→∞(H · S)t が存在し有限である確率は 1である．

Proof
Hは1-許容可能とする．Proposition4.3.2より (H·S)∗ = sup0≤t |(H·S)t| < ∞ a.s.なので，lim inft→∞(H·

S)t = lim supt→∞(H · S)t a.s.を示せばよい．

P [lim inft→∞(H · S)t < lim supt→∞(H · S)t] > 0と仮定し，β < γ，α > 0を

P

[
lim inf
t→∞

(H · S)t < β < γ < lim sup
t→∞

(H · S)t

]
> α

であるように取る．

停止時刻の列 (Un, Vn)n≥1 で以下の (1)(2)(3)を満たす列が取れれば，Proposition4.3.2に矛盾し証明が
完了する．

(1)U1 ≤ V1 ≤ U2 ≤ V2 ≤ · · · ≤ Un ≤ Vn ≤ Un+1 ≤ · · · .

(2)Ln =
∑n

k=1 H1]]Uk≤Vk]] は (1 + β)-許容可能である．
(3)P [(Ln · S)∞ ≥ n(γ − β)] > α

2 .

以下このような列を帰納的に構成する．実数列 (ϵn)n≥1 を ϵn > 0，
∑

n≥1 ϵn < α
2 となるように取る．

A = {lim inf
t→∞

(H · S)t < β < γ < lim sup
t→∞

(H · S)t}

とする．∪
t≥0 Ft は有限加法族で F = σ(

∪
t≥0 Ft) なので，P [A∆A1] < ϵ1

2 となる t1 と A1 ∈ Ft1 が存在する．

ω /∈ A1 に対しては U ′
1 = V ′

1 = t1 とする．ω ∈ A1 に対し，

U ′
1 = inf{t | t ≥ t1, (H · S)t < β}, V ′

1 = inf{t | t ≥ U ′
1, (H · S)t > γ}

と定義する．{V ′
1 < ∞} ⊃ Aなので，

P [{V ′
1 < ∞} ∩ A1] ≥ P [A ∩ A1] > α − ϵ1

2
.

s1 > t1 を

P [{V ′
1 ≤ s1} ∩ A1] > α − ϵ1

2
となるように取る．

U1 = min(U ′
1, s1), V1 = min(V ′

1 , s1)と定義する．

B1 = {(H · S)U1 ≤ β < γ ≤ (H · S)V1} = {V ′
1 ≤ s1} ∩ A1

とすると，P [B1 ∩ A] > α − ϵ1 が成り立つ．

K1 = H1]]U1,V1]] と定義し，K1 は (1 + β)-許容可能であることを示す．Ac
1 上では (K1 · S)t = 0である．

ω ∈ A1 に対しては，t ≤ U1 または U ′
1 ≥ s1 の時 (K1 · S)t = 0となり，U1 < t ≤ V1かつ U ′

1 < s1 の時，

(K1 · S)t = (H · S)t − (H · S)U ′
1
≥ −1 − β = −(1 + β).

よってK1 は (1 + β)-許容可能である．L1 = K1 とする．

(B1 ∩ A)に同様の議論をする．A2 ⊂ B2，P [A2∆(B1 ∩ A)] < ϵ2
2 となる t2 ≥ s1 と A2 ∈ Ft2 をとる．

ω /∈ A2 に対しては U ′
2 = V ′

2 = t2 とし，ω ∈ A2 に対し，

U ′
2 = inf{t | t ≥ t2, (H · S)t < β}, V ′

1 = inf{t | t ≥ U ′
2, (H · S)t > γ}
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と定義する．{V ′
2 < ∞} ⊃ {B1 ∩ A}なので，

P [{V ′
2 < ∞} ∩ A2] ≥ P [A2 ∩ (B1 ∩ A)] > α − ϵ1 −

ϵ2
2

.

s2 > t2 を

P [{V ′
1 ≤ s2} ∩ A2] > α − ϵ1 −

ϵ2
2

となるように取る．

U2 = min(U ′
2, s2), V2 = min(V ′

2 , s2)と定義する．

B2 = {(H · S)U2 ≤ β < γ ≤ (H · S)V2} = {V ′
2 ≤ s2} ∩ A2

とすると，

P [B2 ∩ (B1 ∩ A)] > α − ϵ1 − ϵ2

K2 = H1]]U2,V2]]と定義すると，K1と同様に (1 + β)-許容可能である．ω ∈ Bc
1 ⊂ Ac

2の時，K2 = 0であ
り，ω ∈ B1 の時 (L1 · S)t2 = (L1 · S)s1 ≥ γ − β > 0となる．よって L2 = L1 + K2 は (1 + β)-許容可能
である．

また，

P [(L2 · S)∞ ≥ 2(γ − β)] ≥ P [B2 ∩ (B1 ∩ A)] > α − ϵ1 − ϵ2.

これをくり返し Ln を帰納的に構成できる．

2

Corollary 4.3.4. 半マルチンゲール S は (NFLVR)を満たすとする．この時，

{(H · S)∞ | H は 1 −許容可能 }

は L0 有界である．

Proof
Sが (NFLVR)を満たす時，1-許容可能なH に対して (H · S)∞が存在することと，Proposition4.3.1.の

証明より従う．

2

次の命題では (NA)のみ仮定する．

Proposition 4.3.5. 半マルチンゲール Sは (NA)を満たすとする．この時H は許容可能で (H ·S)∞が存
在するならば，任意の t ∈ R+ に対し次の不等式が成り立つ．

∥(H · S)−t ∥∞ ≤ ∥(H · S)−∞∥∞.

Proof
∥(H · S)−t ∥∞ > ∥(H · S)−∞∥∞ と仮定し，A = {(H · S)t < −∥(H · S)−∞∥∞}とする．K = H1A1]]t,∞[[ と

定義すると，K は許容可能であることを示す．

L = 1A1]]t,∞[[ とすると，Lは可予測なので K = HLも可予測である．u ≤ tの時 (K · S)u = 0であり，
u ≥ tの時，

(K · S)u = 1A((H · S)u − (H · S)t) ≥ −1 − 1A(H · S)t ≥ −1.

よってK は許容可能である．
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(K · S)∞ は存在し非負で，
P [(K · S)∞ > 0] = P [A] > 0.

これは (NA)に矛盾する．
2

以下，条件 (NFLVR)を特徴付ける命題を証明する．

Proposition 4.3.6. 次の (1)と (2)は同値である．
(1)半マルチンゲール Sは (NFLVR)を満たさない．
(2)次の (a)または (b)を満たす．

(a)Sは (NA)を満たさない．
(b)limn→∞ fn = f0 (確率収束)となる恒等的に 0でない f0 : Ω → [0,∞]とK0 の列 ((fn))n≥1 = ((Hn ·

S)∞)n≥1 でHn は 1
n -許容可能となるものが存在する．

Proof
(2) ⇒ (1)：(NA) を満たさなければ，(NFLVR) も満たさない．(Hn)n≥1 は条件を満たす列とすると，

{n(H · S)∞, n ≥ 1}は L0有界でなく，(nHn)n≥1は 1-許容可能である．Sは (NFLVR)を満たすとすると，
この列は Corollary9.3.4に矛盾するので S は (NFLVR)を満たさない．

(1) ⇒ (2)：S は (NFLVR) を満たさず，(NA) を満たすと仮定すると，C̄\{0} の要素 g0 が存在する．

P [g0 > α] > α > 0とする．C の列 (gn)n≥1 で gn は g0 に L∞-ノルム収束するものが取れる．仮定より
∥g−n ∥ → 0部分列を取って ∥g−n ∥ ≤ 1

n とする．n毎に hn ≥ gn となる hn ∈ K0 を取り，hn = (Ln · S)∞ と
する．∥h−

n ∥ ≤ 1
n なので Ln は 1

n -許容可能である．
(hn+ 1

n )n≥1にLemma4.2.3.を適用して，ある [0,∞]値関数f0に概収束する，関数列fn ∈ conv{hn, hn+1, · · · }
を取る．fn = (Hn · S)∞となるHnは (Lk)k≥nの凸結合なので 1

n -許容可能である．十分大きなN を取り，

n ≥ N に対して ∥gn − g0∥∞ ≤ α
2 とする．n ≥ N に対し，

P

[
hn +

1
n

>
α

2

]
≥ P

[
hn >

α

2

]
≥ P

[
gn >

α

2

]
≥ P [g0 > α] > α.

Lemma4.2.3.(3)より P [f0 > 0] > 0となる．
2

Corollary 4.3.7. 半マルチンゲール S に対し次の (1)と (2)は同値である．
(1)S は (NFLVR)を満たす．
(2)∥g−n ∥∞ → 0となるK0 の列 (gn)n≥1 は 0に確率収束する．

Proof
まず (2)を満たすならば (NA)を満たすことを示す．
g ∈ C, g ≥ 0とすると，f ≥ gとなる f ∈ K0 が存在する．∥f−∥∞ = 0なので条件 (2)より，f = 0と

なり g = 0となる．

次に (NFLVR)を満たさないならば (2)を満たさないことを示す．
Sは (NFLVR)を満たさないとすると，Proposition4.3.6.より (NA)を満たさない，または limn→∞ fn =

f0 (確率収束)となる恒等的に 0でない f0 : Ω → [0,∞]とK0の列 ((fn))n≥1 = ((Hn ·S)∞)n≥1でHnは 1
n -
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許容可能となるものが存在する．(NA)を満たさないならば，(2)も満たさない．後者ならば，∥f−
n ∥∞ ≤ 1

n，

∥f−
n ∥∞ → 0であり f0 は恒等的に 0でないなので，((fn))n≥1 は条件 (2)を満たさない．

(NFLVR)または (2)を満たすならば (NA)を満たすので，Sは (NA)を満たすとする．最後に (2)を満た
さないならば (NFLVR)を満たさないことを示す．
∥g−n ∥∞ → 0かつ gn → 0 (確率収束)でない K0 の列 (gn)n≥1 が存在すると仮定する．∥g−n ∥∞ = an と

すると，ĝn = gn + an は [0,∞)値関数列で ĝn → 0 (確率収束)でない．よって P [ĝn > α] → 0とならな
い α > 0が存在する．部分列を取って，P [ĝn > α] > δ > 0 for ∀nとする．ここで部分列はそのまま

(ĝn)n≥1 と表記し，(an)n≥1 の部分列 (a′
n)n≥1 を取り，∥g−n ∥∞ = a′

n とする．

Lemma4.2.3.より，ある [0,∞]値関数 hに概収束する，関数列 hn ∈ conv{gn, gn+1, · · · }が存在し，P [h >

0] > 0となる．また hn ∈ K0，∥h−
n ∥∞ = a′

n → 0である．部分列を取って，hn ∈ K0，∥h−
n ∥∞ ≤ 1

n とする．

Proposition4.3.5.より hn = (Hn · S)∞となるHnは 1
n -許容可能である．Proposition4.3.6.より (NFLVR)

を満たさない．

2

Corollary 4.3.8. 半マルチンゲール S は (NA)を満たすと仮定する．S が (NFLVR)を満たすことの必要
十分条件は，

{(H · S)∞ | H は 1 −許容可能で有界な台を持つ }

が L0 有界になることである．

Proof
Proposition4.3.1.より Sが (NFLVR)を満たすならば {(H · S)∞ | H は 1−許容可能で有界な台を持つ }

は L0 有界である．

逆を証明する．{(H ·S)∞ | H は 1−許容可能で有界な台を持つ }は L0有界とすると，Proposition4.3.2.
の証明より，{sup0≤t(H ·S)t | Hは 1−許容可能 }も L0有界である．K0の列 (gn)n≥1は ∥g−n ∥∞ = ϵn → 0
を満たすとすると，Proposition4.3.5.より gn = (Hn · S)∞ となるHn は ϵn-許容可能である．

1
ϵn

gn は 1-許容可能なので ( 1
ϵn

gn)n≥1 は L0 有界でなくてはならない．よって gn は 0 に確率収束する．
Corollary4.3.7より Sは (NFLVR)を満たすことが示せた．

2

4.4 主定理の証明

この節では主定理の証明を行う．まず 4.1節で定義したCがL∞の弱＊閉集合になることをTheorem4.4.3.
で示し，Hahn-Banachの定理を用いて証明した Kreps-Yanの定理と同様に Theorem4.1.4.を証明する．

Definition 4.4.1. Dは L0 の部分集合とする．下から一様有界な Dの列 (fn)n≥1 が f に概収束するなら

ば，f ∈ Dとなる時，Dは Fatou閉という．

Theorem 4.4.2. C は L∞の凸錐とする．この時 C が弱＊閉集合であることと，(fn)n≥1は 1で一様有界
な C の列で，fn は f0 に確率収束するならば，f ∈ C となることは同値である．

この定理を用いて次の定理を証明する．

Theorem 4.4.3. S は有界半マルチンゲールで (NFLVR)を満たすとする．この時，
(1)C0 は Fatou閉集合である．
(2)C = C0 ∩ L∞ は L∞ の弱＊閉集合である．
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Proof
(1)の証明は非常に複雑なので次の節で証明する．
C0 は Fatou閉とし．C = C0 ∩ L∞ は弱＊閉集合であることを示す．(fn)n≥1 は 1で一様有界な C の列

で，fnは f0に確率収束すると仮定する．特に (fn)n≥1は下から 1で有界で，C0は Fatou閉なので f ∈ C0

である．したがって f ∈ C となる．

2

この定理より，主定理 Theorem9.1.1を証明する．
Proof of Theorem4.1.4.

S は (NFLVR)を満たすとすると，(NA)：C ∩ L∞
+ = 0も満たす．Theorem4.4.3.より C は L∞ の弱＊

閉集合なので，Theorem3.2.2.(Kreps-Yanの定理)の証明と同様に，

∃Q～P s.t. EQ[f ] ≤ 0 for ∀f ∈ C.

s < t, B ∈ Fs とすると，S は有界より (St − Ss)1B , −(St − Ss)1B ∈ C なので，EQ[(St − Ss)1B ] = 0と
なる．よって，Qは S に対するマルチンゲール測度となる．

逆に P は S に対するマルチンゲール測度と仮定すると，S は (NFLVR)を満たすことを示す．H は許容

可能とすると，Theorem4.1.2.より (H · S)は下に有界な優マルチンゲールである．マルチンゲール収束定
理より，

E[(H · S)∞] ≤ E[(H · S)0] = 0.

したがって,
E[f ] ≤ 0 for ∀f ∈ C̄.

よって，C̄ ∩ L∞
+ = 0となる．

2

次に Theorem4.1.4.から Corollary4.1.5.を導く．
Proof of Corollary4.1.5.

S は (NFLVR)を満たすとする．S は局所有界より，|S1[[0,Tn]]| ≤ αn となる実数列 αn → ∞と停止時刻
の列 Tn ↑ ∞が取れる．

S̃ = S1[[0,T1]] +
∑
n≥1

1
αn + αn+1

(1]]Tn,Tn+1]] · S)

とおくと，S̃ は有界半マルチンゲールであり，

{(H · S) | H は S に対し許容可能 } = {(H · S̃) | H はS̃に対し許容可能 }

である．今 (NFLVR)を仮定しているので，許容可能な H に対し，(H · S)∞, (H · S̃)∞ が存在する．よっ
て，S に対するK0 と S̃ に対するK0 が一致し，S̃ も (NFLVR)を満たす．

Theorem4.1.4.より S̃ に対する同値マルチンゲール測度 Qが存在する．

STn = S̃1[[0,T1]] +
n∑

k=1

2n(αn + αn+1)
(
1]]Tk,Tk+1]] · S̃

)
であり, (

1[[0,Tk]] · S̃
)

t
= S̃t∧Tk

− S̃0

はQ-マルチンゲールなので，STn はQ-マルチンゲールである．よって，SはQ-局所マルチンゲールとなる．
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逆は Theorem4.1.4.の証明と同様に示せる．
2

4.5 Theorem4.4.3.(1)の証明

この節ではTheorem4.4.3.(1)を証明する．Sは有界半マルチンゲールで，(NFLVR)を満たすとする．hn ∈
C0，hn ≥ −1，hn → h a.s.となる列を取り，h ∈ C0を示す．gn ∈ K0，gn ≥ hn ≥ −1，gn = (Hn · S)∞
とすると，Proposition9.3.6よりHn は 1-許容可能である．

D = {f | (Kn · S)∞ → f a.s. , f ≥ hとなる 1 −許容可能戦略の列Knが存在する.}

と定義し，次の Lemmaを証明する．

Lemma 4.5.1. Dは空でなく，最大要素 f0 を含む．

Proof
上のgnに対しLemma4.2.3.を適用すると，ある [0,∞]値関数fに概収束する，関数列fn ∈ conv{gn, gn+1, · · · }

が存在する．fn = (Kn · S)とすると，Kn は 1-許容可能かつ f ≥ hである．よって f ∈ Dとなる．

Dは {(H · S)∞ | H は 1 −許容可能 }の閉包に包含される．{(H · S)∞ | H は 1 −許容可能 }は L0有界

なのでDも L0 有界である．またDは確率収束で閉じている.
以下 L0の有界閉集合は最大要素を含むことを示す．Dの可算順序列を次のように構成する．α = 1に対

して，Dの任意の要素を f1 とする．α = β + 1で fβ が最大要素でなければ，fα ≥ fβ , P [fα > fβ ] > 0と
なるDの要素を fα とする．βn ↑ αならば，fβn は単調増大でDは L0 有界なので，有限関数に収束する．

その極限を fα ∈ Dとする．このようにして可算順序集合D′ = {fα | α ≥ 1}を構成する．fα ≥ −1なので，
I : D′ → R，I(f) = E[exp(−f)]は well-defindである．I(D′)は Rの下に有界な単調減少列なので，最小
値が存在する．それに対応するD′ の要素がDの最大要素である．

2

Dの最大要素を f0とし，fn = (Hn ·S)∞，Hnは 1-許容可能，fn → f a.s.とする．f0 ∈ K0を示せば，

h ∈ C0 となり Theorem4.4.3.(1)の証明が完了する．

Lemma 4.5.2. 上の条件のもと，

Fn,m = ((Hn − Hm) · S)∗ = sup
t∈R+

|(Hn · S)t − (Hm · S)t|

とすると，Fn,m は n,m → ∞の時 0に確率収束する．

Proof

P [ sup
t∈R+

((Hnk · S)t − (Hmk · S)t) > α] ≥ α

となる αと発散する部分列 (nk, mk)k≥1 が存在すると仮定し矛盾を導く．

Tk = inf{t | (Hnk · S)t − (Hmk · S)t ≥ α}

と定義すると，P [Tk < ∞] ≥ αである．

Lk = Hnk1[[0,Tk]] + Hmk1]]Tk,∞[[
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と定義すると，Lkは可予測である．t ≤ Tkに対し，Hnk は 1-許容可能なので，(Lk ·S)t = (Hnk ·S)t ≥ −1
であり，t ≥ Tk に対しては，

(Lk · S)t = (Hnk · S)Tk
+ (Hmk · S)t − (Hmk · S)Tk

≥ (Hmk · S)t + α ≥ −1 + α

となり，Lk は 1-許容可能である．
ρk = limt→∞(Lk · S)tとする．{Tk = ∞}上 ρk = fnk

であり，{Tk < ∞}上，ρk = fnk
+ (Hnk · S)Tk

−
(Hmk · S)Tk

なので，

φk = fnk
1{Tk=∞} + fmk

1{Tk<∞}, ψk = ((Hnk · S)Tk
− (Hmk · S)Tk

)1{Tk<∞}

とおくと，ρk = φk + ψk である．fn は f0 に概収束するので，φk も f0 に概収束する．また，

P [ψk ≥ α] ≥ P [Tk < ∞] ≥ α

である．Lemma4.2.3.(3)より，ある [0,∞]値関数 ψ0に概収束する，関数列 ψ̂n ∈ conv{ψn, ψn+1, · · · }が存
在し，P [ψ0 > 0] > 0である．ρ̂k = φ̂k + ψ̂kとなる，φ̂n ∈ conv{φn, φn+1, · · · }と ρ̂n ∈ conv{ρn, ρn+1, · · · }
が存在する．φ̂k は f0に概収束し，ρ̂k は f0 + ψ0に概収束する．ρ̂k = (L̂k · S)∞とすると，L̂k は 1-許容可
能なので f0 の最大性に矛盾する．

2

これより (Hn · S)tは tに関して一様に収束する．q = supn supt |(Hn · S)t|と定義すと，q < ∞ a.s.で

ある．P と同値な測度 Qを
dQ

dP
=

exp(−q)
EP [exp(−q)]

で定義すると，q ∈ L2(Q)となる．ルベーグの収束定理より次の式を得る.

lim
n,m→∞

∥ sup
t

|(Hn · S)t − (Hm · S)t| ∥L2(Q) = 0.

S は有界なので specialマルチンゲールである．Qに対する Doob-Meyer分解を S = M + Aとする．こ

こでM は局所マルチンゲール，Aは有限変動可予測過程である．

λ > 0に対して
Hλ = {H : 1 −許容可能 | ∥(H · S)∗∥L2(Q) ≤ λ}

と定義し，次の補題を証明する．

Lemma 4.5.3. λ > 0に対し {(H · M)∗ | H ∈ Hλ}は L0(Q)有界である．

Proof
λ > 0を固定して，Hλ を Hと省略する．H ∈ Hに対し (H · S)∗ ∈ L2(Q)なので，H · S は Qに対し

specialである．Theorem2.2.4.よりH ·M はH · Sの局所マルチンゲール部分で，H ·AはH · Sの有限変
動可予測部分である．

{(H · M)∗ | H ∈ H}は L0(Q)有界でないと仮定すると，

Q
[
(Kn · M)∗ > n3

]
> 8α

となるHの列 (Kn)n≥1 と 0 < α < 1が存在する．チェビシェフの不等式より次の不等式を得る．

Q

[
sup

t
|(Kn · S)t| ≥ n

]
≤ 1

n2
∥(Kn · S)∗∥2

L2(Q) ≤
λ2

n2
.
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任意の n ≥ N に対し，λ2

n2 < α
3 かつ

6λ
n2 < αかつ (nα+4)2

n2 ≤ αとなる N を取る．

Tn = inf{t | |(Kn · M)t| ≥ n3または |(Kn · S)t| ≥ n},

Ln =
1
n2

Kn1[[0,Tn]]

と定義する．

Kn · M は局所マルチンゲールなので，Ln · M も局所マルチンゲールである．さらに次の不等式が成り

立つ．

Q[(Ln · M)∗ ≥ n] ≥ Q
[
(Kn · M)∗ ≥ n3

]
− Q[(Kn · S)∗ ≥ n]

≥ 8α − λ2

n2
≥ 7α for ∀n ≥ N.

Ln · M は Tn 以降一定である．(Kn · S)は [[0, Tn[[上，上から n，下から −1で有界なので，Ln · S のジャ
ンプは下から −n+1

n2 で有界である．∥(Kn · S)∗∥L2(Q) ≤ λなので，

∥∆(Ln · S)∗∥L2(Q) ≤ 2∥(Ln · S)∗∥L2(Q) ≤
2λ

n2
.

Corollary4.2.2.より

∥∆(Ln · M)Tn∥L2(Q) ≤ 3∥(Ln · S)∗∥L2(Q) ≤
6λ

n2
.

よって

∥(Ln · M)∗∥L2(Q) ≤ n + ∥∆(Ln · M)Tn∥L2(Q) ≤ n +
6λ

n2

となり，Ln · M は L2(Q)-マルチンゲールである．
n毎に停止時刻の列 (Tn,i)i≥0 を

Tn,0 = 0, Tn,i = inf{t | t ≥ Tn,i−1, |(Ln · M)t − (Ln · M)Tn,i−1 | ≥ 1}

と定義する．この時 n ≥ N に対し次の不等式が成り立つ．

∥(Ln · M)Tn,i − (Ln · M)Tn,i−1∥L2(Q) ≤ 1 + ∥∆(Ln · M)Tn,i∥L2(Q) ≤ 1 +
6λ

n2
≤ 1 + α ≤ 2.

kn を nα
4 を超える最小の整数とする．fn,i = (Ln · M)t − (Ln · M)Tn,i−1 とおくと ∥fn,i∥L2(Q) ≤ 2である．

i = 1, · · · , knと n ≥ N に対しQ[Tn,i < ∞] > 6αをが成り立つことを示す．その為にはQ[Tn,kn
< ∞] > 6α

を示せば十分である．

B = {Tn,kn < ∞}とする，n ≥ N に対し，

∥(Ln · M)∗1Bc∥L2(Q) ≤

∥∥∥∥∥
kn∑
i=1

(Ln1]Tn,i−1,Tn,i] · M)∗1Bc

∥∥∥∥∥
L2(Q)

≤
kn∑
i=1

∥(Ln1]Tn,i−1,Tn,i] · M)∗1Bc∥L2(Q)

≤
kn∑
i=1

∥(Ln1]Tn,i−1,Tn,i] · M)∗∥L2(Q)

≤ 2
kn∑
i=1

∥fn,i∥L2(Q) (∵ Doobの不等式)

≤ 4kn ≤ nα + 4
(
∵ kn ≤ nα

4
+ 1

)
.
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チェビシェフの不等式より

Q[(Ln · M)∗1Bc ≥ n] ≤ (nα + 4)2

n2
≤ α.

これより，

Q[Bc ∩ {(Ln · M)∗ ≥ n}] ≤ α.

よって,

Q[B] ≥ Q[{(Ln · M)∗ ≥ n} \ Bc]

≥ Q[(Ln · M)∗ ≥ n] − Q[Bc ∩ {(Ln · M)∗ ≥ n}]

> 7α − α = 6α.

Tn,i < ∞ならば |fn,i| ≥ 1なので，n ≥ N と i = 1, · · · , kn に対し，Q[|fn,i| ≥ 1] > 6αが成り立つ．

β = α2，Bn,i = {f−
n,i ≥ α}とし，Q[Bn,i] > β を示す．マルチンゲール性より，

EQ[f−
n,i] = EQ[f+

n,i] =
EQ[|fn,i|]

2
> 3α

となる．f−
n,i は Bc

n,i 上 αで抑えられるので，

EQ[f−
n,i1Bc

n,i
] ≤ α, EQ[f−

n,i1Bn,i ] ≥ EQ[f−
n,i] − α > 2α

となる．一方コーシー・シュワルツの不等式より，

EQ[f−
n,i1Bn,i ] ≤ ∥f−

n,i∥L2(Q)Q[Bn,i]
1
2 ≤ 2Q[Bn,i]

1
2

となる．以上２つの不等式より，Q[Bn,i] > α2 = β が成り立つ．

次に Ln · Aを評価する．定義より任意の iに対し，

∥(Ln · S)Tn,i − (Ln · S)Tn,i−1∥L2(Q) ≤
2λ

n2

が成り立つ．チェビシェフの不等式より，

Q[|(Ln · S)Tn,i − (Ln · S)Tn,i−1 | ≥
2λ

n
] ≤

(
2λ

n2

)2 ( n

2λ

)2

= n−2

となる．Q[((Ln · M)Tn,i − (Ln · M)Tn,i−1)
− ≥ α] > β なので，i ≤ kn と n ≥ N に対し，

Q

[
(Ln · A)Tn,i − (Ln · A)Tn,i−1 ≥ α − 2λ

n

]
> β − n−2

が成り立つ．

Ln · Aは有限変動過程である．R+ × Ωを可予測集合 Bn
+ と Bn

− で，(Ln1Bn
+
)と (−Ln1Bn

−
)が単調増大

になるよう分割する．

Rn = Ln1Bn
+∩[[0,Tn,kn ]] と定義すると，

(Rn · A)Tn,i − (Rn · A)Tn,i−1 ≥ (Ln · A)Tn,i − (Ln · A)Tn,i−1

を満たす．よって i = 1, · · · kn と n ≥ N に対し，

Q

[
(Rn · A)Tn,i − (Rn · A)Tn,i−1 ≥ α − 2λ

n

]
> β − n−2

が成り立つ．
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∆(Ln · S)t ̸= 0ならば∆(Rn · S)t = ∆(Ln · S)t または∆(Rn · S)t = 0なので，

∆(Rn · S) ≥ −n + 1
n2

≥ 2
n

が成り立つ．また n ≥ N に対し，

∥(Rn · M)Tn,kn
∥2

L2(Q) ≤ ∥(Ln · M)Tn,kn
∥2

L2(Q) ≤
kn∑
i=1

∥fn,i∥2
L2(Q) ≤ 4kn

となり，Doobの不等式より次の評価を得る．∥∥∥∥sup
t≥0

|(Rn · M)t|
∥∥∥∥

L2(Q)

≤ 2∥(Rn · M)Tn,kn
∥L2(Q) ≤ 4

√
kn.

Rn ·Aは単調増大なので正である．よってRn ·S = Rn ·M + Rn ·A ≥ Rn ·M となり，次の評価を得る．

Q

[
inf
t≥0

(Rn · S)t ≤ −knn− 1
4

]
≤ Q

[
sup
t≥0

|(Rn · M)t| ≥ knn− 1
4

]
≤ k−2n

1
2 16kn (∵チェビシェフの不等式と上の評価式)

= 16
√

n

kn
≤ 64α−1 1√

n

(
∵ kn ≥ nα

4

)
.

Un = inf
{

t | (Rn · S)t < −knn− 1
4

}
と定義すると上の不等式より，Q[Un < ∞] ≤ 64α−1 1√

n
となる．

V n = 1
kn

Rn1[0,Un]と定義する．以下このVnが (NFLVR)に矛盾することを示す．V n·Sは下から−n− 1
4 − 2

nkn

で有界であり，V n は許容可能である．−n− 1
4 − 2

nkn
は 0に収束する．

Q
[
(Rn · A)Tn,i − (Rn · A)Tn,i−1 ≥ α − 2λ

n

]
> β − n−2 と Corollary4.2.5.より次の評価を得る．

Q

[
(Rn · A)Tn,kn

≥ kn

2

(
α − 2λ

n

)
(β − n−2)

]
≥ β − n−2

2
.

これより，

Q

[
(Ln · A)Tn,kn

≥ 1
2

(
α − 2λ

n

)
(β − n−2)

]
≥ β − n−2

2
− Q[Un < ∞],

Q

[
(Ln · A)∞ ≥ 1

2

(
α − 2λ

n

)
(β − n−2)

]
≥ β − n−2

2
− 64α−1 1√

n

となる． 1
2

(
α − 2λ

n

)
(β − n−2) → αβ

2 = γ なので，n ≥ N ′ に対し 1
2

(
α − 2λ

n

)
(β − n−2) ≥ γ

2 となる N ′ を

取る．すると n ≥ N ∨ N ′ に対して，

Q
[
(Ln · A)∞ ≥ γ

2

]
>

β

4

となる．

(V n · S)∞ = (V n · M)∞ + (V n · A)∞ であり，(V n · M)∞ は 0に L2(Q)収束する．実際，

∥(V n · M)∞∥L2(Q) ≤
1
kn

∥(Rn · M)Tn,kn
∥L2(Q) ≤ 2

1√
kn

→ 0.

チェビシェフの不等式より，

Q
[
|(V n · M)∞| >

γ

4

]
≤ 16

γ2
∥(V n · M)∞∥L2(Q)

となるので，十分大きな nに対して次の不等式がなりたつ．

Q
[
(V n · S)∞ ≥ γ

4

]
≥ Q

[
(V n · A)∞ >

γ

2

]
− Q

[
|(V n · M)∞| >

γ

4

]
≥ β

4
.
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gn = (V n ·S)∞とすると，∥g−n ∥∞ → 0である．Lemma4.2.3.よりある [0,∞]値関数 gに概収束する，関

数列 ĝn ∈ conv{gn, gn+1, · · · }が存在し，ĝ ∈ K0, Q[g > 0] > 0なので Corollary4.3.7.より (NFLVR)に矛
盾する．

2

c > 0に対し，
Tn

c = inf{t | |(Hn · M)t| ≥ c}, Kn
c = Hn1]]T n

c ,∞[[

と定義する．

Lemma 4.5.4. ϵ > 0に対し，次の条件を満たす c0 > 0が存在する．任意の nと凸結合係数 (λ1, · · · , λn)
および c ≥ c0 に対し，

Q

[((
n∑

i=1

λiK
i
c

)
· M

)∗

> ϵ

]
< ϵ.

Proof
背理法で示す．次の性質を満たす α > 0が存在すると仮定する；任意の c0 > 0に対し，

Q

[((
n∑

i=1

λiK
i
c

)
· M

)∗

> α

]
< α

となる，凸結合係数 (λ1, · · · , λn) と c ≥ c0 が存在する．q = supn supt |(Hn · S)t| < ∞ a.s. なので，

Q[q > N ] < α
4 となる N が取れる．

τ = inf{t | |(Hn · S)t| > N for ∃n}

と定義すると，Q[τ < ∞] ≤ Q[q > N ] < α
4 である．

Lemma4.5.3.を λ = supn ∥(Hn · S)∗∥L2(Q) として適用すると，(Hn · M)∗ は L0(Q)有界である．した
がって，

lim
c→∞

sup
n

Q[Tn
c < ∞] ≤ lim

c→∞
sup

n
Q[(Hn · M)∗ ≥ c] = 0

となる．任意の 0 < δ < α
4 に対し，Q[A] ≤ γδ ならば ∥q21A∥L2(Q) ≤ δ

2 となる γδ > 0を取る．c1を c ≥ c1

ならば

sup
n

Q[Tn
c < ∞] ≤ γδ ∧ δ2

となるように取る．すると任意の nと c ≥ c1 に対し次の不等式が成り立つ．

∥(Kn
c · S)∗∥L2(Q) ≤ ∥2(Hn · S)∗1{T n

c <∞}∥L2(Q)

≤ 2∥q1{T n
c <∞}∥L2(Q) ≤ δ.

仮定より，

Q

[((
n∑

i=1

λiK
i
c

)
· M

)∗

> α

]
< α

となる，凸結合 (λ1, · · · , λn)と c ≥ c1 が存在する．

σ = inf

{
t
∣∣∣ ∣∣∣∣∣

((
n∑

i=1

λiK
i
c

)
· M

)
t

∣∣∣∣∣ ≥ α

}
, K =

(
n∑

i=1

λiK
i
c

)
1[[0,min(τ,σ)]]

と定義する．
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定義より Q[(K · M)∗ > α] > α − Q[τ > ∞] > 3
4α となる．また (K · S)∗ ≤

∑n
i=1 λi(Ki

c · M)∗ な
ので，∥(K · S)∗∥L2(Q) ≤ δ となる．min(T i

c , τ, σ) < τ ならば，
(
(Hi · S)min(t,τ,σ) − (Hi · S)min(T i

c ,τ,σ)

)
≥

N + 1 であり，min(T i
c , τ, σ) = τ ならば，

(
(Hi · S)min(t,τ,σ) − (Hi · S)min(T i

c ,τ,σ)

)
= 0 となる．よって，

Y =
∑n

i=1 λi1]]T i
c ,∞[[ とすると，

(K · S)t =
n∑

i=1

λi1{t>T i
c}

(
(Hi · S)min(t,τ,σ) − (Hi · S)min(T i

c ,τ,σ)

)
≥ −(N + 1)Yt

である．Y は単調増大であり，Ft-適合で左連続なので可予測である．Y∞ =
∑n

i=1 λi1{T i<∞} なので，

EQ[Y∞] =
∑n

i=1 λiQ[T i
c < ∞] ≥ δである．したがって，Q[Y∞ > δ] ≤ δとなる．ν = inf{t | Yt > δ}と定

義すると，Q[ν < ∞] ≤ Q[Y∞ > δ] ≤ δ < α
4 となる．

K ′ = K1[[0,ν]] と定義すると以下の不等式が成り立つ．

∥(K ′ · S)∗∥L2(Q) ≤ ∥(K · S)∗∥L2(Q) ≤ δ.

Q[(K ′ · M)∗ > α] > Q[(K · M)∗ > α] − Q[ν < ∞]

>
3
4
α − 1

4
α =

α

2
.

(K ′ · S)t = (K · S)t∧ν ≥ −(N + 1)Yt∧ν ≥ −(N + 1)δ.

Lδ = K′

(N+1)δ は 1-許容可能であり，

∥(Lδ · S)∗∥L2(Q) ≤
1

N + 1
, Q

[
(Lδ · M)∗ ≥ α

(N + 1)δ

]
>

α

2

を満たす．これは Lemma4.5.3.に矛盾する．
2

Lemma 4.5.5. ϵ > 0に対し，次の条件を満たす c0 > 0が存在する．任意の 1で有界な可予測過程 hと凸

結合係数 (λ1, · · · , λn)および c ≥ c0 に対し，

Q

[((
h

n∑
i=1

λiK
i
c

)
· M

)∗

> ϵ

]
< ϵ.

特に上の不等式が成り立つならば，前章で定義したDに対し，D
(∑n

i=1 λiK
i
c · M

)
< 2ϵとなる．

Proof
ϵ > 0に対し，Lemma4.5.4.の c0 を取ると，任意の凸結合係数 (λ1, · · · , λn)と c ≥ c0 に対し，

Q

[(
n∑

i=1

λiK
i
c · M

)∗

> ϵ

]
< ϵ.

Lemma4.5.4.の証明より limc→∞ supn ∥(Kn
c · S)∗∥L2(Q) = 0である．c0 を十分大きく取って，c ≥ c0 に対

し，supn ∥(Kn
c · S)∗∥L2(Q) ≤ ϵ

6 とする．Corollary4.2.2.より任意の nと停止時刻 σに対し，次の不等式が

成り立つ．

∥∆(Kn
c · S)∗∥L2(Q) ≤ ϵ.
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hは可予測で |h| ≤ 1，c ≥ c0，(λ1, · · · , λn)は凸結合係数とし，

σ = inf

{
t
∣∣∣ ∣∣∣∣∣

(
n∑

i=1

λiK
i
c · M

)
t

∣∣∣∣∣ > ϵ

}

と定義する．以下の評価が成り立つ．

sup
t≤σ

∣∣∣∣∣
(

n∑
i=1

λiK
i
c · M

)
t

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ +
n∑

i=1

λi

∣∣∆ (
Ki

c · M
)
σ

∣∣ .

よって左辺の L2(Q)-ノルムは 2ϵで抑えられ，
((

h
∑n

i=1 λiK
i
c

)
1[[0,σ]] · M

)∗
の L2(Q)-ノルムも 2ϵで抑えら

れる．したがって，

Q

[((
h

n∑
i=1

λiK
i
c

)
· M

)∗

>
√

ϵ

]
≤ Q

[((
h

n∑
i=1

λiK
i
c

)
1[[0,σ]] · M

)∗

>
√

ϵ

]
+ Q[σ < ∞]

≤ 4ϵ2

ϵ
+ ϵ = 5ϵ.

2

Lemma 4.5.6. 凸結合の列 Ln ∈ conv{Hk, k ≥ n}で (Ln ·M)が半マルチンゲール位相で収束するものが
存在する．

Proof
ϵ = 1

2n として Lemma4.5.5.を適用すると，任意の凸結合 (λ1, · · · , λm)に対し，

D

((
n∑

i=1

λiK
i
cn

)
· M

)
≤ 1

n

となる cn が取れる．

各 nと kに対し， (
Hk1[[0,T k

cn
]] · M

)∗
≤ cn +

∣∣∣∆(Hk · M)T k
cn

∣∣∣
である．Corollary4.2.2.より，Hk1[[0,T k

cn
]] · M は L2(Q)-マルチンゲールであり，∥∥∥Hk1[[0,T k
cn

]] · M
∥∥∥

L2(Q)
≤ cn + 6∥q∥L2(Q).

M2 は L2(Q)-マルチンゲールのヒルベルト空間とし，H =
(
Σ ⊕M2

)
l2
をその ℓ2-sumとする．すなわ

ち，H = {(Xn)n≥1 | Xn ∈ M2,
∑

n≥1 ∥Xn∥2
2 < ∞}とする．この空間はノルム ∥X∥2 =

∑
n≥1 ∥Xn∥2

2で

ヒルベルト空間である．Xk の座標を

Xk
n =

1
2n(cn + 6∥q∥L2(Q))

(
Hk1[[0,T k

cn
]] · M

)
と定義すると，∥Xk∥2 ≤

∑
n≥1 2−n = 1である．(Xk)k≥1は Hの有界列なので，Hのノルムに対し収束す

る列 Ŷ k ∈ conv{Xk, Xk+1, · · · }が取れる．Ŷ k =
∑Nk

j=0 λk
j Xk+j とすると各 nに対し，

Y k
n =

Nk∑
j=0

λk
j Hk+j1[[0,T k+j

cn ]] · M

は k → ∞で収束する L2(Q)-マルチンゲールの列である．
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Lk =
∑Nk

j=0 λk
j Hk+j とする．ϵ > 0に対し 1

N < ϵとなるN を取ると，以下の不等式が成り立つ．

D
((

Lk − Ll
)
· M

)
≤ D

(
Y k

N − Y l
N

)
+ D

 n∑
j=1

λk
j Kk+j

cN
· M

 + D

 n∑
j=1

λl
jK

l+j
cN

· M


≤ D

(
Y k

N − Y l
N

)
+ 2ϵ.

k, l ≥ N0 ならば D
(
Y k

N − Y l
N

)
≤ ϵとなる N0 が取れる．以上より Lk · M は半マルチンゲール位相でコー

シー列であり，完備性より収束する．

2

Lemma 4.5.7. Lemma4.5.6.の列 (Lk)k≥1 に対し，(Lk · A)は半マルチンゲール位相で収束する．

Proof
任意の tに対し，k,m → ∞の時，

∫ t

0

∣∣d ((
Lk − Lm

)
· A

)∣∣が 0に確率収束するならば，Lk · Aは半マル
チンゲール位相で 0に確率収束する．k,m → ∞の時，

∫ ∞
0

∣∣d ((
Lk − Lm

)
· A

)∣∣が 0に確率収束することを
示せば十分である．これが成り立たないと仮定すると，α > 0と部分列 (ik, jk)k≥1 で，

Q

[∫ ∞

0

∣∣d ((
Lik − Ljk

)
· A

)∣∣ > α

]
> α

となるものが存在する． ∫ ∞

0

hk
u

(
Lik

u − Ljk
u

)
dAu =

∫ ∞

0

∣∣Lik
u − Ljk

u

∣∣ |dAu|

が成り立つ，{+1,−1}値可予測過程 hk が存在する．

φk =
∫ ∞

0

hk
ud

((
Lik − Ljk

)
· A

)
u

と定義する．

Rk = Ljk +
1
2

(
1 + hk

) (
Lik − Ljk

)
=

1
2

(
Lik − Ljk + hk

(
Lik − Ljk

))
と定義する．hk の取り方より，(

Rk − Lik
)
· A =

1
2

((
hk − 1

) (
Lik − Ljk

))
· A,

(
Rk − Ljk

)
· A =

1
2

((
hk + 1

) (
Lik − Ljk

))
· A

はいずれも単調増大過程である．φk =
((

Rk − Lik
)
· A

)
∞ +

((
Rk − Ljk

)
· A

)
∞ なので，

Q
[((

Rk − Lik
)
· A

)
∞ >

α

2

]
+ Q

[((
Rk − Ljk

)
· A

)
∞ >

α

2

]
> α

である．必要ならば ikと jkを交換して，単調増大になるように部分列を取り直して，Q
[((

Rk − Lik
)
· A

)
∞ > α

2

]
>

α
2 と仮定する．

(
Rk − Lik

)
·M = 1

2

((
hk − 1

) (
Lik − Ljk

))
·M であり，

(
Lik − Ljk

)
·M は半マルチンゲー

ル位相で 0に収束するので，
((

Rk − Lik
)
· M

)∗
も 0に確率収束する．同様に

((
Rk − Ljk

)
· M

)∗
も 0に確

率収束する．

δk = 2−k とする．必要ならば ik, jk の部分列を取り，全ての kに対し，

Q
[((

Rk − Lik
)
· M

)∗ ≥ δkまたは
((

Rk − Ljk
)
· M

)∗ ≥ δk

]
< δk

が成り立つとしてよい．τk = inf
{
t |

(
Rk · M

)
t
≤ max

((
Lik · M

)
t
,
(
Ljk · M

)
t

)}
と定義すると，Q [τk < ∞] <

δk を満たす．R̃k = Rk1[[0,τk]]と定義する．R̃k は (1 + δk)-許容可能であること，特に (1 + δk)−1
R̃k は 1-許

容可能であることを示す．
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t < τk に対し，以下の不等式が成り立つ．(
R̃k · S

)
t

=
(
Rk · A

)
t
+

(
Rk · M

)
t

≥ max
((

Lik · A
)
t
,
(
Ljk · A

)
t

)
+

(
Rk · M

)
t

≥ max
((

Lik · A
)
t
,
(
Ljk · A

)
t

)
+ max

((
Lik · M

)
t
,
(
Ljk · M

)
t

)
− δk

≥ max
((

Lik · S
)
t
,
(
Ljk · S

)
t

)
− δk

≥ −1 − δk.

したがって， (
R̃k · S

)
τk−

≥ max
((

Lik · S
)
τk−

,
(
Ljk · S

)
τk−

)
− δk

である．∆
(
R̃k · S

)
τk

は
(
Lik · S

)
τk
または

(
Ljk · S

)
τk
と等しいので，

(
R̃k · S

)
τk

≥ max
((

Lik · S
)
τk

,
(
Ljk · S

)
τk

)
− δk

≥ −1 − δk

となる．以上より，R̃k は (1 + δk)-許容可能であることが示せた．

部分列を取れば
((

R̃k

1+δk
− Lik

)
· S

)−

∞
は 0に概収束することを示す．((

R̃k

1 + δk
− Lik

)
· S

)
∞

=
1

1 + δk

((
R̃ − Lik

)
· S

)
∞

− δk

1 + δk

(
Lik · S

)
∞

=
1

1 + δk

((
R̃ − Lik

)
· A

)
∞

+
1

1 + δk

((
R̃ − Lik

)
· M

)
∞

− δk

1 + δk

(
Lik · S

)
∞

と分解する．第一項に関して以下の評価式が成り立つ．

Q
[((

R̃ − Lik

)
· A

)
∞

>
α

2

]
>

α

2
− δk.

Q
[((

R̃ − Lik

)
· A

)
∞

≥ 0
]
≥ Q [τk = ∞] > 1 − δk.

ボレルカンテリの補題より，

Q
[((

R̃ − Lik

)
· A

)
∞

≥ 0
]
≥ Q [τk = ∞ f.e.] = 1.

また，第二項に関して以下の評価式が成り立つ．

Q
[((

R̃ − Lik

)
· M

)
∞

< −δk

]
< δk.

よって，
((

R̃ − Lik

)
· M

)−

∞
は 0 に確率収束する．第三項は 0 に概収束する．以上より部分列をとって，((

R̃k

1+δk
− Lik

)
· S

)−

∞
は 0に概収束することが示せた．((

R̃k

1+δk
− Lik

)
· S

)
∞
にLemma4.2.3.を適用する．

(
Lik · S

)
∞はf0に概収束するので，列V k ∈ conv{R̃k, R̃k+1, · · · }

が存在し，
(
V k · S

)
∞ は ∃gに概収束する．g − f0 ≥ 0でもある．

以下 Q [g > f0] > 0であることを示す．V k =
∑Nk

j=0 λk
j R̃k+j , L̃k =

∑Nk

j=0 λk
j Lk+j とする．上の評価式

より，

Q
[((

R̃ − Lik

)
· S

)
∞

>
α

2
− δk

]
>

α

2
− 2δk

36



である．k ≥ N ならば α
2 − 2δk > α

4 とすると，k ≥ N に対し以下の評価が成り立つ．

Q
[((

R̃ − Lik

)
· S

)
∞

>
α

4

]
>

α

4
.

Lemma4.2.4を aj = λk
j

(
R̃k+j · S

)
∞

− λk
j

(
Lk+j · S

)
∞，δ = α

4，η = 1
2 として適用すると，以下の評価が

成り立つ．

Q

[(
R̃k · S

)
∞

−
(
L̃k · S

)
∞

≥ 1
2
· α

4
· α

4

]
>

α

8
1

1 − α
8

.

Lemma4.2.3.より Q [g > f0] > 0が示せた．
(1 + δk)−1

V k は 1-許容可能で，
(

V k

1+δk
· S

)
∞
は gに概収束し，g ≥ f0，Q [g > f0] > 0なので f0の最大

性に矛盾する．

2

Proof of Theorem4.4.3.(1)
Lemma4.5.6.と Lemma4.5.7.より，列 Lk ∈ conv{Hk,Hk+1, · · · }で Lk ·M と Lk ·Aが半マルチンゲー

ル位相で収束するものが存在する．Lk · Sも半マルチンゲール位相で収束する．Méminの定理2より，可予

測過程 Lで Lk ·Sは L ·Sに半マルチンゲール位相で収束するものが存在する．Lは 1-許容可能であり，以
下の等式を満たす．

(L · S)∞ = lim
t→∞

(L · S)t = lim
t→∞

lim
n→∞

(Ln · S)t

= lim
n→∞

lim
t→∞

(Ln · S)t = lim
n→∞

(Ln · S)∞ = f0

Lemma4.5.2.より (Hn · S)tは R+上一様収束するので，(Ln · S)tも R+上一様収束する．よって，上の

等式において極限の順序交換が可能である．以上より f0 ∈ K0 となり証明が完了する．

2

4.6 同値局所マルチンゲール測度の集合

Sは局所有界で P のもと局所マルチンゲールと仮定する．Corollary4.1.5.より S は (NFLVR)を満たす．

M(P ) = {Q | Q ≪ P, S は Qのもと局所マルチンゲール }

Me(P ) = {Q | Q ∼ P, S は Qのもと局所マルチンゲール }

と定義する．Me(P )はM(P )でL1-稠密である．この節ではまず，M(P ) = Me(P )ならば，M(P ) = {P}
となることを証明する．L∞ の部分集合W 0 を，

W 0 = {f | S −可積分過程H でH · S は有界，f = (H · S)∞となるものが存在する }

と定義し，W = {α + f | α ∈ R, f ∈ W 0}と定義する．

Lemma 4.6.1. H は S-可積分で，H · S は有界とする．この時 Q ∈ M(P )に対し，H · S は Q-マルチン
ゲールである．

2Mémin の定理：X は半マルチンゲールとする．L(X) = {H · X | H は X-可積分可予測過程 } は半マルチンゲール位相で完備
である．(文献 [10] 参照)
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Proof
SはQ-局所マルチンゲールで，H と (−H)は許容可能である．Theorem4.1.2.よりH · Sと (−H) · Sは

Q-優マルチンゲールであり，H · S は Q-マルチンゲールである．
2

次の定理の証明は省略する．(文献 [1]参照)

Theorem 4.6.2. f ∈ L0(Ω,F , P ), f− ∈ L∞(Ω,F , P )とする．この時以下の条件 (1)(2)は同値である．
(1)H · S は Q-一様可積分マルチンゲールで，f = α + (H · S)∞ となる，可予測過程 S-可積分過程 H と

Q ∈ Me(P )と α ∈ Rが存在する．
(2)任意の R ∈ Me(P )に対し，ER[f ] ≤ EQ[f ]となる Q ∈ Me(P )が存在する．
有界な f に対してはさらに次の条件 (3)も同値である．

(3)ER[f ]は R ∈ M(P )の関数として一定である．

Corollary 4.6.3. W は L∞ の弱＊閉集合である．

Proof
(fn)n≥1 はW の列で f に弱＊収束すると仮定すると，

E[fng] → E[fg] for ∀g ∈ L1 ⊃ M(P )

である．Theorem4.6.2. より定数 cn が存在し，E[fng] = cn，∀g ∈ M(P )．よって cn の極限を c とす

ると，E[fg] = c，∀g ∈ M(P ) となる．Theorem4.6.2. より，H · S は Q-一様可積分マルチンゲールで，
f = α + (H · S)∞ となる，可予測 S-可積分過程H と Q ∈ Me(P )と α ∈ Rが存在する．

(H · S)t = lim
u→∞

E [(H · S)u | Ft] = E [(H · S)∞ | Ft]

であり，(H · S)∞ は有界なので，H · S は有界である．したがって，f ∈ W である．

2

Theorem 4.6.4. S は局所有界で P のもと局所マルチンゲールとする．この時以下が成り立つ．

(1)M(P )は L1(Ω,F , P )の閉有界凸集合である．
(2)M(P ) = Me(P )ならば，M(P ) = {P}である．

Proof
(1)凸集合であることは明らかである．EQ[1] = 1なので，有界集合であることも明らかである．閉集合で
あることを示す．(Qn)n≥1 はM(P )の列で Qに L1-収束すると仮定する．停止時刻 T を取り，ST は有界

とする．s < t，A ∈ Ft とすると，

EQ

[
ST

t 1A

]
= lim

n→∞
EQn

[
ST

t 1A

]
= lim

n→∞
EQn

[
ST

s 1A

]
= EQ

[
ST

s 1A

]
となり，ST は Q-マルチンゲールである．したがって，Q ∈ M(P )である．
(2)M(P ) = Me(P )とすると，(1)よりMe(P )は L1(Ω,F , P )の閉有界凸集合である．Bishop-Phelpsの
定理3より，

G = {f ∈ L∞ | ∃Q ∈ Me(P ) s.t. ER[f ] ≤ EQ[f ] for ∀R ∈ M(P )}

は L∞(Ω,F , P )でノルム位相で稠密である．Theorem4.6.2.よりG ⊂ W であり，W は弱＊閉集合なので，

強閉集合である．したがって，W = L∞(Ω,F , P )である．

3Bishop-Phelps の定理：C はバナッハ空間 X の閉有界凸集合とする．この時 C 上の最大値が存在する関数の集合は X∗ で稠密
である．(文献 [5] 参照)
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f1, f2 ∈ Me(P )かつ，f1 ̸= f2 とすると，Hahn-Banachの定理より，E[f1g] ̸= E[f2g]となる g ∈ W が

存在する．Theorem4.6.2.より E[f1g] = E[f2g]となり矛盾する．したがって，M(P ) = {P}である．
2

C0 = {g | g ∈ L1, E[gh] ≤ 0 for ∀h ∈ C}

と定義し以下の定理を証明する．

Theorem 4.6.5.

M(P ) = {Q | Q ∈ L1, Q[Ω] = 1, Q ∈ C0}.

Proof
Q ∈ M(P )とすると，Theorem4.1.2.より可予測過程H に対しH · SはQ-優マルチンゲールである．任

意の h ∈ C に対し，h ≤ (H · S)∞ となる可予測過程H が存在するので，EQ[h] ≤ 0となる．したがって，
Q ∈ C0 となる．

逆にQ ∈ L1，Q[Ω] = 1，Q ∈ C0とする．−L∞
+ ⊂ C なので C0 ⊂ L1

+である．よって，Qは確率測度で

ある．停止時刻 T を取り，ST は有界とする．u ≥ t，α ∈ R，A ∈ Ft とすると，α
(
ST

u − ST
t

)
1A ∈ C で

ある．Q ∈ C0 より，EQ

[(
ST

u − ST
t

)
1A

]
= 0となり，ST は Q-マルチンゲールである．以上より S は Q-

局所マルチンゲールであることが示せた．

2

Theorem 4.6.6. 任意の f ∈ L∞ に対し以下の等式が成り立つ．

sup
Q∈Me(P )

EQ[f ] = sup
Q∈M(P )

EQ[f ]

= inf{x | x + h ≥ f となる h ∈ C が存在する }

= inf{x | x + h = f となる h ∈ C が存在する }.

Proof
１つ目の等式は，Me(P ) はM(P ) で L1-稠密であることから，明らかである．{x | x + h ≥ f とな

る h ∈ C が存在する } = {x | x + h = f となる h ∈ C が存在する }なので３つ目の等式が成り立つ．以下
２つ目の等式を示す．

h ∈ C，x+h ≥ f，Q ∈ M(P )とする．Theorem4.6.5.より，EQ[f −x] ≤ EQ[h] ≤ 0となり，EQ[f ] ≤ x

が成り立つ．したがって，

sup
Q∈M(P )

EQ[f ] ≤ inf{x | x + h ≥ f となる h ∈ C が存在する }

となる．

逆を示す．z < inf{x | x + h ≥ f となる h ∈ C が存在する } とすると，f − z /∈ C である．C は弱

＊閉凸集合なので，Hahn-Banachの定理より，EQ[h] ≤ 0 for ∀ ∈ C，EQ[f − z] > 0となる，Q ∈ L1

が存在する．Q[Ω] = 1 となるよう標準化すると，Theorem4.6.5. より Q ∈ M(P ) となる．したがって，
z < EQ[f ] ≤ supQ∈M(P ) EQ[f ]となる．以上より，

sup
Q∈M(P )

EQ[f ] ≥ inf{x | x + h ≥ f となる h ∈ C が存在する }

が示せた．

2
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inf{x | x + h ≥ f となる h ∈ C が存在する }は売り手が初期投資 xである hという投資戦略を行い満期

時に損をしない xの下限である．この値が売り手にとってもっとも有利かつ，買い手が許容できる f の価

格である．この価格を f に対する無裁定価格という．

4.7 No free lunch with Bounded Risk

C̃ は C の弱＊収束列の極限の集合とする．

Definition 4.7.1. 半マルチンゲールSに対し C̃∩L∞
+ = {0}を満たす時，条件 no free lunch with bounded

risk(以下 (NFLBR)と表記)を満たすという．

C̄ ⊂ C̃ なので，(NFLBR)を満たすならば (NFLVR)も成り立つ．この節では (NFLBR)と同値な条件を
考察し，関連する命題を示す．

Proposition 4.7.2. 半マルチンゲール S に対し次の (1)と (2)は同値である．
(1)S は (NFLBR)を満たす．
(2)1-許容可能列 (Hn)n≥1，gn = (Hn · S)∞ に対し，g−n が 0に確率収束するならば，gn は 0に確率収束
する．

Proof
(1) ⇒ (2)
背理法で示す．S は (NFLBR)を満たし，(Hn)n≥1 は 1-許容可能，gn = (Hn · S)∞，g−n は 0に確率収

束し，gn は 0に確率収束しないとする．部分列を取り，任意の nに対し，P [gn > α] > αとなる α > 0
が存在し，g−n は 0 に概収束するしてよい．Lemma4.2.3. よりある [0,∞] 値関数 f に概収束する，関数

列 fn ∈ conv{gn, gn+1, · · · } が存在する．P [f > 0] > 0 である．hn = min(fn, 1) ∈ C とすると，hn は

h = min(f, 1)に概収束する．hn は 1で有界なので，hn は hに弱＊収束する．S は (NFLBR)を満たし
h ≥ 0なので，h = 0 a.s.となる．これは P [f > 0] > 0に矛盾する．

(2) ⇒ (1)
(2)を仮定すると，特に f ∈ K0, f

− = 0ならば f = 0となるので，Sは (NA)を満たす．(hn)n≥1は Cの

列で h ≥ 0に弱＊収束すると仮定し，h = 0 a.s.を示す．Banach-Stainhausの定理より (hn)n≥1 は一様

有界である．(hn)n≥1は 1で一様有界として示せば十分である．hnは hに L∞-弱＊収束するので，hnは h

に L2-弱収束する．したがって，列 gn ∈ conv{hn, hn+1, · · · }で hに L2-収束するものが取れる．h− = 0な
ので g−n は 0に確率収束する．gn ≥ −1なので，Proposition4.3.5.より gn = (Hn · S)∞となるHnは 1-許
容可能である．仮定より，h = 0となる．

2

(NFLBR)の定義において有界な台を持つ戦略 H に制限した K0 を用いる時，有界な台を持つ戦略に対

する (NFRBR)という．有界な台を持つ戦略に対する (NA)，有界な台を持つ戦略に対する (NFLVR)も同
様に定義する．次は自明である．

(H · S)t = (H1[[0,t]] · S)∞, ∀t ∈ [0,∞).

すなわち，一般の戦略に対する時刻 tでの資産高は有界な台を持つ投資戦略により複製される．

Proposition 4.7.3. 　
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(1)半マルチンゲール S が有界な台を持つ戦略に対する (NFLBR)を満たすならば，一般の (NA)が成り
立つ．

(2)半マルチンゲール S が有界な台を持つ戦略に対する (NFLVR)と一般の (NA)を満たすならば，一般の
(NFLVR)が成り立つ．

Proof
S は有界な台を持つ戦略に対する (NFLVR)を満たすとすると，Theorem4.3.3.より許容可能な H に対

し，(H · S)∞ が存在し有限である．
(1)Sは有界な台を持つ戦略に対する (NFLBR)を満たすとする．Hは 1-許容可能で g = (H ·S)∞ ≥ 0 a.s.

とする．Hn = H1[[0,n]], gn = (Hn · S)∞ = (H · S)n とすると，gn は gに，g−n は 0に概収束する．仮定
より g = 0となる．
(2)Sは有界な台を持つ戦略に対する (NFLVR)と一般の (NA)を満たすとする．Hnは許容可能，gn = (Hn ·
S)∞，∥g−n ∥∞ → 0と仮定し，gnは 0に確率収束することを示す．Sは (NA)を満たすので，Proposition4.3.5.
よりHnは ∥g−n ∥∞-許容可能である．(Hn · S)mはm → ∞の時 (Hn · S)∞に確率収束するので，n毎に十

分大きな tn をとり，hn = (Hn · S)tn，P
[
|hn − gn| > 1

n

]
< 1

n とする．∥h−
n ∥∞ → 0なので仮定より hn は

0に確率収束する．任意の ϵ > 0に対し，ϵ > 1
n となる nを取る．m ≥ nとすると，

P [|gm| > 2ϵ] ≤ P [|gm − hm| > ϵ] + P [|hm| > ϵ]

≤ P

[
|gm − hm| >

1
m

]
+ P [|hm| > ϵ]

≤ 1
m

+ P [|hm| > ϵ] .

よって，gm は 0に確率収束する．
2

この命題より次の命題を示す．

Proposition 4.7.4. (Sn)nは離散フィルター (Fn)n-適合局所有界過程とする．Sに対する同値局所マルチ

ンゲール測度が存在しないならば，次の条件 (1)(2)の少なくとも一方を満たす．
(1)S は (NA)を満たさない．
(2)S 初等戦略に対する (NFLVR)を満たさない．

ここで初等戦略とは，H = f1]]t1,t2]] (t1 < t2は定数, f ∈ Ft1)の形をした過程の線形結合とする．離散過
程 (Sn)n と一般の時間パラメータ R+ を持つ過程

(
S[t]

)
t∈R+

を対応させることで，一般の過程に対する結

果が離散過程に対しても成り立つ．

Proof
対偶を示す．今の仮定のもと初等戦略に対する (NFLVR)と有界な台を持つ戦略に対する (NFLVR)は同

値である．実際初等過程ならば有界な台を持ち，H が有界な台を持つならば，(H · S)∞ =
∑N

n=1 Hn∆Sn

となる N が存在し，H を Ĥ =
∑N

n=1 Hn1]]n,n+1]] で複製できる．S が (1) と (2) を両方満たすならば，
Proposition4.7.3.(2)より (NFLVR)を満たす．Corollary4.1.5.より同値局所マルチンゲール測度が存在する．

2
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5 価格計算の例

この章では具体的なモデルの例を挙げ，同値局所マルチンゲール測度を求め，デリバティブの価格を計算

する．

5.1 Black-Scholesモデル

W はフィルター付確率空間
(
Ω,F , P, (Ft)t∈[0,T ]

)
上の 1次元ブラウン運動とする．r，µ，σは定数とし，

B̂t = ert, Ŝt = S0e
σWt+

“

µ−σ2
2

”

t
, 0 ≤ t ≤ T

とする．B̂ を安全債権の価格過程，Ŝ を株価過程とみなす．B̂ で割り引き，

Bt =
B̂t

B̂t

= 1, St =
Ŝt

B̂t

= S0e
σWt+

“

µ−r−σ2
2

”

t

とする．ν = µ − rとおく．t ≥ sに対し，E[St | Fs] = Sse
ν(t−s) である．よって，S は ν = 0の時以外は

マルチンゲールでない．S に対する同値マルチンゲール測度を求める．伊藤の公式より，

dSt = σStdWt + νStdt = σStd
(
Wt +

ν

σ
t
)

である．Girsanovの公式より，
dQ

dP
= exp

(
−ν

σ
WT − ν2

2σ2
T

)
で Qを定義すると，W̃t = Wt + ν

σ tは Qのもとブラウン運動になる．

St = S0 exp
(

σW̃t −
1
2

[
σW̃

]
t

)
なのでQ ∈ Me(S)である．Q′ ∈ Me(S)とすると，Q = Q′となることを示す．dW̃t = 1

σSt
dStであり，S

はQ′のもとマルチンゲールなので，W̃ もQ′のもとマルチンゲールである．また，QとQ′は同値なので，

Q′ のもとでも
[
W̃

]
t
= tである．したがって Lévyの定理より，W̃ は Q′ のもとでもブラウン運動である．

よって，0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ T，f : Rn → Rに対し，

EQ[f(St1 , · · · , Stn
)] = EQ′ [f(St1 , · · · , Stn

)]

が成り立ち，Q = Q′ となることが示せた．以上よりMe(S) = {Q}である．
下から有界な f̂ ∈ L1 (Ω,FT , Q)を派生商品の満期T での支払い関数とみなす．ŜT で割り引いた f = e−rT f̂

が満期時における価値を表す．マルチンゲール表現定理より，

f = EQ[f ] +
(
H · W̃

)
T

= EQ[f ] +
(

H

σS
· S

)
T

となる許容可能投資戦略 H = (Ht)t∈[0,T ] が存在する．よって Theorem4.6.6.を参考にすれば，EQ[f ]が f

の無裁定価格である．

f̂(ω) =
(
ŜT (ω) − K

)
+
とすると，f̂ は満期 T，行使価格 K のヨーロピアン・コール・オプションの支

払い関数である．この場合 f =
(
ST − Ke−rT

)
+
である．EQ[f ]を計算する．

EQ[f ] = EQ

[(
S0 exp

(
(σWT + νT ) − σ2

2
T

)
− Ke−rT

)
+

]

= S0EQ

[
exp

(
σ
√

TZ − σ2

2
T

)
1{ST ≥Ke−rT }

]
− Ke−rT Q

[
ST ≥ Ke−rT

]
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が成り立つ．ここでZ = WT +νT√
T
とする．Zは標準正規分布に従う．Φは標準正規分布の分布関数とすると，

EQ[f ] = S0Φ

 log
(

S0
K

)
+

(
r + σ2

2

)
T

σ
√

T

 − Ke−rT Φ

 log
(

S0
K

)
+

(
r − σ2

2

)
T

σ
√

T


となる．この価格式のことを Black-Scholesの公式という．

5.2 伊藤過程

W はフィルター付確率空間
(
Ω,F , P, (Ft)t∈[0,T ]

)
上のm次元ブラウン運動とする．ρ，µ，σは局所有界

可予測過程とし，ρは 1次元過程，µは n次元過程，σは n × m次元過程とする．σi を σの第 i行ベクト

ル，σij を σの (i, j)成分とする．(n + 1)次元過程 Ŝ =
(
Ŝ0, Ŝ1, · · · Ŝn

)
を以下で定義する．

dŜ0
t = ρtŜ

0
t dt, Ŝ0

0 = 1.

1 ≤ i ≤ nに対し，

dŜi
t = µi

tdt +
m∑
j

σij
t dW j

t

= µi
tdt + σi

tdWt, Ŝi
0 = xi.

この様な確率過程を伊藤過程という．S = Ŝ
Ŝ0 =

(
Ŝ1

Ŝ0 , · · · , Ŝn

Ŝ0

)
と定義する．

Ŝ0
t = exp

(∫ t

0

ρsds

)

なので，ξt =
(
Ŝ0

t

)−1

とおけば，

dSt = ξt

(
dŜt − ρtŜtdt

)
が成り立つ．

以下，

σtut = µt − ρtŜt, E

[
exp

(
1
2

∫ T

0

u2
t dt

)]
< ∞

を満たすm次元過程 uが存在すると仮定する．

dQ

dP
= exp

(
−

∫ T

0

utdWt −
1
2

∫ T

0

u2
t dt

)

で測度 Qを定義する．Girsanovの公式より，W̃t = Wt +
∫ t

0
usdsは Qのもとブラウン運動である．∫ t

0

ξsσ
i
sdW̃s =

∫ t

0

ξsσ
i
susds +

∫ t

0

ξsσ
i
sdWs

=
∫ t

0

ξs

(
µs − ρsŜs

)
ds +

∫ t

0

ξsσ
i
sdWs

=
∫ t

0

dSi
s
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が成り立つので，dSt = ξtσtdW̃t である．したがって，Qは S に対する同値局所マルチンゲール測度であ

る．Theorem4.1.5.より，S は (NFLVR)を満たすことがわかる．
さらに，σは左逆元 Λをもつと仮定する．f ∈ L1 (Ω,FT , Q)は下から有界とすると，マルチンゲール表

現定理より，

f = EQ[f ] +
(
H · W̃

)
T

= EQ[f ] +
m∑

j=1

(
Hj · W̃ j

)
T

となるm次元可予測過程 (Ht)t∈[0,T ] が存在する．H̄ = ξ−1HΛと定義すると，ξH̄σ = H なので，

EQ[f ] +
(
H̄ · S

)
T

= EQ[f ] +
n∑

i=1

(
H̄i · Si

)
T

= EQ[f ] +
n∑

i=1

(
ξH̄iσi · W̃

)
T

= EQ[f ] +
n∑

i=1

m∑
j=1

(
ξH̄iσij · W̃ j

)
T

= EQ[f ] +
m∑

j=1

(
Hj · W̃ j

)
T

= f

となる．H̄ は許容可能である．したがって，EQ[f ]が f の無裁定価格である．
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