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まえがき

金融市場に対する数学的アプローチは, 1900 年に発表されたバシュリエの『Theorie de la Speculation』
が始まりであるが, 近代的な確率解析に基づく研究は 1965 年に発表されたサミュエルソンの効率性市場仮
説 (EMH) が出発点である. ちなみにバシュリエの論文はアインシュタインに先行するブラウン運動の数
学的取り扱いとして名高い. 60 年代半ばにはシャープ, リントナー, モッシ達によって資本資産価格モデル
(CAPM) が発表された. これらの理論から 1973 年にブラック, ショールズ, マートンによる条件付き請求
権の価格付け理論が登場し, 70 年代末から 80 年代初めにかけて, ハリソン, クレプス, プリスカの資産価格
付けの基本定理が登場した. これらの理論によって 80 年代初めまで経済学・経営学の分野として発展して
きた分野が数理ファイナンスとして確立された.
数理ファイナンスは，経済，経営における金融分野の数理科学的問題の理解，モデル化さらに解法を提供

する理論体系である．モデル化においては，確率過程が重要な役割を果たしている．中でも，確率過程の時

間発展を記述する確率微分方程式は重要である．

数理ファイナンスで取り扱う派生商品 (derivative) に関して, 価値評価とともにリスク管理は金融実務上
極めて重要な課題である. 派生商品の価値は確率微分方程式の有用性より Brown 運動の汎関数として表現
される. 派生商品の取引における保有・空売りに関するリスクは商品の価値変化として表される. 価値変化
を表す代表的なものが, 派生商品の価値のパラメータに関する偏微分係数, すなわち感応度 (Greeks) であ
る. Greeks の計算のために Brown 運動の汎関数を解析する必要があり, この 1 つの手法として Brown 運
動に対する微積分を展開したマリアバン解析があげられる.
マリアバン解析とは, W = {w : [0,∞) → Rn;連続, w(0) = 0} とおき, µ を W 上の Wiener 測度,

H = {h ∈ W ; h(t) は絶対連続かつ
∫∞
0
|h′(t)|2dt < ∞} で与えられる Hilbert 空間 H に対して (µ,H, W )

を基礎にした無限次元空間 W 上の超関数の理論あるいは Sobolev 空間の理論と言える. この H は Gauss
測度 µ の Cameron-Martin 空間と呼ばれている.
マリアバン解析が登場する以前は, ヒルベルト空間 H (dimH = ∞) を考えると, H の内積から H の上

に自然な測度を構成することはできないと考えられていた. 従って内積を重視すれば測度を考えることを
放棄せざるを得ない. 非線形関数解析においては, 内積やノルムを重視し, 微分を定義するには Fréchet 微
分のようにそのノルムに基づいて定義していた. 微分可能な関数は連続でなければならない. ところが確率
論においては可測であるが連続になり得ない関数の例が数多く現れる. 例えば, Brown 運動について考え
る. Brown 運動は関数空間の上の測度として実現されるため測度があれば積分が自然に定義できる．また
Brown 運動が実現されている関数空間は Banach 空間であり，無限次元だが Fréchet 微分というものがす
でに定義されている. ここで確率微分方程式の解を考えると，Fréchet の意味で微分できないばかりでなく，
連続ですらない．そのような関数に対する微分として現れたのがマリアバン解析である. 他の無限次元解析
と比べて, 微分と積分が自然につながるところに特徴がある. Brown 運動の積分と調和していることで部
分積分の公式として表せることを可能にしている. これは, 全ての方向への微分を考えず, Cameron-Martin
空間の方向だけの微分を考えることでマリアバン解析を可能にしたと言える.

本論文で扱う話題は Paul Malliavin と Anton Thalmaier による『Stochastic calculus of variations in
mathematical finance』を参考にした．しかし，Malliavin解析の導入は，同書に述べられている方法では
なく， 1980年代に楠岡成雄氏，重川一郎氏，杉田洋氏，渡辺信三氏など日本の研究者が提案，定式化，発
展させた方向で行う．これは，Malliavin解析に明るくない読者を想定した著者たちの創意工夫の努力を削
ぐものではあるが，数々の議論がより簡明な形で見通しよく述べることが可能となる．また，同書に散見さ

れる議論，推論の跳びや，証明の誤りなどは適宜修正した．
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1 ブラウン運動と確率積分

1.1 Wiener空間とブラウン運動

T > 0 とし, W = Wn を原点とする Rn 値連続関数全体とする;

W = {w : [0, T ] → Rn|wは連続かつ w(0) = 0}.

写像 W : [0, T ]×W → Rn を

W (t, w) = w(t), t ∈ [0, T ], w ∈ W

と定め, Rn 値確率変数 W を W (t)(w) = W (t, w) と定義する. また, µ を W 上のWiener測度とする. 実
Hilbert空間 E に値をとる µ に関し, p 乗可積分な関数の全体を Lp(µ; E) とし, Lp(µ;R) は Lp(µ) と表す.

集合の族 C を含む最小の σ加法族を σ[C] と表記し, さらに位相空間 E の開集合の全体を OE とすると

き B(E) = σ[OE ] とおく.

Theorem 1.1 次の性質を持つ (W,B(W)) 上の確率測度 µ が唯一つ存在する.

µ(W (t1) ∈ A1,W (t2)−W (t1) ∈ A2, · · · ,W (tm)−W (tm−1) ∈ Am) =
m∏

j=1

∫

Aj

gn(tj − tj−1, xj)dxj .

ただし, 0 = t0 < t1 < · · · < tm ≤ T, A1, A2, · · · , Am ∈ B(Rn),

gn(s, y) =
1√

2πs
n exp

(
−|y|

2

2s

)
, s > 0, y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn, |y| =

√√√√
n∑

j=1

|yj |2 である.

Definition 1.2 Theorem 1.1 で与えられた W 上の確率測度 µ を n 次元Wiener 測度と呼ぶ. さらに
(W,B(W), µ) を [0, T ] 上の n 次元 Wiener 空間という.

[0, T ] 上絶対連続な h ∈ W で, その微分 ḣ が [0, T ] 上 Lebesgue 測度に対し二乗可積分となるもの全体
からなるW の線形部分空間 H を Cameron-Martin部分空間と呼ぶ. Cameron-Martin 部分空間は, 内積

〈h, g〉H =
∫ T

0

〈ḣ(t), ġ(t)〉Rndt, h, k ∈ H

を持つ実可分ヒルベルト空間である. ただし 〈·, ·〉Rn は Rn のユークリッド内積をあらわす. この内積 〈·, ·〉H
から定まるノルムを ‖ · ‖H と表す. さらに h(t) =

∫ t

0
ḣ(s)ds であるから,

‖h‖∞ ≤
√

nT‖h‖H , h ∈ H

であり, H は W で稠密となっている.

Definition 1.3 (フィルトレーション) 確率空間 (Ω,F , P ) に対して, {Ft}t∈[0,∞) がフィルトレーション

とは,

1. Ft は σ 加法族であり, Ft ⊂ F ,

2. Fs ⊂ Ft(s ≤ t)

を満たすことである.また (Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) をフィルター付き確率空間という.
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Definition 1.4 (ブラウン運動) 確率過程 {W (t)}t∈[0,∞) が n 次元 (Ft)-ブラウン運動であるとは以下の
3条件が満たされることを言う.

1. {W (t)}t∈[0,∞) は (Ft)-適合な Rn 値確率過程である.

2. {W (t)}t∈[0,∞) は右連続かつ P -a.s.に連続である.

3. 任意の 0 ≤ s ≤ t, λ ∈ Rn に対して次が成り立つ.

E[exp(
√−1〈λ,W (t)−W (s)〉Rn)|Ft] = exp

(
−|λ|

2(t− s)
2

)
.

さらに, x ∈ Rn に対し, P (W (0) = x) = 1 が成り立つとき, x から出発する n次元 (Ft)-ブラウン運動と
いう.

(W,B(W), µ) 上のフィルトレーション Ft を Ft = σ[W (s); s ≤ t] と定めれば {W (t)}t∈[0,∞) は 0 から
出発する (Ft)-ブラウン運動である.

Definition 1.5 (マルチンゲール) (Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) をフィルター付き確率空間とする. R-値確率過
程 {Mt}t∈[0,∞) が (Ft)-連続 Lp マルチンゲールであるとは次の条件を満たすことをいう.

1. E[|Mt|p] < ∞.

2. Mt は Ft-可測 (∀t ≥ 0).

3. E[Mt|Fs] = Ms (∀s ≤ t).

4. P (t 7→ Mtは連続) = 1.

条件 3で ” = ” を ” ≤ ” で置き換えたとき, (Ft)-連続 Lp-優マルチンゲール, ” ≥ ”で置き換えたとき,
(Ft)-連続 Lp-劣マルチンゲールという.

(W,B(W), µ, {Ft}t∈[0,∞)) 上, 各 α = 1, · · · , n に対して {Wα(t)}t∈[0,∞), は (Ft)-連続 Lp マルチンゲー

ルである.

Definition 1.6 (収束) (Ω,F , P ) を確率空間とし, X, X1, X2, · · · , を確率変数とする.

1. Xn が X に概収束する (Xn → X a.s.と記す) とは, P (limn→∞Xn = X) = 1 となることをいう.

2. Xn が X に確率収束する (Xn → X in probと記す) とは, limn→∞ P (|Xn −X| > ε) = 0 (∀ε > 0)
となることをいう.

3. p > 0 とする. Xn が X に Lp 収束する (Xn → X in Lpと記す) とは, limn→∞ E[|Xn −X|p] = 0 と
なることをいう.

1.2 確率積分

Definition 1.7 (発展的可測) R-値確率過程 {f(t)}t∈[0,∞) が (Ft)-発展的可測であるとは,任意の T ≥ 0
に対し, 写像 [0, T ] × Ω 3 (t, ω) 7→ f(t, ω) ∈ R が直積 σ 加法族 B([0, T ]) × FT に関し可測となることを

いう.
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Definition 1.8 (Ω,F , P, {Ft}t∈[0,∞)) をフィルター付き確率空間とする.

L2
loc =

{
{f(t)}t∈[0,∞)

R値確率過程, (t, ω) 7→ f(t, ω)は可測, f(t)は Ft可測,

P (
∫ T

0
f(t)2dt < ∞,∀T > 0) = 1

}
.

L2 =

{
{f(t)}t∈[0,∞) ∈ L2

loc E

[∫ T

0

f(t)2dt

]
< ∞,∀T > 0

}

SF =

{
{f(t)}t∈[0,∞) ∈ L2

loc

∃0 < t0 < · · · < tn < tn+1 ↗∞ s.t.
f(t) = f(tn) (t ∈ [tn, tn+1)), sup0≤t≤T,ω∈Ω |f(t, ω)| < ∞ (∀T > 0)

}
.

とおく.

P -a.s.に連続かつ (Ft)-発展的可測な確率過程は L2
loc の元である. SF ⊂ L2 ⊂ L2

loc という包含関係に加

え, SF は L2
loc で確率収束の位相に関し稠密となっている.

Lemma 1.9 任意の {f(t)}t∈[0,∞) ∈ L2
loc に対し, {fm(t)}t∈[0,∞) ∈ SF , m = 1, 2, · · · が存在し,

∫ T

0

{f(t)− fm(t)}2dt → 0 in prob, ∀T > 0.

Definition 1.10 (確率積分 (SF)) 1 ≤ α ≤ n とする. {f(t)}t∈[0,∞) ∈ SF の Wα(t) に関する確率積分
を次で定義する.

∫ T

0

f(t)dWα(t) =
∞∑

m=0

f(tm){Wα(tm+1 ∧ T )−Wα(tm ∧ T )}, T > 0.

ただし f(t) =
∑∞

m=0 f(tm)I[tm,tm+1)(t) と表されるとする.

Lemma 1.11 {fm(t)}t≥0 ∈ SF とする. もし

lim
m,k→∞

P

(∫ T0

0

{fm(t)− fk(t)}2dt > ε

)
= 0, ∀ε > 0, T0 > 0

が成り立つならば, 右連続, P -a.s. に連続かつ (Ft)-発展的可測な確率過程 {X(t)}t∈[0,∞) が存在し,

sup
0≤T≤T0

X(T )−
∫ T

0

fm(t)dWα(t) → 0 in prob ∀T0 > 0.

Definition 1.12 (確率積分 L2
loc) {f(t)}t∈[0,∞) ∈ L2

loc とする.

∫ T0

0

{f(t)− fm(t)}2dt → 0 in prob ∀T0 > 0

を満たす {{fm(t)}t∈[0,∞)}∞m=1 ⊂ SF をとり, lemma 1.11 で与えられる右連続, P -a.s. に連続かつ (Ft)-
発展的可測な確率過程 {X(t)}t∈[0,∞) を

{∫ T

0

f(t)dWα(t)

}

T∈[0,∞)

と表し, これを {f(t)}t∈[0,∞) の {Wα(t)}t∈[0,∞) に関する確率積分という.

Theorem 1.13 (確率積分の性質) {f(t)}t∈[0,∞), {g(t)}t∈[0,∞) ∈ L2
loc, 1 ≤ α ≤ n とする.
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1. (線形性) a, b ∈ R とする. 任意の T > 0 に対し, P -a.s. に
∫ T

0

{af(t) + bg(t)}dWα(t) = a

∫ T

0

f(t)dWα(t) + b

∫ T

0

g(t)dWα(t).

が成立する.

2. a, b > 0 とする. 次が成り立つ.

P

(
sup

0≤T≤T0

{∫ T

0

f(t)dWα(t)− a

2

∫ T

0

f(t)2dt

}
> b

)
≤ e−ab.

3. {fm(t)}t≥0 ∈ L2
loc が

∫ T0

0
{f(t)− fm(t)}2dt → 0 in prob ならば,

sup
0≤T≤T0

∫ T

0

fm(t)dWα(t)−
∫ T

0

f(t)dWα(t) → 0 in prob

となる.

4. {f(t)}t∈[0,∞) ∈ L2 ならば, {∫ t

0
f(s)dWα(s)}t∈[0,∞) は L2- (Ft)-マルチンゲールである. このとき,

さらに次が成立する.

E




(∫ T

0

f(t)dWα(t)

)2

 = E

[∫ T

0

f(t)2dt

]
, ∀T > 0,

E


 sup

T∈[0,T0]

(∫ T

0

f(t)dWα(t)

)2

 ≤ 4E

[∫ T0

0

f(t)2dt

]
, ∀T, T0 > 0.

5. {fα(t)}t∈[0,∞) ∈ L2, 1 ≤ α ≤ n とする. このとき

E

[∫ T

0

fα(t)dWα(t)
∫ T

0

fβ(t)dW β(t)

]
= δαβ ∀T > 0

が成り立つ. とくに

E




n∑
α=1

(∫ T

0

fα(t)dWα(t)

)2

 =

n∑
α=1

E

[∫ T

0

fα(t)2dt

]
.

Definition 1.14 (Ft)-発展的可測な R 値確率過程 {b(t)}t∈[0,∞) で

∫ T

0

|b(t)|dt < ∞, ∀T > 0 P -a.s.

となるもの全体を L1
loc と表す.

以下常に, {∫ t

0
b(s)ds}t∈[0,∞) は右連続, P -a.s. 連続かつ (Ft)-発展的可測であるとする.

Definition 1.15 (伊藤過程) {aα(t)}t∈[0,∞) ∈ L2
loc, 1 ≤ α ≤ n, と {b(t)}t∈[0,∞) ∈ L1

loc を用いて

X(T ) =
n∑

α=1

∫ T

0

aα(t)dWα(t) +
∫ T

0

b(t)dt, T ≥ 0

と表される確率過程 {X(t)}t∈[0,∞) を伊藤過程と呼ぶ.
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Theorem 1.16 (伊藤の公式) N ∈ N, {ak
α(t)}t∈[0,∞) ∈ L2

loc, {bk(t)}t∈[0,∞) ∈ L1
loc, 1 ≤ α ≤ n, 1 ≤ k ≤

N とする.

Xk(T ) = Xk(0) +
n∑

α=1

∫ T

0

ak
α(t)dWα(t) +

∫ T

0

bkdt, (k = 1, · · · , N)

X(T ) = (X1(T ), · · · , XN (T )), T ≥ 0

とおく. 任意の f ∈ C2(RN ) に対し, 次式が成立する.

f(X(T )) = f(X(0)) +
n∑

α=1

N∑

k=1

∫ T

0

f
(1)
k (X(t))ak

αdWα(t) +
N∑

k=1

∫ T

0

f
(1)
k (X(t))bk(t)dt

+
1
2

n∑
α=1

N∑

k,j=1

∫ T

0

f
(2)
kj (X(t))ak

α(t)aj
α(t)dt.

ただし f
(n)
k1,··· ,kn

= ∂nf
∂xk1 ···∂xkn

(n = 1, 2, · · · ).

Definition 1.17 (確率微分形式) {X(t)}t∈[0,∞) を

X(T ) = X(0) +
n∑

α=1

∫ T

0

aα(t)dWα(t) +
∫ T

0

b(t)dt, T ≥ 0

と表される伊藤過程とする.

1. これを

dX(t) =
n∑

α=1

aα(t)dWα(t) + b(t)dt

と表記し, 確率微分形式による表現と呼ぶ.

2. 確率過程 {c(t)}t∈[0,∞) が {c(t)aα(t)}t∈[0,∞) ∈ L2
loc, 1 ≤ α ≤ n, {c(t)b(t)}t∈[0,∞) ∈ L1

loc を満たすと

き, c(t)dX(t) を伊藤過程

n∑
α=1

∫ T

0

c(t)aα(t)dWα(t) +
∫ T

0

c(t)b(t)dt

の定める確率微分形式とする.

3. 伊藤過程 {Y (t)}t∈[0,∞) の確率微分形式を

dY (t) =
n∑

α=1

pα(t)dWα(t) + q(t)dt

とする. dX · dY (t) を伊藤過程

n∑
α=1

∫ T

0

aα(t)pα(t)dt

の定める確率微分形式とする. これを確率微分形式 dX(t) と dY (t) の積と呼ぶ.
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定義より

dWα · dW β(t) = δαβdt, dt · dWα = dWα · dt = 0, dt · dt = 0

である.

FW
t を W (s), (s ≤ t) の生成する σ 加法族とし, L2(FW

t ) を FW
t -可測な二乗可積分関数の全体とする.

T > 0 に対し, L2([0, T ];Rn) で Lebesgue測度に対し二乗可積分なボレル可測関数 φ : [0, T ] → Rn の全体

を表す.

Theorem 1.18 (表現定理) 任意の F ∈ L2(FW
T ) に対し, {fα(t)}t∈[0,∞) ∈ L2, α = 1, · · · , n が存在し,

F = E[F ] +
n∑

α=1

∫ T

0

fα(t)dWα(t)

が P -a.s. に成り立つ.

1.3 マリアバン解析

` ∈ W∗ に対し, 同じ記号で写像 W 3 w 7→ `(w) ∈ R も表す. `1, · · · , `n ∈ W∗ と多項式 p : Rn → R を
用いて

φ = p(`1, · · · , `n) (φ(w) = p(`1(w), · · · , `n(w)), w ∈ W)

と表される φ : W → R の全体を P と表し,可分実 Hilbert空間 E に対し

P(E) =





n∑

j=1

φjej φj ∈ P, ej ∈ E, 1 ≤ j ≤ n, n ∈ N




とおく. φ = p(`1, · · · , `n) ∈ P に対し, ∇φ ∈ P(H) を

∇φ =
n∑

j=1

∂p

∂xj
(`1, · · · , `n)`j

と定義する. さらに φ =
∑n

j=1 φjej ∈ P(E) に対し, ∇φ ∈ P(H ⊗ E) を

∇φ =
n∑

j=1

∇φj ⊗ ej

と定める. ただし実可分 Hilbert空間 E1, E2 に対し, E1 ⊗ E2 は Hilbert-Schmidt作用素 A : E1 → E2 の

なす Hilbert空間を表し, e(1) ∈ E1, e(2) ∈ E2 に対し, e(1) ⊗ e(2) で E1 3 e 7→ 〈e(1), e〉E1e
(2) ∈ E2 なる

Hilbert-Schmidt 作用素を表す; E1 ⊗ E2 は, E1 の正規直交基 {e(1)
n }∞n=1 を用いて

〈A,B〉E1⊗E2 =
∞∑

n=1

〈Ae(1)
n , Be(1)

n 〉E2 , A,B ∈ E1 ⊗ E2

で与えられる内積を持つ. さらに φ ∈ P に対し,

〈∇φ(w), h〉H =
d

dt t=0
φ(w + th), ∀w ∈ W, h ∈ H

が成り立つ.
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Definition 1.19 p ≥ 1, k ∈ N とする.

‖φ‖(k,p) =
k∑

j=0

‖∇jφ‖p, φ ∈ P(E)

とおき, P(E) の ‖ · ‖(k,p) に関する完備化を Dk,p(E) と表す. Dk,p(R) は Dk,p と略記する. ∇ : P(E) →
P(H ⊗ E) の Dk,p(E) への拡張も同じ ∇ で表す. 閉作用素 ∇ : Lp(µ; E) → Lp(µ; H ⊗ E) の共役作用素
を ∇∗ と表す.

(Dr,p(E))′ を Dr,p(E) の双対空間とし, (Lp(µ;E))′ = Lq(µ; E) ( 1
p + 1

q = 1) という同一視を介して

D−r,q(E) = (Dr,p(E))′

と表す.

Dr,∞−(E) =
⋂

p∈(1,∞)

Dr,p(E), D∞,p(E) =
⋂

r∈R
Dr,p(E)

Dr,1+(E) =
⋃

p∈(1,∞)

Dr,p(E), D−∞,p(E) =
⋃

r∈R
Dr,p(E)

D∞(E) =
⋂

r∈R,p∈(1,∞)

Dr,p(E), D−∞,1+(E) =
⋂

r∈R,p∈(1,∞)

Dr,p(E)

とおく. D∞(E) は Fréchet 空間であり, D−∞,1+(E) はその双対空間となっている. Φ ∈ D−∞,1+(E) =
(D∞(E))′ の F ∈ D∞(E) への作用を

∫
W〈F, Φ〉Hdµ もしくは E[〈F, Φ〉E ] と表す;

Φ(F ) =
∫

W
〈F, Φ〉Edµ = E[〈Φ, F 〉E ].

E = R のとき内積の括弧を省略して,
∫
W FΦdµ もしくは E[FΦ] と表す. さらに F = 1 ならば,

∫
W Φdµ,

E[Φ] とも表す. Φ ∈ Lp(µ;E) のとき, 〈F, Φ〉E ∈ L1(µ) となる.

Theorem 1.20

1. ∇ : P(E) → P(H ⊗ E) は, 任意の r ∈ R と p ∈ (1,∞) に対し制限 ∇ : Dr+1,p(E) → Dr,p(H ⊗ E)
が連続となる線形作用素∇ : D−∞,1+(E) → D−∞,1+(H ⊗ E) に一意的に拡張できる.

2. ∇ の共役作用素 ∇∗ は, 任意の r ∈ R と p ∈ (1,∞) に対し制限 ∇∗ : Dr+1,p(H ⊗ E) → Dr,p(E) が
連続となる線形作用素∇∗ : D−∞,1+(H ⊗ E) → D−∞,1+(E) に一意的に拡張できる.

Proposition 1.21 p, q, r > 1 は 1
r = 1

p + 1
q を満たすとし, E, E1, E2 を実可分 Hilbert 空間とする.

F ∈ D1,p(E1), G ∈ D1,q(E2), K ∈ D1,p とする. このとき, F ⊗G ∈ D1,r(E1 ⊗ E2), KG ∈ D1,r(H ⊗ E2)
であり,

∇(F ⊗G) = F ⊗∇G +∇F ⊗G,

∇∗(KG) = K∇∗G− 〈∇K, G〉H

が成り立つ.

Theorem 1.22 r ∈ R, k ∈ Z+, p ∈ (1,∞) とする.
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1. Φ ∈ D−∞,1+(E) が Dr,p(E) に属するためには,

sup
{∫

W
〈Φ, F 〉Edµ F ∈ P(E), ‖F‖−r,q ≤ 1

}
< ∞

が成り立つことが必要かつ十分である. ただし, q = p
p−1 .

2. F ∈ Lp(µ; E) が Dk,p(E) に属するためには, Fk ∈ Lp(µ; H⊗k ⊗ E) が存在し次が成り立つことが必
要かつ十分である.∫

W
〈F, (∇∗)kG〉Edµ =

∫

W
〈Fk, G〉H⊗k⊗Edµ, ∀G ∈ P(H⊗k ⊗ E).

ただし H⊗k = H ⊗ · · · ⊗H︸ ︷︷ ︸
k 回

である. さらにこのとき Fk = ∇kF が成り立つ.

Z ∈ D1,2(H), 任意の φ ∈ D1,2 に対して 〈Z,∇φ〉 = DZφ とおけば E[DZφ] = E[φ∇∗Z] となる. また,
Z ∈ D1,2(H) となる Z を L2- ベクトル場と言う.

Theorem 1.23 Z ∈ D1,2(H) に対して

E[|∇∗Z|2] = E
[∫ 1

0

|Zτ |2dτ +
∫ 1

0

∫ 1

0

(∇Zτ )(∇Zt)dtdτ

]
. (1.1)

が成立する. 特に

E[|∇∗Z|2] ≤ ‖Z‖2D1,2 (1.2)

と評価ができる.

証明は後で行う.

s ∈ N に対し, `
(s)
j,k ∈ W∗ を

`
(s)
j,k(w) = 2

s
2

{
wk

(
j + 1
2s

)
− w

(
j

2s

)}

と定義する. ‖`(s)j,k‖H = 1 である. πs : W →W を

πsw =
∑

j,k

`
(s)
j,k(w)`j,k, Bs = σ(`(s)j,k; j = 0, · · · , 2s, k = 1, · · · , d)

とおく. Z ∈ D1,2(H) に対し

E[Z|Bs](w) =
∫

W
Z(πsw + (I − πs)w′)µ(dw′) (1.3)

となる. これより

∇E[Z|Bs] = πs(E[∇Z|Bs])

である. よって

‖E[πsZ|Bs]− Z‖D1,2(H) → 0 (s →∞)

となる. したがって (1.1) を Zs = E[πsZ|Bs] に対して示せばよい. Zs は有限次元的構造をもつので

∇∗Zs =
∫ 1

0

(Ẇ s(τ)Zs(τ)−∇Zs(τ))dτ (1.4)

で与えられる. ただし Ẇ s(τ) =
∑2s

k=1(W ( k
2s )−W (k−1

2s ))I((k−1)2−s,k2−s)(τ) とする.
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Lemma 1.24 Zs は (1.1) を満たす.

Proof. (1.4)に注意すれば

J := E[∇∗Zs∇∗Zs]

= E[∇∗Zs

∫ 1

0

(Ẇ s(τ)Zs(τ)−∇Zs(τ))dτ ]

= E[DZs

∫ 1

0

(Ẇ s(τ)Zs(τ)−∇Zs(τ))dτ ]

= E[
∫ 1

0

∫ 1

0

Zs(τ ′)(∇Ẇ s(τ)Zs(τ)−∇Zs(τ))dτdτ ′].

一般的に以下が成り立つ.

∇(Ẇ s(τ)Zs(τ)) = Zs(τ)(∇Ẇ s(τ)) + Ẇ s(τ)(∇Zs(τ)).

ただし ∇Ẇ s(τ) は τ, τ ′ が ((k− 1)2−s, k2−s) に依存しなければ 0, 依存していれば 1 となることに注意し
ておく. この導関数は τ = τ ′ ならば二重積分が普通の積分になることより

J = E
[∫ 1

0

∫ 1

0

Zs(τ ′){Zs(τ)(∇Ẇ s(τ)) + Ẇ s(τ)(∇Zs(τ))−∇2Zs(τ)}dτdτ ′
]

となる. ゆえに

J − E
[∫ 1

0

|Zs(τ)|2dτ

]
=

∫ 1

0

∫ 1

0

Zs(τ ′)(Ẇ s(τ)∇Zs(τ)−∇2Zs(τ))dτdτ ′. (1.5)

ベクトル場 Yτ ′(τ) := ∇Zs(τ) を導入する. すると (1.4)より

∇∗Yτ ′ =
∫ 1

0

(Ẇ s(τ)∇Zs(τ)−∇2Zs(τ))dτ

となる.フビニの定理により (1.5) に代入すれば

J − E
[∫ 1

0

|Zs(τ)|2dτ

]
= E

[∫ 1

0

∇∗Yτ ′Z
s(τ ′)dτ ′

]

=
∫ 1

0

E[DYτ′Z
s(τ ′)]dτ ′

=
∫ 1

0

dτ ′E
[∫ 1

0

(∇Zs(τ ′))Yτ ′(τ)dτ

]
.

2

Proof(Proof of Theorem1.23). 上の考察と lemma 1.24 より (1.1) は従う.
(1.2) を示す. シュワルツの不等式と (1.1)より

E[|∇∗Z|2] = E
[∫ 1

0

|Zτ |2dτ +
∫ 1

0

∫ 1

0

∇Zτ∇Ztdtdτ

]

≤ E
[∫ 1

0

|Zτ |2dτ +
∫ 1

0

∫ 1

0

|∇Zτ |2dtdτ

]

= ‖Z‖2D1,2

より示される.
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Theorem 1.25 Z ∈ D1,2(H) とする. {Ż(t)}t∈[0,T ] が可予測ならば∇∗Z =
∫ 1

0
Z(τ)dW (τ).

Proof. {Ż(t)}t∈[0,T ] は可予測より

E
[∫ 1

0

|Ż(t)|2dt

]
< ∞

である. したがって {(Ż1
n(t), · · · , Żd

n(t))} ∈ SFd が存在して n →∞ とすれば

E
[∫ 1

0

|Ż(t)− Żn(t)|2dt

]
→ 0 (1.6)

が成り立つ. Zn ∈ D0,2(H) を Zn(t) =
∫ 1

0
Żn(s)ds と定義する. 伊藤積分の定義と Proposition1.21 により

∇∗Zn =
d∑

α=1

∫ t

0

Żα
n (s)dWα(s)

である. (1.6) と伊藤積分の等距離性から n →∞ とすれば

‖Zn − Z‖D0,2(H) → 0,　 (1.7)

∥∥∥∥∥∇
∗Zn −

d∑
α=1

∫ 1

0

Zα(t)dWα(t)

∥∥∥∥∥
D0,2

. → 0 (1.8)

∇∗ : D0,2(H) → D−1,2(H) の連続性より

‖∇∗Zn −∇∗Z‖D−1,2 → 0.

(1.8) と D0,2 ⊂ D−1,2 という包含関係をあわせると

∇∗Z =
d∑

α=1

∫ 1

0

Zα(t)dWα(t) (1.9)

となる. 2

Nt を {eτ : τ < t} によって構成される W 上のフィルトレーションとする. ただし et は写像 W 7→ W (t),
τ は停止時刻とする. また,条件付期待値を ENt [φ] := E[φ|Nt] とおく.

Theorem 1.26 (Clark-Ocone-Karatzas formula) φ ∈ D1,2(W) を与えると

φ− E[φ] =
∫ 1

0

ENτ [
˙(

∇φ(τ)]dW (τ). (1.10)

Proof. マルチンゲール表現定理より L2 過程 β に対して φ − E[φ] =
∫

β(τ)dW (τ) なるものが存在する.
任意の可予測なベクトル場 Z 対して

E




∫ 1

0

˙ 

∇(φ− E[φ])(t)Ż(t)dt


 = E[〈∇(φ− E[φ]), Z〉H ]

= E[(φ− E[φ])∇∗Z]

= E
[
(φ− E[φ])

∫ 1

0

Ż(τ)dW (τ)
]

= E
[∫

β(τ)dW (τ)
∫ 1

0

Ż(τ)dW (τ)
]

= E
[∫

βŻ(τ)dτ

]
.
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ゆえに 0 = E[
∫ 1

0
(

˙(

∇φ(t)− β(t))Z(t)dt] となり E[
∫ 1

0
(ENt [

˙(

∇φ(t)]− β(t))Z(t)dt] = 0 である. この式は任意

のベクトル場 Z で成り立っているので ENt [
˙(

∇φ(t)]− β(t) = 0 となる. 2

Theorem 1.27 φ ∈ D2,2(W) に対して

φ− E[φ)]−
∫ 1

0

E[
˙(

∇φ(τ)]dW (τ) =
∫ 1

0

dW (t2)
∫ t2

0

ENt1 [
¨ (

∇2φ(t2, t1)]dW (t1).

P roof. τ を固定し, スカラー値関数 ψτ :=
˙(

∇φ(τ) を考える. (1.10) より ψτ に関して

˙ (

∇ψτ (t) =
¨ (

∇2φ(τ, t)

なる事実を使うと

ψτ − E[
˙(

∇φ(t)] =
∫ 1

0

ENt [

¨ 

∇2φ(τ, t)(t)]dW (t)

となる. また

ENτ [
˙(

∇φ(t)] = ENτ [ψτ ]

= E[
˙(

∇φ(τ)] +
∫ τ

0

ENt [
¨ (

∇2φ(τ, t)]dW (t)

である. よって

φ− E[φ] =
∫ 1

0

ENτ [
˙(

∇φ(τ)]dW (τ)

=
∫ 1

0

(
E[

˙(

∇φ(τ)] +
∫ τ

0

ENt [
¨ (

∇2φ(τ, t)]dW (t)

)
dW (τ)

=
∫ 1

0

E[
˙(

∇φ(τ)]dW (τ) +
∫ 1

0

dW (τ)
∫ τ

0

ENt [
¨ (

∇2φ(τ, t)]dW (t).

2
˙(

∇φ(τ) を

(

∇φ(τ) と略記する.

Theorem 1.28 (Stroockの微分公式) Z ∈ D1,2(H) でさらに {Ż(t)} が可予測のとき



∇(
∫ 1

0

Ż(t)dW (t))(τ) = Ż(τ) +
∫ 1

0

(

∇Ż(τ)(t)dW (t). (1.11)

Proof. Zn ∈ D0,2(H) を Zn(t) =
∫ t

0
Żn(s)ds とする. (1.7), (1.9) と ∇ : D−1,2 → D−2,2 の連続性より

‖∇∇∗Zn −∇∇∗Z‖D−2,2 → 0

が言える. また Proposition 1.21 より ∇∇∗Zn = Żn +
∫ 1

0
∇Żn(t)dW (t) となる. D2,2 ⊂ D0,2(H) の包含関

係に注意すれば (1.11) が成り立つ. 2
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1.4 密度関数

g : Wn → Rd の写像を考え, 成分は g1, · · · , gd, gi ∈ D1,∞−(Wn) とする. また g のマリアバン共分散

行列を対称な正行列によって以下のように定義する.

σij(w) :=
n∑

k=1

∫ 1

0

〈∇gi(w),∇gj(w)〉Hdt.

Definition 1.29 (非退化) 任意の p < ∞ に対して E[det(σ)−p] < ∞ が成立することを g : Wn → Rd が

非退化であるという.

Definition 1.30 φ ∈ C1
b (Rd) に対し, φ̃ = φ ◦ g を φ の g による lift といい, 写像 g∗ : C1

b (Rd) →
D1,∞−(Wn) を

g∗(φ) = φ̃

と定義する.

Definition 1.31 g の分布を ν, Wiener 測度を γ, ν = g∗(γ) とするとき g に付随する条件付期待値を以

下で表現する.

Eg : Lp(Wn; γ) → Lp(Rd; γ)

∈ ∈

F 7→ Eg[F ]

ただし, Eg[F ](x) = E[F |g = x]. 即ち;
∫

R
Eg[F ](x)φ(x)ν(dx) = E[Fφ(g)] = E[Fg∗(φ)].

Definition 1.32 (covering ベクトル場) z = (z1, · · · , zd) ∈ C1
b (Rd)とする. Z ∈ H, Z(t) = (Z1

W (t), · · · , Zd
W (t))

が以下を満たすとき, z の covering ベクトル場という.

〈Z,∇gi〉H = zi(g), i = 1, · · · , d.

g は非退化でさらに D2,∞−(Wn) に属するとする. (σij) = (σij)−1 とおく. ただし 1 ≤ i, j ≤ d とする.
zi ∈ C1

b (Rd) とし

◦Z =
d∑

i,j=1

zi(g)σij∇gj

とおく. このとき ◦Z ∈ D1,∞−(H) であり

〈◦Z,∇gi〉H = zi(g), i = 1, · · · , d

を満たしている. Y ∈ D1,∞−(H) が covering ベクトル場とする. ∇gi の線形独立性より

Y =
d∑

i=1

ci∇gi + η, η ⊥ ∇gi, i = 1, · · · , d

と表現できる. covering ベクトル場であるから

d∑

i=1

ciσij = 〈Y,∇gj〉 = zj(g)
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となる. これより

Y = ◦Z + η

と表現される. とくに ◦Z は covering ベクトル場の中で最小の L2-ノルムを持つといえる.

Definition 1.33 (Divergence) z ∈ C1
b (Rd), ν を Rd 上の測度とする. 次の 2 条件を満たすとき

divergence ϑν(z) を持つという.

1.
∫
Rd〈z, dφ〉dν =

∫
Rd φϑν(z)dν, ∀φ ∈ C1

b (Rd),

2.
∫
Rd |ϑν(z)|dν < ∞.

Theorem 1.34 z ∈ C1
b (Rd)に対し, covering ベクトル場 ◦Z をとると

ϑν(z) = Eg[∇∗Z] (1.12)

が成り立つ. さらに g ∈ D2,∞−(Wn) と仮定すると任意の covering ベクトル場 ( ∂
∂ξi ) に対して

∃ϑν(
∂

∂ξ
) ∈ Lp(Rd; ν) ∀p < ∞.

また Number 作用素を N = −∇∗∇φ とすると

∇∗◦Zi = −
∑

j

σij∇∗∇(gj) +
∑

`

(∇2g`)(◦Zi,
◦Z`) +

∑

p,`

σik(∇2gk)(◦Z`,∇g`). (1.13)

Proof. z を Rd 上のベクトル場, φ ∈ C1
b (Rd), 〈z, dφ〉 = ∂zφ とする.

DZ(g∗φ) = 〈◦Z,∇φ̃〉H = 〈◦Z
d∑

i=1

∂φ

∂xi
(g),∇gi〉H =

d∑

i=1

∂φ

∂xi
(g)zi(g) = 〈z, dφ〉(g)

が成り立つ. これは

DZ(g∗φ)＝ g∗(∂zφ) (1.14)

を意味している. よって∫

Rd

φϑν(z)dν =
∫

Rd

〈z, dφ〉(ξ)ν(dξ)

= E[〈z, dφ〉(g)] = E[DZ φ̃]

= E[∇∗Zφ̃] =
∫

Rd

φ(ξ)Eg[∇∗Z](ξ)ν(dξ).

これより (1.12) が成り立つ.
◦Zi を座標ベクトル場 ( ∂

∂ξi ) の covering ベクトル場とする. z ∈ C1
b (Rd), g ∈ D2,p(Wn) の仮定より

◦Zi ∈ D1,∞−(Wn). つまり Lp (p < ∞)上で ∇∗◦Zi は存在することが証明される.
最後に (1.13) は以下の計算より従う.

∇∗◦Zi = −
∑

j

σij∇∗∇gi +
∑

j,k,`

〈∇〈∇gk,∇g`〉,∇gj〉

= −
∑

j

σij∇∗∇gi +
∑

j,k,`

σik〈∇〈∇gk,∇g`〉,∇gj〉σ`j

= −
∑

j

σij∇∗∇gi +
∑

j,k,`

σik〈〈∇2gk,∇g`〉+
∑

k,`

〈∇gk,∇2g`〉,∇gj〉σ`j

= −
∑

j

σij∇∗∇gi +
∑

k,`

σik〈〈∇2gk,∇g`〉,∇gj〉σ`j +
∑

j,k,`

σik〈〈∇gk,∇2g`〉,∇gj〉σ`j .
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2

S(Rd) を Schwartz の急減少関数族とする. s = (s(1), · · · , s(d)) ∈ (Z+)d と定義し, 成分の和を |s| =∑d
i=1 s(i) とおく. 微分作用素を ∂s =

∏d
i=1[

∂
∂ξi ]s(i) とする.

Lemma 1.35

L =
∑

|s|≤m

as∂
s, as ∈ C

QL =
∑

|s|≤m

amQs

とすれば

E[(g∗Lφ)f ] = E[(g∗φ)QL(f)].

ただし, Qs = Qq∇∗◦Zi −∇Qq とする.

Proof. |s| の帰納法によって証明する.
まず |s| = 1 のときは, QL = ∇∗◦Zi とすれば, Qi ∈ D∞ より (1.13) から満たされる. 次に |s| < r で

lemma 1.35が満たされていると仮定する. |s| = r とし, ∂s = ∂q
∂

∂ξi , |q| = r−1と書く. ここで φ1 := ∂
∂ξi φ

と定義すると

E[g∗(∂sφ)] = E[g∗(∂qφ1)] = E[(g∗φ1)Qq] = E[(∇g∗φ)Qq]

= E[(g∗φ)(Qq∇∗◦Zi −∇Qq)].

2

さらに一般的に任意の sに対してある Qs ∈ D∞(Wn)が存在しE[g∗(∂sφ)] = E[Qsg
∗(φ)] (∀φ ∈ C

|s|
b (Rd))

とすれば

E[(g∗∂sφ)f ] = E[(g∗φ)Qs(f)], ∀f ∈ D∞(Wn)

が成立することも言える.

Theorem 1.36 g を非退化とし, gi ∈ D∞(Wn) とすると g の分布はルベーグ測度に関する密度関数

p ∈ S(Rd) を持つ.

Proof.

(1 + |η|2)m∂s
ηu(η) = E[g∗(1−∆)mψs

ηf ]

= E[(g∗ψs
η)Q(1−∆)m(f)]

ただし ψs
η(ξ) = (iξ)sei(ξ|η), (iξ)s =

d∏

j=1

(iξ)sj .

これより

|∂s
ηu(η)| ≤ 1

(1 + |η|2)n
E[|gs||Q(1−∆)m(f)|].
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ゆえに ∃p ∈ S(Rd).
2

以下, g は非退化で g ∈ D∞, f ∈ D∞ とする. H をへヴィサイド関数として

H(t) =

{
1 (t > 0)
0 (othewise)

αH(t) = H(t− α)

とおく.

Theorem 1.37 Zi は座標ベクトル場 ( ∂
∂ξi ) の covering ベクトル場とするときRi

g : D∞ → D∞ を以下の
通り定義する.

Ri
g(Ψ) = ∇∗ZiΨ−DZi

Ψ.

すると

uf (a) = E
[
Γg(f)g∗

(∏
aiH(ξi)

)]
, Γg(f) = (R1

g ◦ · · · ◦ Rd
g)(f).

軟化子を使って Hε := H ∗ ψε, ψε(t) = 1
εψ( t

ε ), ψ ⊂ supp[−1, 0],
∫

ψεdt = 1 と定義する. Hε の微

分を H ′
ε と表す.

Lemma 1.38

uf (a) = lim
ε1→0

· · · lim
εd→0

E

[
f

d∏

i=1

aiH ′
εi

(gi)

]

= lim
ε1→0

· · · lim
εd→0

E

[
fDZ1 · · ·DZd

g∗
(

d∏

i=1

aiHεi(ξ
i)

)]
.

P roof. a = 0 とすることで ai を省略して考える. 軟化子の性質より S ′ 上で ε1, · · · , εd → 0 とすると

S′〈
d∏

i=1

H ′
εi

(ξi), uf 〉S(Rd) → S′〈δ0, uf 〉S(Rd) = uf (0)

が言える. また (1.14) より

E

[
fDZ1 · · ·DZd

g∗
(

d∏

i=1

Hεi(ξ
i)

)]
= E

[
fDZ1 · · ·DZd−1g

∗
(

∂

∂ξd

d∏

i=1

Hεi(ξ
i)

)]

= E

[
fg∗

(
∂

∂ξ1
· · · ∂

∂ξd

d∏

i=1

Hεi(ξ
i)

)]

= S′〈
d∏

i=1

H ′
εi

(ξi), uf 〉S(Rd)

となる. 2

h を Rd−1-値写像 h = (g2, · · · , gd) とおく. Γh(f) = (R2
g ◦ · · ·Rd

g)(f) と表現できる.

15



Proof(Proof of Theorem 1.37).

uf (0) = lim
ε1→0

E

[
H ′

ε1
(g1)Γh(f)

d∏

i=2

H(gi)

]

= E

[
Rg1

(
Γh(f)

d∏

i=2

H(gi)

)
H(g1)

]

= E

[(
d∏

i=2

H(gi)

)
×Rg1(Γh(f))

]

= E

[
R1

g(Γh(f))
d∏

i=1

H(gi)

]

より d に関する帰納法で示される. 2

Lemma 1.39

Ci(ξ) = −cd
ξi

‖ξ‖d−1

とおく. ただし

cd =

{
2(d−1)

a(d) (d > 0)
2

a(d) (d = 2)
, a(k) = 2k−1π, ‖ξ‖2 =

∑

i

(ξi)2

とする. 任意の h ∈ C1
0 (Rd) に対して

h(ξ) =
d∑

i=1

(Ci ∗ ∂h

∂ξi
)(ξ), ξ ∈ Rd

が成り立つ.

Proof. f ∈ C2
0 としてニュートンポテンシャル核を以下で定義する.

qd(ξ) =

{
‖ξ‖2−d (d > 2)
log 1

‖ξ‖ (d = 2)

すると

∂

∂ξk
qk = a(d)Ck, q ≥ 2.

ゆえに

d∑

k=1

(
Ci ∗ ∂h

∂ξi

)
(ξ) =

1
a(d)

d∑

k=1

∂qd

∂ξk
∗ ∂f

∂ξk

=
1

a(d)
qd ∗

(
d∑

k=1

(
∂

∂ξk

)2

f

)

=
1

a(d)
qd ∗∆f.

2
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Theorem 1.40 Zi を座標ベクトル場 ( ∂
∂ξi ) の covering ベクトル場 とするとき, Ri

g : D∞ → D∞ を以下
として定義する.

Ri
g(Ψ) = ∇∗ZiΨ−DZiΨ.

このとき

uf (a) = cd

∑

i

E
[
Ri

g(f)
gi − ai

‖g − a‖d−1

]

となる.

Proof.

uf (a) = E[fH ′(· − a)] = E[fδa(g)] = E[f∆qd(g)]

=
∑

i

E[Ri
g(f)∂iqd] =

∑

i

E[Ri
g(f)cdCi]

= cd

∑

i

E
[
Ri

g(f)
gi − ai

‖g − a‖d−1

]
.

ただし以下に注意しておく. p̃(r) = sup|ξ|=r{|p(ξ)|} とおけば

E
[∣∣∣∣

gi − ai

‖g − a‖d−1

∣∣∣∣
q]

≤ E[‖g − a‖(2−d)q]

≤
∫
|ξ − a|(2−d)qp(ξ)dξ

≤
∫ ∞

0

r(2−d)qrd−1p̃(r)dr

< ∞.

2

R1 値確率変数の場合を考える.

Theorem 1.41 φ を φ ∈ D2,p(W) を満たす R-値確率変数とする. ‖Dφ‖2 =
∫ 1

0
|∇φ|2dt と表記し, ある

ε > 0 に対して E[‖Dφ‖−(2q+ε)] < ∞ ( 1
p + 1

q = 1) と仮定する.
このとき, φ の分布 P ◦ φ−1 はルベーグ測度に関する連続な密度関数 u を持ち

u(a) = E[(∇∗Z)I{φ(W )>a}]であり

|u(a)| ≤ ‖∇∗Z‖Lp′γ({φ > a}) 1
q′ ,

1
p′

+
1
q′

= 1

と評価される.

Proof.W 上のベクトル場を Z = ∇φ
‖∇φ‖2 としておく. このとき, 〈Z,∇φ〉 = 1となる. ここで Z のdivergence

∇∗Z に関して以下を仮定する.

E[|∇∗Z|] < ∞.　 (1.15)

このとき, a < b, ν を φ の分布として

ua,b(ξ) =





0 (ξ ≤ a)
1 (ξ ≥ a)
線形補間 (a < ξ < b)
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という連続関数を考える.

1
b− a

ν([a, b)) = E[(ua,b ◦ φ)∇∗Z]

より
∣∣∣∣

1
b− a

ν([a, b))
∣∣∣∣ ≤ E[|∇∗Z|].

E[|∇∗Z|] = CZ とすれば

ν([a, b)) ≤ CZ(b− a)

となる. リプシッツ連続より絶対連続となっているので各点で密度関数を持つことが示された.

uξ0
n (ξ) =





0 (ξ ≤ ξ0 − 1
n )

1 (ξ ≥ ξ0 + 1
n )

線形補間 (ξ0 − 1
n < ξ < ξ0 + 1

n )

とすれば

n

2

∫ ξ0+
1
n

ξ0− 1
n

ν(dξ) = E
[n

2
I[ξ0− 1

n ,ξ0+
1
n ](φ)

]

= E[(uξ0
n )′(φ)]

= E[DZ(uξ0
n ◦ φ)]

= E[(uξ0
n ◦ φ)∇∗Z].

n →∞ とすれば u(ξ0) = E[(∇∗Z)I{φ(W )>ξ0}] となる.
次に (1.15) を示す.

∇Z =
∇2φ

‖∇φ‖2 −
2〈∇2φ,∇φ〉 ⊗ ∇φ

‖∇φ‖4

より

‖∇Z‖p ≤
∥∥∥∥
∇2φ

‖∇φ‖2
∥∥∥∥

p

+ 2
∥∥∥∥
∇2φ

‖∇φ‖2
∥∥∥∥

p

= 3
∥∥∥∥
∇2φ

‖∇φ‖2
∥∥∥∥

p

であり
∥∥∥∥
∇2φ

‖∇φ‖2
∥∥∥∥

1+η

1+η

=
∥∥∥∥
|∇2φ|1+η

‖∇φ‖2(1+η)

∥∥∥∥
1

≤ ‖|∇2φ|1+η‖α‖‖∇φ‖−2(1+η)‖β

< ∞.

となることより Theorem 1.23 から示される. ただし, 1
α + 1

β = 1 (α, β > 1) とする. 2

Theorem 1.42 Z は座標ベクトル場 ( ∂
∂ξ1 ) の covering ベクトル場とする. Ψ ∈ D1,q(W) とすると

E[Ψ|φ = a] =
1

u(a)
E[(Ψ∇∗Z −DZΨ)I{φ>a}].
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Proof. fn(ξ) = n
2 I[a− 1

n ,a+ 1
n ](ξ) としたときに,

∫

R
u(a)E[Ψ|φ = a]fn(a)da = E[Ψfn(φ)]

= E[ΨDZ(ua
n ◦ φ)]

= E[(ua
n ◦ φ)∇∗(ΨZ)]

となり, n →∞ とすると証明される. ただし

ua
n(ξ) =





0 (ξ ≤ a− 1
n )

1 (ξ ≥ a + 1
n )

線形補間 (a− 1
n < ξ < a + 1

n )

とする. 2
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2 様々なオプションでのGreekの構成

2.1 オプション

S(t) を時刻 t における株価とし, 価格 K で購入するとする. このとき, 権利行使がオプション満期のみ
に限定されているものをヨーロピアンオプションと言う. この章では先物買い契約に契約を必ずしも履行し
なくともよいという選択権 (オプション) のついたコールオプションを取り扱う. 満期時期 T に証券 i を 1
単位価格 K (行使価格)で買う権利であるヨーロピアン・コールオプションを max{Si(T )−K, 0} として
おく.
次にバリアオプションについて述べる. 満期以前に株価がある値 A に到達すればそこからオプション契

約発生, もし満期時まで株価がその値に到達しなければオプション契約消滅という付帯条件つきのオプショ
ン契約であるノックインオプションを取り扱う. ノックインオプションは I{τ<T}max(S(T )−K, 0) として
おく. ただし τ = inf{t|S(t) = A} である.

Definition 2.1 (ブラックショールズモデル) 以下の確率微分方程式で与えられるものをブラックショール

ズの株価変動モデルと言う.

dS(t) = aS(t)dW (t) + bS(t)dt　 (2.1)

ただし, a, b > 0 は定数とする. b は利率を表す.

(2.1) の微分方程式を具体的に解くと, 解は

S(t) = S(0) exp
{

aW (t) +
(

b− a2

2

)
t

}

と書ける.

2.2 elliptic weight

リスクのない測度もとでの無限小生成作用素を

L =
1
2

d∑

i,j=1

αij(t, x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

βi(t, x)
∂

∂xi

とする. αij : R+ × Rd → R, βi : R+ × Rd → R とし, σ :=
√

α とする. 独立な実数値ブラウン運動
W 1,W 2, · · · ,Wn に関して次の確率微分方程式を考える.

dSi
W (t) =

n∑

j=1

σij(t, SW (t))dW j(t) + βi(t, SW (t))dt, i = 1, 2, · · · , d (2.2)

φ を Rd 上の実数値関数, 満期を T , リスク利率を r (定数), ペイオフ φ(S1
W (T ), · · · , Sd

W (T )) とする.
t < T でヨーロピアン・オプション価格を

Φφ(t, x) = e−r(T−t)E[φ(S(T ))|S(t) = x]

とする.

Theorem 2.2 価格関数は
(

∂

∂t
+ L − r

)
Φ = 0, Φφ(T,・) = φ (2.3)

を満たす.
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Proof.

e−rtΦφ(t, x) = e−rTE[φ(S(T ))|S(t) = x]

より微分すると,

d(e−rtΦφ(t, x)) = e−rT

[
−rΦdt +

∂

∂t
Φdt +

∂

∂x
ΦdX

1
2

(
∂

∂x

)2

ΦdXdX

]

= e−rT

[
−rΦ +

∂

∂t
Φ + β

∂

∂x
Φ +

1
2
σ2

(
∂

∂x

)2

Φ

]
dt + e−rT σ

(
∂

∂x

)
ΦdW.

マルチンゲール性より dt の項が 0 になることに注意すれば示される. 2

Definition 2.3 時間を固定したオプション価格の微分を

∆φ := d[Φφ(t, ·)] =
d∑

i=1

∆i
φ(t, x)dxi,

∆i
φ(t, x) =

∂

∂xi
Φφ(t, x), (i = 1, 2, · · · , d)

と定義する.

Theorem 2.4 ペイオフ φ は C1 級であるとすると微分形式 ∆φ(t, x) は以下の式を満たす.
(

∂

∂t
+ L1 − r

)
∆φ = 0, ∆φ(T, ·) = dφ

L1 = L+
d∑

i=1

M i ∂

∂xi
+ Γ, (M i)j

q =
1
2

∂αij

∂xq
, Γj

q =
∂βj

∂xq
.

P roof. (2.3)に微分 d を作用させると, 0 = d( ∂
∂t + L − r)Φφ となる. d( ∂

∂t ) = ( ∂
∂t )d が成立するので,

∂

∂xq
L =

1
2

∂

∂xq

d∑

i,j=1

αij ∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xq

d∑

i=1

βi ∂

∂xi

=
1
2

d∑

i,j=1

∂

∂xq

(
αij ∂2

∂xi∂xj

)
+

∂

∂xq

d∑

i=1

βi ∂

∂xi

=
1
2

d∑

i,j=1

{
∂αij

∂xq
· ∂2

∂xi∂xj
+ αij ∂2

∂xi∂xj
· ∂

∂xq

}
+

d∑

i=1

{
∂βi

∂xq
· ∂

∂xi
+ βi ∂

∂xi
· ∂

∂xq

}

= L1 ∂

∂xq

より示される. 2

Theorem 2.5 オプション φ(SW (T )) は以下の確率積分で複製される.

e−rT φ(SW (T ))− e−rTE[φ(SW (T ))] =
∫ T

0

n∑

j=1

γj
W (t)dW j(t). (2.4)

ただし, γj
W (t) = 〈σ·j , e−rT ∆φ(t, SW (t))〉 = e−rT

d∑

i=1

σij∆i
φ(t, SW (t)).
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Proof. 全ての価格が時刻 T に関して割引されているので利率 r が 0 になるときに制限して考えればよい.
(2.4) は e−rT をかけて得られる. Theorem 2.2 によると, r = 0 ならば過程 M(t) = Φφ(t, SW (t)) はマル
チンゲールとなる. マルチンゲール表現定理より, M(t) = M(0) +

∑n
j=1

∫ t

0
γjdW j となる. 相関 γj は伊

藤公式の利用によって, γjdt = [dΦφ(t, SW (t)) ∗ dW j ] =
∑d

i=1 ∆i
φ[dSi ∗ dW j ] =

∑d
i=1 ∆i

φσijdt より示され

る. 2

次に偏微分方程式での weight, 所謂 elliptic weight について考える. 満期 T に対するヨーロピアンオプ

ションはペイオフ φ(ST ) から構成される. t0 < T に対して πT←t0(x0, dx) を以下の意味で基本解とする.
(

∂

∂t0
+ L

)
πT←t0(·, dx) = 0,

lim
t0→T

πT←t0(x0, dx) = δx0

より (x0, t0) でのオプション φ の値 Φφ は

Φφ(x0, t0) = e−r(T−t0)

∫

Rd

φ(x)πT←t0(x0, dx)

となる. elliptic weight wζ0 とは任意のペイオフ関数 φ に対し次を満たす関数 wζ0 : Rd → R のことを言う.

d

dε ε=0
Φφ(t0, x0 + εζ0) = e−r(T−t0)

∫

Rd

φ(x)wζ0(x)πT←t0(x0, dx). (2.5)

Definition 2.6 (楕円性) A = aij ∂2

∂xi∂xj のとき

(aij) ≥ εI

を満たすとき, A は楕円型であるという.

Theorem 2.7 σ ∈ C2 が楕円型であると仮定すると ζ0 ∈ Rd に対して唯一つの elliptic weight wζ0 が存

在する. さらに ζ0 7→ wζ0 は線形写像である.

Proof. 楕円性の仮定より, πT←t0(x0, dx) はルベーグ測度に関して t0 < T で密度関数をもつ.

πT←t0(x0, dx) = qT←t0(x0, x)dx

は qT←t0(x0, x) > 0 であり, x0 に関して C1 級関数である.すると,

wζ0(x) =
d

dε ε=0
log qT←t0(x0 + εζ0, x)

は elliptic weightとなる.
wζ0 , w

′
ζ0
の 2 つの elliptic weightを考える. φ に関して,

∫
φ(x)(wζ0(x)− w′ζ0

(x))qT←t0(x0, x)dx = 0

と表現できる. x ∈ Rd 上に対して qT←t0(x0, x) > 0 であることに注意すれば, a.e.にルベーグ測度に関し
て wζ0(x) = w′ζ0

(x) となる. ゆえに, elliptic weight は唯一つであり, wζ0 + wζ1 はベクトル ζ0 + ζ1 に関す

る elliptic weightより, wζ0 + wζ1 = wζ0+ζ1 となる. 2

Example 2.8 (elliptic weightの例) 1 変量のブラックショールズモデル

dSW (t) = SW (t)dW (t)
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を考える. ξW (t) := log SW (t) とする. 伊藤積分より ξW は dξW (t) = dW − 1
2dt の解である. ゆえに

W (T ) = log SW (T )− log SW (0) +
1
2
T

となる. ξW (T ) は平均 ξW (0) − 1
2T , 分散 T の正規分布に従っている. つまり ξW (T ) = log SW (T ) より

SW (T ) は対数正規分布に従っていることがわかる. SW (T ) の密度関数は以下として与えられる.

px(y) =
1

y
√

2πT
exp

(
− 1

2T

(
log

y

x
+

T

2

)2
)

, x = SW (0).

よって

∆φ(x, T ) =
∂

∂x

∫
φ(y)px(y)dy =

∫
φ(y)

(
∂

∂x
log px(y)

)
px(y)dy

であり

∂

∂x
log px(y) =

1
xT

(
log

y

x
+

T

2

)

であるから

∂

∂x
log px(SW (t)) =

W (T )
xT

となる. ゆえに elliptic weight w は以下のように表される.

w(x) =
1
x0

(
1
T

log
x

x0
+

1
2

)
.

ブラックショールズモデルは楕円性が満たされない. A1(x) = σx より A1(0) = 0 であることからわかる.
しかしながら解が SW (t) = SW (0) exp(σW (t)− 1

2σ2t) なので A1(SW (t)) > 0 となり σSW (t) > 0 である.
これにより上のような elliptic weight の計算が推敲できる.

2.3 経路ごとのweightと smearing

まず確率微分方程式における flowを考える. Rd 上の時間に依存する C2-ベクトル場 Aα = (σiα)1≤i≤d,
A0 = (βi)1≤i≤d を導入することによって, (2.2) を表現する. 確率微分方程式

dSW (t) =
n∑

α=1

Aα(t, SW (t))dWα(t) + A0(t, SW (t))dt (2.6)

を考える. (2.6) による flowは, t ≥ t0, S0 ∈ Rd を満たす写像 UW
t←t0(S0) := SW (t) である. ただし SW (·)

は初期値 SW (0) (t = t0) である (2.6) の解である. 写像 UW
t←t0 は well-definedである.

行列 Aα のベクトル場 Aα を (Aα)i
j = ∂Ai

α

∂xj , (α = 0, 1, · · · , n) と定義する. flow に付随するヤコビ行列
もあわせて (2.6) を表現する.

dSW (t) =
n∑

α=1

Aα(t, SW (t))dWα(t) + A0(t, SW (t))dt,

dtJ
W
t←t0 =

(
n∑

α=1

Aα(t, SW (t))dWα(t) + A0(t, SW (t))dt

)
JW

t←t0 .

ただし JW
t←t0 は実 n× n 行列で, JW

t0←t0 は単位行列を満たすとする. UW
t←t0 : Rd → R は Rd の局所微分同

相写像となっている.
ζW (t) = JW

t←t0(ζ0) をヤコビ流とする.
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Theorem 2.9 (flowの微分の構成) ζ0 ∈ Rd とすれば

d

dε ε=0
UW

t←t0(S0 + εζ0) = JW
t←t0(ζ0), t ≥ t0 (2.7)

が成立する.

Theorem 2.10 Aα が C∞ であり, Aα が C∞b ならば, (2.6) を満たす S(T ) ∈ D∞ がある. さらに

〈∇Si(T ), h〉H =
n∑

α=1

∫ T

t0

JW
T←tA

i
α(S(t))ḣα(t)dt, h ∈ H

が成り立つ.

Theorem 2.10 より満期 T でペイオフ φ のヨーロピアンオプションに関して区分ごとの値を Ψ(W ) :=
φ(SW (T )) とするとマリアバン微分は

˙ (

(∇Ψ)α(t) = 〈JW
T←t(Aα(SW (t))), dφ(SW (T ))〉 (2.8)

と表現できる.

Theorem 2.11 上の φ(SW (T )) に対し Greek ∆i
φ は経路ごとの Delta の平均によって与えられる;

∆i
φ(t, x) =

n∑
α=1

σiα(x)Et,x[
˙ (

(∇Ψ)α(t)]. (2.9)

ただし σiα = (σiα)−1 とし, ei =
∑n

α=1 σiαAα とする.

Proof. (2.8) の右辺に伊藤の公式を適用すれば

Et,x[
˙ (

(∇Ψ)α(t)] = E[dφ(SW (t, x))JW
T←t(Aα)|SW (t) = x]

=
d∑

i=1

∂

∂xi
E[φ(SW (T ))|SW (t) = x]Ai

α

= ∆i
φ(t, x)Ai

α

となる. 両辺に
∑n

α=1 σiα をかければ (2.9) となる. 2

Theorem 2.12 (Ocone-Karatzas formula) ペイオフ関数 φ は C1 級で

ζα
W (t) := JW

T←tAα(SW (t)), t ≥ t0;

βα
W (t) := ENt

t0,x0
[〈ζW (t), dφ(SW (t))〉]

とおく. ペイオフ関数 φ は伊藤積分で表現できる;

φ(SW (T ))− Et0,x0 [φ(SW (T ))] =
∫ T

t0

n∑
α=1

βα
W (t)dWα(t).

P roof.満期 T でペイオフ φとして与えられるヨーロピアンオプションと対応したものを Ψ(W ) = φ(SW (T ))
として W 上にペイオフ関数 Ψ(W ) を定義できる. (1.10)で Ψ とすればよい. 2
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次に経路ごとの weight を考える. パス空間上でペイオフ関数 φ に依存しない Rn-値関数 Ωα
T←t0

(W ) を

Et0,x0 [Ω
α
T←t0(W )φ(SW (T ))] = Et0,x0 [

˙ 

(∇φ(SW (T )))α(t0)], α = 1, · · · , n. (2.10)

として与える. (2.10) を満たす Ωα
T←t0

(W ) が存在するときに Ωα
T←t0

(W ) を経路ごとの weight と言う.
(2.10) の左辺は SW (T ) の条件のもとで Ωα

T←t0
(W ) の条件付期待値として構成されていることから, 経路

ごとの weight である Ωα
T←t0

(W ) は唯一つではない.

経路ごとの weight と elliptic weight の関係について考える. (2.5) は

d

dε ε=0
Φφ(t0, x0 + εζ0) = e−r(T−t0)

d

dε ε=0
Et0,x0+εζ0 [φ(S(T ))]

と書き直せる.

(]) :=
d

dε ε=0
Et0,x0+εζ0 [φ(S(T ))]

=
d∑

i,j=1

Et0,x0

[
∂φ

∂xi
(S(T ))

∂Si

∂xj
(T )ζj

0

]

とおく.

˙ 

(∇φ(S(T )))α(t) =
d∑

i,j,k=1

(
∂S(T )

∂x

)ij (
∂S

∂x
(t)

)−1

jk

σkα(S(t))
∂φ

∂xi
(S(T ))

であり, とくに

˙ 

(∇φ(S(T )))α(t0) =
d∑

i,j=1

∂φ

∂xi
(S(T ))

∂Si

∂xj
(T )σjα(S(0)).

ゆえに

d∑

i=1

∂φ

∂xi
(S(T ))

∂Si

∂xj
(T ) =

d∑
α=1

σjα(S(0))

˙ 

(∇φ(S(T )))α(t0)

となる. ただし (σij)−1 = (σij) とする. (]) に代入すれば

(]) =
d∑

j=1

n∑
α=1

Et0,x0 [σjα(S(0))

˙ 

(∇φ(S(T )))α(t0)]ζ
j
0

=
d∑

j=1

n∑
α=1

Et0,x0 [

˙ 

(∇φ(S(T )))α(t0)]σjα(x0)ζ
j
0

となる. ここで Et0,x0 [

˙ 

(∇φ(S(T )))α(t0)] = Et0,x0 [Ω
α
T←t0

(W )φ(SW (T ))] に注意すれば

(]) = Et0,x0


φ(SW (T ))




d∑

j=1

n∑
α=1

Ωα
T←t0(W )σjα(x0)ζ

j
0







=
∫

Rd

φ(x)Et0,x0







d∑

j=1

n∑
α=1

Ωα
T←t0(W )σjα(x0)ζ

j
0


 S(T ) = x


 πT←t0(x0, dx)
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となる. ゆえに経路ごとの weight と elliptic weight の関係は以下の式で表現できる.

n∑
α=1

σiα(SW (t0))Et0,x0 [Ω
α
T←t0(W )|SW (T ) = x] = wei

(x). (2.11)

ζ0 ∈ Rd とする. 適合確率過程 γ(t) = (γ1(t), · · · , γn(t)) を用いて

JW
T←t0(ζ0) =

∫ T

t0

JW
T←t

(
n∑

α=1

γα(t)Aα(SW (t)

)
dt (2.12)

が成り立つとき

Γ(·) =
∫ ·

0

γ(s)ds ∈ H

を smearing policy と言う.

(2.12), JW
T←t0

= JW
T←t ◦ JW

t←t0 の関係に注意すれば, 過程 γ が ζ0 を構成することは∫ T

t0
JW

t0←t (
∑n

α=1 γα(t)Aα(SW (t)) dt = ζ0 と表現できることと同値であることがわかる.

Theorem 2.13 Γ を ζ0 に対する smearing policy とする. このとき

d

dε ε=0
Et0,S0+εζ0 [φ(SW (T ))] = Et0,S0 [∇∗Γφ(SW (T ))]

が成り立つ.

Proof. 以下の計算より示される.

d

dε ε=0
Et0,S0+εζ0 [φ(SW (T ))] =

d

dε ε=0
E[φ(SW (T, S0 + εζ0))]

= E

[
d∑

i=1

∂φ

∂xi
· ∂Si

∂xj
(T, S0)ζ

j
0

]

= E[〈∂φ, JW
T←t0(ζ0)〉]

= E

[〈
∂φ(S(T )),

∫ T

t0

JW
T←t

(
n∑

α=1

γα(t)Aα(SW (t))

)
dt

〉]

=
d∑

j=1

E[〈∂jφ(S(T )), 〈∇Sj(T ), Γ〉H〉]

= E[〈∇φ(S(T )), Γ〉H ]

= E[φ(S(T ))∇∗Γ].

2

Corollary 2.14 Γ を ζ0 に対する適合 smearing policy とすれば

d

dε ε=0
Et0,S0+εζ0 [φ(SW (T ))] = Et0,S0 [φ(SW (T ))Ωζ0

T←t0
(W )]

が成り立つ. ただし, Ωζ0
T←t0

(W ) :=
∫ T

t0

∑n
α=1 γα(t)dWα(t) とする.
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βα
W (t) を以下で定める.

n∑
α=1

βα
W (t)Aα(SW (t)) = JW

t←t0(ζ0).

また
∫ T

t0
gW (t)dt = 1 となる任意の可予測なスカラー値関数 gW (t) を選ぶ. この gW (t) を smearing gauge

といい, γ = gβ を適合 trading policy と呼ぶ.

∫ T

t0

JW
T←t

(
n∑

α=1

γα(t)Aα(S(t))

)
dt =

∫ T

t0

JW
T←tg(t)JW

t←t0(ζ0)dt

= JW
T←t0(ζ0)

∫ T

t0

g(t)dt

= JW
T←t0(ζ0)

であることより, (2.12) を満たすので γ = gβ としたときの Γ(·) =
∫ ·
0
γ(s)ds は smearing policy であると

言える.

Example 2.15 (経路ごとのweightの例) まず 1 変量のブラックショールズモデルの Delta 1 の weight
について考える. 初期時刻を t0 = 0 とし, σ を定数として

dSW (t) = σSW (t)dW (t) (2.13)

とする. ヨーロピアンオプションのペイオフ φ(SW (T )) に対して, Delta は

∆(x, T ) =
d

dx
Ex[φ(SW (T ))]

で与える. (2.13) の解は, SW (t) = SW (0) exp(σW (t)− σ2

2 t) である.

JW
t←0(ζ0) =

d

dε ε=0
UW

t←0(S0 + εζ0)

=
d

dε ε=0
(S0 + εζ0) exp

(
σW (t)− σ2

2
t

)

= ζ0 exp
(

σW (t)− σ2

2
t

)

より

JW
t←0 =

SW (t)
SW (0)

となる. また JW
0←t = (JW

t←0)
−1 = SW (0)

SW (t) である. βW (σSW (t)) = JW
t←0 より x = SW (0) とすると

βW (t) =
1

σx

となる. smearing gauge g(t) = 1
T によって Delta の構成をする. trading policy は γ(t) = 1

Tσx となり

smearing policy は Γ(t) = t
Tσx となる. Corollary 2.14 において ζ0 = 1 とすれば

∆(x, T ) =
d

dε ε=0
Et0,x+ε[Φ(W )]

= Et0,x[Φ(W )ΩT←0(W )], Φ(W ) := φ(SW (T ))
1原資産の価格変動に対する, オプション価格の変動率
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となる. Z は可予測より, divergenceは伊藤積分で構成される. つまり,

∇∗Z := ΩT←0(W ) =
1

σTx

∫ T

0

dW =
W (T )
σTx

.

もし σ = 1 ならば

∆φ(x, T ) = Ex

[
φ(SW (T ))× W (T )

xT

]
(2.14)

となる.
次に Vega 2 のWeight について考える. (2.13) より, σ を σ + ε として, SW ε と表記する.

dSW ε(t) = σSW ε(t)dW (t) + εSW εdW (t). (2.15)

ΨW = d
dε ε=0 SW ε とする. (2.15) の微分によって, ΨW は以下の線形な確率微分方程式を満たす.

dΨW = σΨW dW + SW (t)dW, ΨW (0) = 0. (2.16)

Lagurange 未定数法によって非同次線形等式を解ける.

ΨW (t) = JW
t←0(u(t)) =

SW (t)
SW (0)

u(t)

と書くと伊藤の公式によって,

dΨW (t) = d

(
SW (t)
SW (0)

)
u(t) +

SW (t)
SW (0)

du(t) + d

(
SW (t)
SW (0)

)
du(t)

= σ
SW (t)
SW (0)

u(t)dW (t) +
SW (t)
SW (0)

(du(t) + σdW (t)du(t)).

(2.16) と比較すると du(t)+σdW (t)du(t) = SW (0)dW (t). さらに dW を掛けることで x = SW (0) として,

u(T ) = x(W (T )− σT ), ΨW (T ) = SW (T )(W (T )− σT ).

それゆえに, C1-級関数である φ に対してペイオフ φ(SW (T )), 満期 T のヨーロピアンオプションの Vega は

Vφ(x, T ) := Ex[〈dφ(SW (T )), ΨW (T )〉]

となる. 適合ベクトル場を Y (t) = SW (t)
T とすると, ∇ での微分の立場で

∫ T

0

JW
T←t(Y (t))dt = SW (T )

d

dx

と表現できる. さらに f(W ) = W (T )− σT とすると

Vφ(x, T ) = Ex[DfY Φ(W )], Φ(W ) := φ(SW (T )),

SW (T )(W (T )− σT ) = xJW
T←0(f).

適合ベクトル場 xZ を考えると

Vφ(x, T ) = E[DxfZΦ] = E[Φ∇∗(xfZ)] = E[(xf∇∗Z −DxZf)Φ].

2現在のプレミアムから将来の変動率を予測したボラティリティの変動に対する, オプション価格の感応度
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Theorem 1.28 より

˙ (

∇W (T )(t) =

˙ 

∇
∫ T

0

dW (s)(t) = 1

となり

DxfZ(W (T )) = xDfZ(W (T ) = x

∫ T

0

f
1

σTx

˙ (

∇W (T )(t)dt =
f

σT

∫ T

0

dt =
f

σ

となる. ∇∗Z は (2.14) で構成されていたので

∇∗(fxZ) = xf∇∗Z −DxZf

= xf
W (T )
σTx

− x

∫ T

0

Z∇fdt

=
W (T )
σT

(W (T )− σT )− x
1

σTx

∫ T

0

dt

=
W (T )2

σT
− 1

σ
−W (T ).

ゆえに

Vφ(x, T ) =
1

Tσ
Ex[φ(SW (T ))(W (T )2 − T − σTW (T ))]

になる.

Example 2.16 (多変量でのweight)

dSα
W (t) = σαSα

W (t)dWα(t)

として考える. ζ0 = eα とおく. ただし

σ =




σ1 0
. . .

0 σn




とする.

β(t)σS(t) =




S1(t)
x1

0
. . .

0 Sn(t)
xn


 eα, eα =




0
...
1
...
0




( α

である. ゆえに

βj(t) =

{
1

σαxα
(j = α)

0 (j 6= α)

となる. g(T ) = 1
T とすれば γ(t) = 1

Txασα
eα となり Γ(t) = t

Txασα
eα となる. ゆえに Delta は

Ωζ0
T←0(W ) =

∫ T

0

〈γ(t), dW (t)〉 =
1

Txασα
Wα(T )
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より

∆ζ0(x, T ) = E0,x[φ(S(T ))Ωζ0
T←0(W )]

= E0,x

[
φ(S(T ))

Wα(T )
Txασα

]

となる.

次にヨーロピアンバリアオプション (2.17)の経路ごとの weightの構成を行う. Rd 上の滑らかな開部分領域

を D,満期を T , Dから SW (·)が脱出する初期時刻 (バリア価格 Aに到達する時刻)を τ = inf{t|SW (t) = A}
としておく.

Wiener空間 W 上の関数を

Ψ(W ) := φ(SW (T ))I{T<τ}(W ) (2.17)

として D 上有界, SW (t0) ∈ D, t0 < T としておく. また

Θ =

{
θ :可予測, s > τ ならば θ(s) = 0, s < τ ならば

∫ T

t0

θ(s)ds = 1

}

とおく.

Theorem 2.17 Delta は伊藤積分で表現される. 任意の θ ∈ Θ に対して

∆ = E[ΨI{T<τ}Hθ
ζ ], Hθ

ζ :=
n∑

α=1

∫ T

t0

βα(s)θ(s)dWα(s). (2.18)

Proof. t ≥ t0 に対して (Ptφ)(S0) := E[φ(S(t))I{t<T}] を考える. すると (PT+t0−tφ)(S(t)) は t0 ≤ t ≤
min(T, τ) において局所マルチンゲールとなる. このことより

N(t) =
d

dε ε=0
(PT−t0+tφ)(S(t, S0 + εζ0)) = d(PT+t0−t)S(t)J

W
t←t0(ζ0)

もまた局所マルチンゲールである.
h(t) = 1− ∫ t

t0
θ(r)dr と定義する. ただし θ(r) ∈ Θ (t0 ≤ t ≤ T ) とする. 伊藤積分の利用により

N(t)h(t)−N(t0)h(t0)−
∫ t

t0

N(r)dh(r) =
∫ t

t0

h(r)dN(r)

となる. よって

d(PT+t0−tφ)S(t)ζ(t)h(t)−
∫ t

t0

d(PT+t0−rφ)S(r)ζ(r)dh(r) = N(t)h(t)−
∫ t

t0

N(r)dh(r), t0 ≤ t ≤ T

も局所マルチンゲールである.

t 7→
∫ t

t0

d(PT+t0−tφ)S(t)ζ(r)θ(r)dr − (PT+t0−tφ)(S(t))
n∑

α=1

∫ t

t0

θ(r)βα(r)dWα(r)

について考える. Ptφ = u(t, x) とすれば ∂u
∂t = Lu である. PT+t0−tφ(S(t)) = u(T + t0 − t, St) とすれば

d(PT+t0−tφ(S(t))) = −∂u

∂t
dt +

∂u

∂xi
Ai

αdWα + Ludt =
∂u

∂xi
Ai

αdWα
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となることより伊藤微分を dI と表記すれば

dI(PT+t0−tφ)(S(t)) = d(PT+t0−tφ)S(t)AαdWα

である.

(PT+t0−tφ)(S(t))
∫ t

t0

θ(r)βα(r)dWα = (局所マルチンゲールの項) +
∫ t

t0

d(PT+t0−tφ)(S(u))Aα(S(u))θ(u)βαdu

= (局所マルチンゲールの項)−
∫ t

t0

d(PT+t0−tφ)(S(u))Aα(S(u))βα(u)dh(u).

よって
∫ t

t0

d(PT+t0−tφ)S(r)ζ(r)θ(r)dr − (PT+t0−tφ)(S(t))
n∑

α=1

∫ t

t0

θ(r)βα(r)dWα(r)

は局所マルチンゲールとなる.
マルコフ性より (PT+t0−tφ)(S(t)) = ENt [φ(S(T ))I{T<τ}] を使うと

M(t) := d(PT+t0−tφ)S(t)ζ(t)h(t) + ENt [φ(S(t))I{T<τ}]
n∑

α=1

∫ t

t0

θ(r)βα(r)dWα(r)

は t0 ≤ t ≤ T ′ = min(T, τ) で局所マルチンゲールとなる. ゆえに E[M(t0)] = E[M(T ′)] を使うと

E[M(t0)] = d(PT φ)S(t0)ζ(t0)

E[M(T ′)] = d(PT+t0−T ′φ)S(T ′)ζ(T ′)h(T ′) + ENT ′ [φ(S(T ′))I{T<τ}]
n∑

α=1

θ(r)βα(r)dWα(r)

であることより T ′ = τ のときは h(t) = 1− ∫ τ

t0
θ(s)ds は θ(s) が可予測なので

∫ T∧τ

t0
θ(s)ds = 1 と表記で

き, T ′ = T のときは h(T ) = 1− ∫ T

t0
θ(s)ds = 0 ということより ∆ = E[ΨHθ

ζ ] となる. 2

次に θ ∈ Θ の構成について考える. m ∈ Dから ∂D までのユークリッド距離を d(m) とすれば

J (W ) =
∫ τ

0

d−2(SW (r))dr = ∞, a.s.

これは SW (t) = S(0) exp(aW (t) + bt) より,

SW (τ)− SW (t) = S(0) exp[aW (τ) + bτ ]− S(0) exp[aW (t) + bt]

= S(0){a(W (τ)−W (t)) + R(τ, t)}.

ただし, |R(τ, t)|p ≤ o(|W (τ)−W (t)|+ |τ − t|) が成り立つ.

(SW (τ)− SW (t))−2 ≥ S(0)−2a−2(W (τ)−W (t))2 + o(|W (τ)−W (t)|+ |τ − t|)

であるから
∫ T

0

(SW (τ)− SW (t))−2dt ≥
∫

0+

1
W (s)2

ds = ∞

よりわかる. τ1 を
∫ τ1

0
d−2(SW (r)dr) = 1 と定義すると, a.s.に τ1 < τ であり,

θ(r) = d−2(SW (r))I[0,τ1](r)
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となる.
f は ∂D 上でディリクレ境界条件を満たすとする. f の微分 df の接線方向のベクトル成分を (df)ρ と表

記し, ∂D 上で 0 とする. D 上のペイオフ関数 φ に対し,

∂tφt + ∆1φt = 0, φT = φ

となる. 境界条件は φt|∂D = 0 で φt を与える. wt := dφt とすると

∂twt + Lwt = 0, wT = dφ, (wt)ρ = 0

となる. このとき, Ocone-Karazas formulaは

φ− Et0,S0 [φ] =
∫ T

t0

wα
t dW (t), wα

t = 〈wt, Aα(S(t))〉

で与えられる. これは, 半群性から従う. dζφt(ST ) のマルチンゲール性に注意すれば

JT←twT (S(T ))|NT
= J−1

t←0JT←0wT (S(T ))|NT

= J−1
t←0dζφt(S(T ))|NT

= J−1
t←0dζφt(S(t))

= dφt(S(t))

より Theorem2.12と比較することで成立することがわかる.
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3 ボラティリティ価格のフィードバック率

現実の市場では権利行使期間中に渡って原資産のボラティリティが一定となることは極めて稀でありTOB
3 が公表された場合など極めて特殊なケースに限られる. つまり, 現実の市場では原資産のボラティリティ
が日々変動するケースがほとんどである. この章ではボラティリティが変化するモデルを想定し, 資産価格
のフィードバック効果 (過去の売買履歴の影響による効果)を考える. さらに 1 変量の場合を考え, 例をあ
げることにする.

3.1 ボラティリティ価格のフィードバック率

短期間 (数日)での 1 つの資産価格を考える. SW (t) を時刻 t でのリスクのある資産価格とし, さらに割
り引いた値としておく.

dSW (t) = σ(SW (t))dW (t)− µ(SW (t))dt

ただし µ, σ は価格のフィードバック効果を含んだ未知の滑らかな関数とする. ここで ζ(t) を以前と同様に
ζ = d

dS0
SW (t, S0) とし, z(t) = ζ(t)

σ(t) とおく. ただし σ(t) := σ(SW (t))であり, σ(t) > 0 としておく.

Theorem 3.1 z(t) は t に関して微分可能となる. つまり s ≤ t ごとに

z(t) = exp
(∫ t

s

λ(SW (τ))dτ

)
z(s) (3.1)

λ = −
(

1
2
σσ′′ + µ′ − µ

σ′

σ

)
(3.2)

と表示できる. ただし σ(t) 6= 0 としておく. λ(t) をフィードバック率と言う.

Proof. 伊藤積分の利用によって, dz = ζd( 1
σ ) + 1

σ dζ + dζ · d( 1
σ ) が成り立つ. それぞれの項の計算を行う.

dσ = σ′dSW (t) +
1
2
σ′′dSW (t)dSW (t)

= σ′(σdW − µdt) +
1
2
σ′′σ2dt.

ゆえに

d

(
1
σ

)
= − 1

σ2
dσ +

1
2

2
σ2

dσdσ

= − 1
σ2
{σ2(σdW − µdt) +

1
2
σ′′σ2dt}+

1
σ3

(σ′)2σ2dt

= −σ′

σ
dW − 1

2
σ′′dt +

(σ′)2

σ
dt +

σ′

σ2
µdt.

dζ · d
(

1
σ

)
= − (σ′)2

σ
ζdt = −z(σ′)2dt.

ζd

(
1
σ

)
= σz

(
−σ′

σ
dW − 1

2
σ′′dt +

(σ′)2

σ
dt +

σ′

σ2
µdt

)
.

これより

dz =
{

(σ′ − σ′)dW +
(
−1

2
σ′′σ + (σ′)2 − (σ′)2 − µ′ + µ

σ′

σ

)
dt

}

= zλdt
3TOB とは株式公開買付のことである. 不特定かつ多数の人に対して, 公告により会社の経営権の取得等を目的として, 株券等の

買付けの申込み又は売付けの申込みの勧誘をおこない, 有価証券市場外で株券等の買付けをおこなうことである.
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となる. よって

z(t) = exp
(∫ t

s

λ(SW (τ))dτ

)
z(s)

となる. 2

Corollary 3.2 µ = 0, σ > ε, σ′′ > ε と仮定する. このとき z(t) は時間に関して指数減衰する.

Proof. Theorem 3.1 より

z(t) = z(0) exp
(∫ t

0

(
−1

2
σσ′′

)
(S(u))du

)

である. これより

|z(t)| ≤ |z(0)| exp(−ε2

2
t)

となり指数減衰する. 2

次に対数座標上でのボラティリティ価格のフィードバック率の構成を行う. まず λ の具体的な表示を考

えていくために変数変換を行う. xW (t) = log(SW (t)) として a(x) = exp(−x)σ(exp(x)) と書いておく. こ
のとき伊藤積分を使うことで以下の確率微分方程式が成立することがわかる.

dxW (t) = a(xW (t))dW (t)− 1
2
a2(xW (t))dt. (3.3)

Theorem 3.3 (3.3) に関して λ は以下で与える.

λ = −1
2
(a′a + aa′′). (3.4)

さらに A,B, C を dx · dx := Adt, dA · dx := Bdt, dB · dx := Cdt と定義すれば λ は以下の形式となる.

λ =
3
8

B2

A3
− 1

4
B

A
− 1

2
C

A2
.　

Proof. (3.4) は µ = 1
2a2 とすれば (3.2) より従う.

dx = adW − 1
2
a2dt

という伊藤微分をもつ. ゆえに A = a2. A と x のクロスボラティリティ B は

Bdt = 2aa′dx · dx = 2a3a′dt

を満たす. それゆえに

aa′ =
B

2a2
=

1
2

B

A

となる. B と x のクロスボラティリティは

2d(aa′) · dx = 2(aa′′ + (a′)2)a2dt = Cdt.

また

2d(aa′) · dx =
1

A2
(A(dB · dx)−B(dA · dx)) =

1
A2

(AC −B2)dt
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より 2aa′′ = C
A − 3

2
B2

A3 であるがより示される. 2

Theorem 3.3 よりクロスボラティリティの項でフィードバック率が表現できることがわかる. フィード
バック率の経済学的評価に関するかぎりでは, クロスボラティリティはフィードバック効果の経済的伝播の
スピードに関する不自由がある. µ = 0 として考えてみる.

dp = σ(t,W )dW + b(t,W )dt に対して Vol(p) ≡ σ(t)2 とおく.

Proposition 3.4

D = Vol(log A), E = Vol(log D)

と仮定すると,

λ = −1
4
η
√

D(
√

A +
ε

2

√
E)

となる. ただし η は Cov(x,A) > 0 のとき 1, それ以外では −1 とし, ε2 = 1 とする.

Proof. A = a2 であるので log A = 2 log a. dA = 2aa′dx より

d(log A) =
1
A

dA− 1
2

1
A2

dAdA

=
1
a2

2aa′(adW − 1
2
a2dt)− 1

2
1
a4

4a2(a′)2a2dt

= 2a′dW − aa′dt− 2(a′)2dt.

ゆえに Vol(log A) = (2a′)2 = 4(a′)2 となる. また log D = 2 log 2a′ なので同様に計算すれば

d(log D) =
2aa′′

a′
dW −

(
a′′ +

(aa′′)2

2(a′)2

)
dt

となる. ゆえに Vol(log D) = ( 2aa′′
a′ )2 = 4(aa′′

a′ )2 である. よって a =
√

A, a′ = η
2

√
D, aa′′ = a′ ε2

√
E とす

れば示される. 2

3.2 市場のエルゴード性

価格過程を

dSW (t) = σ(t, SW (t))dW (t)− µ(t, SW (t))dt

で与える. ただし µ, σ は滑らかな関数とし, 生成作用素は

R =
1
2
σ2 d2

dS2
− µ

d

dS

である.

市場の全ての状態に応じた任意の収益パターンを市場で取引されている商品でポートフォリオを組むこ

とによって実現できる市場を完備な市場としておく.

Definition 3.5 {SW (t)} が不変確率測度 ρ を持つとき, 完備で elliptic な市場はエルゴード的と言う.

35



長い期間で考えると実際の経済市場ではエルゴード的な市場は存在しない. それゆえ短期間 (数日)とし
てエルゴードな市場を考える. ボラティリティの負のフィードバック率が市場のエルゴード性に対応してい
ることを示す.

Proposition 3.6 µ = 0 とする. λ(t) < −δ を満たす δ > 0 が存在したとすれば t → ∞ としたときに

zW (t) → 0 となる. さらに

|zW (t)| ≤ exp(−δ(t− t0))|zW (t0)| ∀t > t0

と評価できる. ただし

z(t) = exp
(∫ t

s

λ(SW (τ))dτ

)
z(s),

λ = −
(

1
2
σσ′′ + µ′ − µ

σ′

σ

)

とする.

Proof. (3.1) により s = t0 とすれば

|z(t)| = exp(
∫ t

t0

λ(SW (τ))dτ) · |ZW (t0)|

≤ exp(
∫ t

t0

(−δ)dτ) · |ZW (t0)|

= exp(−δ(t− t0))|ZW (t0)|

となる. 2

Lemma 3.7 以下のような楕円作用素 Rτ = 1
2α d

dS2 + β d
dS が存在する.

∂

∂τ

∫
πτ (S0, dS)φ(S) =

∫
πτ (S0, dS)(Rτφ)(S) かつ

0 < α(S, τ) < exp(−2δτ)|σ(S)|2, |β(τ, s)| ≤ exp(−δτ)σ(S).

P roof. 熱方程式を満たすことより

∂

∂τ

∫

R
πτ (S0, dS)φ(S) =

1
2
σ2(S0)

(
∂

∂S0

)2 ∫

R
πτ (S0, dS)φ(S)

=
1
2
σ2(S0)

(
∂

∂S0

)2

E[φ(SW (T, S0))]

=
1
2
σ2(S0)E[φ′′(SW (T, S0))ζ2(τ, S0) + φ′(SW (τ, S0))ζ ′(τ, S0)] (3.5)

となる.

z(τ, S0) = exp
(∫ τ

0

λ(S(u, S0))du

)
z(0, S0) =

1
σ(S0)

exp
(∫ τ

0

λ(S(u, S0))du

)

であるから

E[φ′′(SW (τ, S0))ζ2(τ, S0)] = E[φ′′(SW (τ, S0))σ2(S(τ, S0))z2(τ, S0)]

= E
[
φ′′(SW (τ, S0))σ2(S(τ, S0))

1
σ2(S0)

· exp
(

2
∫ τ

0

λ(S(u, S0))du

)]

=
∫

R
φ′′(S)

σ2(S)
σ2(S0)

E
[
exp

(
2

∫ τ

0

λ(S(u, S0))du

)
S(τ, S0) = S

]
.
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よって

α(τ, S) = σ2(S)E
[
exp

(
2

∫ τ

0

λ(S(u, S0))du

)
S(τ, S0) = S

]

とおけば

σ2(S0)E[φ′′(SW (τ, S0))ζ2(τ, S0)] =
∫

R
α(τ, S)φ′′(S)πτ (S0, dS)

となる. さらに 0 < α(τ, S) < exp(−2δτ)σ2(S), ζ(τ, S0) = σ(S(τ,S0))
σ(S0)

exp
(∫ τ

0
λ(S(u, S0))du

)
であるから

ζ ′(τ, S0)

= ζ(τ, S0)
{
−σ′(S0)

σ(S0)
+

∫ τ

0

λ′(S(u, S0))ζ(u, S0)du +
σ′(S(τ, S0))

σ(S0)
exp

(∫ τ

0

λ(S(u, S0))du

)}

=
σ(S(τ, S0))z(τ, S0)

σ2(S0)

{
− σ′(S0) +

∫ τ

0

λ′(S(u, S0))σ(S(u, S0))z(u, S0)du

+σ′(S(τ, S0)) exp
(∫ τ

0

λ(S(u, S0))du

) }

となる. これより

β(τ, S)

=
1
2
σ(S)E

[
z(τ, S0)

{
− σ′(S0) +

∫ τ

0

λ′(S(u, S0))σ(S(u, S0))z(u, S0)du　

+σ′(S) exp
(∫ τ

0

λ(S(u, S0))du

) }
S(τ, S0) = S

]

とおけば先と同様にして

1
2
σ2(S0)E[φ′(S(τ, S0))ζ ′(τ, S0)] =

∫

R
β(τ, S)φ′(S)πτ (S0, dS)

となる. さらに

|β(τ, S)| ≤ exp(−δτ)|σ(S)|

が成り立つ.
以上を (3.5) に代入すれば

∂

∂τ

∫

R
πτ (S0, dS)φ(S) =

∫

R
πτ (S0, dS)(Rτφ)(S)

が成り立ち, さらに Rτ は求める性質を満たしている. 2

Theorem 3.8 µ = 0 とする. ある δ > 0 に対し λ(t) < −δ (∀t) が成立し, σ は時間に依存せず有界とす

れば市場はエルゴード的であり, 不変測度は一意的である.

Proof.

Tτφ(S0) =
∫

πτ (S0, dS)φ(S), φ ∈ S(R)
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とする.

Tτφ(S0) = φ(S0) +
∫ τ

0

dξ
d

dξ

∫

R
πξ(S0, dS)φ(S)

と表される. lemma 3.7 より

d

dξ

∫

R
πξ(S0, dS)φ(S) ≤ Const× exp(−δξ)

となり

T∞φ(S0) = lim
τ→∞

Tτφ(S0)

が存在する.

1. φ ≥ 0 ならば Tτφ(S0) ≥ 0,

2. φ, ψ, a, b に対し Tτ (aφ + bψ) = aTτφ + bTτψ

が成り立つので, τ →∞ として同様の性質が T∞φ(S0) に対して成立する. よって測度 ρS0 が存在し

T∞φ(S0) =
∫

R
ρS0(du)φ(u), φ ∈ S(R)

となる. Tt1(S0) = 1 なので T∞1(S0) = 1 となり, 特に ρS0(R) = 1 である.

Tt(Tsφ)(S0) = Tt+sφ(S0)

であるから t →∞ として

T∞(Tsφ)(S0) = T∞φ(S0).

つまり
∫

R
ρS0(du)

∫

R
πs(u, dS)φ(S) =

∫

R
ρS0(du)φ(u).

よって ρS0 は不変測度となる.
次に一意性について考える.

ρS0 = ρS1

を示したい.

Ttφ(S1)− Ttφ(S0) =
∫ S1

S0

d

du
E[φ(S(t, u))]du

=
∫ S1

S0

E[φ′(S(t, u))z(t)σ(S(t, u))]du. (3.6)

ここで φ ∈ S(R), |σ(x)| ≤ C(1 + |x|)k に注意すると sup |φ′(x)(1 + |x|)k| < ∃M なので t →∞ とすると
(3.6) は 0 に近づき ρS0 = ρS1 となる.
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4 確率金利モデル

価格変動モデルから金利変動モデルへ話を進める. ブラックショールズモデルのときは原証券は株と安全
債券しかなかったものを, 確率金利モデルだと満期が異なる債権を全て同時に考えることになる.

4.1 マリアバン共分散とヘルマンダー条件

N を十分大きな数としておく. また r ∈ RN を rξ (ξ = 1, · · · , N) によって表現する.

Definition 4.1 (作用素) RN に 2 つの作用素を定義する.
時刻 t0 に引き戻した作用素を

Q←W (θ) =
∫ T

t0

n∑
α=1

JW
t0←tAα(rW (t))θα(t)dt, θ ∈ L2([t0, T ];Rn), (4.1)

時刻 T で考えた作用素を

Q→
W (θ) =

∫ T

t0

n∑
α=1

JW
T←tAα(rW (t))θα(t)dt, θ ∈ L2([t0, T ];Rn) (4.2)

と定義する.

共役な作用素 (Q→W )∗ は well-definedである.

Definition 4.2 (マリアバン共分散) 時刻 t0 , T でのマリアバン共分散をそれぞれ σ→W := Q→W ◦ (Q→W )∗,
σ←W := Q←W ◦ (Q←

W )∗ と定義する.

RN 上の基底を {eξ} とすれば, 共分散は

(σ→W )ξ,η = 〈eξ, Q→
W (Q→

W (eη))〉 (4.3)

(σ←W )ξ,η = 〈eξ, Q←
W (Q←

W (eη))〉 (4.4)

と表現できる. これは以下の計算より明らかである.

〈(Q→W (e))∗, θ〉L2 = 〈e,Q→
W (θ)〉 =

∫ T

0

n∑
α=1

〈e, JW
T←tAα(r)〉θα(t)dt

であるから第 α 成分だけ考えれば

(Q→W (e))∗α(t) = 〈e, JW
T←tAα(r)〉 α = 1, · · · , n,

となることからわかる.
2 つの共分散に関していくつかの自明な関係式をあげておく.

1. JW
T←t0

◦ σ←W ◦ (JW
T←t0

)∗ = σ→W .

2. ∀ζ ∈ RN , θ→W = ((Q→W )∗ ◦ (σ→W )−1)(ζ) と定義したとき, Q→
W (θ→W ) = ζ が成り立つ. さらに σ→W の最

小固有値を λ→W とすれば ‖θ→W ‖2L2 = ((σ→W )−1ζ, ζ) ≤ (λ→W )−1‖ζ‖2 が成り立つ.

3. ∀ζ ∈ RN , θ←W = ((Q←W )∗ ◦ (σ←W )−1)(ζ) と定義したとき, Q←
W (θ←W ) = ζ が成り立つ. さらに σ→W の最

小固有値を λ←W とすれば ‖θ←W ‖2L2 = ((σ←W )−1ζ, ζ) ≤ (λ←W )−1‖ζ‖2 が成り立つ.
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Hilbert空間の双対性を利用して 2 を示す. ζ ′ ∈ RN に関して

(Q→W (θ→W )|ζ ′) = (θ→W |(Q→W )∗ζ ′)

= (((Q→W )∗ ◦ (σ)−1)(ζ)|(Q→
W )∗ζ ′)

= (σ−1(ζ)|Q→
W ◦ (Q→W )∗ζ ′)

= (σ−1(ζ)|σ(ζ ′))

= (σ∗ ◦ σ−1(ζ)|ζ ′)
= (ζ|ζ ′).

ゆえに任意の ζ ′ に関して (Q→W (θ→W )− ζ|ζ ′) = 0 となる. つまり Q→W (θ→W ) = ζ が言える. また

(θ→W |θ→W )L2 = ((Q→
W )∗ ◦ σ−1(ζ)|(Q→W )∗ ◦ σ−1(ζ))

= (σ−1(ζ)|Q→W ◦ (Q→W )∗ ◦ σ−1(ζ))

= (σ−1(ζ)|ζ)

より示される.

Proposition 4.3 ベクトル場 Aα が Aα ∈ C4 かつ有界とすると σ→, σ← ∈ D1,∞−(Wn) となる.

Proof. まず Q→ ∈ D1,∞−(Wn) を示す. θ に対して微分の構成をする.

˙ 

(∇Q→W (θ))α(τ) =
∫ s

0

dt

n∑
α=1

[

˙ 

(∇JW
s←t)α(τ)(Aα(rW (t)))θα(t) + JW

s←t

˙ 

(∇Aα(rW (t))α(τ))θα(t)].

2 項目について考えると

˙ 

(∇Aα(rW (t))α(τ) = I{τ<t}AαJW
T←t(Aα)

より, Aα の有界性より評価できる. また 1 項目の構成は

dt(JW
s←t) =

(
n∑

α=1

Aα(ζW (t))dWα(t) + A0(ζW (t))dt

)
JW

s←t

の微分を含んでいる. この微分は係数 Aα の微分が Aα の 2 回微分により導かれることより明らかとなる.
ゆえに

˙ 

(∇σξ,η)α(τ) =
∫ s

0

dt

n∑
α=1

(Cξ,η + Cη,ξ)

となる. ただし Cξ,η := (eξ|
˙ 

(∇(JW
s←tAα(rW (t))))α(τ))RN (eη|

˙ 

(∇(JW
s←tAα(rW (t))))α(τ))RN である.

˙ 

(∇(JW
s←tAα(rW (t))))α(τ) は構成されていたことに注意すれば示される. 2

2つのベクトル場A1, A2を与える. Lie Bracketを Cξ :=
∑

η∈{1,··· ,N}(A
η
1

∂A2
∂ξη −Aη

2
∂A1
∂ξη ), ξ ∈ {1, · · · , N}

で与え, [A1, A2] によって表記する. また n 個のベクトル場 A1, · · · , An によって Lie Algebra A を構成す
る. r ∈ RN として A(r) := {ζ ∈ RN |ζ = Z(r), Z ∈ A} とおく.
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Definition 4.4 (ヘルマンダー準楕円条件) ベクトル場 A1, · · · , An が C∞ かつ A(r) = RN (∀r ∈ RN )
のとき, A1, · · · , An は狭義のヘルマンダー準楕円条件を満たすという.

Lemma 4.5 4 任意の αに対して Aα ∈ C∞b と仮定し, (4.4)の最小固有値を λ(W )としたとき, E[λ(W )−p] <

∞ ∀p < ∞.

4.2 可予測な smearingによる条件

この節では出発点に関する微分ができることを証明する.
非退化の条件のもとでは E[ ∂φ

∂xξ (Φ)] = E[φ(Φ)∇∗Zξ]が成立していた. このとき一般的に E[
∑ ∂φ

∂xξ (Φ)Ψξ] =
E[φ(Φ)

∑∇∗(ΨξZξ)] も成立している. ∇∗(ΨξZξ) の量を計算することで出発点だけの情報で求められるこ
とがわかる.

Theorem 4.6 ベクトル場 Aα が Definition 4.4 を満たし, Aα ∈ C∞b ならば, ∀p > 1, ∀r0 ∈ RN , ∀φ ∈
C1

b , ∀ξ ∈ {1, · · · , N} に対して次の条件が満たされる.
∫

RN

∂φ

∂rξ
(r)πs(r0, dr) =

∫

RN

φ(r)Kξ(r)πs(r0, dr), ただし
∫
|Kξ(r)|pπs(r0, dr) < ∞.(4.5)

lim
ε→0

1
ε

∫

RN

(πs(r0 + εeξ, dr)− πs(r0, dr))φ(r) =
∫

RN

φ(r)Hξ(r)πs(r0, dr), ただし
∫
|Hξ(r)|pπs(r0, dr) < ∞.(4.6)

Proof.まず (4.6)から示す. 座標ベクトル場 (eη){1≤η≤N} を考え, η ∈ {1, · · · , N}としてWn 上のベクトル

場 Yη を Yη := (Q←W )∗(eη) と定義する. γ←W := (σ←W )−1 と表記してWn 上のベクトル場 Zξ :=
∑

η(γ←W )η
ξYη

を考えれば, ∇∗Zξ =
∑

η((γ←W )η
ξ∇∗Yη −∇(γ←W )η

ξ ) より ∇∗Z は存在し, ∇∗Z ∈ Lp となる.

lim
ε→0

1
ε

∫

RN

(πs(r0 + εeξ, dr)− πs(r0, dr))φ(r) =
d

dε ε=0
E[φ(r(s, r0 + εeξ))]

= E[〈eξ, d(φ(r(s, ·)))〉]
= E[〈eξ, JW

t0←sdφ(r(s, r0))〉]. (4.7)

∇φ(r(s, r0)) =
∑

i dφi(r(s, r0))∇ri(s, r0) であることに注意すれば

〈∇φ(r(s, r0)),∇rj(s, r0)〉H =
∑

i

dφi(r(s, r0))〈∇ri(s, r0),∇rj(s, r0)〉

=
∑

i

dφi(r(s, r0))(σ→s )i
j

=
∑

i,α,β

dφi(r(s, r0))(JW
t0←s)

i
α(σ←s )α

β(JW
t0←s)

β
j

であるので 〈∇φ(r(s, r0)),
∑

β,j(γW )α
β ((JW

t0←s)−1)β
j∇rj(s, r0)〉 = (JW

t0←sdφ)α である. ゆえに (4.7) は Zξ

を 座標ベクトル場 ( ∂
∂ξ ) の covering ベクトル場とすれば

E[〈∇φ(r(s, r0)),
∑

β,j

(γW )ξ
β((JW

t0←s)
−1)β

j∇rj(s, r0)〉] = E[〈∇φ(r(s, r0)), Zξ〉]

= E[DZξ
(φ(r(s, r0)))]

= E[∇∗Zξφ(r(s, r0))] (4.8)

4証明は [11] 参照
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となる. σ-fieldを Es : W → r(s, r0) で構成する. (4.8) の条件付期待値を考えると
∫

RN

EEs [∇∗Zξ]φ(r)πs(r0, dr) = lim
ε→0

1
ε

∫

RN

(πs(r0 + εeξ, dr)− πs(r0, dr))φ(r)

より (4.6) は示される.
次に (4.5) について考える. 共役な行列を JW

0←s =: δW とする. RN 上の座標ベクトル場 eξ に対して Wn

上のベクトル場 Uξ =
∑

η(δW )η
ξZη を考えれば∇∗Uξ =

∑
η((δ←W )η

ξ∇∗Zη −∇(δ←W )η
ξ ) となる. このとき

E[∇∗Uξφ(rW (s))] = E[∇(φ(rW (s)))] =
∫

RN

∂φ

∂rξ
(r)πs(r0, dr).

後は同様にして示される. 2
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