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谷 口　説 男（九州大学大学院数理学研究院）∗†

1. はじめに

M をコンパクトなリーマン多様体とし，dim M = dとする．リーマン多様体M
に関する情報はすべて附随するラプラシアン4M から引き出すことができるはず
であるが，ラプラシアンは非有界作用素となっているので，その解析は容易では
ない．ラプラシアンが生成する半群，すなわち4M/2に附随する熱方程式

(1.1)
∂u

∂t
=

1

2
4Mu

の初期値問題 u(x, 0) = f(x) (f ∈ C∞(M))の解 u(x, t) = PM
t f(x)を与える熱半

群 {PM
t = e4M/2}は，より扱いが容易である．熱方程式 (1.1)の基本解 pM(t, x, y)

を用いて熱半群は

PM
t f(x) =

∫

M

f(y)pM(t, x, y)λM(dy)

(λMは正規化された体積要素)と表される．ここまでに確率論は何ら姿を現してい
ないが，熱半群こそが確率論と幾何学をつなぐ架け橋となっている．実際，リー
マン多様体上のブラウン運動と呼ばれる確率変数の族 {X(t, x) | t ≥ 0, x ∈ M}を
用いて

PM
t f(x) = E[f(X(t, x))]

と表現することができる．もう少し詳しく説明すると，Wdを d次元ウィナー空
間，すなわち実数半直線 [0,∞)上で定義された原点を出発するRd値連続関数の
全体とするとき，上のブラウン運動は

X(t, x) : Wd 3 w 7→ X(t, x; w) ∈ M

なる写像であり，E[f(X(t, x))]はWd上のウィナー測度に関する f(X(t, x))の期
待値，すなわち f(X(t, x))のウィナー・インテグラルを表している．さらに最近
のMalliavin解析の進展により，

pM(t, x, y) = E[δy(X(t, x))]
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なる表示も与えることが可能となった (δyは yに集中したディラック測度であり，
その『X(t, x)での値』の期待値に意味づけできた) ．この意味でリーマン多様体
上のブラウン運動はリーマン多様体のすべての情報を内包しているといえる．問
題はどのようにブラウン運動の内包する情報を引き出してやるかである．
例えばKacにより提唱されたスペクトルの問題を思い出しそう ([25, 33, 32, 34]

参照)．−4M/2は非負離散スペクトラム

µ0 = 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ . . .

と，固有関数からなる L2(λM)の直交基底 {en}を持つ．M のΘ関数はスペクト
ラル関数N(λ) =

∑
λn<λ 1のラプラス変換として定義される．

Θ(t) =

∫ ∞

0

e−λtN(dλ) =
∞∑

n=0

e−µnt.

基本解 pM(t, x, y)は

pM(t, x, y) =
∞∑

n=1

e−µnten(x)en(y)

と分解される (収束は一様収束)ので，

Θ(t) =

∫

M

p(t, x, x)λM(dx)

である．pM(t, x, y)の t ↘ 0での挙動を知ればN(λ)の λ → ∞での挙動が分か
り，t →∞での挙動からは λ1が分かる．さらに pM(t, x, x)の展開

pM(t, x, x) ∼ t−d/2{c0(x) + c1(x)t + . . . }

から，Θ関数の展開
Θ(t) ∼ t−d/2{C0 + C1t + . . . }

が得られ，これらC0, C1, . . . は幾何学的な量となっている．たとえば

C0 = Vol(M)/(2π)d/2.

このような熱核を用いる幾何学諸量の抽出はKac[25]，McKean-Singer[32]，そし
てPatodi[34] を経て指数定理へと昇華されることとなる．この例は，熱核から幾
何学的諸量を取り出すことを，ブラウン運動の解析 (確率解析)を経由して行える
ことを示唆している．

2. 多様体上の確率微分方程式

2.1. 大域的に

リーマン多様体上のブラウン運動を構成する方法として，ベクトル場から定まる
拡散過程を構成する方法を用いることが多い．ここでは，M上のC∞ベクトル場
A0, A1, . . . , AN から定まる拡散過程の構成について述べる．確率微分方程式に関
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する知識が既にあるので，確率微分方程式にうったえる，すなわち伊藤解析を用
いるのが簡便ではあるが，ここでは指数写像を用いる伊藤解析を経由しない方法
について解説する．

C∞ベクトル場Aに附随する指数写像 exp[A] : M → M を，微分方程式

dϕ

dt
(t) = Aϕ(t), ϕ(0) = x

の解 exp[tA](x)により定める．ベクトル場A0, A1, . . . , Amが可換であれば，滑ら
かな関数 f0(t), . . . , fN(t)を用いて

ψ(t) = exp

[ N∑
j=0

fj(t)Aj

]
(x)

と定義される関数 ψは常微分方程式

(2.1)
dψ

dt
(t) =

N∑
j=0

f ′j(t)(Aj)ψ(t), ψ(0) = x

の唯一解となる．これは Stieltjes積分を用いて次のようにも表示される;

dψ(t) =
N∑

j=0

(Aj)ψ(t)dfj(t), ψ(0) = x

ベクトル場A0, A1, . . . , Amが可換でない場合も，Tn,m = m2−nとし，ψn(x)を帰
納的に

ψn(0) = x, ψn(t) = exp

[ N∑
j=0

{fj(t)− fj(Tn,m)}Aj

](
ψn(Tn,m)

)

と定義すれば，
ψ(t) = lim

n→∞
ψn(t)

が方程式 (2.1)の唯一解を与える．このように，RN+1に値をとる経路

[0,∞) 3 t 7→ f(t) =




f0(t)
...

fN(t)


 ∈ RN+1

がベクトル場A0, . . . , AN を通して多様体M に巻き付けられる．
WN をN 次元ウィナー空間とし，w ∈ WN とする．上の方法は全く滑らかで

ない経路

[0,∞) 3 t 7→




t
w1(t)

...
wN(t)


 ∈ RN+1
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に対しても適用できる;

(t, x) ∈ [0,∞)×M，w ∈ WN に対し，Xn(t, x; w)を帰納的に

Xn(0, x; w) = x,

Xn(t, x; w) = exp

[
(t− Tn,m)A0 +

N∑
α=1

{wα(t)− wα(Tn,m)}Aα

](
Xn(Tn,m)

)

と定義する．このとき，零集合 E ∈ B(WN)が存在し，すべての w /∈ E に対
し，Xn(t, x; w)とそのすべての x微分が (t, x)について広義一様に収束する．し
たがって

X(t, x; w) =

{
lim

n→∞
Xn(t, x; w) (w /∈ E),

x (w ∈ E),

とおけば，X(·, ·; w) ∈ C0,∞([0,∞)×M)である．さらに

L =
1

2

N∑
α=1

A2
α + A0

とおき，対応する熱半群を
PL

t = etL

とおく; f ∈ C∞(M)に対し，u(x, t) = PL
t f(x)は熱方程式

(2.2)
∂

∂t
u = Lu, u(x, 0) = f(x)

の解である．EでWN 上のウィナー測度に関する期待値を表せば，

X(t, x; w)は次のように熱半群を定義する;

PL
t f(x) = E[f(X(t, x))].

上のX(t, x, w)を常微分方程式に倣って確率微分方程式

(2.3) dX(t) =
∞∑

α=1

Aα(X(t)) ◦ dwα(t) + A0(X(t))dt, X(0) = x

の解という．実際，任意の f ∈ C∞(M)に対して，Stratonovich積分を用いる次
の等式が成立する．

(2.4) f(X(t, x))− f(x) =
∞∑

α=1

∫ t

0

Aαf(X(s, x)) ◦ dwα(s) +

∫ t

0

A0f(X(s, x))ds.

Stratonovich積分の定義から

Mf (t) := f(X(t, x))− f(x)−
∫ t

0

(Lf)(X(s, x))ds
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はマルチンゲールである，すなわち次の等式が成り立つ．

E[Mf (t)|Fs] = Mf (s), t ≥ s.

文献について
この小節の内容は直接は [41]に基づいている．[40]が新しい教科書としては整備されて
いる．[8, 17]も参考になる．

2.2. 局所的に

上の構成はユークリッド空間上の確率微分方程式に関する知識を前提とせず拡散
過程の構成を説明するためのものである．ユークリッド空間での確率微分方程式
に関する知識を前提とすれば，よりナイーブな構成が可能となる．歴史的にはこ
のような構成方法が多様体上の拡散過程の確率微分方程式による構成のはじめで
あった．この構成法について説明しよう．

{Ui}K
i=1，{Vi}K

i=1はともに座標近傍によるM の開被覆で，

Ui ⊂ Vi, i = 1, . . . , K

を満たすとする．簡単のため，x ∈ U1としよう．V1はユークリッド空間と同相で
あるから，この上の局所座標 (x1, . . . , xd)により，

Aα =
d∑

i=1

σi
α(x)

∂

∂xi
, L =

d∑
i,j=1

aij(x)
∂2

∂xixj
+

d∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi

と表す．このとき確率微分方程式

dX i(t) =
N∑

α=1

σi
α(X(t))dwα(t) + bi(X(t))dt, i = 1, . . . , d, X(0) = x

の解をX(t, w)とする．

τ1(w) = inf{t > 0 |X(t, w) /∈ U1}
とおけば，X(τ1(w), w) ∈ ∂U1である．i(w) = min{i ≤ K |X(τ(w), w) ∈ Ui}と
おき，Ui(w)上で確率微分方程式

dX i(t) =
N∑

α=1

σi
α(X(t))dwα(t) + bi(X(t))dt, t ≥ τ1(w) i = 1, . . . , d,

X(τ1(w)) = X(τ1(w))

を解き，この解もX(t, w)と表す．

τ2(w) = inf{t ≥ τ1(w) |X(t, w) /∈ Ui(w)}
とおき，以下同様の手順を繰り返す．このようにして，逐次的に多様体の上に拡
散過程が構成できる．

文献について
伊藤清氏が確率微分方程式の創始後直ちに多様体への拡張を行っている．その際に用い
られたのがこのような『張り合わせ』による構成である [18, 19, 20]．最近の教科書とし
ては [17]に詳しい．
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3. ブラウン運動

コンパクト・リーマン多様体M に値をとる確率過程 {X(t, x) | t ≥ 0, x ∈ M}が，
M 上のブラウン運動であるとは，

(i) P (X(0, x) = x) = 1，

(ii) t 7→ X(t, x; w)は連続，

(iii) 任意の f ∈ C∞(M)に対し，

Mf (t) = f(X(t, x))− f(x)−
∫ t

0

(4Mf/2)(X(s, x))ds

はマルチンゲールである，

という 3条件が満たされることをいう．X(t, x, w)を xを出発するブラウン運動
と呼んでいる．

Qtf(x) = E[f(X(t, x))]

とおけば，(iii)から

Qtf(x) = f(x) +

∫ t

0

Qs(4Mf/2)(x)ds

となる．これより，

PM
t f(x) = Qtf(x) = E[f(X(t, x))]

という関係式が結論できる (PM
t は §1で導入したラプラシアンに対する熱半群で

ある)．
M 上のブラウン運動について紹介する．

3.1. 埋め込みによる構成

リーマン多様体Mを十分高次元のユークリッド空間RNに埋め込み，そのリーマン
計量はユークリッド空間のものから誘導されるものであるとして良い．e1, . . . , eN

をRN の標準基底とする．このとき，各 x ∈ RN に対し，

Px : RN → TxM

を直交射影とし，
Aα(x) = Pxeα

とおく．M 上の確率微分方程式

(3.1) dX(t) =
N∑

α=1

Aα(X(t)) ◦ dwα(t), X(0) = x
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の解をX(t, x; w)とする．

N∑
α=1

A2
α = 4M on M

が成り立つので，X(t, x; w)は xを出発するM 上のブラウン運動である．した
がって

PM
t f(x) = E[f(X(t, x))]

なる関係式が成り立つ．
上では確率微分方程式 (3.1)は，リーマン多様体M 上で考えた．埋め込み

M ⊂ RN に注意すれば，これはRN 上の確率微分方程式で，特に初期値をM に
制限したものと見なせる．このとき (3.1)はRN 上の伊藤型の確率微分方程式

(3.2) dX(t) =
N∑

α=1

Aα(X(t))dwα(t) + (4Mι/2)(X(t))dt

とも見なせる．ただし ι : RN 3 x 7→ x ∈ RN，

4Mι(x) = (4Mι1(x), . . . ,4MιN(x)).

これから分かるように，埋め込みを用いる構成法の良いところは確率微分方程式
はRN という大域的な座標を持つ空間上で解かれるところにある．しかしながら，
そのためにM 上のブラウン運動 X(t, x)を構成するために用いるウィナー空間
WN の次元はN とM の次元より遙かに多くなっている．
埋め込みによる構成される典型的なブラウン運動は，原点を中心とする半径

rのRd+1内の球面 Sd(r)上のブラウン運動である;

Aα(x) =
d+1∑
j=1

{
δαj − xαxj/|x|2}(∂/∂xj), α = 1, . . . , d + 1

とおき，x ∈ Sd(r)とすれば，確率微分方程式 (3.1)

dX(t) =
d+1∑
α=1

Aα(X(t)) ◦ dwα(t), X(0) = x

の解として Sd−1(r)上のブラウン運動が得られる．必要なブラウン運動 wαの数
は多様体 Sd(r)の次元よりも一つ多い．

文献について
埋め込みによる構成は，[8, 40]などが詳しい．Elworthyは埋め込みによる構成を好み，
Malliavinは次節のO(M)を用いる構成好んで使う．[40]では，埋め込みを用いる方法が
“extrinsic”な方法として，次のO(M)が “intrinsic”な方法として両者ともに説明が行わ
れている．
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3.2. 直交枠束による構成

O(M)を直交枠束とする;

O(M) =
⋃

x∈M

{
r : Rd → TxM | rは等距離写像}

.

θを solder形式，ωをLevi-Civita接続に対応する接続形式とする; π : O(M) → M
を射影とすれば，θは

θ(Xr) = r−1π∗(Xr), r ∈ O(M), Xr ∈ TrO(M)

で定義されるRd値 1形式であり，ωは

ω(λ(a)r) = a ∀a ∈ so(d)

で与えられる so(d)値 1形式である (so(d) = {a ∈ Rd×d |歪対称 })．ただし，O ∈
O(d)の r ∈ O(M)への作用をROrとし，

λ(a)r =
dRexp(ta)r

dt

∣∣∣∣∣
t=0

とおく．
(θr, ωr) : TrO(M) → Rd × so(d)

は等距離写像となっている．とくに水平方向HrO(M) := ker(ωr)に制限すれば

θr : HrO(M) → Rd

も等距離写像である．
各 ξ ∈ Rdに対し，水平ベクトル場H(ξ)を

H(ξ)r =
(
θr|HrO(M)

)−1
(ξ), r ∈ O(M),

により定義する．Rdの標準基底e1, . . . , edを用いてO(M)上のベクトル場{Bk}d
k=1

を
Hk = H(ek), k = 1, . . . , d

と定義する．
O(M)上の確率微分方程式

(3.3) dr(t) =
d∑

α=1

Hα(r(t)) ◦ dwα(t) = H(◦dw(t)), r(0) = r

の解を r(t, r; w)と表す．さらにX(t, r; w) = π(r(t, r; w))とおく．

4O(M) =
d∑

α=1

H2
α
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とおけば，
4O(M)(f ◦ π) = (4Mf) ◦ π

が成り立つから，r ∈ π−1(x)ならば，X(t, r; w)は xを出発するブラウン運動と
なる (これがM 上のブラウン運動)．このとき

E[f(X(t, r))]

は (π(r), t)の関数と見なせ1，この意味で次が成り立つ．

PM
t f(x) = E[f(X(t, r))], r ∈ π−1(x)

文献について
ここでは，Stroock[40]に従い，局所座標を使わないで O(M)のブラウン運動の構成を
行った．O(M)を接続を用いてRd×O(d)と自明化する方法はMalliavinの周辺で最近多
様体上の経路空間の解析を行うためによく用いられている ([5, 6, 9])．同じことが [29, 17]
にも説明されている．[17]では，局所座標による解説が詳しい．

3.3. 確率平行移動

O(M)を用いる構成方法はより豊かな情報を含んでいる．
滑らかな曲線 c : [a, b] → M に沿う平行移動を //c—[a,t]と表す; Y ∈ Tc(a)M に

対し，Y (t) = //c—[a,t]Y ∈ Tc(t)M は，∇c′(t)Y (t) = 0かつ Y (0) = Y により定まる．
t = aにおいて r ∈ O(M)を通る cの水平持ち上げ p : [a, b] → O(M)は，常微分
方程式

(3.4) p′(t) = H
(
p(t)−1c′(t)

)
p(t)

, p(a) = r

の解として得られる．さらに，cに沿う滑らかなベクトル場 [a, b] 3 t 7→ Y (t) ∈
Tc(t)M の cに沿う平行移動による引き戻しは，水平持ち上げ p(t)を用いて次のよ
うに表される．

(3.5) //−1
c—[a,t]Y (t) = rp(t)−1Y (t) i.e. //c—[a,t] = p(t)r−1

(3.3)は

(3.6) dr(t) = H(◦dw(t))r(t)

と表すことができる．(π∗)rH(ξ) = rξ (r ∈ O(M)，ξ ∈ Rd)であるから，X(t) =
π(r(t))とあわせて

(3.7) dX(t) = (π∗)r(t)(H(◦dw(t))) = r(t)(◦dw(t)).

したがって (3.6)に代入すれば

dr(t) = H(r(t)−1(◦dX(t)))

となる2．(3.4)と比較すれば
1a ∈ O(d)の r ∈ O(M)への作用を raと表せば，X(t, ra; w) = X(t, r; aw)となる．ただし，

(aw)(t) = aw(t)．
2(3.7)では dX の前に無かった ◦がこの式では忽然と現れたことを不審に思う人もあると思う．

dX のような確率微分を通常の微分形式のように扱うには，この ◦による Stratonovich型である
という宣言がつねに必要である．例えば [17]参照
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r(t, r; w)はX(t, r; w)の水平持ち上げである

さらに (3.5)と比較すれば

//X—[0,t] := r(t, r; w)r−1 : Tπ(r)M → TX(t,r;w)M

はX(·, r; w) : [0,∞) → M に沿う平行移動を与える．

これをブラウン運動に沿う確率平行移動という．

文献について
この節も [40]を参考にしている．確率平行移動については Rd × O(M)を高次元ユーク
リッド空間に埋め込む形で [8]でも詳しく説明されている．この Elworthyの講義ノート
では後で触れる Chern-Gauss-Bonnetの定理のピン留めブラウン運動を使った証明も与
えられている．

3.4. 巻き付けと展開

滑らかな曲線 γ : [a, b] → Rdに沿って多様体M を滑ることなく転がすことで，γ
はM に巻き付けられ，x ∈ M から出るM 上の曲線 c : [a, b] → M を生む; すな
わち，r ∈ π−1(x)を通じてRdと TxMを同一視し，r(dγ/dt)(t) ∈ TxMとすれば，
c(t)は次の常微分方程式から定まる．

c(a) = x, (dc/dt)(t) = //c—[a,t](r(dγ/dt))(t), t ∈ [a, b].

(3.7)と確率平行移動 //X—[0,t] の表示を合わせれば，同じ Rd と TxM の同一視の
もと

X(0, x; w) = x, dX(t, x; w) = //X—[0,t]

(
r(◦dw(t))

)

となり，M を滑ることなくブラウン運動w(t)に沿って転がすことで，w(t)をM
に巻き付けて得られる曲線がX(t, r, w)であるといえる．

(3.7)は
dw(t) = r(t)−1(◦dX(t)) = r(t)−1

(
(π∗)r(t)(◦dr(t))

)

と書き改められる．solder形式 θr = r−1(π∗)rを用いれば

dw(t) = θr(t)(◦dr(t))

となる．すなわちリーマン多様体上のブラウン運動を展開してユークリッド空間
上のブラウン運動が得られた．これをブラウン運動の確率展開と呼んでいる．
多様体上の確率過程 z(t)と 1形式 αに対し，

∫

z[0,t]

α =

∫ t

0

θ(◦dz(t))

で定義される確率過程を，確率線積分と呼んでいる．確率展開はこの記号のもとで

w(t) =

∫

r[0,t]

θ
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となることを意味している．

文献について
[17, 40]に詳しい．A(t + s; w) = A(t; w(s + ·))という性質をもつ確率過程のことを加法
的汎関数という．これは確率解析おいて非常に重要な確率過程である．加法的汎関数は
確率線積分によって表示されることが知られている ([14])．

3.5. 局所座標では

x0 ∈ M の局所近傍 U の局所座標を (x1, . . . , xn)とする．この局所座標により，
O(M)をRd ×O(d)と同一視する．このとき，

r = (x, e) =
(
(x1, . . . , xd), (ei

α)1≤i,α≤d

) ∈ Rd ×O(d) = O(M)

という局所座標が導入され，この座標のもと

(Hα)r =
d∑

i=1

ei
α

∂

∂xi
−

d∑

j,k=1

Γi
jke

j
αek

β

∂

∂ek
β

と表される．ただし，Γi
jkはChristofell記号である．これより，確率微分方程式

(3.3)で定めた r(t, r) = (X(t, r), e(t, r))は局所的には次の連立確率微分方程式の
解として得られる．

(3.8)





dX i(t) =
d∑

α=1

ei
α(t) ◦ dwα(t),

dei
α(t) = −

d∑

j,k,β=1

Γi
jk(X(t))ej

α(t)ek
β(t) ◦ dwβ(t)

= −
d∑

j,k=1

Γi
jk(X(t))ej

α(t) ◦ dXk(t).

この (X i(t))の表示からも，X(t)の展開としてユークリッド空間上のブラウン運
動が再現できること，eα(t)はX(t)に沿う平行なベクトル場であることなどが分
かる．
局所座標を導入することで種々の量が簡単な表示を持ち，そのことによりX(t)

の挙動が詳しく解析可能となる．実際，上の確率微分方程式では直交枠が含まれ
た形でブラウン運動が表示されているが，ユークリッド空間上のブラウン運動の
回転不変性3より，局所座標で表したときに直交枠を表示から消し去ることがで
きる．このことを見よう．xを中心とする局所座標のもと，r(t) = (X(t), e(t))と
表示したとき，

e(t)e(t)∗ = (gij(X(t)))1≤i,j≤d

となる．ただし，(gij(y))はリーマン計量 (gij(y))の逆行列である．よって，次の
ような伊藤積分による表示が従う．

(3.9) dX i(t) =
d∑

α=1

ei
α(t)dwα(t)− 1

2

d∑

j,k=1

(gjkΓi
jk)(X(t))dt.

3a ∈ O(d)とするときWa(t) = aw(t)もまたユークリッド空間上のブラウン運動である．
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さらに

σ(y) = (σi
j(y))1≤i,j≤d =

(
gij(y)

)−1/2
, B(t) =

∫ t

0

σ(X(s))−1e(s)dw(s)

とおけば，B(t)もまたブラウン運動であり，

(3.10)

dX i(t) =
d∑

α=1

σi
α(X(t))dBα(t)− 1

2

d∑

j,k=1

(gjkΓi
jk)(X(t))dt,

=
d∑

α=1

σi
α(X(t)) ◦ dBα(t) + σi

0(X(t))dt, i = 1, . . . , d

となる．ただし，

σi
0(y) = −1

2

{ d∑
j,α=1

σj
α(y)

∂σi
α

∂xj
(y) +

d∑

j,k=1

(gjkΓi
jk)(y)

}
.

文献について
局所座標を用いての解析は [17]に詳しい．

3.6. 多様体に値をとる経路の空間

マリアヴァン解析の成功に後押しされて，多様体M に値をとる経路の空間

Px(T, M) = {γ : [0, T ] → M |連続かつγ(0) = x}
上での確率変分に基づく解析が 1990年頃から精力的に研究されている．この空間
において基本となる測度はブラウン運動X(t, r) (x = π(r))が誘導する確率測度

µx(A) = P ({w |X(·, r; w) ∈ A}), A ∈ B(Px(T, M))

であり4，そのとき考察される微分作用素は確率平行移動により定義される次の
作用素である．

∇[
f(X(t1), . . . , X(tn))

]
=

n∑
i=1

//−1
X—[0,t]∂if(X(t1), . . . , X(tn))ti ∧ t.

ただし，f ∈ C∞(Mn)，∂if は f(x1, . . . , xn)の第 i成分に関する微分を表す．し
たがって ∂if(X(t1), . . . , X(tn)) ∈ TX(ti)M であり，TxM をRdと同一視し，この
意味で∇[· · · ] をCameron-Martin部分空間の元と理解する．

文献について
[1]がこの方向の一つの面白い応用例を与えている．埋め込みによるブラウン運動の構成
の持つ困難 (必要以上に多いブラウン運動)を乗り越える興味深い考察がなされている．
[30]からはMalliavin周辺で展開されているこの方向の研究についての概観を得ることが
できる．

4B(Px(T, M))は A = {γ | γ(tj) ∈ Aj , j = 1, . . . , n} (Aj はM の開部分集合)という形をした
Px(T,M)の部分集合を含む最小の σ加法族．

12



4. 曲率

4.1. 初期値の微分と関連して—Ricci曲率

O(M) 3 r 7→ r(t, r; w) ∈ O(M)が滑らかな関数となることは既に述べた．した
がってこの関数の微分が考えられるが，その微分に曲率形式，Ricci曲率が出現
することを見，それからRicci曲率から定まる確率過程により熱半群の微分が表
示できることを見よう．ここでは，単に初期値に関する微分にとどまらず，マリ
アヴァン解析の視点から，経路に関する変分まで込めて微分を扱う．
Rdに値をとる確率過程 ζ(t)が

ζ(t) = ζ0 +

∫ t

0

a(s)dw(s) +

∫ t

0

b(s)ds

という形で与えられたとする．ただし，a(t)は so(d)値，b(t)はRd 値の連続な確
率過程で，ζ0 ∈ Rdは定数．(3.3)でブラウン運動 wを w + εζ で置き換えて得ら
れる解を r(t, r; w + εζ)と表し，

Φ(t, ε; w) = r

(
t, exp

[
ε

d∑

k=1

ζk
0 Hk

]
(r); w + εζ

)
= r

(
t, exp[εH(ζ0); w + εζ)

とおく．(∂Φ/∂ε)(t, 0; w)は，初期値と経路に関する微分を同時にとったものであ
り，特に a = 0, b = 0とすれば，初期値に関する微分を得る．solder形式，接続

形式の組Θ =

(
θ
ω

)
を考え，

(
ζ̃(t; w)
ρ(t; w)

)
= Θ

(∂Φ

∂ε
(t, 0; w)

)
:= (Φ(t, ·; w)∗Θ)((∂/∂ε)0) ∈ Rd × so(d)

とおけば，次が成り立つ．

(4.1)





dρ(t; w) = Ωr(t,r;w)(◦dw(t), ζ̃(t; w)),

dζ̃(t; w) +
1

2
ricr(t,r;w)(ζ̃(t, w)) = dζ(t; w) + ρ(t; w)dw(t),

ζ̃(0; w) = ζ0, ρ(0; w) = 0.

ただしスカラー化された曲率形式 Ω : O(M) × Rd × Rd → so(d)，リッチ曲率
ricr : O(M)× Rd → Rdは次で与える．

Ωr(ξ, η) = −ω([H(ξ),H(η)]),

ricrξ =
d∑

k=1

Ω(ξ, ek)ek, r ∈ O(M), ξ, η ∈ Rd.

(4.1)は，d(Φ∗Θ) = Φ∗(dΘ) という交換関係と，構造方程式

dθ = −ω ∧ θ, dω = −ω ∧ ω + Ω(θ, θ)

を用いてΦ∗Θを計算することにより示される．
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(∵) ζ, wはすべて微分可能として議論を進める．

Φ∗Θ =
(

a′(t, ε)
a′′(t, ε)

)
dt +

(
b′(t, ε)
b′′(t, ε)

)
dε,

(a′(t, ε), b′(t, ε) ∈ Rd，a′′(t, ε), b′′(t, ε) ∈ so(d))とおく．t = 0のとき，ε方向の
微分は水平方向に向いているので，

b′(0, 0) = ζ0, b′′(0, 0) = 0.

さらに t方向の微分は水平ベクトル場Hkの定める方程式

d

dt
r(t, r; w + εζ) =

d∑

k=0

Hk(r(t, r; w + εζ))
d

dt
[w + εζ](t)

に従う．θ(Hk) = ekであるから，

a′(t, ε) =
d

dt
(w + εζ)(t), a′′(t, ε) = 0.

dΦ∗Θ = Φ∗dΘと構造方程式より，
(

(∂b′/∂t)− (dζ/dt)
∂b′′/∂t

)
dt ∧ dε = d(Φ∗Θ) = Φ∗(dΘ)

=
( −Φ∗ω ∧ Φ∗θ
−Φ∗ω ∧ Φ∗ω + Ω(Φ∗θ,Φ∗θ)

)
=

(
b′′{(dw/dt) + t(dζ/dt)}

Ω
(
(dw/dt) + ε(dζ/dt), b′

)
)

dt ∧ dε.

t = 0として，

dζ

dt
=

db′(t, 0)
dt

− b′′(t, 0)
dt

dt
,

db′′(t, 0)
dt

= Ω
(

dw

dt
, b′(t, 0)

)
.

dw/dtは ◦dwに置き換えられるので主張を得る．///
(4.1)は，ζから始めて ζ̃，ρを求めているが，その形から分かるように，ζ̃を

与え，ρを決定して，その後 ζを決めるという逆の手順もまた可能である．この
ことを利用して次を得る．

dζ̃α(t; w)

dt
+

1

2
ricr(t,r;w)ζ̃α(t; w) = 0, ζ̃α(0) = eα,

ζ̂α(t; w) = r(t, r; w)[ζ̃α(t; w)]

とすれば，任意の f ∈ C∞(M)に対し，

(4.2) (Hα)rE[f(X(t, r))] = E[(df)X(t,r)(ζ̂α(t))].

Grad F =
d∑

α=1

(HαF )eα, F ∈ C∞(O(M)),
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とおいたとき，E[F (r(t, r))] = et4O(M)/2F (r) となることに注意すれば，上の等式
は次のBochnerの等式の積分版である．

Grad4O(M)(f ◦ π) = 4O(M) ◦Grad(f ◦ π)− ric Grad(f ◦ π), ∀f ∈ C∞(M).

上の (4.2)は

|d(PM
t f)|2TxM =

d∑
α=1

∣∣E[
(df)X(t,r)(ζ̂α(t))

]∣∣2, r ∈ π−1(x)

を導く．これにより，熱半群とリッチ曲率の関係が得られる．
M 上のリッチ曲率 ricxが一様に正定値であると仮定する; すなわち，δ > 0が

存在し，

(4.3) 〈ricx(Yx), Yx〉TxM ≥ 2δ|Yx|TxM Yx ∈ TxM, x ∈ M.

このとき，|ζ̃α(t; w)| ≤ e−δtとなり，任意の f ∈ C∞(M)に対し，

sup
x∈M

∣∣∣∣PM
t f(x)−

∫

M

fdλM

∣∣∣∣ ≤
√

d diam(M)‖df‖∞e−δt.

ただし，‖df‖∞ = sup
m∈M

|df(m)|T ∗x M . さらに，4M を L2(λM)における作用素とみ

なせば，
Spec(−4M) \ {0} ⊂ [2γ,∞)

となる．

文献について
経路に関する変分をとる考え方は [5, 6, 9]で展開されたものである．マルチンゲールに
基づく伊藤解析による証明が [40]にある．

4.2. 座標近傍でのブラウン運動の挙動から—Ricci曲率，スカラー曲率

ブラウン運動が測地球から離脱する時刻と場所の期待値の漸近挙動にRicci曲率
ric，スカラー曲率Sが現れる．x ∈ M，r ∈ π−1(x)を固定し，X(t; w) = X(t, r; w)
とする．B(x, ε)を半径 ε > 0の測地球とし，

τε = inf{t > 0 |X(t) /∈ B(x, ε)}

とおく．t 7→ X(t)の連続性より，

X(τε) ∈ ∂B(x, ε)

である．さらに τ = inf{t > 0 | |w(t)| ≥ 1}，c0(λ) = E[e−λτ ]とおく．このとき，
φ ∈ C∞(Sd−1)に対し，

(4.4) E
[
exp(−λτε/ε

2)φ(X(τε)/ε)
]

= c0(λ)I(φ) + ε2I(uφ) + ε3I(vφ) + O(ε4),

ε → 0
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となる．ただし，I は Sd−1での積分を表し，測地座標を (x1, . . . , xd)，その座標
の下でのリッチ曲率 ricの成分表示を ricij，∂i = ∂/∂xi，とし

u(η) = c1(λ) ricij(x)ηiηj + c2(λ)S(x),

v(η) = c3(λ)∂i ricjk(x)ηiηjηk + c4(λ)∂iS(x)ηi, η = (η1, . . . , ηd) ∈ Sd−1,

c1 = −c0/12, c2 = −c′0/12, c3 = −c0/24, c4 = ϕ′′/{24ϕϕ′}, ϕ = 1/c0.

(4.4)の左辺の期待値について説明しておこう．φε : ∂B(x, ε) → Rを φε(η) =
φ(η/ε)により定義すれば，

u(x) = E
[
exp(−λτε/ε

2)φ(X(τε)/ε)
]

は次のDirichlet問題の解を与える．
{
(1/2)4M − (λ/ε2)

}
u = 0, u|∂B(x,ε) = φε.

Mがユークリッド空間の場合の対応する期待値は，ユークリッド空間上のブラウン
運動の時空変換不変性 (w(ε2·) law∼ εw(·))と回転不変性 (aw(·) law∼ w(·) (a ∈ O(d)))，
さらに離脱時間 τεと離脱場所X(τε)の独立性から，

E
[
exp(−λτε/ε

2)φ(X(τε)/ε)
]

= E[exp(−λτ1)]I(φ) = c0(λ)I(φ)

となる．したがって (4.4)に現れる ε2, ε3等の係数項は多様体M の曲がりをブラ
ウン運動が「感じた」ことを意味している．
今ひとつの曲率の現れる場合としてOnsager-Machlup関数に関する解析があ

る．この場合は上では中心として固定した xを滑らかな曲線 c : [0, T ] → M に置
きかえる．このとき，次のような漸近挙動が成り立つ．

(4.5)
P (max0≤t≤T d(X(t), c(t)) ≤ δ)

P (max0≤t≤T |w(t)| ≤ δ)
→ exp(−s(c)) (δ → 0).

ただし，

s(c) =

∫ T

0

L(c(t), c′(t))dt,

L(x, v) =
1

2
|v|2TxM +

1

12
S(x), x ∈ M, v ∈ TxM.

この漸近挙動はさらにそれぞれの経路の終端を条件付けたもの (X(T ) = c(T )，
w(T ) = 0という条件をそれぞれ分子分母の確率に付加する)でも成り立つが，こ
こではそのような『条件付き確率』については踏み込まない．
この式の意味するところを見るために密度関数のことを思い出してみよう．連

続関数 f : RN → Rに対し，
1

vol(B(x, ε)

∫

B(x,ε)

f(y)dy → f(x)

がほとんど至るところで成立している．ファインマン経路積分論の言葉を借りれ
ば，ラグランジ関数を L(x, ẋ)を持つ時間的に一様な力学系のハミルトン関数は

H(x, p) =
d∑

j=1

pjẋ
j − L
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で与えられる．ただし，pm = ∂L/∂ẋm とおき，ルジャンドル変換 Rd × Rd 3
(x, ẋ) ↔ (x, p) ∈ Rd × Rd により同一視を行っている．古典力学では体系の運動
法則は

dxj

dt
=

∂H(x, p)

∂pj

,
dpj

dt
= −∂H(x, p)

∂xj

, , j = 1, . . . , d

というハミルルトンの正準方程式で与えられ，同じ体系の量子力学的記述はシュ
レディンガー方程式

√−1}
∂Ψ

∂t
= H

(
x,−√−1}

∂

∂x

)
Ψ

によってなされる．この方程式の解Ψ(t, x)を波動関数と呼び，基本解G(x, t; y) =
e−(

√−1/})tH(x, y)をプロパゲータと呼ぶ．ファインマンの考えに従えば，時刻 0に
yを出発し時刻 T に x に到着する量子力学的粒子の経路 γのプロパゲータへの寄
与 (経路の確率振幅)を足し集めたものが全確率振幅，すなわちプロパゲータであ
る．ファインマンは，さらにこの経路の確率振幅の総和が作用積分を用いて次の
ような “積分”として表示できることを結論した．

G(x, T ; y) =

∫

γ(0)=y,γ(T )=x

e(
√−1/})s(γ)D(dγ).

経路の空間の距離は一様位相による距離

max
t∈[0,T ]

d(γ1(t), γ2(t))

であることに注意すれば，この表示から密度関数を見いだす作業が上の (4.5)で
あることが分かる．
上のどちらの漸近挙動の評価においても，ブラウン運動は測地座標もしくは

曲線に沿う測地座標内に留まることを前提として良い．このため，ブラウン運動
を局所的に表現する方法が有効に利用できることになる．実際，ブラウン運動の
局所表現を，Cartanによる測地座標 (y1, . . . , yd)での局所表現;

gij(y) = δij −
∑

a,b

1

3
Raibjy

ayb − 1

6

∑

a,b,c

∂aRbicjy
aybyc + O(|y|4),

− 1

2

∑

jk

gjkΓi
jk(y) = −1

3

∑
a

ricia ya +
∑

a,b

(
1

24
∂i ricab−1

4
∂a ricbi

)
yayb + O(|y|3)

を合わせて，上のような極限の計算が遂行される．

文献について
測地球からの脱出時刻の漸近挙動の解析は [12]を参考にした．この研究はPinsky[35, 36]
が始めたものであるが，Pinsky自身が本年９月に横浜市立大学において関連する講演を
おこなっている (講演OHPの PDFファイルあり)．

Onsager-Machlup関数に関しては，[13]を参考にしている．先行する結果としては
[11, 42] があり，[17]にも説明がある．

Feynman経路積分については，Feynman自身に依る [10]もあるが，[37]が読みやす
い．Feynman経路積分とウィナー・インテグラルの対比については [21, 23]を参照．
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5. リーマン多様体上の熱核の漸近展開

5.1. マリアバン解析

既にマリアバン解析の講演の中で触れられていることと思うが，いくつかの概念
を再記しておく．

Wdは d次元ウィナー空間とし，H をその Cameron-Martin部分空間とする;
Hは [0,∞)上で定義された原点を出発するRd 値絶対連続関数で，微分が 2乗可
積分となるものの全体である．Wdでのマリアバン微分を∇で表す．実ヒルベル
ト空間Eに対し，次のような空間を定義する．

D∞(E) =
⋂
s>0

⋂

p∈(1,∞)

Ds
p(E), D−∞(E) =

⋃
s>0

⋃

p∈(1,∞)

D−s
p (E),

D̃∞(E) =
⋂
s>0

⋃

p∈(1,∞)

Ds
p(E), D̃−∞(E) =

⋃
s>0

⋂

p∈(1,∞)

D−s
p (E).

5.1.1. 多様体値ウィナー汎関数

M を再びコンパクトリーマン多様体とする．F : Wd → M が (マリアバン解析の
意味で)滑らかであるとは，

f(F ) ∈ D∞(R), ∀f ∈ C∞(M)

となることをいう．滑らかな F : Wd → M は，次のように定義されるマリアバ
ン微分∇F (w) : H → TF (w)M を持つ;

(∇F (w)[h])F (w)f = ∇(f(F ))(w)[h], h ∈ H, f ∈ C∞(M).

F が (マリアバン解析の意味で)非退化であるとは

{det[(∇F )(∇F )∗]}−1 ∈
⋂

p∈(1,∞)

Lp

となることをいう．ただし，H∗ = Hという同一視を用いて，(∇F )∗ : T ∗
F (w)M →

H は∇F の共役作用素として定義し，detは通常の (1, 1)テンソルに対するもの
である．

M 上の超関数の全体をD(M)とする．滑らかで非退化な F : Wd → M に対
し，連続線形写像

Ξ : D(M) 3 T 7→ T (F ) ∈ D−∞ s.t. Ξ(f) = f(F ), ∀f ∈ C∞(M),

が定義できる．

5.1.2. 漸近展開

E値確率変数の族 {Fε}に対し，オーダーを

Fε = O(εk) as ε ↓ 0 in Ds
p

def⇐⇒ lim sup
ε↓0

ε−k‖Fε‖s,p < ∞
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と定める．
四つの空間D(E) (D ∈ {D∞,D−∞, D̃∞, D̃−∞})における漸近展開

Fε ∼ f0 + εf1 + ε2f2 + · · · in D(E)

が次のように定義される．
D = D∞ def⇐⇒ i) Fε, f0, f1, · · · ∈ D∞(E),

ii) Fε − (f0 + εf1 + · · ·+ εk−1fk−1) = O(εk) in Ds
p (∀(s, p)).

D = D̃∞ def⇐⇒ i) Fε, f0, f1, · · · ∈ D̃∞(E),
ii) ∀(s, k) ∈ (0,∞)× N，∃p > 1 s.t.

Fε − (f0 + εf1 + · · ·+ εk−1fk−1) = O(εk) in Ds
p．

D = D−∞ def⇐⇒ ∀k，∃s > 0，∃p > 1 s.t.
i) Fε, f0, f1, · · · ∈ D−s

p (E),
ii) Fε − (f0 + εf1 + · · ·+ εk−1fk−1) = O(εk) in D−s

p ．

D = D̃−∞ def⇐⇒ ∀k，∃s > 0 s.t.
i) Fε, f0, f1, · · · ∈

⋂
p>1

D−s
p (E),

ii) Fε − (f0 + εf1 + · · ·+ εk−1fk−1) = O(εk) in D−s
p (∀p > 1)．

次のような積公式が成り立つ．

(5.1)
Gε ∼ g0 + εg1 + . . . in D∞

Φε ∼ φ0 + εφ1 + . . . in D−∞

}
=⇒ GεΦε ∼ ψ0 + εψ1 + . . . in D−∞.

ただし，ψi達は形式べき級数の計算

(g0 + εg1 + . . . )(φ0 + εφ1 + . . . ) = ψ0 + εψ1 + . . .

によって得られる．また，Dは D̃に置き換えても成り立つ．
Fε ∈ D∞(Rd)のマリアバン微分を∇Fεと表し，(∇Fε)

∗をその共役写像とする．

∇Fε(w) : H → R, (∇Fε)
∗(w) : R→ H.

もし，Fεが一様に非退化であれば，すなわち

lim sup
ε↓0

∥∥det[(∇Fε)(∇Fε)
∗]

∥∥
p

< ∞ ∀p > 1

となっていれば，緩増加超関数 T ∈ S ′(Rd)と Fεの合成は次のような漸近展開を
持つ．

(5.2) T (Fε) ∼ Φ0 + εΦ1 + · · · in D̃−∞

(したがってD−∞でも)．Φiは次の形式的な展開式から得られる．

T (f0 + εf1 + · · · )

=
∞∑

α1,...,αd=0

1

α1! . . . αd!
∂α1

x1 . . . ∂αd

xd T (f0)
d∏

j=1

{εf j
1 + ε2f j

2 + . . . }αj .

(Fε = (F 1
ε , . . . , F d

ε )，F j
ε ∼ f j

0 + εf j
1 + · · · )．
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5.2. 熱核の表示

コンパクトリーマン多様体M の点 x ∈ M に対し，π(r) = xなる r ∈ O(M)を固
定し，X(t, r; w)をX(t, x; w)と表す．X(t, x)はマリアバン解析の意味で滑らか
で非退化となっている．

(∵) f ∈ C∞(M)とする．

f(X(t, x)) = f(x) +
d∑

α=1

∫ t

0
(π∗Hα)f(X(s, x)) ◦ dwα(s)

である．これのMalliavin微分をとれば，

(∇X(t, x))[h]f = (∇{f(X(t, x))})[h] =
d∑

α=1

∫ t

0
(∇X(s, x))[h](π∗Hα)f ◦ dwα(s)

となる．X(t)∗で x 7→ X(t, x)の微分を表せば，

(∇X(t, x))[h] =
d∑

α=1

∫ t

0
X(t)∗X(s)−1

∗ (π∗Hα)X(s,x)ḣ
α(s)ds

と表示できる．これから次が従う．

(∇X(t, x))(∇X(t, x))∗ =
d∑

α=1

∫ t

0
(X(t)∗X(s)−1

∗ (π∗Hα)X(s,x))
⊗2ds.

よって {π∗Hα}d
α=1 が TxM を張ることから (∇X(t, x))(∇X(t, x))∗の非退化と

なることが得られる．///

とくに y ∈ M に集中したDirac関数 δyとの合成が可能となり，

(5.3) pM(t, x, y) = E[δy(X(t, x))]

という等式が成り立つ．とくに §1で出てきたΘ(t)に対し，

(5.4) Θ(t) =

∫

M

E[δx(X(t, x))]λM(dx)

という表示も成り立つ (跡公式への確率解析的アプローチの芽)．

5.3. 熱核の漸近展開

(5.3)を利用して，

(5.5) pM(t, x, x) ∼ t−d/2{c0(x) + c1(x)t + . . . } (t ↓ 0)

という漸近展開が成立することを見る．さらに ci(x)が曲率から得られることも
見よう．次のような手順で振り返る;

i) 局所的なブラウン運動への置き換え，
ii) 局所的ブラウン運動の別表示
iii) 漸近展開の応用 (確率テーラー展開)
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5.3.1. 局所的なブラウン運動への置き換え

まず，局所的なブラウン運動への置き換えについてみよう．U, V, WをU ⊂ V, V ⊂
W となるような座標近傍とし，W をRdの開近傍と見なし，M 上のリーマン計
量 gを V 上では g，Rd \W 上では Rdの平坦な計量となるように Rd上の計量 g̃
に拡張しておく;

g̃ : Rd上のリーマン計量; g̃ =
d∑

i,j=1

gijdxidxj on V, =
d∑

i=1

dxidxion Rd \W.

g̃に付随するRd上のブラウン運動を X̃(t, x; w)とする; (3.10)より，

(5.6) dX̃ i(t, x) =
d∑

α=1

σi
α(X̃(t, x))dwα(t)− 1

2

d∑

j,k=1

(g̃jkΓ̃i
jk)(X̃(t, x))dt.

ただし，g̃−1 = (g̃ij)，
∑

α σi
ασj

α = g̃ij，Γ̃i
jkは g̃に対する Levi-Civita接続のクリ

ストフェル記号．
このとき p̃(t, x, y)で g̃に付随する熱核を表せば，

p̃(t, x, y) = E[δy(X̃(t, x))]

となる (既知)．さらに次のような評価式が成り立つ．

(5.7) ∃c1, c2, δ > 0; sup
x,y∈U

|pM(t, x, y)− p̃(t, x, y)| ≤ c1e
−c2/t ∀t ∈ (0, δ).

よって漸近展開 (5.5)を得るには，pM(t, x, x)の代わりに p̃(t, x, x)を用いて良い．

5.3.2. 時空変換

Vα(x) =
∑d

i=1 σα(x)i(∂/∂xi)，

V0 = −1

2

d∑
i=1

{ d∑
α=1

Vασi
α +

d∑

j,k=1

(g̃jkΓ̃i
jk)

}
∂

∂xi

とおけば，(5.6)は，Stratonovich積分を用いて

(5.8) dX̃(t, x) =
d∑

α=1

Vα(X̃(t, x)) ◦ dwα(t) + V0(X̃(t, x))dt

と表すことができる．Xε(t, x; w)を

(5.9) dXε(t, x) = ε

d∑
α=1

Vα(Xε(t, x)) ◦ dwα(t) + ε2V0(X
ε(t, x))dt, Xε(0, x) = x

の解とすれば，上の式との比較からX(ε2, x)はXε(1, x)と同一視できる．
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(∵) V̂ i
0 (x) = −(1/2)

∑d
j,k=1(g̃

jkΓ̃i
jk)，sn,k = k/n (0 ≤ k ≤ n，n ∈ N)とする．ブ

ラウン運動は，w(ε2·) law∼ εw(·)という時空変換不変性を持つので，(5.8)は次の
ように変形される．

X̃(ε2t, x) = x + lim
n→∞

{ d∑

α=1

n−1∑

k=0

Vα(X̃(ε2tsn,k, x)){wα(ε2tsn,k+1)− wα(ε2tsn,k)}

+ V̂0(X̃(ε2tsn,k, x)){ε2t/n}
}

∼ x + lim
n→∞

{
ε

d∑

α=1

n−1∑

k=0

Vα(X̃(ε2tsn,k, x)){wα(tsn,k+1)− wα(tsn,k)}

+ ε2V̂0(X̃(ε2tsn,k, x)){t/n}
}

= x + ε
d∑

α=1

∫ t

0
Vα(X̃(ε2s, x))dwα(s) +

∫ t

0
V̂0(X̃(ε2s, x))ds

= x + ε
d∑

α=1

∫ t

0
Vα(X̃(ε2s, x)) ◦ dwα(s) + ε2

∫ t

0
V0(X̃(ε2s, x))ds. ///

したがって

(5.10) p̃(ε2, x, x) = E[δx(X
ε(1, x))] = ε−dE

[
δ0

({Xε(1, x)− x}/ε)].

5.3.3. 確率テーラー展開

(5.2)と (5.10)より，{Xε(1, x)− x}/εの漸近展開を得れば，熱核の対角漸近展開
(5.5)が従う．
簡単のため，w0(t) = tと約束し，(5.9)を繰り返し用いれば，Xε(1, x)を εの

オーダーで漸近展開することが可能となる．実際，Stratonovich型確率積分は通
常の連鎖定理を満たすことに注意すれば，通常のTaylor展開と全く同様に次のよ
うな展開が帰納的に実行できる．

Xε(1, x) = x +
d∑

β=0

ε2−min{β,1}
∫ 1

0

Vβ(Xε(s, x)) ◦ dwβ(s)

= x +
d∑

β=0

ε2−min{β,1}wβ(1)

+
d∑

β,γ=0

ε4−min{β,1}−min{γ,1}
∫ 1

0

(∫ s

0

Vγ[Vβ](Xε(u, x)) ◦ dwγ(u)

)
◦ dwβ(s)

= . . .

ただし，ベクトル場Vαをベクトルと見なすときは [Vα]と書いた．これをオーダー
にあわせて整理しよう．そのためA = {∅} ∪⋃

n=1{0, 1, . . . , d}n とし，α ∈ Aに

22



対し，

|α| =
{

0, α = ∅,
p, α = (α1, . . . , αp)

, ‖α‖ = |α|+ #{j|αj = 0}

とおく．R値確率変数 S¸とRd値確率変数 fnを次で定義する．

S¸ =

∫ 1

0

◦dwα1(t1)

∫ t1

0

◦dwα2(t2) · · ·
∫ t|¸|−1

0

◦dw|¸|(t|¸|),

fn(x) =
∑

‖¸‖=n

(Vα|¸| ◦ · · ·Vα2)[Vα1 ](x)S¸.

このとき次のような展開が成立する．

(5.11) Xε(1, x) ∼ f0(x) + εf1(x) + · · · in D∞ as ε ↓ 0.

さらに
∞∑

α=1

σi
ασj

α = g̃ij

となることに注意すれば，{Xε(1, x)− x}/εは一様非退化となる．
(5.2)に現れるΦkを決定するために，次のような形式的な計算を行う (関数の

形式的なTaylor展開は (5.2)のものとは見かけが違う)．

δ0(f1 + εf2 + . . . ) =
∑

β∈B

1

|β|!∂
βδ0(f1)

|β|∏
j=1

{εfβj

2 + ε2f
βj

3 + . . . }

=
∑

k≥0

εk
∑

β∈B

∑

(nj)∈B(k,β)

1

|β|!∂
βδ0(f1)

|β|∏
j=1

fβj
nj

,

ただし fn = (f 1
n, . . . , fd

n)，B = {∅} ∪ ⋃
n∈N{1, . . . , d}n，|β| = 0 (β = ∅)，= n

(β = (β1, . . . , βn))，

B(k, β) =
{

(nj)1≤j≤|β| |nj ≥ 2,

|β|∑
j=1

nj = k + |β|
}

.

これより

Φk =
∑

β∈B

∑

(nj)∈B(k,β)

1

|β|!∂
βδ0(f1)

|β|∏
j=1

fβj
nj

とおけば，漸近展開

δ0({Xε(1, x)− x}/ε) ∼ ε−d{Φ0 + εΦ1 + . . . } in D̃−∞

を得る．
fn(−w) = (−1)nfn(w)に注意すれば，Φk(−w) = (−1)kΦ(w)となり，wと−w

は同じ分布を持つから
E[Φ2k+1] = 0.
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したがって次の熱核の漸近展開を得る．

pM(t, x, x) ∼ t−d/2{c0(x) + c1(x)t + . . . } (t ↓ 0), ck(x) = E[Φ2k].

測地座標を用いれば，f1(w) = w(1)となり，

Φk =
∑

β∈B

∑

(nj)∈B(k,β)

|β|∑
j=1

∑

‖¸(j)‖=nj

|β|∏
j=1

(V
α

(j)

|¸(j)|
◦ · · ·V

α
(j)
2

)[V
α

(j)
1

]βj(x)

× 1

|β|!∂
βδ0(w(1))

|β|∏
j=1

S¸
(j)

.

前半の
∏|β|

j=1(Vα
(j)

|¸(j)|
◦ · · ·V

α
(j)
2

)[V
α

(j)
1

]βj(x)という項達から曲率の微分を含む多項

式が出現し，後半のE[ 1
|β|!∂

βδ0(w(1))
∏|β|

j=1 S¸
(j)

]はその係数となる定数を与える．
たとえば

c0(x) = (2π)−d/2, c1(x) = (2π)−d/2S(x)/12,

c2(x) =
1

720(2π)d/2

{
5

2
S(x)2 − ‖Rij(x)‖2 + ‖Rijk`(x)‖2

}
+

1

120
4MS(x).

詳しくは [44]．

文献について
この節に関しては [16, 17, 47]を参考にした．

6. Gauss-Bonnet-Chernの定理

6.1. de Rham-Kodairaのラプラシアンの熱核とウィナー・インテグラル

Mを向き付けられたコンパクト・リーマン多様体とする．さらに d = dim M = 2`
と偶数次元であることを仮定する．Λp(M)をM 上の p 形式の全体，Λ(M) =∑d

p=0⊕Λp(M)とする．外微分 dとその共役 d∗を用いて de Rham-Kodairaのラ
プラシアン¤ = −(dd∗ + d∗d)を定義する．熱方程式

(6.1)
∂u

∂t
=

1

2
¤u, u|t=0 = α ∈ Λ(M)

の解がブラウン運動を用いて表示できることを見よう．
Rd の直交基底 e1, . . . , ed を固定する．r ∈ O(M)の与える等距離線形写像

r : Rd → Tπ(r)M を，自然に
∧pRd → ∧p T ∗

xM に拡張し (Rdはその双対空間と
同一視し，共役基底を共役基底に送る)，それもまた rで表す．v ∈ Rd に対し，
a∗v :

∧pRd → ∧p+1Rdを
a∗v(α) = v ∧ α

とおき，avをその共役とする．a∗i = a∗ei
，ai = aei

と略記する．

Jijkm(r) = 〈Ω(ei, ej)ek, em〉
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とおき，J̃(r) : Λ(M) → Λ(M)を

J̃(r) =
d∑

i,j,k,m=1

Jijkm(r)a∗i aja
∗
kam

と定義する．End(Λ(Rd))値常微分方程式

dM

dt
(t) =

1

2
M(t)J̃(r(t, r)), M(0) = id

の解を用いて (6.1)の解は

u(x, t) = rE[M(t)r(t, r)−1α(X(t, r))]

と表される (x = π(r))．これより (6.1)の基本解 e(t, x, y)は次で与えられる．

(6.2) e(t, x, y) = E[rM(t)r(t, r)−1δy(X(t, r))].

6.2. Gauss-Bonnet-Chernの定理

Λ+(M) =
∑

p:偶数

⊕Λp(M), Λ−(M) =
∑

p:奇数

⊕Λp(M)

とΛ(M)を分解し，線形写像 (−1)F : Λ(M) → Λ(M)を次で定義しする．

(−1)F α = ±α, α ∈ Λ±(M) (復号同順)

線形写像A : Λ(M) → Λ(M)のスーパートレース Str Aを

Str A = tr ((−1)F A)

と定義する． ∫

M

Str e(t, x, x)λM(dx) = χ(M)(= Euler数)

という関係式が，de Rhamの定理と e(t, x, y)の固有関数展開から結論でき，これ
により

(6.3) Str e(t, x, x) = C(x) + o(1) (t ↓ 0) (C(x) := Chern多項式)

が証明できれば，Chern-Gauss-Bonnetの定理が得られる (heat equation method)．
この漸近式を熱核の表現 (6.2)と漸近展開 (5.2)を通じて証明できる．

6.3. 局所座標のもと

xの近傍U に測地座標を導入し，この座標を通じてRdとの同一視を行う (§5.3.1
ではチルダを付けてユークリッド空間を明示的に述べたが，ここでは簡単のため
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チルダは略す)．この座標のもと x = 0であり，リーマン計量，クリストフェルの
記号はリーマン曲率Rijkmを用いて

gij(y) = δij +
1

3

∑

k,m

Rimkm(0)ykym + O(|y|3)

Γi
jk(y) = −1

3

∑
m

{Rijkm(0) + Rikjm(0)}ym + O(|y|2)

となる．σ = g−1/2とし，(5.9)のXεに関する方程式を次の伊藤型に書き改める．

(6.4)





d(Xε)i(t) = ε

d∑
α=1

σi
α(Xε(t))dwα(t)− ε2

2

d∑

j,k=1

(gjkΓi
jk)(X

ε(t))dt

d(eε)i
j(t) = −

d∑

k,m=1

Γj
mk(X

ε(t))(eε)k
j (t) ◦ d(Xε)m(t),

(Xε(0), eε(0)) = (0, I)

線形写像Πε(t) : Λ(Rd) → Λ(Rd)を

Πε(t)(ei1 ∧ · · · ∧ eip) = (eε)i1(t) ∧ (eε)ip(t)

により定める．rε(t) = (Xε(t), eε(t)) ∈ Rd×O(d)とし，M ε(t)を次の常微分方程
式の解とする．

(6.5)
dM ε

dt
(t) =

ε2

2
M ε(t)J̃(rε(t)), M ε(0) = id

(局所座標を通じてU ×O(d) = π−1(U) ⊂ O(M)という同一視を行っている)．こ
のとき (5.7)と同様の局所化が成立し，

(6.6) e(ε2, x, x) = E[M ε(1)Πε(1)δ0(X
ε(1))] + O(e−c/ε2

)

となる．したがって

Str e(ε2, x, x) = Str
(
E[M ε(1)Πε(1)δ0(X

ε(1))]
)

+ O(e−c/ε2

)

である．
(6.6)の項 E[· · · ]の漸近展開を行う．(6.4)より，Xε(1) = εw(1) + O(ε2)とな

り，これより

(6.7) δ0(X
ε(1)) = ε−dδ(w(1)) + O(ε−d+1)

である．つぎに

θε
ij(t) = −

d∑
m=1

∫ t

0

Γi
mj(X

ε(s)) ◦ d(Xε)m(s)

とおけば，

Πε(t) = I +

∫ t

0

Πε(t) ◦ dθε
ij(t)a

∗
i aj
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となる．これより，確率テーラー展開をすれば，

(6.8) Πε(1) = I + Aε
1 + · · ·+ Aε

` + O(ε2`+2).

ただし，

Aε
m =

∑

i1, . . . , im
j1,...,jm

∫ 1

0

◦dθε
i1j1

(t1)

∫ t1

0

· · ·
∫ tm−1

0

◦dθε
imjm

(tm)a∗j1ai1 · · · a∗jm
ajm

= ε2m
∑

i1, . . . , im
j1,...,jm

∫ 1

0

◦dCε
i1j1

(t1)

∫ t1

0

· · ·
∫ tm−1

0

◦dCε
imjm

(tm)a∗j1ai1 · · · a∗jm
ajm

+ O(ε2m+1),

Cij(t) =
1

3

d∑

k,m=1

{Rimjk(0) + Rijmk(0)}
∫ t

0

wk(s) ◦ dwm(s).

最後に (6.5)をTaylor展開すれば，M ε(1)は次のような表示を持つ．

(6.9) M ε(1) = I + Bε
1 + · · ·+ Bε

` + O(ε2`+2).

ただし

Bε
m = ε2n

∑

i1, . . . , in
j1, . . . , jn

k1, . . . , kn
m1, . . . , mn

∫ 1

0

Jε
i1j1k1m1

(t1)dt1

∫ t1

0

· · ·
∫ tn−1

0

Jε
injnknmn

(tn)dtn

× a∗i1aj1a
∗
k1

am1 · · · a∗inajna∗kn
amn

=
ε2

n!

( ∑

i,j,k,m

(Rijkm(0)/2)a∗i aja
∗
kam

)n

+ O(ε2n+1),

Jε
ijkm(t) =

1

2
J̃ijkm(rε(t)).

(6.7)，(6.8)，(6.9)を (6.6)に代入する．このときに

Str (a∗i1 . . . a∗ipaj1 . . . ajq) =

{
(−1)d(d−1)/2, p = q = d,

0, その他,

aiaj = −ajai, a∗i a
∗
j = −a∗ja

∗
i , aia

∗
j + a∗jai = δij

という関係式から

2n + m < d = 2` =⇒ Str (BnAm) = 0
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となることに注意すれば，

Str (M ε(1)Πε(1)) = Str (B`) + O(ε2`+1)

=
εd

2``!
Str

({ ∑

i,j,k,m

Rijkm(0)a∗i aja
∗
kam

}`)
+ O(εd+1) in D∞

=
εd

2d`!

∑

σ,τ∈S(d)

sgnσsgnτRσ(1)σ(2)τ(1)τ(2)(0) . . . Rσ(d−1)σ(d)τ(d−1)τ(d)(0)

+ O(εd+1) in D∞.

したがって

Str e(ε2, x, x) = E
[
Str (M ε(1)Πε(1)δ0(X

ε(1)))
]
+ O(e−c/ε2

)

=
1

23d/2π``!

∑

σ,τ∈S(d)

sgnσsgnτRσ(1)σ(2)τ(1)τ(2)(0) . . . Rσ(d−1)σ(d)τ(d−1)τ(d)(0) + O(ε)

= C(x) + O(ε).

よって (6.3)が示された．

文献について
この節に関しては [16, 17]を参考にした．さらなる拡張については [47, 38, 39]がある．

7. KdV方程式のソリトン解

7.1. 無反射ポテンシャル

関数 u : R → Rが散乱データ {ηj,mj > 0}1≤j≤nを持つ無反射ポテンシャルであ
るとは，行列

G(x) =
(√mimje

−(ηi+ηj)x

ηi + ηj

)
1≤i,j≤n

を用いて
u(x) = −2(d/dx)2 log det(I + G(x))

と表されることをいう．mjの代わりにmj(t) = mj exp[−2η3
j t]を用いて定義され

る無反射ポテンシャルを u(x, t)とすれば，すなわち

G(x, t) =
(√

mi(t)mj(t)e
−(ηi+ηj)x

ηi + ηj

)
1≤i,j≤n

,

u(x, t) = −2(∂/∂x)2 log det(I + G(x, t))

とすれば，v(x, t) = −u(x, t)はKdV方程式

(7.1) ∂tv = (3/2)v∂xv + (1/4)∂3
xv

の nソリトン解である．
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7.2. ウィナー・インテグラルによる表現

Pn = {p = t(p1, . . . , pn) ∈ Rn | pi 6= pj(i 6= j)},
Cn = {c = t(c1, . . . , cn) ∈ Rn | ci > 0, i = 1, . . . , n}

とおく．p ∈ Pnに対し，D = Dp = diag(p1, . . . , pn)，

ξp(y, w) = eyD

∫ y

0

e−zDdw(z) = w(y)− eyDD

∫ y

0

w(z)e−zDdz, y ≥ 0

と定義する (この節では n次元ウィナー空間Wnを考え，w ∈ Wnである)．ξp(y)
はOrnstein-Uhlembeck過程と呼ばれており，次の確率微分方程式の解として得
られる．

dξp(y) = dw(y) + Dξp(y)dy, ξp(0) = 0.

a > 0，c ∈ Cn，と対称行列 β ∈ Rn×nに対し，

qp,c,a,β(x) = −a2

2

∫ x

0

〈c, ξp(y)〉2dy +
1

2
〈βξp(x), ξp(x)〉.

とおく．
(p, c) ∈ Pn × Cnに対し，散乱データ ηj,mjを次のように定義する．必要なら

ば並べ替えることで，p1, . . . , pnは

|p1| ≤ |p2| ≤ · · · ≤ |pn|,
∃m s.t. pj(`) = −pj(`)+1 > 0, ` ≤ m, #{|p1|, . . . , |pn|} = n−m

を満たすと仮定してよい．0 < r1 < · · · < rn−mを方程式

1 + a2

n∑
j=1

c2
j/(p

2
j − r) = 0

の解とする．ηjを

{η1, . . . , ηn} = {pj(`), r
1/2
j , ` ≤ m, j ≤ n−m}

と定め，mjを

mi =





2ηi

c2
j(`)+1

c2
j(`)

∏

k 6=i

ηk + ηi

ηk − ηi

∏

k 6=j(`),j(`)+1

pk + ηi

pk − ηi

, if i = j(`),

− 2ηi

∏

k 6=i

ηk + ηi

ηk − ηi

n∏

k=1

pk + ηi

pk − ηi

, それ以外

とおく．
β = 0とし，

qpot(x) = qp,c,a,0(x)

29



とおく．このとき

log
(
E

[
exp

(
qpot(x)

)])
= −1

2
log det(I + G(x)) +

1

2
log det(I + G(0))

− x

2

n∑
i=1

(pi + ηi).

とくに

u(x) = 4
( d

dx

)2

log
(
E

[
exp

(
qpot(x)

)])

は散乱データ ηj,mjを持つ無反射ポテンシャルを定める．

U ∈ O(n)が存在し，

D2 + a2c⊗ c = Udiag(η2
1, . . . , η

2
n)U−1

と対角化できる．このとき

φ(y, t) = U
{
cosh

(
yR + tR3

)− sinh
(
yR + tR3

)
R−1U−1DU

}
U−1,

β(t) = −((∂yφ)φ−1)(0, t)−D

とし，
qKdV(x, t) = qp,c,a,β(t)(x)

とおく．このとき

log
(
E

[
exp

(
qKdV(x, t)

)])
= −1

2
log det(I + G(x, t)) +

1

2
log det(I + G(0, t))

− x

2

n∑
i=1

(pi + ηi).

となる．とくに

v(x, t) = −4
( d

dx

)2

log
(
E

[
exp

(
qKdV(x, t)

)])

はKdV方程式 (7.1)の解である．

以上は次のような対応関係が成立したことを意味している．

Pn × Cn
Φ−−−→ {散乱データ }y ª

y

{qpot(x), qKdV(x, t)} Ψ−−−→
{
無反射ポテンシャル
ソリトン解

}

KdV方程式の解は当然重ね合わせによって構成することはできないが，ウィ
ナー・インテグラルの指数の肩に乗る qKdV(x, t)の定義中の 〈c, ξp(t)〉は 1次元
Ornstein-Uhlembeck過程 ξ1

p(t), . . . , ξ
n
p (t)を cの成分 c1, . . . , cnという重みを付け

て重ね合わせることを表しており，このレベルで重ね合わせの原理が作用して 1
ソリトン解から nソリトン解が得られたことになる．
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7.3. ウィナー空間における変数変換

これらの証明で基本となるのは以下のようなCameron-Martin[3, 4]に始まるウィ
ナー空間上の変数変換論である．x > 0を固定する．φa(y)を常微分方程式

φ′′ − (D2 + a2c⊗ c)φ = 0

の解とし，『det φa(y) 6= 0, 0 ≤ ∀y ≤ x』を仮定する．

βa,x(y) = −(φ′aφ
−1
a )(x− y),

とし，その対称部分，歪対称部分を β̃a,x(y)，β̂a,x(y)とする．κa,x(y)を常微分方
程式

κ′a,x(y) = β̃a,x(y)κa,x(y), κa,x(x) = I

の解とし，線形変換La,x : Wn →Wnを次で定める (Wnの [0, x]への制限を考え
ている)．

La,x[w](y) = w(y)− κa,x(y)

∫ y

0

(
κ−1

a,x

)′
(u)w(u)du.

このとき，任意の有界可測な f : Wn → [0,∞)に対し，

E
[
f(ξp) exp

(
−a2

2

∫ x

0

〈c, ξp(y)〉2dy +
1

2
〈(β̃a,x(x)−D)ξp(x), ξp(x)〉

− 1

2

∫ x

0

|β̂a,x(y)ξp(y)|2dy

)]

=
(
det φa(0)

)1/2(
extrD det φa(x)

)−1/2E[f ◦ La,x].

文献について
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