
二次形式、局所大域原理、テータ級数1

今野拓也2

平成 18年 7月 10日

1これは 2006年度前期九州大学における数学特論 17のノートである。
c©今野拓也 (九州大学大学院数理学研究院)

2電子メール: takuya@math.kyushu-u.ac.jp
ホームページ: http://www.math.kyushu-u.ac.jp/∼takuya/edu.html





i

目次

第 1講 導入、二次形式 1
1.1 導入 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 対称形式と二次形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 二次空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

第 2講 Wittの定理、Witt分解 5
2.1 Gram-Schmidtの対角化の続き . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Witt分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

第 3講 局所体とその構造 10
3.1 Witt分解についての補足 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2 非アルキメデス局所体の例— p進数体Qp . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3 局所体の分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.4 非アルキメデス局所斜体の構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.5 補足：Henselの補題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

第 4講 局所体上の斜体 15
4.1 非アルキメデス局所斜体の続き . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

第 5講 局所体上の二次形式 20
5.1 Hilbert記号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
5.2 非アルキメデス局所体上の二次形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

第 6講 局所体上の二次形式、大域体 24
6.1 局所体上の二次形式の分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
6.2 大域体とアデール環 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.3 補足：弱近似定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

第 7講 二次形式のHasse原理 30
7.1 中心的単純環 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
7.2 類体論の基本完全列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
7.3 Hasse原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32



ii

第 8講 大域体上の二次形式 34
8.1 大域体上の二次空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

第 9講 Weil定数 37
9.1 Weil定数とその性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

第 10講 Weil表現 42
10.1 シンプレクティク空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
10.2 Leray不変量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
10.3 メタプレクティク群とWeil表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

第 11講 SL(2, F )の既約表現の構成 47
11.1 O(E) × SL(2, F )のWeil表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
11.2 O(E) × SL(2, F )の局所 θ対応 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

第 12講 SL(2, A)上の保型形式の例 52
12.1 SL(2, A)上の保型形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
12.2 O(EA)の保型表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
12.3 テータリフト . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55



1

第1講 導入、二次形式

1.1 導入
この講義では例年、初等整数論や整数論への導入的な性格を持つ基本的なテーマ
を解説することになっている。昨年度は整数論の基礎となるDedekind環や局所環の
構造論を扱ったようである。今年度は局所的な理論についてそこまで踏み込まない
代わりに、整数論の醍醐味である大域理論の典型例を解説しようと思い、「局所大域
原理」をテーマとすることにした。
言うまでもなく局所大域原理と呼ぶべき現象の雛形は幾何学に多く見られる。例
えば閉局面M 上の曲率形式Kを積分するとM の Euler標数 χ(M)が得られるとい
うGauss-Bonnetの定理がある。∫

M
K dσ = 2πχ(M).

もう少し一般に多様体M 上の主 S1束 (U(1, R)束) π : P → M 上の不変接続形式 ω

に対しても、
dω = π∗Ω

となるM 上の曲率形式 (2次微分形式)が定まる。その De Rhamコホモロジー群
H2

dR(M)でのクラス [Ω]は π : P → M から位相幾何的に定まる Euler類 e(P ) ∈
H2(M, Z)の−2π倍に (de Rhamの定理で)対応する。すなわち局所あるいは無限小
的対象である微分形式を多様体全体の上で積分するとその多様体の大域的な不変量
が得られる。しかも Euler類 e(P )は S1 束 π : P → M が自明であるための障害
(obstruction)を表しているのである。
整数論の状況では例えば整数環Zが多様体、素数 (素イデアル)たちが多様体の点
の役割をそれぞれ果たす。Zあるいはその分数体Q上の対象を調べるのに、それを
pを法として還元した有限体Fp上の対象、あるいは局所化して得られるQpやZp上
の対象を考察するという図式である。代数学 Cで p = 2, 3, 5を法とした還元を使っ
て対称群SnをGalois群とするQのGalois拡大を構成したことを思い出していただ
きたい (Dedekindの議論)。しかしこの講義ではこうした有限個の点での局所データ
ではなく、(有限個を除く)全ての素数での局所データを統合して大域的な帰結を引
き出す議論を局所大域原理と呼びたい。
この意味の局所大域原理は整数論の中心的なテーマであり、その例も学部 4年生の
皆さんに解説するのは難しいものがほとんどである。この講義では、局所理論はとて
も単純ながら典型的に局所と大域の差が記述できる、二次形式を題材とすることに
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した。前半ではZ上のO(n)束のEuler類の理論とも言える、二次形式付きベクトル
空間の局所と大域のずれの記述を解説する。このパートについては代数学A, B, Cの
各科目を一通り学んだ方を対象として、できる限り自己完結でわかりやすい講義を心
がけたい。続く後半では、形式的にも見える前半の結果から実効的なSL(2)のアデー
ル群上の保型形式の記述が得られるHecke, Shalika-田中, Jacquet, Labesse-Langlands
の理論を解説する。こちらもできる限り丁寧な講義を目指すが、用いる表現論の基
盤となっている函数解析の結果などは講義の本旨から大きく離れるため、結果を引
用するにとどめる。
成績評価については試験は行わずレポートによる。授業の中で適当な難度の問を
出題するので、その中から 10題程度を選んで解答をレポートにして提出すること。
提出期限は学期末で正確な期日は学期の終わりに指定する。
なお、授業予定をはじめとするこの授業についての情報は随時ホームページ

http://www.math.kyushu-u.ac.jp/∼takuya/arithlec06.html

に掲載するので、参照してもらいたい。

1.2 対称形式と二次形式
以下、この講を通してF は標数が 2でない体であるとする。F 上のベクトル空間
と言う場合は有限次元ベクトル空間をさすものとする。

F上のベクトル空間V 上の双線型形式 (bilinear form)とは、写像 (·, ·) : V ×V → F

で任意の v ∈ V に対して

V 3 v′ 7−→ (v, v′) ∈ F, V 3 v′ 7−→ (v′, v) ∈ V

がともに線型なものであった。V の基底{v1, . . . , vn}を止めれば、任意のv =
∑n

i=1 xivi,
v′ =

∑n
j=1 x′

jvjに対して

(v, v′) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xix
′
j(vi, vj) = (x1, . . . , xn)

á
(v1, v1) . . . (v1, vn)

... . . . ...
(vn, v1) . . . (vn, vn)

ëá
x′

1
...

x′
n

ë
であるから、(·, ·)は行列

T :=

á
(v1, v1) . . . (v1, vn)

... . . . ...
(vn, v1) . . . (vn, vn)

ë
で一意に定まる。これを双線型形式 (·, ·)の基底 {v1, . . . , vn}についての行列表示と
いう。V 上の双線型形式 (·, ·)は

(v′, v) = (v, v′), v, v′ ∈ V
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を満たすとき、対称 (symmetric)であると言われる。もちろんこれは V の任意の基
底に {v1, . . . , vn}ついての行列表示 T が対称行列であることに同値である: tT = T .

V 上の二次形式 (quadratic form)とは、函数Q : V → F であって

• Q(xv) = x2Q(v), x ∈ F , v ∈ V ;

• (·, ·)Q : V × V 3 (v, v′) 7→ 1

2

Ä
Q(v + v′) − Q(v) − Q(v′)

ä
∈ F は双線型形式。

を満たすものである。定義から明らかに次の全単射がある。

{V 上の二次形式 } 3 Q 7−→ (·, ·)Q

Q(v) := (v, v) ←−[ (·, ·)
∈

{
V 上の対称
双線型形式

}
(1.1)

1.3 二次空間
F 上のベクトル空間 V とその上の二次形式Qの対 (V,Q) (または対応する双線型
形式を取って (V, (·, ·)Q))を F 上の二次空間 (quadratic space)という。

例 1.1. (i) V = F 上の二次形式はある a ∈ F を使ってQ(x) = ax2と書ける。この二
次空間 (V,Q)を (F, a)と書く。
(ii) V = F 2 として Q((x, y)) = xy とおけば (V,Q)は二次空間。これを双曲平面
(hyperbolic plane)と呼び、(H, QH) (または (H, (·, ·)H))と書く。

2つの二次空間 (V1, Q1), (V2, Q2)に対して、直和 V1 ⊕ V2上の函数Q1 ⊕ Q2を

Q1 ⊕ Q2(v1, v2) := Q1(v1) + Q2(v2), (v1, v2) ∈ V1 ⊕ V2

と定めれば、(V1 ⊕ V2, Q1 ⊕ Q2)は再び二次空間である。これを二次空間 (V1, Q1),
(V2, Q2)の直和 (direct sum)という。二次空間 (V,Q)から (V ′, Q′)への射 (morphism)
とは、線型写像 f : V → V ′であって

Q′(f(v)) = Q(v), v ∈ V

を満たすもののこととする。さらに f : V → V ′が線型同型なとき、これを (V,Q)か
ら (V ′, Q′)への等距写像 (isometry)という。(V,Q), (V ′, Q′)が等距なことを (V,Q) '
(V ′, Q′)と書く。特に (V,Q)から自分自身への等距写像の集合

O(V ) = O(Q) := {g ∈ GLF (V ) | (g.v, g.v′)Q = (v, v′)Q, v, v′ ∈ V }

は写像の合成を積とする群をなす。これを (V,Q)の直交群 (orthogonal group)という。

注意 1.2. f : (V,Q) → (V ′, Q′)を二次空間の射とすると、定義から

(v, w)Q = (f(v), f(w))Q′ = 0, v ∈ ker f, w ∈ V

である。これから V/ker f上の二次形式 Q̄(v + ker f) := Q(v)は定義可能であり、準
同型定理による同型 f̄ : (V/ker f, Q̄) ∼→ (im f,Q′|im f )は等距写像である。
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例 1.3. 同次元の二次空間 (V,Q), (V ′, Q′)の基底 v = (v1, . . . , vn), v′ = (v′
1, . . . , v

′
n)

を止め、そのそれぞれについての行列表示を T := (tv,v)Q =
Ä
(vi, vj)Q

ä
i,j

, T ′ :=

(tv′, v′)Q′とする。線型写像 f : V → V ′の v, v′についての行列表示をA =
Ä
ai,j

ä
i,j

:
f(v) = v′Aとすれば、V 上の二次形式Q′ ◦ f の v行列表示は

(tf(v), f(v))Q′ = (tAtv′,v′A)Q′ = tAT ′A

で与えられる。すなわちfが (V,Q)から (V ′, Q′)への等距写像であることは、tAT ′A =

T に同値である。特に、n次対称行列 S, S ′が定める二次空間 (F n, S), (F n, S ′)が等
距であるためには、ある可逆行列A ∈ GL(n, F )に対して tAS ′A = Sであることが
必要十分である。

命題 1.4 (Gram-Schmidtの直交化). (i)任意の二次空間 (V,Q)は例 1.1 (i)の二次空間
たちの有限個の直和⊕n

i=1 (F, ai)に等距である。
(ii)このとき aiのF/(F×)2での像たちは (V,Q)から並べ替えを除いて一意に定まる。

証明. (i) V の次元についての帰納法による。V = 0のときは明らか。dim V = n

のとき、Q = 0なら (V,Q) ' ⊕n
i=1 (F, 0)で何も示すことはない。Q 6= 0のとき、

a1 := Q(v1) 6= 0なる v1 ∈ V を取る。

V1 := span {v1}, V ⊥
1 := {v ∈ V | (v, v1)Q = 0} = ker (·, v1)Q

とおけば、(V,Q) = (V1, Q|V1)⊕(V ⊥
1 , Q|V ⊥

1
)かつ (V1, Q|V1) ' (F, a1)である。dim V ⊥

1 =

n − 1であるから、帰納法の仮定により主張が従う。
(ii)これは簡単に確かめられるので読者に委ねよう。

例 1.5. 双曲平面 (H, QH) (例 1.1 (ii)参照)の基底を {v1 := (1, 1), v2 := (1,−1)}と取
れば、Q(v1) = 1, Q(v2) = −1, (v1, v2)Q = 0だから、(H, QH) ' (F, 1) ⊕ (F,−1)で
ある。
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2.1 Gram-Schmidtの対角化の続き
(V,Q) ' ⊕n

i=1 (F, ai)を命題の通りとすれば、その等距類に対して以下の不変量が
定まる。

• aiたちのうち 0でないものの個数を (V,Q)の階数 (rank)と呼び、rk V = rk Q

と書く。

• aiたちのうち 0でないもの全ての積の F×/(F×)2での像を (V,Q)の行列式と
呼び、det V = det Qと書く。

• F = Rのとき R×/(R×)2 ' {±1}であるから、aiたちは 0, ±1のいずれかに
取れる。このとき aiの中に現れる 1および−1の個数をそれぞれ p, qとして、
(p, q)を (V,Q)の符号数 (signature)といい sgn V = sgn Qで表す。

(V,Q)が非退化 (non-degenerate)または I型 (type I)とは rk V = dim V であるこ
ととする。これは任意の v 6= 0,∈ V に対して (v, w)Q 6= 0となるw ∈ V が存在する
ことに同値である。逆にQ = 0のとき (V,Q)は II型であるという。このとき直交群
O(V )はGLF (V )である。命題 1.4から

任意の二次空間は非退化な部分空間と II型の部分空間の
直和に等距写像を除いて一意に分解する。

次の結果は符号数の定義から明らかである。

系 2.1. (i) C上の n次元二次空間の等距類はその階数で分類される。
(ii) R上の n次元二次空間の等距類は階数と符号数で分類される。

問 1. 係数体F が実数体Rの場合に、Gram-Schmidtの直交化を用いて次の事実を証
明せよ。
(i) n × m行列Aの階数がmならば、列ベクトルが正規直交な n × m行列Qと対角
成分が正実数であるm次上三角行列RがあってA = QRと書ける (QR分解)。
(ii) n次正則行列たちのなす群を GLn(R)と書く。上三角な元からなるその部分群
をBn, n次直交群を On(R) := {g ∈ GL(n, R) | gtg = 1n}と書くとき、岩澤分解
GLn(R) = Bn · On(R)が成り立つ。
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問 2. やはり係数体 F はRであるとする。
(i)任意の n次対称行列 Sはある直交行列 T で対角化される: tTST = D, (Dは対角
行列)ことを確かめよ。
(ii)対角成分が全て正実数である対角行列たちのなす群をAn ' (R×

+)nと書く。Cartan
分解 GLn(R) = On(R) · An · On(R)が成り立つことを示せ。(g ∈ GLn(R)に対して
対称行列 tggを考えよ。)
(iii)多様体GLn(R)の連結成分の個数を求めよ。(位相はもちろん n次正方行列の空
間Mn(R) ' Rn2の開部分集合としての誘導位相を考える。)

2.2 Witt分解
(V,Q)をF上の二次空間とする。v ∈ V はQ(v) = 0を満たすとき等方的 (isotropic),
そうでないとき非等方的 (anisotropic)と呼ばれる。部分空間X ⊂ V が完全等方的
(totally isotropic)とはQのXへの制限が 0であること、すなわち (X,Q|X)が II型で
あることとする。(V,Q)は 0以外に完全等方的部分空間を持たないとき非等方的で
あると言われる。

注意 2.2. (V,Q)が II型でなければ、(v, w)Q 6= 0となる v, w ∈ V が取れる。このとき

Q(v + w) − Q(v − w) = 4(v, w)Q

だから v + w, v − wのいずれか一方は非等方的である。

例 2.3. (i)双曲平面 (H, QH)のベクトル e1 := (1, 0), e2 := (0, 1)はそれぞれ等方的だ
から、それらの張る部分空間は完全等方的。逆に例 1.5の v1, v2は非等方的である。
(ii) 1次元二次空間 (F, a)は (a 6= 0のとき)非等方的である。特にC上の非等方的二
次空間は全てこの形である。

命題 2.4 (双曲基底の存在). Xを非退化な二次空間 (V,Q)の完全等方的部分空間とす
る。Xの任意の基底 {e1, . . . , er}に対して、{e′1, . . . , e′r} ⊂ V であって

(e′i, e
′
j)Q = 0, (ei, e

′
j)Q = δi,j, (1 ≤ i, j ≤ r)

を満たすものがある。言い換えれば (·, ·)QはX とX ′ := span{e′1, . . . , e′r}の間の双
対性を与え、X ′も完全等方的である。

証明. X⊥ := {v ∈ V | (v, x)Q = 0,∀x ∈ X}とおき、その勝手な補空間 Z を取る:
V = X⊥ ⊕ Z. 線型写像

ϕ : Z 3 z 7−→
Ä
x 7→ (x, z)Q

ä
∈ X∗
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は同型であることに注意する。実際、ϕ(z) = 0ならば z ∈ X⊥ ∩ Z = 0だから ϕは
単射。またQの非退化性からX 3 x 7→ (x, ·)Q ∈ Z∗は単射ゆえ、rk ϕZ = dim Z =

dim Z∗ ≥ dim X . よって ϕは全射でもある。
さて{e∗1, . . . , e∗r} ⊂ X∗を{e1, . . . , er}の双対基底として、fi := ϕ−1(e∗i ), (1 ≤ i ≤ r)
とおく。帰納的に

e′i := fi −
Q(fi)

2(fi, ei)Q

· ei −
i−1∑
k=1

(fi, e
′
k)Q · ek

とおけば (e′i, ej)Q = (fi, ej)Q = δi,jであり、さらに i > jのときには

(e′i, e
′
j)Q =(fi, e

′
j)Q − Q(fi)

2(fi, ei)Q

· (ei, e
′
j)Q −

i−1∑
k=1

(fi, e
′
k)Q · (ek, e

′
j)Q

=(fi, e
′
j)Q − (fi, e

′
j)Q = 0,

i = jのときには

(e′i, e
′
i)Q = Q

Å
fi −

Q(fi)

2(ei, fi)Q

· ei

ã
= Q(fi) − 2

Å
fi,

Q(fi)

2(ei, fi)Q

· ei

ã
Q

= 0

となって命題の条件が満たされる。

命題から二次空間の射

(H, QH)r 3
Ä
(x1, y1), . . . , (xr, yr)

ä
7−→

r∑
i=1

xiei + yie
′
i ∈ (V,Q)

が得られる。

定理 2.5 (Wittの定理). 二次空間 (V,Q)の部分空間W からの単射 f : (W,Q|W ) →
(V,Q)はO(V )の元 (V から V への等距写像)に延びる。

証明. 非等方的なベクトル u ∈ V に関する鏡映 (reflection)を

ru : V 3 v 7−→ v − 2
(u, v)Q

Q(u)
u ∈ V

と定める。これがO(V )の元であることは容易にわかる。f がいくつかの鏡映の積
に延びることを示そう。m(W ) := dim W + 2 dim(W ∩ W⊥)についての帰納法によ
る。m(W ) = 0のとき f は V の恒等写像に延びる。
まずW が完全等方的でないとすると、(W,Q|W )の非等方ベクトルwが取れる (注
意 2.2)。L := span {w}, W1 := {v ∈ W | (v, w)Q = 0}とおけば、

(i) W = L ⊕ W1. (Lへの射影を pw : W 3 v 7→
Ä
(v, w)Q/Q(w)

ä
w ∈ Lとすれば、

L = im pW , W1 = ker pW だから。)
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(ii) m(W1) = m(W ) − 1. (W⊥ ∩ W = {v ∈ W⊥
1 ∩ W | (v, w)Q = 0} = W⊥

1 ∩ W1. )

が成り立つ。(ii)と帰納法の仮定から、鏡映の有限積 g1 ∈ O(V )で g1|W1 = f |W1 と
なるものがある。w′ := g−1

1 f(w)とおくと

Q(w + w′) + Q(w − w′) = 2(Q(w) + Q(g−1
1 f(w)) = 4Q(w) 6= 0

だから、w ± w′の少なくとも一方は非等方的である。w + w′が非等方的なとき

rw+w′rw(w) = − w − 2
(w + w′,−w)Q

Q(w + w′)
(w + w′)

= − w + 2
Q(w) + (w′, w)Q

2Q(w) + 2(w′, w)Q

(w + w′) = w′,

w − w′が非等方的なとき

rw−w′(w) = w − 2
Q(w) − (w′, w)Q

2Q(w) − 2(w′, w)Q

(w − w′) = w′

ゆえ、いずれの場合も鏡映の高々2個の積 g2 ∈ O(V )で g2(w) = w′となるものが取
れる。しかも v ∈ W1に対して

(v, w′)Q = (g1(v), f(w))Q = (f(v), f(w))Q = (v, w)Q = 0

だから、g2|W1 = idW1である。よって g := g1g2 ∈ O(V )とおけばこれは有限個の鏡
映の積で、(i)と a ∈ F , w1 ∈ W1に対して

g(aw + w1) = ag1(w
′) + g1(w1) = af(w) + f(w1) = f(aw + w1)

であることから g|W = f を満たす。
次にW が完全等方的だとする。命題 2.4により、W の基底 {e1, . . . , em}から双曲
基底 {e1, . . . , em; e′1, . . . , e

′
m}および、等距写像 (H, QH)m ∼→ W ⊕ W ′ ⊂ V , W ′ :=

span{e′1, . . . , e′m}がある。f(W )も完全等方的なので、{f(e1), . . . , f(em)}に命題 2.4
を適用して、双曲基底 {f(e1), . . . , f(em); f(e1)

′, . . . , f(em)′}が得られる。明らかに f

は二次空間の単射

W ⊕ W ′ 3
m∑

i=1

xiei + yie
′
i 7−→

m∑
i=1

xif(ei) + yif(ei)
′ ∈ V

に延びる。ところがW ⊕ W ′は非退化なことに注意すれば

m(W ⊕ W ′) = dim(W ⊕ W ′) = 2 dim W < 3 dim W

= dim W + 2 dim(W ∩ W⊥) = m(W )

であるから、W ⊕ W ′には帰納法の仮定が使えて主張が従う。
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非退化な二次空間 (V,Q)の極大な完全等方的部分空間X ⊂ V を取れば、命題 2.4
から完全等方的部分空間X ′ ⊂ V であって (·, ·)QがX ×X ′の双対性を与えるような
ものがある。V◦ := (X ⊕ X ′)⊥とおけば、分解

(V,Q) = (X ⊕ X ′, Q|X⊕X′) ⊕ (V◦, Q◦), Q◦ := Q|V◦ (2.1)

において (V◦, Q◦)は非等方的である。実際、等方的な v 6= 0,∈ V◦があればX ⊕F · v
は完全等方的となって、Xの極大性に矛盾する。この分解を (V,Q)のWitt分解とい
い、(V◦, Q◦)を (V,Q)の非等方核 (anisotropic kernel)という。

2つの極大完全等方的部分空間 X,Y ⊂ V が dim X ≤ dim Y を満たせば、定理
2.5から勝手な線型単射 f : X ↪→ Y は等距写像 g ∈ O(V )に延びる。g−1(Y ) ⊃ X

はもちろん完全等方的だから、X の極大性から dim X = dim Y である。すなわち
Witt分解は等距写像を除いて一意であり、特に (V,Q)の極大完全等方的部分空間の
次元は r = dim X は一意に定まる。これを (V,Q)のWitt指数 (Witt index)と呼び、
r(V ) = r(Q)と書く。
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第3講 局所体とその構造

3.1 Witt分解についての補足
F 上の非退化な二次空間の等距類の集合に直和で演算を定めて得られる半群を

Witt-Grothendieck半群、それで生成される群›W (F )を Witt-Grothendieck群という。
さらに (V,Q)と (V ′, Q′)の積をテンソル積

(V,Q) ⊗ (V ′, Q′) := (V ⊗ V ′, Q ⊗ Q′ : V ⊗ V ′ 3 v ⊗ v′ 7→ Q(v)Q′(v′) ∈ F )

と定めることにより›W (F )は (F, 1)を乗法の単位元とする可換環になる。これを F

のWitt-Grothendieck環という。›W (F )を双曲平面 (H, QH)の生成する部分群で割っ
て得られる商群をF のWitt群と呼び、Witt(F )と書く。定義から (V,Q)のWitt(F )

での逆元は (V,−Q)である。同様に›W (F )を双曲平面の生成するイデアルで割って
得られる環W (F )を F のWitt環という。

問 3. F = Rのとき、F 上の非退化二次空間 (V,Q)の直交群O(V )がコンパクトであ
るためには (V,Q)が非等方的であることが必要十分なことを示せ。但し、O(V )の
位相は EndR(V )のそれからの誘導位相を考えている。

問 4. Witt(C)およびWitt(R)を求めよ。

3.2 非アルキメデス局所体の例— p進数体Qp

有理素数 pを固定しておく。任意の x ∈ Q×は pma/b, (m ∈ Z, a, b ∈ Z r pZ)と一
意に書けることに注意して、|x|p := p−mと定める。これを |0|p = 0としてQに延ば
せば |x − y|pは距離の定義条件

• |x|p ≥ 0, x ∈ Q;

• |x|p = 0なら x = 0;

• (三角不等式) |x + y|p ≤ |x|p + |y|p, x, y ∈ Q

を満たし、Qはこの距離の定める位相について位相体になる。この位相についてQ
を完備化したものを p進数体と呼びQpと書く。
もう少し詳しく解説すると、Q内の数列 (an)n∈Nが p進Cauchy列とは、どんなに
小さい ε > 0に対してもN ∈ Nがあって |an − am|p < ε, ∀n,m > N が成り立つこと
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だった。Q内の p進 Cauchy列の集合 F (N, Q)pは項別の加法、乗法について環をな
し、その乗法の単位元は (1)n∈Nである。

m(N, Q)p :=
ß
(an)n ∈ F (N, Q)p

∣∣∣∣ lim
n→∞

an = 0
™

は容易にわかるように F (N, Q)pのイデアルである。

dp((an)n, (bn)n) := lim
n→∞

|an − bn|p, (an)n, (bn)n ∈ F (N, Q)p

とおけばこれは距離の最初と最後の条件を満たし、商環Qp := F (N, Q)p/m(N, Q)p上
の定義可能な距離を定める。(an)n ∈ F (N, Q)prm(N, Q)pならば、(a−1

n )n ∈ F (N, Q)p

であるからQpは体である。

問 5. 以上の考察に詳しい証明をつけよ。

実は三角不等式よりさらに強い超距離不等式

|x + y|p ≤ max(|x|p, |y|p), x, y ∈ Qp

が成り立つ。これからQpのコンパクト部分集合Zp := {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1}はさらに
部分環になる。そのイデアル

pnZp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ p−n} = {x ∈ Qp | |x|p < p1−n}, n ∈ N

たちはコンパクト、特に開かつ閉な 0の基本近傍系である。任意の x ∈ Qpは同様の
性質を持つ基本近傍系 {x + pnZp}n∈Nを持つ。

RもQを稠密部分体として含む局所コンパクト位相体だが、RとQpには次の決
定的な違いがある。Rの絶対値はアルキメデスの原理

任意の x, y ∈ R×に対して |nx| > |y|となる n ∈ Nがある1。

を満たす。一方のQpでは任意の n ∈ Nに対して |np|p < 1 = |1|pであり、小さいも
のをいくら足し合わせても小さいままなのである。

3.3 局所体の分類
離散的でない局所コンパクト位相体を局所体 (local field)という。局所コンパクト
位相群 F (加法群)上には不変測度 dxが正実数倍を除いてただ一つある。a ∈ F×に
対して定まる自己同型 F 3 x

∼7→ ax ∈ F による dxの引き戻し d(ax)は再び F 上の
不変測度だから、比 |a|F := d(ax)/dxは正実数である。| · |F : F× → R×

+は連続準同
型である。

| · |F : F 3 a 7−→

|a|F a 6= 0のとき
0 a = 0のとき

∈ R≥0

1実際、{|nx| |n ∈ N} ⊂ Rは上限を持たないから、連続性の公理から上に有界ではない。
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をF のモジュラス (module)という。これは距離の公理を満たし、この距離により定
まる位相は F の位相に一致している2。このモジュラスの性質により局所体の分類
ができる [Wei95, I.3]。

(i) 非アルキメデス的 (non-archimedean)なもの。超距離不等式 (ultrametric inequal-
ity)

|x + y|F ≤ max(|x|F , |y|F ), ∀x, y ∈ F

が成り立つ。モジュラスの像 |F×|F ⊂ R×
+は離散部分群になる。次の 2つの場

合がある。

(a) 標数が 0のとき、F はある素数 pに対する p進体Qpの有限次拡大。
(b) 標数が素数 pのとき、F はある標数 pの有限体 Fq (qは p巾)上の Laurent
級数体 Fq((T )).

(ii) アルキメデス的 (archimedean)なもの。超距離不等式が成り立たない、あるい
はアルキメデスの原理が成り立つもの。R, Cのみでモジュラスの像はもちろ
んR×

+全体になる。| · |Rは通常の絶対値、|z|C = zz̄は絶対値の二乗である。

3.4 非アルキメデス局所斜体の構造
F を非アルキメデス局所体とする。少し考察の範囲を拡げて F 上の有限次元斜
体Dの構造を調べておこう。Dも局所コンパクト位相斜体だからその加法群の不変
測度 dxが正実数倍を除いてただ一つある。a ∈ D×のモジュラスをやはり |a|D :=

d(ax)/dx ∈ R×
+と定める。これを |0|D = 0としてD全体に延ばしておく。

(0) | · |Dは距離の公理および超距離不等式を満たす。

(1) OD := {x ∈ D |x|D ≤ 1}は F の唯一の極大コンパクト部分環 (D = F のとき
は整数環 (integer ring)、それ以外のときは整環 (order)と呼ばれる)。

証明. 実際、超距離不等式からODは加法で閉じておりF のコンパクト部分環
になる。コンパクト部分環A ⊂ Dがもし |a|D > 1なる元を含めば、その巾の
モジュラスは任意に大きくできてコンパクト性に反する。よって A ⊂ ODと
なるから、ODは相対コンパクトな部分環のうちで極大である。

(2) pD := {x ∈ D |x|D < 1}はODの唯一の極大左、右、そして両側イデアル。特
にO×

D = {x ∈ D |x|D = 1}である。

証明. ODの単元群はO×
D = {x ∈ OD | |x|−1

D = |x−1|D ≤ 1}だからモジュラス
1の元全体である。再び超距離不等式から pD は OD の両側イデアルである。
OD r pD = O×

Dだから、pDは主張した極大性を満たす。
2つまり Br := {x ∈ F | |x|F ≤ r}, (r > 0)たちが F における 0の基本近傍系をなしている。
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(3) pD = OD$D = $DODとなる$D ∈ F×が取れる。これをODの素元 (prime
element)または一意化元 (uniformizer)という。

証明. |D×|D ⊂ R×
+は離散的である。つまりある qD > 1があって |D×|D = qZ

D

と書ける。|$D|D = q−1
D となる$ ∈ Oを取れば、これは上記の性質を持つ。

(4) Dの剰余体 (residue field) kD := OD/pDは標数 pの有限体 (従って可換である)。
pをDの剰余標数 (residual characteristic)という。

証明. ODはコンパクトで pDは開部分群だから kDは有限である。

(5) kDの位数を qDと書けば、|D×|D = qZ
D. valD : D× 3 x 7→ − logq |x|D ∈ ZをD

の付値 (valuation)という。

証明. モジュラスの定義から |$D|D =

∫
OD

d($Dx)∫
OD

dx
=

∫
pD

dx∫
OD

dx
= |kD|−1.

3.5 補足：Henselの補題
F ⊃ O ⊃ p = ($)および valは以前の通りとする。f(X) ∈ O[X], x ∈ Oがある

m, r > 0,∈ Zに対して

f(x) ∈ p2m+r, f ′(x) /∈ pm+1

を満たすとする。このとき任意の

t ∈ −f(x) + p2m+r+1

f ′(x)
⊂ p2m+r−val(f ′(x))

を取って x′ := x + tとおけば、

• x′ ∈ x + pm+r, (val(f ′(x)) ≤ mゆえ).

• f(x′) ∈ p2m+r+1. 実際、f(X)のX − xについての展開から

f(x + t) = f(x) + f ′(x)t +
n∑

k=2

αkt
k, αk ∈ O

と書けるが、t ∈ pm+rから∑n
k=2 αkt

k ∈ p2m+2rで、取り方から f(x)+f ′(x)t ∈
p2m+r+1である。
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この議論から次が従う。

補題 3.1 (Henselの補題). f(X) ∈ O[X], x ∈ Oがあるm > 0,∈ Zに対して

f(x) ∈ p2m+1, f ′(x) /∈ pm+1

を満たすとき、y ∈ x + pm+1で f(y) = 0となるものがある。

証明. 上の議論を繰り返し使うことにより、点列 {xr}r∈Nで

• xr+1 − xr ∈ pm+r;

• f(xr) ∈ p2m+r

を満たすものができる。最初の条件からこれはコンパクト集合 pm+1内のCauchy列
だから、その極限 y ∈ pm+1が存在する。さらに多項式函数 f(X)はF の位相で連続
だから、f(y) = limr→∞ f(xr) = 0である。

例 3.2. 例えば a ∈ 1 + p2val(2)+1として f(X) := X2 − aを考える。x = 1は

f(1) = 1 − a ∈ p2val(2)+1, f ′(1) = 2 /∈ pval(2)+1

を満たすから、Henselの補題により f(b) = 0,すなわち b2 = aとなる b ∈ 1+pval(2)+1

がある。特に (F×)2 := {b2 | b ∈ F×} ⊂ F×は 1 + p2val(F )+1を含むから開部分群で
ある。
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第4講 局所体上の斜体

4.1 非アルキメデス局所斜体の続き
引き続きDを非アルキメデス局所体 F 上の有限次元斜体とする。まずOD ³ kD

のよい切断が取れることに注意しよう。

命題 4.1. (i) ε ∈ O×の位数が有限で pと素ならば、その位数は qD − 1の約数である。
(ii) Z/(qD − 1)Zに同型な部分群 E (p) ⊂ D×があって、E (p) ∪ {0}は kDのODでの完
全代表系をなす。
(iii) Z/(qD − 1)Zに同型な任意の部分群 E (p)

1 ⊂ D×に対して、Ad($D)E (p) = E (p)
1 と

なる素元$Dがある。

証明. まず主張を 2つ準備する。

主張 4.1.1. 任意の n ∈ Nに対して (1 + pD)pn ⊂ 1 + pn+1
D .

証明. n = 0のときは自明。nの場合を仮定すると

(1 + pD)pn+1

=
Ä
(1 + pD)pnäp ⊂ (1 + pn+1

D )p = 1 +
p−1∑
k=1

(
p

k

)
p

k(n+1)
D + p

p(n+1)
D

=

1 + ppn+1
D 標数 0のとき

1 + p
p(n+1)
D 標数 pのとき

となっていずれの場合も 1 + pn+2
D に含まれる。

主張 4.1.2. (a)写像 µ : OD 3 x 7→ lim
n→∞

xqn ∈ ODは定義可能。
(b) x ∈ O×

Dの k×
Dでの像の位数は µ(x)の位数に一致する。

証明. (a) x ∈ pDに対してはもちろん limn→∞ xqn
D = 0である。一方、kD ' FqD

は
XqD−Xの根の集合だったから、x ∈ O×

DはxqD−1 ∈ 1+pDを満たす。よって qD = pfD

と書けば主張 4.1.1から

xqn
D(qD−1) ∈ (1 + pD)pnfD ⊂ 1 + pnfD+1

D , つまり xqn+1
D − xqn

D ∈ pnfD+1
D

を得る。特に

xqn
D = x + (xqD − 1) + (xq2

D − xqD) + · · · + (xqn
D − xqn−1

D ) (4.1)
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は Cauchy列であるから µは定義可能である。
(b)主張 4.1.1から µ(1 + pD) = 1だが、実は (4.1)から µ(x) ≡ x (mod pD)なので

µ−1(1) = 1 + pDである。これと µ(xn) = µ(x)nから主張を得る。

(i) ε ∈ O×の位数nがpと素とすると、nは qDと互いに素だから、qm
D ≡ 1 (mod n)

となるm ∈ Nがある。これは εqkm
D = ε, ∀k ∈ Nを意味するから、µは 〈ε〉上では恒

等写像になる。これと主張 4.1.2 (b)から主張が従う。
(ii) kDでの像が k×

Dを生成する x ∈ O×
Dを取れば、主張 4.1.2から E (p) := 〈µ(x)〉 '

Z/(qD − 1)Z. さらに (i)の証明の議論から、自然な射影は同型 E (p) ∼→ k×
Dを与える。

(iii) D×の内部自己同型Ad(a) : D× 3 x 7→ axa−1 ∈ D×はOD ⊃ pDを保つから
kDの自己同型を定める。しかもO×

Dの元は可換な k×
Dの内部自己同型、つまり恒等

写像で作用する。よって準同型

D×/O×
D 3 a 7−→

Ä
Ad(a)|OD

mod pD

ä
∈ Aut(kD)

を得る。勝手な素元 $′
D を取れば Aut(kD) = Gal(kD/Fp)だから、fD の約数 rが

あって
Ad($′

D)x̄ = x̄pr

, ∀x ∈ kD (4.2)

と書ける。
さて、自然な射影を介して同型 E (p) 3 ε ∼7→ ε̄ ∈ k×

D 3 ε̄1
∼7→ ε1 ∈ E (p)

1 が作れる。
(4.2)からAd($′

D)ε ≡ εpr

1 (mod pD),あるいは

$′
D ≡ εpr

1 $′
Dε−1 (mod p2

D), ∀ε ∈ E (p)

である。そこで$D := −∑
ε∈E(p) εpr

1 $′
Dε−1とおけば、右辺の各項は p2

Dを法として
$′

Dに合同だから
$D ≡ (1 − qD)$′

D ≡ $′
D (mod p2

D)

となって$Dは素元である。また γ ∈ E (p)に対して

$Dγ = −
∑

ε∈E(p)

εpr

1 $′
Dε−1γ = −

∑
ε∈E(p)

(γ1ε1)
pr

$′
Dε−1 = γpr

1 $D

であるから、Ad($D)E (p) = E (p)
1 を満たす。

問 6. 奇素数 pに対して、Qp上の二次形式Q(x, y) = x2 + y2が双曲的であるために
は、p ≡ 1 (mod 4)が必要十分であることを示せ。(Qpが 1の 4乗根をいつ含むかを
考えよ。)

|z|D = |z|dimF D
F , (z ∈ F×)からOF = OE ∩ F , pF = pE ∩ F が成り立つ。よって

kF 3 (z mod pF ) 7−→ (z mod pD) ∈ kD



4.1. 非アルキメデス局所斜体の続き 17

は定義可能で、kDは kF の拡大体になる。その拡大次数 fD/F をD/F のモジュラス次
数 (modular degree)という。E/Fの分岐指数 (ramification index)を eE/F := valD($F )

と定めれば、

q− dimF D
F = |$F |dimF D

F = |$F |D = q
−valD($F )
D = (q

fE/F

F )−eE/F

から dimF D = eE/F fE/F である。eD/F = 1のときDは F 上不分岐 (unramified)で
あるという。
特に体拡大E/F が不分岐ならば、次が成り立つ。

(1) εを E 内の 1の原始 qE − 1乗根の一つとして E = F (ε). (F (ε) ⊂ E かつ
[F (ε) : F ] ≥ fF (ε)/F = fE/F = [E : F ]だから。)特にEはXqE −X ∈ F [X]の
分解体だからE/F はGalois拡大でその F 同型類は [E : F ]だけで決まる。ま
たOF の素元はOEの素元でもある。

(2) Gal(E/F )の元は E (p)への作用で決まるから、自然な準同型

Gal(E/F ) 3 τ 7−→ (τ |OE
mod pE) ∈ Gal(kE/kF )

は同型。特にGal(E/F )はΦE/F (x) ≡ x1/qF (mod p), (x ∈ OE)を満たす唯一
の生成元 (幾何的 Frobenius元)を持つ。

F上の有限次元斜体Dはその中心がFに一致するとき、F上の中心的斜体 (central
division algebra)と呼ばれる。

定理 4.2. Dを非アルキメデス局所体 F 上の中心的斜体とする。
(i) eD/F = fD/F . この共通の値を nと書く。(従って dimF D = n2である。)
(ii) Dは F の n次不分岐拡大Eを共役を除いてただ一つ含む。
(iii) ODの素元$Dで次を満たすものがある。

(a) $n
DはOF ,従ってOEの素元。

(b) {1, $D, . . . , $n−1
D }はODの自由OE基底。

(c) $DはEを正規化し、Ad($D)|EはGal(E/F ) ' Z/nZを生成する。

証明. E (p) ⊂ O×
D およびそれに対して命題 4.1の条件を満たす $D を取る。E :=

F (E (p))とおけば、上の特徴付け (1)からE/F は不分岐拡大で [E : F ] = logqF
qD =

fD/F である。n := fD/F と書けば (ii)が従う。
D =

⋃
N∈Z $N

DODであり、各 x ∈ $N
DODは “非アルキメデス小数展開”

x =
∞∑

n=N

εn$N
D , εn ∈ E (p) ∪ {0} (4.3)
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を持つから、F = {z ∈ D |Ad($)z = Ad(ε)z = z, ε ∈ E (p)}である。Ad($D)は
E (p),従ってEを保つからGal(E/F )の元を定めている。その固定体EAd($D)はF だ
から、Galois理論の基本定理によりAd($D)|EはGal(E/F )を生成する。よって (iii)
(c)が示された。
上から Eの、すなわち E (p)の 〈$D〉での中心化群は 〈$n

D〉である。つまり E× =

〈$n
D, E (p)〉である。これと (4.3)から (iii) (a), (b)が従う。特に dimE D = nだから

eD/F fD/F = dimF D = dimE D[E : F ] = n2となって (i)が得られる。

系 4.3. 非アルキメデス局所体 F 上の n2次元中心的斜体の同型類の集合は (Z/nZ)×

と一対一対応している。

証明. F の n次不分岐拡大をEと書き、簡単のために σ := ΦE/F と略記する。
定理 4.2から、F 上の n2次元中心的斜体DはEを含み、Eとそれを正規化する
素元$Dで生成される。Ad($D)|EはGal(E/F ) ' Z/nZを生成するから、

σ = Ad($D)−k|E

となる k ∈ Z/nZがただ一つある。σもGal(E/F )を生成するので k ∈ (Z/nZ)×で
ある。(E,$D)はD×共役を除いて一意だから kはDの同型類から一意に定まる。
逆に k ∈ (Z/nZ)×に対して、km ≡ 1 (mod n)となるm ∈ Z/nZを取って

â
z

σm(z)
. . .

σm(n−1)(z)

ì ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z ∈ E


' E, $D :=

â
0 . . . 0 $F

1 0 0
. . . . . . ...

0 1 0

ì
で生成されるMn(E)の部分環は F 上の n2次元中心的斜体で、σ = Ad($D)−k|Eを
満たす。

注意 4.4. (i)上の系の証明でDに対応するk/n ∈ 1
n
Z/ZをDの不変量と呼び、invF (D)

と書く。
(ii)系の証明後半の実現から、Dは行列環Mn(E)へのGal(E/F )作用を

σm
D := Ad($D) ◦ σm

と内部自己同型でひねったものになっている。このことをDはMn(F )の内部形式
(inner form)であるという。
(iii) Mn(F )の内部形式はある dm = nとなる d,m ∈ Nと F 上の d2次元中心的斜体
Dを使ってMm(D)と書ける。invF (Mm(D)) := invF (D)と定めることで、系 4.3の
全単射は一対一対応

invF : {Mn(F )の内部形式の同型類 } ∼−→ Z/nZ

に延びる。
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問 7. 非アルキメデス局所体 F 上の中心的斜体Dでその逆環Doppと同型なものを
分類せよ。
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第5講 局所体上の二次形式

5.1 Hilbert記号
F を標数が 2でない体とする。a ∈ F× に対して 2次元アーベル F 代数 Ea :=

F [X]/(X2−a)が定まる。x ∈ E×
a をEaのF線型同型と見たものの行列式det(x|Ea) ∈

F×を xの (Ea/F での)ノルムといい、NEa/F (x)と書く。NEa/F : E×
a → F×は準同

型であり、F 上の二次空間 (Ea, NEa/F )は (F, 1)⊕(F,−a)に等距である。F のHilbert
記号 (Hilbert symbol) (·, ·)F : F× × F× → {±1}を

(a, b)F = 1 ⇐⇒ ax2 + by2 = 1, ∃x, y ∈ F

⇐⇒ b ∈ NEa/F (E×
a ) ⇐⇒ a ∈ NEb/F (E×

b )

により定める。

補題 5.1. Ea ' EbであるためにはNEa/F (E×
a ) = NEb/F (E×

b )であることが必要十分。

証明. 必要性は明らかである。逆に NEa/F (E×
a ) = NEb/F (E×

b ) とすれば、任意の
(x, y) ∈ F 2に対して x2 − ay2 = x′2 − by′2となる (x′, y′) ∈ F 2がある。すなわち
(V,Q) := (F, 1) ⊕ (F,−a) ⊕ (F,−1) ⊕ (F, b)として

F 2 3 (x, y) 7−→ (x, y, x′, y′) ∈ V

の像は 2次元完全等方的部分空間である。よって命題 2.4から (V,Q) ' (H, QH)で
なくてはならないから、双方の対角化を比較して a = b mod (F×)2である。

a, b ∈ F×を取る。F ベクトル空間B = Ba,b := F ·1⊕F · i⊕F · j⊕F · ijに乗法を

i2 = a · 1, j2 = b · 1, ij = −ji

と定めて得られる F 代数を (a, b)に付随する四元数環 (quaternion algebra)という。
例えばHamiltonの四元数体はR上の (−1,−1)に付随する四元数環である。Bから
その逆環への同型

ι : B 3 x0 + x1i + x2j + x3ij 7−→ x0 − x1i − x2j − x3ij ∈ Bopp

をBの主対合 (main involution)という。また

νB : B 3 b 7−→ bιb ∈ F
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をBの被約ノルム (reduced norm)という。b = x0 +x1i+x2j +x3ijとすれば νB(b) =

x2
0 − ax2

1 − bx2
2 + abx2

3だから、(B, νB)は二次空間である。

補題 5.2. (i) Ba,bの同型類は a, bの F×/(F×)2でのクラスのみに依存する。
(ii) B = Ba,bについて次の３条件は同値である。

(a) Bは斜体。
(b) (B, νB)は非等方的。
(c) (a, b)F = −1.

証明. (i)例えば aを ac2で置き換えることは基底元 iを c · iで置き換えることに同値
だから主張は明らか。

(ii) (a) ⇔ (b) b ∈ Bが νB(b) 6= 0を満たせば、νB(b)−1ιb ∈ Bは bの逆元だから、(a)
は νB(b) = 0ならば b = 0であること、つまり (b)に同値である。
(b) Z⇒ (c)対偶を示す。もし (a, b)F = 1なら1−ax2−by2 = 0,つまりνB(1+xi+yj) = 0

となる x, y ∈ F があるから、νBは等方的である。
(c) Z⇒ (b)やはり対偶を示す。(B, νB) ' (F, 1) ⊕ (F,−a) ⊕ (F,−b) ⊕ (F, ab)が等方
的なら、その行列表示の対角化は (1,−1)を成分に含む。つまり−a, −b, abのいずれ
かが−1に (平方数を法として)等しい。aまたは bが 1ならもちろん (a, b)F = 1で
あり、ab = −1なら ax2 + by2は双曲二次形式 xyに等距だからやはり (a, b)F = 1で
ある。

命題 5.3. F を局所体とする。
(i) (a, b)F = (b, a)F で (a, ·)F : F×/NEa/F (E×

a ) → {±1}は準同型。
(ii) a ∈ F× r (F×)2なら、(a, ·)F : F×/NEa/F (E×

a ) → {±1}は同型。

証明. (i)の前半は定義から明らかである。それ以外の主張を示すため、F 6= Cの場
合に

F×/NEa/F (E×
a ) ' Z/2Z

を証明しよう。F = Rの場合は明らかだから F は非アルキメデス的だとしてよい。
b, c ∈ F× rNEa/F (E×

a )として bc ∈ NEa/F (E×
a )を示せばよい。(a, b)F = (a, c)F = −1

だから、補題 5.2から Ba,b, Ba,c はいずれも F 上 4次元の中心的斜体 (F 上の四元
斜体)である。ところが系 4.3から F 上の四元斜体の同型類は一つしかないから、
Ba,b 'F Ba,cで二次形式 νBa,b

, νBa,c は互いに等距である。すなわち

(F,−b) ⊕ (F, ab) ' (F,−c) ⊕ (F, ac)

でなくてはならない。b = c mod (F×)2の場合にはもちろんbc ∈ (F×)2 ⊂ NEa/F (E×
a )

である。ab = −c mod (F×)2 の場合は bc = −a mod (F×)2 だからやはり bc ∈
NEa/F (E×

a )である。
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5.2 非アルキメデス局所体上の二次形式
二次空間 (V,Q) ' ⊕r

i=1 (F, qi)⊕
⊕n

i=r+1 (F, 0), (qi ∈ F×/(F×)2)のHasse不変量を

ε(V ) = ε(Q) :=
∏

1≤i<j≤n

(qi, qj)F ∈ {±1}

と定める。

例 5.4. 例えば F = Rのとき、(V,Q)の符号数を sgn Q = (p, q)として

ε(Q) = (−1,−1)
q(q−1)/2
R = (−1)q(q−1)/2.

命題 5.5. (V,Q)を非アルキメデス局所体F上の二次空間、α ∈ F×とする。Q(v) = α

となる v ∈ V があるためには次のいずれかが成り立つことが必要十分。
(i) rk Q = 1で、det Q = α mod (F×)2.
(ii) rk Q = 2で、(α,− det Q)F = ε(Q).
(iii) rk Q = 3で、(a) det Q 6= −α mod (F×)2か、(b) det Q = −α mod (F×)2で
ε(Q) = (−1,− det Q)F .
(iv) rk Q ≥ 4.

証明. (i)は自明。
(ii) (V,Q) ' (F, a) ⊕ (F, b)とすれば、Q(x, y) = ax2 + by2 = αとなる (x, y) ∈ V

があるためには (aα, bα)F = 1が必要十分。

(aα, bα)F = (a, α)F (α, b)F (α, α)F (a, b)F = (− det Q,α)F ε(Q)

から主張を得る。
(iii) (V,Q) ' (F, a)⊕ (F, b)⊕ (F, c)と書けば、Q(x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 = αと
なる (x, y, z) ∈ V があるためには

ax2 + by2 = β = αw2 − cz2, x, y, z, w ∈ F

と書ける β ∈ F があることが必要十分。これは (ii)から

(β,−ab)F = (a, b)F , (β, αc)F = (α,−c)F (5.1)

を満たす β ∈ F の存在に同値である。これを F2ベクトル空間 F×/(F×)2上の βに
ついての線型方程式系と見る。dimF2 F×/(F×)2 ≥ 2だから1、(5.1)は 2つの方程式
が整合している限り解を持つ。不整合になるのは

−ab = αc mod (F×)2 かつ (a, b)F 6= (α,−c)F

1例えば 1の qF − 1乗根 εと任意の素元$F は F2 上線型独立である。
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のとき、言い換えれば det Q = −α mod (F×)2かつ

(a, b)F 6=(−abc,−c)F = (−abc,−1)F (a, c)F (b, c)F (−c, c)F

=(− det Q,−1)F (a, c)F (b, c)F ,

つまり ε(Q) 6= (− det Q,−1)F のときである。
(iv) 上と同様にQ(x, y, z, w) = u(x2 − ay2 − bz2 + bcw2), (u, a, b, c ∈ F×)と書け
る。もし a 6= c mod (F×)2ならば、NEa/F (E×

a ), NEc/F (E×
c ) ⊂ F×は補題 5.1から異

なる指数 2の部分群だからNEa/F (E×
a )NEc/F (E×

c ) = F×. よって

b =
x2 − ay2

z2 − cw2
つまり x2 − ay2 − bz2 + bcw2 = 0

となる (x, y, z, w) ∈ V がある。言い換えればQは等方的だからQ(V ) = F である。
一方 a = c mod (F×)2ならQ = u · νBa,b

である。B = Ba,bが斜体でなければ νBは
等方的だからやはりQ(V ) = F . Bが四元斜体Dのときには、Dは定理 4.2から不
分岐二次拡大 Eε/F (εは 1の原始 q2

F − 1乗根)と分岐二次拡大 E$ := F ($D)/F を
含む。容易にわかる通り νD/F |Ea = NEa/F だから2

F× ⊃ νD/F (D×) ⊃ NEε/F (E×
ε )NE$/F (E×

$) = F×.

(Hamilton四元数体Hの場合: νH/R(H×) = R×
+と比較せよ。)

系 5.6. 非アルキメデス局所体 F 上の 5次元以上の非退化二次空間 (V,Q)は双曲平
面を含む。

証明. (V,Q)が5次元のときを示せば十分である。(V,Q) = (V1, Q1)⊕(F, a), (dim V1 =

4)と書けば、命題 5.5 (iv)からQ1(v1) = −aとなる v1,つまり (V,Q)の等方的ベクト
ル (v1, 1)がある。これと命題 2.4から系が従う。

問 8. F をCでない局所体とする。
(i) F×/(F×)2は F2上のベクトル空間であることを確かめよ。
(ii) Hilbert記号 (·, ·)F は F2ベクトル空間 F×/(F×)2上の非退化二次形式であること
を示せ。

2例えば、Dを系 4.3の証明のように実現すれば νD/F は detの制限になっていることからわかる。
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第6講 局所体上の二次形式、大域体

6.1 局所体上の二次形式の分類

定理 6.1. 標数が 2でない非アルキメデス局所体F 上の 2つの非退化二次空間が等距
であるためには、それらの階数、行列式、Hasse不変量が全て一致することが必要
十分。

証明. 必要性は明らか。十分性を階数についての帰納法で証明する。(V,Q), (V ′, Q′)

が rk Q = rk Q′ = n, det Q = det Q′ mod (F×)2, ε(Q) = ε(Q′)を満たすとする。
n = 1のときは明らか。n ≥ 2のとき、仮定と命題 5.5からQ(v1) = α = Q′(v′

1)と
なる v1 ∈ V , v′

1 ∈ V ′, α ∈ F×がある。V1 := (F · v1)
⊥, V ′

1 := (F · v′
1)

⊥, Q1 := Q|V1 ,
Q′

1 := Q′|V ′
1
とおけば、

(V,Q) ' (F, α) ⊕ (V1, Q1), (V ′, Q′) ' (F, α) ⊕ (V ′
1 , Q

′
1)

かつ

rk Q1 = rk Q′
1 = n − 1, det Q1 = det Q/α = det Q′/α = det Q′

1,

ε(Q1) = ε(Q)(α, det Q1)F = ε(Q′)(α, det Q′
1)F = ε(Q′

1)

である。帰納法の仮定から (V1, Q1) ' (V ′
1 , Q

′
1)ゆえ、(V,Q) ' (V ′, Q′)を得る。

この定理と命題 5.5 (とその証明の議論)から、標数が 2でない非アルキメデス局
所体上の非退化二次空間は 25ページの表 6.1のように分類される。表からわかる通
り、rk Q = 1で ε(Q) = −1, rk Q = 2で det Q = ε(Q) = −1以外の全ての可能性が
起こる。
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表 6.1: 非アルキメデス局所体上の非退化二次空間

階数 (V,Q) 行列式 Hasse不変量
1 (F, α) α 1

2 (H, QH) −1 1

(Eα, NEα/F ), (α ∈ F× r (F×)2) −α 1

(Eα, βNEα/F ),
(

α, β ∈ F×

(α, β)F = −1

)
−α −1

2m + 1 (F, α) ⊕ (H, QH)⊕m (−1)mα ((−1)m(m−1)/2αm,−1)F

(m ≥ 1) (D0, νD/F |D0) ⊕ (H, QH)⊕m−1 (−1)m−1 −(−1,−1)
m(m+1)/2
F

(D0,−ανD/F |D0) ⊕ (H, QH)⊕m−1 (−1)mα −((−1)m(m−1)/2αm,−1)F

(α ∈ F× r (F×)2)
2m (H, QH)⊕m (−1)m (−1,−1)

m(m−1)/2
F

(m ≥ 2) (Eα, NEα/F ) ⊕ (H, QH)⊕m−1 (−1)mα ((−1)m(m−1)/2αm−1,−1)F

(α ∈ F× r (F×)2)
(Eα, βNEα/F ) ⊕ (H, QH)⊕m−1 (−1)mα −((−1)m(m−1)/2αm−1,−1)F

(α, β ∈ F×, (α, β)F = −1)
(D, νD/F ) ⊕ (H, QH)⊕m−2 (−1)m −(−1,−1)

m(m−1)/2
F

6.2 大域体とアデール環
大域体とその素点 大域体 (global field)とは、

• 代数体 (algebraic number field). 有理数体Qの有限次拡大体。

• 1変数有理函数体Fp(X)の有限次拡大、すなわち有限体上の有理函数体Fq(T ).

の総称である。大域体Fの完備化 (completion)とは、局所体Kへの準同型 ι : F ↪→ K

であって ι(F )がKで稠密なもののこととする。完備化 ι : F ↪→ K,  : F ↪→ Lは次
の図式を可換にする位相体の同型 φ : K ∼→ Lがあるとき、同値であると言われる。

F F

ι

y y

K
φ−−−→ L

F の完備化の同値類を F の素点 (place)という。F の素点 vに対してその値域と
なる F の完備化を Fvと書く。Fvがアルキメデス的か否かに応じて vはアルキメデ
ス素点、非アルキメデス素点であるという。

例 6.2. 有理数体Qの素点は次の 2種類である。
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(i) アルキメデス素点は∞ : Q ↪→ Rのみ。実際、Rは唯一のアルキメデス原理を
満たすQの完備化であった。

(ii) 非アルキメデス素点は各素数 pに対する p : Q ↪→ Qpである。実際、標数 0の
非アルキメデス局所体はあるQpの有限次拡大だが、その中でQが稠密になる
ためにはQp自身でなくてはならない。

補題 6.3. E/F を大域体の有限次拡大、w : E ↪→ Lを素点とする。
(i) w(F )の閉包Kは局所体。特にL/Kは有限次拡大で、w|F : F ↪→ Kは F の素点
vを定める。
(ii) L = K(E) (K上Eで生成される体)である。

証明. (i) Kは局所コンパクト位相体Lの閉部分体だから局所コンパクト位相体であ
る。|a|L < 1となる a ∈ K×があれば点列 {an}n∈Nは集積するから、Kが離散的だ
とすると |K×|L = {1},つまりK ⊂ OLでなくてはならない。OLのコンパクト性か
らこれはKが有限体であることを意味し、F が無限体であることに矛盾する。以上
からKは非離散局所コンパクト位相体である。| · |LのKへの制限は | · |Kの拡大次
数巾だから、[L : K]は有限である。

(ii) K(E)は有限次元 K ベクトル空間だから、L ⊃ K(E) = (K(E)の閉包) ⊃
(Eの閉包) = Lである。

上の補題の状況においてEの素点wはF の素点 vを割るといい、w|vと書く。こ
の補題により大域体 F の素点の分類ができる。

(i) F の標数が 0のとき。

(a) アルキメデス素点。自然な同型 F ⊗Q R ' Rr1 ⊕ Cr2がある。
• 右辺の最初の r1個の成分への射影 pi : Rr1 ⊕ Cr2 ³ Rとの合成 vi :

F ↪→ F ⊗Q R
pi³ Rが F の実素点を与える。

• 残りの r2個の成分への射影 qi : Rr1 ⊕ Cr2 ³ Cとの合成 ui : F ↪→
F ⊗Q R

qi³ Cが複素素点を与える。
(b) 非アルキメデス素点。各 pに対して F ⊗Q Qpは有限個の非アルキメデス
局所体の直和⊕r

i=1 Kiに同型である。右辺の第 i射影 pi : F ⊗Q Qp ³ Ki

との合成 vi : F ↪→ F ⊗Q Qp ³ Kiたちが、Qの素点 pを割る F の素点。

(ii) F の標数が p > 0のとき。F = Fq(T )と書く。

(a) v∞ : Fq(T ) ↪→ Fq((T
−1)).

(b) 既約多項式$ ∈ Fq[T ]に対応する素点

v$ : Fq(T ) −→
Å
lim←−

n

Fq[T ]/($n)
ã
⊗Fq [T ] Fq(T ) ' Fqdeg $((X))
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アデール環 F を大域体とし、その素点の有限集合 Sで全てのアルキメデス素点を
含むものに対して

A(S) :=
∏
v∈S

Fv ×
∏
v/∈S

Ov

とおく。ただしOv = OFv は非アルキメデス局所体Fvの整数環である。コンパクト
位相環の直積∏

v/∈S Ovは Tychonovの定理によりコンパクトだから、A(S)は直積位
相に関して局所コンパクト位相環になり、S ⊂ T のときA(S) ⊂ A(T )は開部分環で
ある。合併

A = AF :=
⋃
S

A(S) = lim−→
S

A(S)

を F のアデール環 (adele ring)という。

命題 6.4. (i)有限次元F ベクトル空間 V に対して、VA := V ⊗F Aは局所コンパクト
位相A加群。
(ii) V は対角埋め込み V 3 ξ 7→ (ξ)v ∈ Aにより VAの離散部分群と同一視され、商
VA/V はコンパクト群である。

証明. (i) Aが局所コンパクト位相環であることは明らか。VAはAの有限直積だから
局所コンパクト位相群になる。

(ii) F = V = Q, Fp(T )の場合を示せば、再び Tychonovの定理から一般の場合が
従う。ここではより難しいQの場合のみ証明する。“Z :=

∏
p Zp (pは全ての素数を

走る)と書く。次を示せば十分である。

主張 6.4.1. (1) QはAの離散部分環。
(2) (0, 1) × “Z ⊂ AはQ\Aの基本領域である。

証明. (1) 0がQの中でAの位相に関して孤立していることを見ればよい。Aの開部
分集合 (−1, 1) × “ZとQの交わりは (−1, 1)内の整数、すなわち 0のみからなるので
これは明らか。

(2) Q(p) := {a/pn | a ∈ Z, n ∈ N}とすれば、x ∈ p−nZpは “p進小数展開”

x =
∑

k=−n

xkp
k, xk ∈ {0, 1, . . . , p − 1}

を持つからQp = Q(p) + Zpが成り立つ。特に x = (xv)v ∈ A(S)の p ∈ Sでの成分
は xp = ξ(p) + zp, (ξ(p) ∈ Q(p), zp ∈ Zp)と書けるから、

x =
∑
p∈S

ξ(p) + (x∞, (zp)p∈S, (xp)p/∈S) ∈ Q + A(∞)

である。すなわちQ+A(∞) = Aが示された。一方、Aの元が ξ+x = η+y, (ξ, η ∈ Q,
x, y ∈ A(∞))と二通りに書けるためには、明らかに

x − y ∈ Q ∩ A(∞) = Q ∩ “Z = Z

が必要十分である。
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6.3 補足：弱近似定理
講義では解説しなかったが、次節で必要となる弱近似定理を解説しておこう。F

を大域体とする。まず F の完備化の同値性を言い換える。

補題 6.5. 大域体 F の完備化 ι : F ↪→ K,  : F ↪→ Lが同値であるためには、α ∈ F

に対して |α|K < 1ならば |α|L < 1が成り立つことが必要十分である。

証明. 必要性。|α|K < 1は点列 {αn}n∈NがKで 0に収束することに同値だから、条
件は必要である。
十分性。|γ|L > 1となる F を取る。仮定から |γ|K > 1だから |γ|L = |γ|λK となる

λ > 0がある。F 上で | · |L = | · |λKとなることを示せばよい。それにはα ∈ F×に対
して |α|K = |γ|νK , (ν ∈ R)と書いたとき、|α|L = |γ|νLであることを言えばよい。

νより大きい有理数 a/bに対しては、|α|K = |γ|νK < |γ|a/b
K から |αb/γa|K < 1が成

り立つ。これは仮定から |αb/γa|L < 1を意味するから |α|L < |γ|a/b
L が従う。これが

νより大きい任意の a/bに対して成立するから、有理数の稠密性と指数函数の単調
性、連続性から |α|L ≤ |γ|νLを得る。同様に νより小さい任意の有理数 a/bに対して
|α|K > |γ|a/b

K が成り立つことが示せるから、|α|L ≥ |γ|νLも従う。

定理 6.6 (弱近似定理). F の素点の有限集合 Sに対して、F はFS :=
∏

v∈S Fvで稠密
である。

証明. S = {v1, . . . , vn}と書く。

主張 6.6.1. |γ|v1 > 1, |γ|vi
< 1, (2 ≤ ∀i ≤ n)を満たす γ ∈ F がある。

証明. nに関する帰納法による。n = 2のとき対偶を示す。|α|v2 < 1なら |α|v1 < 1

であるとすると、補題 6.5により v1 = v2となるから主張が従う。nのとき、

|α|v1 > 1, |α|v2 , . . . , |α|vn−1 < 1

なる α ∈ F があったとする。n = 2の場合から |β|v1 > 1, |β|vn < 1を満たす β ∈ F

がある。もし |α|vn ≤ 1なら |αmβ|vi
< 1, (2 ≤ ∀i ≤ n − 1)となるm ∈ Nを使って

γ := αmβとおけばよい。そうでない場合には

lim
m→∞

αm

1 + αm
=

1 (Fv1 , Fvn 内で)

0 (Fv2 , . . . , Fvn−1内で)

に注意すれば、γ = αmβ/(1 + αm)が主張を満たすようなm ∈ Nが取れる。

主張 6.6.2. 任意の ε1, . . . , εn > 0に対して、|δ − 1|v1 < ε1, |δ|vi
< εi, (2 ≤ ∀i ≤ n)と

なる δ ∈ F がある。
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証明. 主張 6.6.1の γを使って δm := γm/(1 + γm)とおけば、{δm}m∈Nは Fv1では 1,
Fv2 , . . . , Fvn では 0に収束する。

さて定理を証明しよう。任意の (xv)v∈S ∈ FSと ε > 0に対して F ⊂ Fvi
の稠密性

から、
|xvi

− ξi|vi
<

ε

3
, 1 ≤ i ≤ n

となる ξ1, . . . , ξn ∈ F が取れる。次に主張 6.6.2から各 1 ≤ j ≤ nに対して

|δj − 1|vj
<

ε

3|ξj|vj

, |δj|vi
<

ε

3(n − 1)|ξj|vi

, (i 6= j)

となる δi ∈ F がある。そこで ξ :=
∑n

j=1 δjξj ∈ F とおけば、

|xvi
− ξ|vi

≤ |xvi
− ξi|vi

+ |ξi − ξ|vi
≤ ε

3
+ |ξi − δiξi|vi

+
∑
j 6=i

|δjξj|vi

=
ε

3
+

ε

3
+

∑
j 6=i

ε

3(n − 1)
= ε

が任意の vi ∈ Sで成り立つ。
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7.1 中心的単純環
(非可換)環A上の加群M が単純 (simple)、あるいは既約 (irreducible)とは 0と自
分自身以外に部分A加群が存在しないことをいう。また単純A加群の直和に同型な
A加群を半単純 (semisimple)、または完全可約 (completely reducible)な A加群とい
う。半単純A加群M の任意の部分加群はM の直和因子である。A自身が (0)と自
身以外に両側イデアルを持たない、すなわち正則A×A加群として単純なときこれ
を単純環という。この節では F を任意の体として単純 F 代数を考察しよう。

補題 7.1 (Schurの補題). 単純A加群M の自己準同型環 EndA(M)は斜体である。

証明. φ ∈ EndA(M)が 0でなければ、その核はMの真部分加群ゆえ 0であり、その
像はM の非自明部分加群ゆえM 自身である。すなわち φはM のA自己同型だか
ら可逆である。

命題 7.2. Aを F 代数、M を F 上有限次元な忠実半単純 A加群とする。このとき
EndA(M)の EndF (M)での中心化環はA自身である。

証明. 簡単のために B := EndA(M)と書く。定義から A ⊂ Cent (B, EndF (M)) =

EndB(M)は明らかである。任意の φ ∈ EndB(M)がAに属することを示そう。

主張 7.2.1. x ∈ M に対して φ(x) ∈ A.x.

証明. 半単純A加群M の部分A加群A.xは直和因子だから、A射影 p : M ³ A.x

がある。p ∈ Bだから φ(p(x)) = p(φ(x)) ∈ im p = A.xである。

M の F 基底 {v1, . . . , vn}をとる。A加群M⊕nは再び命題の条件を満たしており、
EndA(M⊕n) = Mn(B)である。特に φ⊕n ∈ Cent (Mn(B), EndF (M⊕n))だから、主
張 7.2.1から Ä

φ(v1), . . . , φ(vn)
ä

=
Ä
a.v1, . . . , a.vn

ä
, ∃a ∈ A.

すなわち φ = a ∈ Aである。
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系 7.3. 単純な有限 (次元) F 代数はある F 上の斜体D上の行列環Mn(D)に同型。

証明. Aを単純有限F 代数とする。F 上有限次元な単純A加群M を取れば (例えば
A自身の非自明な左イデアルのうち次元が最小のものを取ればよい)、補題 7.1から
Dopp := EndA(M)はF 上の斜体であり、命題 7.2からA = EndDopp(M)である。M

のDopp基底 {v1, . . . , vn}を固定すれば、Doppの逆環をDとして同型EndDopp(M) '
Mn(D)が定まる (下の問 10参照)。

F 上の中心的単純環 (central simple algebra)とは、F 上の有限単純代数Aでその
中心 Z(A)が F に一致するものである。系 7.3によれば F 上の中心的斜体上の行列
環ということになる。

問 9. Aを F 代数、M を F 上有限次元な半単純A加群とする。EndA(M)は F 上の
ある斜体Diたちの上の行列環Mni

(Di)たちの直和に同型であることを示せ。

問 10. Dを F 上の斜体、M を F 上有限次元な左D加群とする。
(i) M のD上の基底および次元の概念を定義せよ。
(ii) M がD上 n次元ならば、EndD(M) ' Mn(Dopp)であることを示せ。

7.2 類体論の基本完全列
ここからはF を大域体とする。F 上の中心的単純環Aに対し、F の各素点での完
備化Av := A ⊗F Fvは Fv上の中心的単純環になる。特に Fv上の中心的斜体Dvが
あってAv ' Mnv(Dv)と書ける。dimFv Dv = d2

vと書けば、

dimF A = dimFv Av = (dvnv)
2

が成り立つ。n := dvnv は vによらない。Dv の不変量 (注意 4.4参照) invFv(Dv) ∈
(Z/dvZ)×をAvの不変量ともいい、inv(Av) ∈ Z/nZと書く。大域類体論から次の事
実を引用しよう。

事実 7.4. 体K上の n2次元中心的単純環の同型類の集合を Brn(K)と書く。大域体
F に対し、

Brn(K) 3 A 7−→ (inv(Av)) ∈
⊕

v

Z/nZ

は定義可能な単射で、その像は⊕
v Z/nZ 3 κv 7→ ∑

v κv ∈ Z/nZの核に等しい。

注意 7.5. F の分離閉包 F̄ を固定し、それに含まれる F の有限次拡大Eについての
アデール環AEの帰納極限を Ā := lim−→E

AEと書く。上の事実はGaloisコホモロジー
群の完全列

0 −→ H2(F, F̄×) −→ H2(F, Ā×) −→ H2(F, Ā×/F̄×) ' Q/Z
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の言い換えである。この完全列を類体論の基本完全列という。これの証明について
は [CF86, VII章]を参照されたい。

系 7.6. α, β ∈ F×に対して∏
v (α, β)Fv = 1が成り立つ。

証明. 補題 5.2から、a, b ∈ F×
v に対して (a, b)Fv = (−1)2inv(Ba,b)が成り立つ。事実

7.4 (ii)から∑
v inv(Bα,β)v = 0 ∈ 1

2
Z/Zであるから系が従う。

7.3 Hasse原理
大域体 F 上の二次空間の分類も上の事実 7.4と類似した記述を持つ。まず事実の
前半に当たる主張を証明しよう。以下、F の標数は 2でないとする。

定理 7.7 (Hasse-Minkowski). (V,Q)を非退化な二次空間とする。
(i) dimF V ≥ 3ならば、有限個を除く全ての素点 vで (Vv := V ⊗F Fv, Qv := Q⊗F Fv)

は等方的である。
(ii) dimF V が任意のとき、(V,Q)が等方的であるためには任意の vで (Vv, Qv)が等
方的であることが必要十分である。

証明. (i)必要ならQを定数倍して V = F 3, Q(x, y, z) = x2 − αy2 − βz2, (α, β ∈ F×)
の場合に示せば十分である。F 上の中心的四元数環B = Bα,βを考えると、事実 7.4
の射の定義可能性から、有限個を除く全ての vでBv ' M2(Fv)である。これと補題
5.2から主張が従う。

(ii)必要性は自明である。十分性をdimF V について場合分けして証明する。dimF V =

1ならQもQvも常に非等方的である。
dimF V = 2のとき、やはり定数倍してQ(x, y) = x2 − αy2, (α ∈ F×)であるとし
てよい。仮定から任意の vで (α, x)Fv = 1, ∀x ∈ F×

v だから、任意の β ∈ F×に対し
て (α, β)Fv = 1, ∀vが成り立つ。言い換えれば inv(Bα,β)v = 0, ∀vだから事実 7.4に
よりBα,β ' M2(F )を得る。よってその被約ノルム

x2 − αy2 − β(z2 − αw2)

は βによらず双曲的でなければならず、従ってQ自身も等方的である。
dimF V = 3のとき、Q(x, y, z) = x2 − αy2 − βz2, (α, β ∈ F×)であるとしてよい。
仮定から任意の vで (α, β)Fv = 1,すなわち inv(Bα,β)v = 0であるから、上と同様に
してBα,β ' M2(F )である。これは補題 5.2から (α, β)F = 1, すなわちQが等方的
であることを意味する。
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dimF V = 4のとき、Q(x, y, z, w) = x2−αy2−βz2+βγw2, (α, β, γ ∈ F×)であると
してよい。Qが等方的なことは、ある (x, y, z, w) 6= 0,∈ F 4に対してQ(x, y, z, w) = 0,
すなわち

β =
x2 − αy2

z2 − γw2
∈ NEα/F (E×

α )NEγ/F (E×
γ ) = NEα.Eγ/Eαγ ((Eα.Eγ)

×) ∩ F×

に同値である。(右の等式については下の問11参照。) αまたはγがFの平方数ならこ
の条件は常に成り立つ。そうでないときにはF をEαγで置き換えてdimF V = 3のと
きの議論を適用すれば主張が得られる。(仮定からEαγの任意の素点wで (α, β)Eαγ,w =

1だから、(α, β)Eαγ = 1,つまり β ∈ NEα.Eγ/Eαγ ((Eα.Eγ)
×)が従う。)

dimF V ≥ 5のときは次元についての帰納法を用いる。まず (V,Q) = (F 2, P ) ⊕
(V ′, Q′), dimF V ′ ≥ 3と書ける。

• 定理の (i)から F の素点の有限集合 Sがあって、v /∈ SではQ′は等方的。

• 仮定から各 v ∈ Sでは

−P (xv, yv) = cv = Q′(xv), ∃(xv, yv; xv) 6= 0

が成り立つ。(F×
v )2 ⊂ F×

v は開部分群だったので (vがアルキメデス的なら明ら
か、非アルキメデス的なら例 3.2参照)、弱近似定理 6.6と P の連続性から

−P (ξ, η) =: γ ≡ cv mod (F×
v )2, ∀v ∈ S

となる (ξ, η) ∈ F 2がある。

今、(V1, Q1) := (V ′, Q′) ⊕ (F,−γ)は v /∈ Sでも v ∈ Sでも等方的だから、帰納法
の仮定から F 上で等方的、つまりQ′(ξ′) = γとなる ξ′ 6= 0,∈ V ′がある。このとき
Q(ξ, η; ξ′) = 0である。

問 11. F を標数が 2でない体とする。α, γ ∈ F×に対して NEα.Eγ/Eαγ ((Eα.Eγ)
×) ∩

F× = NEα/F (E×
α )NEγ/F (E×

γ )を確かめよ。
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8.1 大域体上の二次空間
大域体上の二次空間をその局所成分によって分類しよう。

定理 8.1. F を標数が 2でない大域体とする。

(i)
{

F 上の n次元非退化
二次空間の等距類

}
3 (V,Q) 7→ (Vv, Qv) ∈

∏
v

{
Fv上の n次元非退化
二次加群の等距類

}
は定義可能な単射。
(ii)その像は

(a) (det Q(v))v ∈ F× (mod
∏

v (F×
v )2),

(b) 有限個を除く全ての vで ε(Q(v)) = 1で、∏
v ε(Q(v)) = 1

を満たす
Ä
V (v), Q(v)

ä
v
たちからなる。

証明. (i) F 上のn次元非退化二次空間 (V,Q), (V ′, Q′)が (Vv, Qv) ' (V ′
v , Q

′
v), ∀vを満

たすとして、(V, Q) ' (V ′, Q′)となることを nについての帰納法で証明する。n = 0

のとき何も示すことはない。nのとき、各 vで (Vv ⊕ V ′
v , Qv ⊕−Q′

v)は等方的だから
Hasse-Minkowskiの定理 7.7により (V ⊕ V ′, Q ⊕−Q′)も同様である。つまり

Q(ξ) = α = Q(ξ′), ∃ξ 6= 0,∈ V, ξ′ 6= 0,∈ V ′, α ∈ F×

が成り立つ。V1 ⊂ V , V ′
1 ⊂ V ′をそれぞれ ξ, ξ′の直交補空間とし、そこへのQ, Q′の

制限をそれぞれQ1, Q′
1と書く。F の各素点 vで

(Vv, Qv) = (Fv, α) ⊕ (V1,v, Q1,v) ' (V ′
v , Q

′
v) = (Fv, α) ⊕ (V ′

1,v, Q
′
1,v)

であるから、対角化の一意性 (命題 1.4)から (V1,v, Q1,v) ' (V ′
1,v, Q

′
1,v)である。よっ

て帰納法の仮定から (V1, Q1) ' (V ′
1 , Q

′
1)が従う。

(ii)条件 (a), (b)を満たす
Ä
V (v), Q(v)

ä
v
に対して、(Vv, Qv) ' (V (v), Q(v)), ∀vなる

F 上の二次空間 (V,Q)を nについての帰納法で構成する。必要ならQ(v)をその等
距類の元で取り替えて、det Q(v)が vによらない δ ∈ F×であるとしてよい。n = 1

のときは自明である。
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n = 2のとき、Q(v)(x, y) = avx
2 + avδy

2, (av ∈ F×
v )と書ける。−δ ∈ (F×)2なら

全ての素点 vでQ(v)は双曲的だから、(V,Q) = (H, QH)とすればよい。それ以外の
場合、仮定は

1 =
∏
v

ε(Q(v)) =
∏
v

(av, avδ)Fv =
∏
v

(av,−δ)Fv

となる。これは∑
v inv(Bav ,−δ) = 0 ∈ 1

2
Z/Zを意味する (系 7.6の証明参照)から、事

実 7.4により α, β ∈ F×があって (Bα,β)v ' Bav ,−δ, ∀vが成り立つ。νBα,β
⊕−δは全

ての素点で等方的だから、F 上でも等方的である (定理 7.7)。−δ 6= 1 (mod (F×)2)

としたから、必要なら α, β,−αβを入れ替えて−δ = β (mod (F×)2)であるとして
よい。そこで (V,Q) := (F, α)⊕ (F, αδ)とおけば det Q = δ (mod (F×)2)であり、任
意の素点 vで

(−1,−1)Fvε(Qv) = (−1,−1)Fv(α,−δ)Fv = ε(ν(Bα,−δ)v)

= ε(νBav,−δ
) = (−1,−1)Fv(av,−δ)Fv = (−1,−1)Fvε(Q(v))

が成り立つ。局所体上の 2次元二次空間はその行列式とHasse不変量で一意に決ま
るから証明終わり。

n = 3のとき、S := {v | ε(Q(v)) 6= (−δ,−1)Fv}とおく。(B−δ,−1)vは有限個を除く
全ての vでM2(Fv)に同型だから、条件 (b)と併せて Sは有限集合であることがわか
る。∏

v (F×
v )2 ⊂ F×

S は開部分群だから (例 3.2)、弱近似定理 6.6から−αδ /∈ (F×
v )2,

∀v ∈ Sとなる α ∈ F×が取れる。このとき

• v ∈ Sでは αδ 6= −1だから、F 上の 2次元非退化な二次空間 (V1(v), Q1(v))で

det(Q1(v)) = αδ, ε(Q1(v)) = (α, αδ)Fvε(Q(v)) (8.1)

となるものがある (25ページの表 6.1参照)。

• v /∈ Sでも、αδ = −1の場合には Sの定義から

(α, αδ)Fvε(Q(v)) = (α,−1)Fv(−δ,−1)Fv = (1,−1)F = 1

となるから、やはり常に (8.1)を満たすFv上の2次元非退化二次空間 (V1(v), Q1(v))

が取れる。

これらは明らかに条件 (a), (b) を満たすから、F 上の 2 次元二次空間 (V1, Q1) で
(V1,v, Q1,v) ' (V1(v), Q1(v)), ∀vとなるものがある。そこで (V,Q) := (V1, Q1)⊕(F, α)

とおけば、det Q = α det Q1 = δ (mod (F×)2)であり、任意の素点 vで

ε(Qv) = (α, det Q1)Fvε(Q1,v) = ε(Q(v))

が成り立つ。3次元でも局所体上の二次空間は行列式と Hasse不変量だけで決まる
から証明終わり。
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n ≥ 4のときには実素点 vでの符号 sgn Q(v) = (pv, qv)が問題になる。F の実素点
vでの Fv内の正，負の数の集合をそれぞれF+

v , F−
v と書く。弱近似定理 6.6により、

α ∈ F×であって

α ∈

F+
v vは実で pv 6= 0のとき

F−
v vは実で pv = 0のとき

となるものが取れる。n ≥ 4だから実でない素点では Q(v)(xv) = αとなる xv ∈
V (v)がある (命題 5.5)。よって αの取り方から、全ての素点 v で (V (v), Q(v)) '
(V1(v), Q1(v)) ⊕ (Fv, α)と書ける。3次元のときと同様に、

det Q1(v) = αδ ∈ F×, ε(Q1(v)) = (α, αδ)Fvε(Q(v))

は条件 (a), (b)を満たす。よって帰納法の仮定からF 上の n− 1次元非退化二次空間
(V1, Q1)であって

det Q1 = αδ, ε(Q1,v) = (α, αδ)Fvε(Q(v)), ∀v;

sgn (Q1,v) =

(pv − 1, qv) vは実で pv 6= 0のとき
(pv, qv − 1) vは実で pv = 0のとき

となるものが取れる。このとき (V,Q) := (V1, Q1)⊕ (F, α)が定理の条件を満たすこ
とは明らかである。

注意 8.2. R上の二次空間 (V,Q)に対して sgn Q = (p, q)と書けば、すぐわかるように

det Q = (−1)q, ε(Q) = (−1,−1)
q(q−1)/2
R =

1 q ≡ 0, 1 (mod 4)のとき
−1 q ≡ 2, 3 (mod 4)のとき

である。従って代数体 F の各素点での二次空間の族 {((V (v), Q(v))}v たちが F 上
の二次空間から来ていれば、その任意の実素点 vでの符号数 (pv, qv)を勝手な (pv +

4kv, qv − 4kv), (kv ∈ Z)で置き換えたものもやはり F 上の二次空間から来ている。
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前回までの結果はWeil定数と呼ばれる数の性質に内包される [Wei64]。

9.1 Weil定数とその性質
F を標数が 2でない局所体とし、その加法群の非自明指標 ψ : F → C×を固定す
る。すると F の任意の指標は ψa(x) := ψ(ax), ∃a ∈ F と書ける。F がアルキメデス
的な場合には ψR(x) := e2πix, ψC(z) := ψR(z + z̄)と書く。F が非アルキメデス的な
ときには、制限 ψ|p−n が自明であるような最大の n ∈ Zを ψの位数 (order)といい
ord ψと書く。

F上の非退化二次空間 (V,Q)を取り、その上のSchwartz-Bruhat函数の空間をS(V )

と書く。つまりS(V )はF がアルキメデス的ならV 上の滑らかな急減少函数の空間、
非アルキメデス的ならコンパクト台付き局所定数函数の空間を表す。V の加法群と
しての不変測度 dvを固定すれば Fourier変換

FQφ(v) :=
∫

V
φ(v′)ψ((v, v′)Q) dv′, φ ∈ S(V )

が定義される。特に Fourier逆公式∫
V
FQφ(v′)ψ((v, v′)Q) dv′ = φ(v)

が成り立つような dv が一意に存在するが、これを V 上の自己双対測度 (self-dual
measure)という。以下、dvは自己双対測度に取るものとする。

定理 9.1. (i) F上の非退化二次空間 (V,Q)に対して、絶対値1の複素数γψ(V ) = γψ(Q)

であって ∫
V

φ(v)ψ
ÅQ(v)

2

ã
dv = γψ(Q)

∫
V
FQφ(v)ψ

Å
−Q(v)

2

ã
dv

を満たすものがただ一つある。
(ii) Q 7→ γψ(Q)はWitt群の指標 γψ : Witt(F ) → C1を定める。

証明. (i) (V,Q)の対角化 (命題 1.4)と Fubiniの定理から、(V,Q) = (F, a)の場合∫
F

φ(x)ψa
Åx2

2

ã
dx = γψ(a)

∫
F
Faφ(x)ψa

Å
−x2

2

ã
dx, ∃γψ(a) ∈ C1 (9.1)
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を示せば十分。f(x) := ψa(−x2/2), ξφ(x) := φ(−x)ψa(x2/2), (φ ∈ S(F ))と書けば、

f ∗ ξφ(x) =
∫

F
ψa
Å
−(x + y)2

2

ã
φ(y)ψa

Åy2

2

ã
dy

=ψa
Å
−x2

2

ã ∫
F

φ(y)ψa(−xy) dy = ψa
Å
−x2

2

ã
Faφ(−x).

(9.2)

そこで ∫
F

f ∗ ξφ0(x) dx =
∫

F
ψa
Å
−x2

2

ã
Faφ0(x) dx 6= 0

である φ0 ∈ S(F )を取って、

γψ(a) :=
∫

F
ξφ0(x) dx

Å∫
F

f ∗ ξφ0(x) dx
ã−1

と定める。すると∫
F

f ∗ ξφ0(x) dx
∫

F
φ(x)ψa

Åx2

2

ã
dx =

∫
F

∫
F

f ∗ ξφ0(x + y)ξφ(−y) dy dx

=
∫

F
f ∗ ξφ0 ∗ ξφ(x) dx =

∫
F

∫
F

ξφ0(−y)f ∗ ξφ(x + y) dy dx

=
∫

F
ξφ0(x) dx

∫
F

f ∗ ξφ(x) dx

(9.2)と γψ(a)の定義式から

=γψ(a)
∫

F
f ∗ ξφ0(x) dx

∫
F
Faφ(x)ψa

Å
−x2

2

ã
dx.

両辺を
∫
F f ∗ ξφ0(x) dxで割れば式 (9.1)が得られる。

次に (9.1)の左辺が消えないような φ1 ∈ S(F )を取る。Fourier変換の定義から
Faφ(x) = F−aφ(x) = F−1

a φ(x)であることに注意して、(9.1)を 2回使うと∫
F

φ(x)ψa
Åx2

2

ã
dx = γψ(a)

∫
F
Faφ(x)ψa

Å
−x2

2

ã
dx

=γψ(a)
∫

F
F−1

a φ(x)ψa

Åx2

2

ã
dx = γψ(a)γψ(a)

∫
F

φ(x)ψa

Å
−x2

2

ã
dx

=γψ(a)γψ(a)
∫

F
φ(x)ψa

Åx2

2

ã
dx.

よって γψ(a) ∈ C1もわかる。
(ii) γψ(Q)が (V,Q)の等距類のみに依存することは明らかである (下の問 12参照)。
やはりFQφ(v) = F−Qφ(v)に注意すれば、γψ(Q)の定義式の複素共役を取ったものは∫

V
φ(v)ψ

Å
−Q(v)

2

ã
dv = γψ(Q)

∫
V
F−Qφ(v)ψ

ÅQ(v)

2

ã
dv

となる。これは γψ(−Q)の定義式そのものだから γψ(−Q) = γψ(Q) = γψ(Q)−1が得
られる。よって γψはWitt(F )の指標である。
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γψ(Q)を (V,Q)のWeil定数という。

問 12. (i) a, c ∈ F×のとき γψ(ac2) = γψ(a)であることを示せ。
(ii) γψR(a) = esgn (a)πi/4, (a ∈ R×)および γψC(c) = 1, (∀c ∈ C×)を示せ。(Gauss分布
e−πx2 , e−πzz̄の Fourier変換を用いよ。)

補題 9.2. (i) F = Cのとき γψ(Q) = 1.
(ii) F = Rのとき sgn Q = (p, q)として、γψa

R
(Q) = esgn (a)(p−q)πi/4.

(iii) F が非アルキメデス的でその剰余標数が奇数であるとする。ord ψ = 0ならば
γψ(a) = 1, a ∈ O×が成り立つ。

証明. (i), (ii)は問 12から直ちに従う。
(iii)このとき a ∈ O×に対してψa自己双対な測度はOの測度が 1となるものであ
る。φ ∈ S(F )としてO ⊂ F の特性函数を取れば、(9.1)の両辺の積分がともに 1に
なることは容易にわかる。

命題 9.3. F 6' Cのとき、Dを F 上の唯一の四元斜体とすると γψ(νD) = −1.

証明. F = Rのときは補題 9.2 (ii)から直接確かめられる。F が非アルキメデス的な
ときを証明しよう。
まず νDのF×倍は再び νDに等距だから、γψ(νD)はψによらない。そこで表記を
簡単にするため ord ψ = 0としておく。ODは定理 4.2の素元$Dと 1の原始 q2

F − 1

乗根 εD ∈ Dを使って、OD = O⊕OεD ⊕$D(O⊕OεD)と書ける。特に νDに付随
する対称双線型形式 (x, y)D = τD(xy)に関するODの双対格子は、$2

D = $が F の
素元であることに注意して

O∗
D :={x ∈ F | τD(xy) ∈ O, ∀y ∈ OD}

=

 x1 + x2εD

+x3$D + x4εD$D

∣∣∣∣∣∣ x1y1 + x2y2ε
2
D + x3y3$

2
D, x4y4ε

2
D$2

D ∈ O
∀y1 + y2εD + y3$D + y4εD$D ∈ OD


=O ⊕OεD ⊕ p−1$D ⊕ p−1εD$D = $−1

D (O$D ⊕OεD$D ⊕OD ⊕ODεD)

=p−1
D

で与えられる。
さて、φ ∈ S(D)を p

val(2)
D の特性函数とすれば

FDφ(x) =
∫

D
φ(x)ψ

ÅτD(xy)

2

ã
dy =

∫
p
val(2)
D

ψ
ÅτD(xy)

2

ã
dy

=

meas p
val(2)
D τD(

1

2
xp

val(2)
D ) ⊂ Oのとき

0 それ以外のとき
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は {x ∈ D | 2−1$
val(2)
D x ∈ O∗

D} = p
val(2)−1
D の特性函数の正定数 c := meas p

val(2)
D 倍に

等しい。(定理 4.2から valD(2) = 2val(2)であることに注意。)よってD×上の不変
測度 dDx× := dDx/|x|Dを使って∫

D
FDφ(x)ψ

Å
−νD(x)

2

ã
dDx = c

∞∑
n=val(2)−1

∫
$n

DO×
D

ψ
Å
−νD(x)

2

ã
|x|D dDx×

| · |D = |νD(·)|2F からD1 := ker νD ⊂ O×
Dはコンパクトで、νD : O×

D/D1 ∼→ O×は同
型だから

=c · meas D1
∞∑

n=val(2)−1

∫
$nO×

ψ
Å
−x

2

ã
|x|2F dx×.

ここで dDx×/dD1x = dx× := dx/|x|F となるD1上の不変測度 dD1xについてのD1

の測度をmeas D1と書いた。さらに∫
$nO×

ψ
Å
−x

2

ã
|x|2F dx× =

∫
pnrpn+1

ψ
Å
−x

2

ã
|x|F dx

=

q−2n(1 − q−1) n ≥ val(2)のとき
−q1−val(2)

∫
2O ψ(−x/2) dx = −q1−2val(2) n = val(2) − 1のとき

だから、結局∫
D
FDφ(x)ψ

Å
−νD(x)

2

ã
dDx =c · meas D1

Å
−q1−2val(2) +

∞∑
n=val(2)

q−2n(1 − q−1)
ã

= − c · meas D1 q1−2val(2)

1 + q−1

が従う。これと ∫
D

φ(x)ψ
ÅνD(x)

2

ã
dDx =

∫
p
val(2)
D

dDx > 0

をWeil定数の定義式 (定理 9.1)に代入して、γψ(νD) ∈ C1∩R<0 = {−1}を得る。

系 9.4. (i) a, b ∈ F×に対して γψ(1)γψ(ab)

γψ(a)γψ(b)
= (a, b)F . 一般にWeil定数 γψ(Q)は 1の

8乗根である。
(ii) γψ(Q) = γψ(1)rkQ−1γψ(det Q)ε(Q).

証明. (i)補題 5.2と命題 9.3から γψ(νBa,b
) = (a, b)F である。一方、(Ba,b, νBa,b

) '
(F, 1) ⊕ (F,−a) ⊕ (F,−b) ⊕ (F, ab)と定理 9.1から

γψ(νBa,b
) =

γψ(1)γψ(ab)

γψ(a)γψ(b)
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ゆえ最初の主張が従う。特に任意の c ∈ F×に対して

γψ(c)4 = γψc(1)4 =
γψc(1)γψc(1)

γψc(−1)γψc(−1)
= (−1,−1)F ∈ {±1}

であるから、後半の主張が得られる。
(ii) rkQについての帰納法による。階数 1のときは自明である。一般の場合、Q '

Q1 ⊕ qと書けば

(右辺) =γψ(1)rkQ1γψ(q det Q1)ε(Q1)(q, det Q1)F

(i)
=γψ(1)rkQ1γψ(q det Q1)ε(Q1)

γψ(q)γψ(det Q1)

γψ(1)γψ(q det Q1)

=γψ(1)rkQ1−1γψ(det Q1)ε(Q1)γψ(q)

帰納法の仮定から

=γψ(Q1)γψ(q) = γψ(Q).
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第10講 Weil表現

前講に引き続き、F は標数が 2でない局所体とする。

10.1 シンプレクティク空間
F 上の (有限次元)線型空間W と、その上の非退化交代形式、すなわち双線型形
式 〈·, ·〉 : W × W → F であって

• 〈w,w′〉 = −〈w′, w〉, w,w′ ∈ W ;

• W 3 w 7→ [w′ 7→ 〈w,w′〉] ∈ W ∗は線型同型

を満たすものの対 (W, 〈·, ·〉)をF上のシンプレクティク空間という。部分空間Y ⊂ W

が完全等方的とは、〈·, ·〉のY ×Y への制限が 0であることとする。シンプレクティク
空間の場合には極大完全等方的部分空間を Lagrange部分空間 (Lagrangian subspace)
という。W の Lagrange部分空間の集合をΩ(W )と書こう。2つの完全等方的部分空
間Y , Y ′ ⊂ W が互いに双対とは、Y 3 y 7→ [y′ 7→ 〈y, y′〉] ∈ Y ′∗が同型なこととする。

命題 10.1. (W, 〈·, ·〉)を F 上のシンプレクティク空間とする。
(i) (Witt基底の存在)完全等方的部分空間 Y ⊂ W とその基底 {e1, . . . , er}に対して、
{e′1, . . . , e′r} ⊂ W であって

〈ei, e
′
j〉 = δi,j, 〈e′i, e′j〉 = 0, (1 ≤ i, j ≤ r)

を満たすものがある。
(ii)完全等方的部分空間 Y, Y ′ ⊂ W 互いに双対ならば、Y ∈ Ω(W )であることと
Y ′ ∈ Ω(W )であることは同値である。そのとき Y ⊥ = Y およびW = Y ⊕ Y ′が成り
立つ。この分解を (W, 〈·, ·〉)の偏極 (polarization)という。特に Y ∈ Ω(W )であるた
めには Y ⊥ := {w ∈ W | 〈w, y〉 = 0, y ∈ Y } = Y が必要十分である。

証明. これは 2.2節と全く同様の議論により証明できる。交代形式には非等方的ベク
トルが存在しないことに注意せよ。
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注意 10.2. 命題から特に任意のシンプレクティク空間は横ベクトルの空間 F 2n と(
0n 1n

−1n 0n

)
で表される交代形式

〈(y′
1, y1), (y

′
2, y2)〉 = y′

1
ty2 − y1

ty′
2, yi, y

′
i ∈ F n

の対に等距である。

(W, 〈·, ·〉)の等距変換のなす群

Sp(W ) := {g ∈ EndF (W ) | 〈w.g, w′.g〉 = 〈w,w′〉, ∀w,w′ ∈ W}

をW のシンプレクティク群という。Y ∈ Ω(W )の固定化群PY := Stab(Y, Sp(W ))を
Sp(W )のSiegel放物型部分群と呼ぶ。そのユニポテント根基はUY := {g ∈ PY | g|Y =

idY }であり、Y ′ ∩ Y = {0}である (つまり Y と双対な) Y ′ ∈ Ω(W )を取るごとにPY

の Levi成分MY := Stab(Y ′, PY )が定まる。

例 10.3. (W, 〈·, ·〉) = (F 2n,
Ä

0n 1n
−1n 0n

ä
)で Y = {(0, . . . , 0; x1, . . . , xn) ∈ W}, Y ′ :=

{(x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) ∈ W}と取れば、PY = MY UY は

MY =

mY (a) :=

(
a

ta−1

) ∣∣∣∣∣∣ a ∈ GL(n, F )

 ,

UY =

uY (b) :=

(
1n b

1n

) ∣∣∣∣∣∣ b = tb ∈ Mn(F )


で与えられる。

10.2 Leray不変量
Lagrange部分群の順序付き三つ組 (Y1, Y2, Y3) ∈ Ω(W )3に対して、Y1 ⊕ Y2 ⊕ Y3上
の二次形式QY1,Y2,Y3を

QY1,Y2,Y3(y1, y2, y3) := 〈y1, y2〉 + 〈y2, y3〉 + 〈y3, y1〉

と定める。二次空間 (Y1 ⊕ Y2 ⊕ Y3, QY1,Y2,Y3)のWitt(F )でのクラスを (Y1, Y2, Y3)の
Leray不変量といい、L(Y1, Y2, Y3)と書く [Ler74]。定義から直ちに次がわかる。

補題 10.4. (i) σ ∈ S3に対して L(Yσ(1), Yσ(2), Yσ(3)) = sgn (σ)L(Y1, Y2, Y3).
(ii) (Y1, Y2, Y3), (Y ′

1 , Y
′
2 , Y

′
3) ∈ Ω(W )3 が Yi ∩ Yj = Y ′

i ∩ Y ′
j = {0}, (1 ≤ i < j ≤

3)を満たすとき、g.(Y1, Y2, Y3) = (Y ′
1 , Y

′
2 , Y

′
3)となる g ∈ Sp(W )があるためには、

L(Y1, Y2, Y3) = L(Y ′
1 , Y

′
2 , Y

′
3)が必要十分である。
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証明. (i)および (ii)の必要性は明らかである。逆にL(Y1, Y2, Y3) = L(Y ′
1 , Y

′
2 , Y

′
3)だと

しよう。(Y ′
1 , Y

′
2).g = (Y1, Y2)となる g ∈ Sp(W )があるから、必要なら (Y ′

1 , Y
′
2 , Y

′
3)

を (Y ′
1 , Y

′
2 , Y

′
3).gで置き換えて、(Y1, Y2) = (Y ′

1 , Y
′
2)だとしてよい。交わりについての

仮定からQY1,Y2,Y3 , QY1,Y2,Y ′
3
はともに非退化で、仮定はこれらが等距であることに同

値である。すなわち ai ∈ AutF (Yi), (i = 1, 2)と h : Y3
∼→ Y ′

3 があって、(y1, y2, y3) ∈
Y1 ⊕ Y2 ⊕ Y3に対して

〈y1, y2〉 + 〈y2, y3〉 + 〈y3, y1〉 = 〈y1.a1, y2.a2〉 + 〈y2.a2, y3.h〉 + 〈y3.h, y1.a1〉

が成り立つ。そこでまず y3 = 0とすれば、〈y1, y2〉 = 〈y1.a1, y2.a2〉からmY2(a1) :=

a1 ⊕ a2がSp(W )の Siegel Levi部分群MY2 := Stab (Y1, PY2)に属することがわかる。
続いて y1, y2を順に 0にすることにより、〈y3, yi〉 = 〈y3.h, yi.ai〉, (i = 1, 2),すなわち

〈y3, w〉 = 〈y3.h, w.mY2(a1)〉 = 〈y3.hmY2(a1)
−1, w〉, y3 ∈ Y3, w ∈ W

を得る。言い換えればy3.h = y3.mY2(a1)であるから、(Y1, Y2, Y3).mY2(a1) = (Y1, Y2, Y
′
3)

が従う。

10.3 メタプレクティク群とWeil表現
F 上のシンプレクティク空間 (W, 〈·, ·〉)に対して、W ⊕ F に演算を

(w1; z1)(w2; z2) :=
Ä
w1 + w2; z1 + z2 +

〈w1, w2〉
2

ä
, wi ∈ W, zi ∈ F

と定めて得られる群H(W )をW のHeisenberg群という。H(W )の中心は第二成分
F であり、偏極W = Y ′⊕Y を取ればY ⊕F ⊂ H(W )は極大アーベル部分群である。

F の非自明指標 ψを ψ : Y ⊕ F 3 (y; z) 7→ ψ(z) ∈ C×と延ばす。それからH(W )

への L2誘導表現、すなわち

H(Y ) :=


φ : H(W ) → C

可測

∣∣∣∣∣∣∣∣
(i) φ((y; z)h) = ψ(z)φ(h),

y ∈ Y, z ∈ F, h ∈ H(W )

(ii)
∫
Y ′ |φ(y′; 0)|2 dy′ < ∞


上のH(W )の右移動表現 ρψをH(W )のψ-Schrödinger表現という。H(Y ) ' L2(Y ′)

と同一視したとき、ρψは

ρψ(y′, y; z)φ(x′) = ψ
Å
z +

〈2x′ + y′, y〉
2

ã
φ(x′ + y′), y′, x′ ∈ Y ′, y ∈ Y, z ∈ F

で与えられる。次の事実を引用しよう。

事実 10.5 (ユニタリ表現の Schurの補題). Gを局所コンパクト位相群とする。Gの
既約ユニタリ表現 (π, V )に対して EndG(π) ' Cである。
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事実 10.6 (Stone-von-Neumannの定理). (ρψ, L2(Y ′))は中心F がψで作用するH(W )

の (ユニタリ同値を除いて唯一の)既約ユニタリ表現である。

Sp(W )は H(W )に (w; z).g := (w.g; z), w ∈ W, z ∈ F, g ∈ Sp(W )と作用す
る。この作用に関する半直積 J (W ) := H(W ) o Sp(W )をW の Jacobi群という。
g ∈ Sp(W )に対して、g.ρψ : h 7→ ρψ(h.g)は再び中心 F が ψで作用するH(W )の既
約ユニタリ表現である。よって事実 10.6から、H(W )等距写像ωg : g.ρψ

∼→ ρψがC1

倍を除いてただ一つ存在する。特に ωg1 ◦ ωg2 , ωg1g2はともに g1g2.ρψ = g1.(g2.ρψ)か
ら ρψへの同型だから、定数倍を除いて一致する。すなわちH(Y )上のユニタリ変換
の群を U(H(Y ))と書くとき、

Sp(W ) 3 g 7−→ (ωg mod C1) ∈ U(H(Y ))/C1

は準同型である。このことを g 7→ ωgは Sp(W )のH(Y )の射影表現 (projective rep-
resentation)であるという。この射影表現は次のように記述できる。

Y1, Y2 ∈ Ω(W )に対して、同型

AY2,Y1 : Y1/Y1 ∩ Y2 3 y + Y1 ∩ Y2 7−→ 〈y, ·〉 ∈ (Y2/Y1 ∩ Y2)
∗

が定まる。g ∈ Sp(W )に対して ρψ(g) : H(Y ) ∼→ H(Y )をÄ
ρψ(g)φ

ä
(h) := |AY.g,Y |1/2

F

∫
Y.g/Y.g∩Y

φ((y; 0)h.g) dȳ

と定義する。但し、Y 上の不変測度 dyを止めて Y.g上にはそれを gで移した測度
を取る。Y.g ∩ Y 上の測度 duを選ぶたびに Y/Y.g ∩ Y 上の測度 dȳ = dy/duおよび
Y.g/Y.g ∩ Y 上の測度 d(ȳ.g) = d(y.g)/duが定まる。(Y.g/Y.g ∩ Y )∗上には d(ȳ.g)の
ψに関する双対測度 d(ȳ.g)∗を取り、これと dȳに関するAY.g,Y のモジュラスを

|AY.g,Y |F :=
dAY.g,Y (ȳ)

d(ȳ.g)∗

と書いた。こうして定まる ρψ(g)は duの取り方によらず、H(W )等距写像 ρψ(g) :

g.ρψ
∼→ ρψを定めていることは容易に確かめられる。更に次が成り立つ。

命題 10.7. g1, g2 ∈ Sp(W )に対して、ρψ(g1)◦ρψ(g2) = γψ(L(Y, Y.g−1
2 , Y.g1))ρψ(g1g2).

これの証明は時間の都合で割愛する。次の問はWeil定数の定義そのものから従う。

問 13. Y ∩ Y.g2 = Y.g2 ∩ Y.g1g2 = Y ∩ Y.g1g2 = {0}のときに命題 10.7

ρψ(g1g2) = γψ(L(Y, Y.g2, Y.g1g2))ρψ(g1) ◦ ρψ(g2)

を証明せよ。
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命題 10.7から cψ(g1, g2) := γψ(L(Y, Y.g−1
2 , Y.g1))は Sp(W )上のC1値 (正確には 1

の 8乗根の群に値を持つ) 2コサイクルである:

cψ(g2, g3)cψ(g1g2, g3)
−1 = cψ(g1, g2g3)

−1cψ(g1, g2), g1, g2, g3 ∈ Sp(W ).

これに付随する Sp(W )のC1による中心拡大Mpψ(W ) = Sp(W ) × C1:

(g1, z1)(g2, z2) := (g1g2, z1z2cψ(g1, g2)), (gi ∈ Sp(W ), zi ∈ C1)

をW のメタプレクティク群という。定義と命題 10.7から

ωψ : Mpψ(W ) 3 (g, z) 7−→ zρψ(g) ∈ U(H(Y ))

はMp(W )のユニタリ表現である。これをMpψ(W )のWeil表現あるいは振動子表
現 (oscillator representation)という。

命題 10.8 (ωψ の明示公式). W = Y ′ ⊕ Y のWitt基底 {e′1, . . . , e′n; e1, . . . , en}を止め
て、H(Y ) = L2(Y ′) = L2(F n)と同一視したとき、ωψは次の公式で特徴付けられる。

ωψ(mY (a), z)φ(y′) =z| det a|1/2
F φ(y′.a), (a ∈ GL(n, F )) (10.1)

ωψ(uY (b), z)φ(y′) =zψ
Åy′bty′

2

ã
φ(y′), (b = tb ∈ Mn(F )) (10.2)

ωψ

Å(
0n −1n

1n 0n

)
, z
ã
φ(y′) =

∫
F n

φ(y)ψ(−y′ty) dy (10.3)
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前講に引き続き F は標数が 2でない局所体であるとする。

11.1 O(E) × SL(2, F )のWeil表現
F 上の 2次元非退化二次空間は、

γE := (E, γNE/F ), γ ∈ F× mod NE/F (E×)

と書かれていた (表 6.1参照)。但しEはF の二次拡大かF ⊕F であり、AutF (E) '
Z/2Zの非自明な元 σを使ってNE/F : E 3 z 7→ zσ(z) ∈ F とおいた。TrE/F : E 3
z 7→ z + σ(z) ∈ F として、付随する対称双線型形式は

(z, z′)γE :=
γTrE/F (zσ(z′))

2
, z, z′ ∈ E

で与えられる。γEの直交群は γによらず、SO(E) = {z ∈ E |NE/F (z) = 1}として
O(E) = SO(E) o 〈σ〉である。E = Eαとなる α ∈ F×を止め、

ωE/F : F× 3 x 7−→ (x, α)F ∈ {±1}

と書く。これは同型ωE/F : F×/NE/F (E×) ∼→ {±1}を与えているのだった。Langlands
の λ因子 λ(E/F, ψ) := γψ(NE/F ) = γψ(1)/γψ(α)を用意しておく。
シンプレクティク空間 (W = F 2, 〈·, ·〉 = ( 0 1

−1 0 ))のシンプレクティク群はSp(W ) =

SL(2, F )だった。このとき

(W := E ⊗F W, 〈〈·, ·〉〉 := (·, ·)γE ⊗ 〈·, ·〉)

は F 上の 4次元シンプレクティク空間である。定義から準同型

ιγE,W = ιW × ιγE : O(E) × SL(2, F ) 3 (g, g′) 7−→ g ⊗ g′ ∈ Sp(W)

がある。偏極W = Y ⊕ Y ′, Y := {(0, y) |x ∈ F}, Y ′ := {(y′, 0) | y′ ∈ F}を使って、
偏極W = Y ⊕ Y′を Y := γE ⊗F Y , Y′ := γE ⊗F Y ′と定める。メタプレクティク
2コサイクル γψ(L(Y, Y.g−1

2 , Y.g1)), (g1, g2 ∈ Sp(W))に対するメタプレクティク群
1 → C1 → Mp(W) → Sp(W) → 1を思い出す (10.3節)。
以上のもとで次の定理を引用する。
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定理 11.1 ([Kud94]定理 3.1). g′ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2, F )に対して

βγE(g′) :=

λ(E/F, ψ)ωE/F (γc) c 6= 0のとき
ωE/F (d) c = 0のとき

と定めれば、

ι̃γE,W : O(E) × SL(2, F ) 3 (g, g′) 7−→ (ιγE,W (g, g′), βγE(g′)) ∈ Mp(W)

は定義可能な準同型である。

Mp(W)のWeil表現 (ωψ, L2(Y′) = L2(E))と定理の準同型を合成することにより、
O(E) × SL(2, F )のWeil表現

ωγE,W = ωW × ωγE : O(E) × SL(2, F )
ι̃γE,W−→ Mp(W)

ωψ−→ U(L2(Y′))

が得られる。命題 10.8と定理 11.1から次が得られる。

命題 11.2. (ωγE,W , L2(E))は次の明示公式たちで特徴付けられる。

ωW (g)φ(z) =φ(g−1.z), g ∈ O(E) (11.1)

ωγE

Å(
a 0

0 a−1

)ã
φ(z) =ωE/F (a)|a|F φ(az), a ∈ F× (11.2)

ωγE

Å(
1 b

0 1

)ã
φ(z) =ψγ

Ç
NE/F (z)b

2

å
φ(z), b ∈ F (11.3)

ωγE

Å(
0 −1

1 0

)ã
φ(z) =λ(E/F, ψγ)

∫
E

φ(z′)ψγ
E

Ç
−zσ(z′)

2

å
dz′. (11.4)

11.2 O(E) × SL(2, F )の局所 θ対応
まずO(E) = SO(E) o 〈σ〉の既約ユニタリ表現を分類しよう。指標 η : E×/F× →

C×は指標 ηu : SO(E) 3 z/σ(z) 7→ η(z) ∈ C×を与える。(Hilbertの定理 90から任
意の g ∈ SO(E)は g = z/σ(z), (z ∈ E×)と書けることに注意せよ。) 次の補題は
Mackey理論と局所類体論の簡単な演習問題である。



11.2. O(E) × SL(2, F )の局所 θ対応 49

補題 11.3. (i)指標 η : E×/F× → C× が η2 6= 1を満たすとき、誘導表現 τη :=

ind
O(E)
SO(E) ηuはO(E)の既約表現。τη ' τη′であるためには η′ = η±1が必要十分。

(ii) η2 = 1のときには二次元半単純 F 代数 E ′があって η = ωK/E , (K := E ⊗F E ′)
と書ける。このとき ind

O(E)
SO(E) ηuは 2つの指標 τ±

Kの直和。これらは τ±
K(σ) = ±1で区

別される。τ±
K = τ±

K′ であるためにはK 'E K ′が必要十分。特にK 'F E2のとき、
τ+
K = 1O(E), τ−

K = sgn O(E)である。
(iii) O(E)の任意の既約ユニタリ表現は上記 (i), (ii)のいずれかの表現に同型である。

以下、L2(E)の代わりにωγE,W不変で稠密な部分空間S(E)を考える。O(E)が既約
ユニタリ表現 τで作用するS(E)の極大商空間をS(E, τ)と書き、その上のSL(2, F )

の表現を θψγ (τ,W )で表す。

E/Fが二次拡大の場合 SO(E)はコンパクトであることに注意して、指標η : E×/F× →
C×に対して

pη : S(E) 3 φ(z) 7−→
∫

SO(E)
φ(g.z)ηu(g) dg ∈ S(E)

とおく。

命題 11.4. 指標 η : E×/F× → C×を取る。
(i)補題 11.3の記号で、

pη : S(E) ³ S(E, ηu) :=


S(E, τη) η2 6= 1のとき
S(E, τ+

K) ⊕ S(E, τ−
K) η = ωK/E 6= 1のとき

S(E,1O(E)) η = 1のとき

は全射O(E) × SL(2, F )準同型。
(ii) η2 6= 1のとき θψγ (τη,W ) := (ωγE,S(E, ηu))はSL(2, F )の離散系列表現aである。
(iii) η = ωK/E 6= 1のとき、θψγ (τ±

K ,W ) := (ωγE,S(E, τ±
K))はSL(2, F )の既約超カス

プ表現b。
(iv) η = 1のとき θψγ (1,W ) := (ωγE,S(E,1O(E)))は SL(2, F )の極限離散系列表現、
θψγ (sgn O(E),W ) = 0である。

aすなわちその行列成分が SL(2, F )上で二乗可積分である。
bつまり行列成分が SL(2, F )上の函数としてコンパクト台を持つ。

証明. (i)のみ証明する。(ii)–(iv)は (i)と局所θ対応の誘導原理と呼ばれる結果 [Kud86],
[MVW87, 3章]から従うのだが、ここでは解説しない。SO(E)はコンパクトなので
S(E) =

⊕
η im pη は明らかである。容易にわかる通り ωW (g)pη(φ) = ηu(g)pη(φ),
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(g ∈ SO(E))だから、η2 6= 1ならば im pη = S(E, τη)である。η = ωK/E 6= 1のとき
にはさらに、

ωW (σ)pη(φ)(z) =
∫

SO(E)
φ(g.σ(z))ηu(g) dg =

∫
SO(E)

φ((gσ(z)/z).z)ηu(g) dg

=
∫

SO(E)
φ(g.z)ηu(g · z/σ(z)) dg = ωK/E(z)pη(φ)(z)

であるから im pη∩S(NK/E(K×)) = S(E, τ+
K), im pη∩S(E×rNK/E(K×)) = S(E, τ−

K)

を得る。ηが自明なときだけ、im pηは 0にも台を持ちNK/E(K) = Eだから im pη =

S(E,1u)を得る。

E = F 2のとき γE = (H, QH)だからO(E) =
¶Ä

a 0
0 a−1

ä
| a ∈ F×

©
o 〈( 0 1

1 0 )〉はコン
パクトでない。指標 η : F× × F×/∆F× → C×は ηu : F× 3 x 7→ η(x, 1) ∈ C×と同
一視される。F = RまたはCの場合はよく知られているので、ここでは非アルキメ
デス的な場合のみを解説する。

(1) (ωγE,W ,S(E))を部分 Fourier変換

FX : S(E) 3 φ 7−→ FXφ(x′, x) :=
∫

F
φ

(
x′

y′

)
ψγ
Åxy′

2

ã
dy′ ∈ S(W )

したものは、次の明示公式で特徴付けられる。但し、測度は (x, y) 7→ ψγ(xy/2)

についての自己双対測度を用いるものとする。

ωW

Å(
a 0

0 a−1

)ã
ϕ(w) =|a|−1

F ϕ(a−1.w), a ∈ F× (11.5)

ωW

Å(
0 1

1 0

)ã
ϕ(w) =

∫
W

ϕ(w′)ψγ
Å〈w′, w〉

2

ã
dw′ (11.6)

ωγE(g′)ϕ(w) =ϕ(w.g′), g′ ∈ SL(2, F ). (11.7)

これを ωγE,W の混合模型という。

(2) この混合模型のSO(E)×SL(2, F )への制限を考える。W のSO(E)×SL(2, F )

軌道は {0}と 0以外のベクトルからなるW ∗である。

(a) {0}に台を持つ S({0}) = Cδ0 (Dirac超函数)は | · |−1
F ⊗ 1SL(2,F )に同型で

ある。
(b) W ∗の原点 (0, 1)を取り、ϕ ∈ S(W )に対して

pη(ϕ)(g′) :=
∫

F×
ωW

Å(
t 0

0 t−1

)ã
ϕ((0, 1).g′)ηu(t)

−1 dt×

=
∫

F×
ϕ((0, t).g′)ηu(t)|t|F dt×
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と定める。これは S(W )から

I(ηu) :=

φ : SL(2, F ) → C

∣∣∣∣∣∣ (i) φ(
Ä

a b
0 a−1

ä
g) = ηu(a)|a|F φ(g)

(ii) φは局所定数


上のSL(2, F )の右移動表現への非自明なSL(2, F )準同型を与える。この
表現を ηuからの主系列表現という。

これらの考察から次の命題が導かれる。

命題 11.5. (i) η2
u 6= 1のとき θψ(τη,W ) ' I(ηu)はSL(2, F )の既約主系列表現である。

(iii) ηu = ωE′/F 6= 1のとき、I(ηu)は 2つの極限離散系列表現 θψ(τ±
E′2 ,W )の直和に

同型である。
(iv) ηu = 1のとき θψ(1O(E),W ) ' I(1)は既約主系列表現、θψ(sgn O(E),W ) = 0で
ある。

問 14. 命題 11.2の公式から混合模型の式 (11.5), (11.6), (11.7)を導け。
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12.1 SL(2, A)上の保型形式
まずは SL(2, A)上の保型形式の現代的な定義を簡潔に復習する。
F を標数が 2でない大域体としてそのアデール環をAと書く (6.2節参照)。全ての
アルキメデス素点を含む F の素点の有限集合 Sに対してA(S)× :=

∏
v∈S F×

v ×O×
v

は局所コンパクト位相環になる。その合併、あるいは位相的帰納極限

A× =
⋃
S

A(S)× = lim−→
S

A(S)×

を F のイデール群という。3.4節 (2)から

| · |A : A× 3 (xv)v 7−→
∏
v

|xv|v ∈ R×
+

は実際には有限積であり定義可能な準同型を定める。これをイデールノルムといい、
その核をA1と書く。F が代数体ならば |A×|A = R×

+ ' Rであり、Fq(T )の場合には
|A×|A = qZ ' Zとなる。

事実 12.1. F× ⊂ A1 (Artinの積公式)であり、A1/F×はコンパクト位相群になる。

SL(2)のアデール有理点の群

SL(2, A) :=


(
a b

c d

) ∣∣∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ A
ad − bc = 1


を考える。SL(2)の上三角行列からなる Borel部分群をB = TU と書く。ここで

T :=

{(
a

a−1

)
∈ SL(2)

}
, U :=

{(
1 b

1

)
∈ SL(2)

}

である。極大コンパクト部分群K =
∏

v Kvを

Kv :=


SO(2, R) vが実のとき
SU(2, R) vが複素のとき
SL(2,Ov) vが非アルキメデスのとき
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と定めれば、岩澤 (および Langlands)分解

SL(2, A) = B(A)K = U(A)T (A)1AK (12.1)

が成り立つ (第 2講の問 1参照)。ここで

T (A)1 :=


(
a

a−1

) ∣∣∣∣∣∣ a ∈ A1

 , A :=


(
a

a−1

) ∣∣∣∣∣∣ a ∈ R×
+


と書いた。但しR×

+は F×
∞ =

∏
v F×

v に対角に埋め込まれているものとする。

命題 12.2 (Mikowskiリダクション). U(A) = U(F )ΩU , T (A)1 = T (F )ΩT となる
コンパクト部分集合 ΩU ⊂ U(A), ΩT ⊂ T (A)1 を取り (命題 6.4 (ii), 事実 12.1)、
Ω := ΩUΩT ⊂ B(A)とおく。このとき c > 0があって、

SL(2, A) = SL(2, F )ΩAB(c)K

が成り立つ。但し、AB(c) :=
{Ä

a 0
0 a−1

ä
∈ A

∣∣∣ a > c
}
と書いた。

系 12.3. SL(2, F )\SL(2, A)の右 SL(2, A)不変測度についての全測度は有限である。

証明. SL(2, A)上の右不変測度による ΩAB(c)Kの測度が有限であることを見れば
よい。これはその不変測度が∫

SL(2,A)
f(g) dg =

∫
K

∫
A

∫
T (A)1

∫
U(A)

f(utak) du dt a−2 da

a
dk

で与えられることから明らか。

定義 12.4. SL(2, A)のユニタリ表現 (R,L(SL(2))):

L(SL(2)) :=

 φ : SL(2, A) → C
可測

∣∣∣∣∣∣ (i) φ(γg) = φ(g), γ ∈ SL(2, F )

(ii)
∫
SL(2,F )\SL(2,A) |φ(g)|2 dg < +∞


[R(g)φ](x) := φ(xg), g ∈ SL(2, A), φ ∈ L(SL(2))

の既約部分商をSL(2, A)の (既約)保型表現という。既約保型表現(π, V )は更にRの部
分表現のとき、離散的であると言われる。さらにそれがRの部分表現 (R0, L0(SL(2))):

L0(SL(2)) :=

φ ∈ L(SL(2))

∣∣∣∣∣∣
∫

F\A
φ
Å(

1 x

0 1

)
g
ã

dx = 0, ∀′g ∈ SL(2, A)


の部分表現であるとき、(π, V )は (既約)カスプ表現であるという。
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12.2 O(EA)の保型表現
Eを F の (分離)二次拡大とし、E/F のGalois群の生成元を σと書く。二次空間

(E, NE/F )の直交群O(E)のA有理点の群O(EA)は “制限直積”

O(EA) = lim−→
S

Å∏
v∈S

O(Ev) ×
∏
v/∈S

K(Ev)
ã

で与えられる。但し、

• Ev/Fvが二次拡大のときK(Ev) := O(Ev)とおく。

• Ev ' Fv ⊕ Fv のとき、O(Ev) = F×
v o 〈σ〉, (σ(x) = 1/x)だった。K(Ev) :=

{x ∈ Fv | |x|v = 1} o 〈σ〉とおく。

と書いた。O(EA)は無限個の連結成分を持つことに注意せよ。SL(2)の場合と同様に

L(O(E)) :=

 φ : O(EA) → C
可測

∣∣∣∣∣∣ (i) φ(γg) = φ(g), γ ∈ O(E)

(ii)
∫
O(E)\O(EA) |φ(g)|2 dg < +∞


上のO(EA)の右正則表現を考える。

命題 12.5. 指標 η : A×
E/E×A× → C×と、η2

v = 1である素点の有限集合Σに対して、
補題 11.3の記号で

τη(Σ) :=
⊗
v∈Σ

τ−
Kv

⊗
⊗
v/∈Σ
η2

v=1

τ+
Kv

⊗
⊗

v;η2
v 6=1

τηv

と定める。但し η2
v = 1である場合には ηv = ωKv/Evと書いている。このとき、Hilbert

直和分解
L(O(E)) '

⊕
η:A×

E/E×A×→C×

mod 〈σ〉

⊕
Σ;|Σ| は偶数

τη(Σ)

が成り立つ。

証明. (概略)これは SO(E)の場合の結果 (トーラスの Langlands対応の一例)

L(SO(E)) '
⊕

η:A×
E/E×A×→C×

ηu

から従う。補題 11.3から

ind
O(EA)
SO(EA) ηu '

⊕
Σ

τη(Σ)

だが、右辺の既約表現のうち 〈σ〉 ⊂ O(E) ⊂ O(EA)で不変になるのは |Σ|が偶数の
ものだけである。
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12.3 テータリフト
γ ∈ F×に対してF上の二次空間γE = (E, γNE/F )を考える。A/Fの非自明な指標

ψ =
⊗

v ψvを固定すれば、各素点vでO(Ev)×SL(2, Fv)のWeil表現 (ωγEv,Wv ,S(Ev))

が定まる。

補題 12.6. Fvが非アルキメデス的でその剰余標数が 2でないとする。さらにEv/Fv

が不分岐で、γ ∈ O×
v , ψvがOv上自明で$−1

v Ovでは非自明とする。このときOEvの
特性函数 1OEv

∈ S(Ev)は ωWv(K(Ev)) × ωγEv(Kv)で不変である。

証明. OEvはK(Ev)不変だからωWv(K(Ev))不変性は明らか。ωγEv(SL(2,Ov))不変
性は命題 11.2の明示公式から容易に確かめられる。1OEv

の ψγ
E-Fourier変換は自分

自身であることに注意せよ。

補題から制限テンソル積Å
ωγE,W :=

⊗
v

ωγEv ,Wv ,S(EA) := lim−→
S

⊗
v∈S

S(Ev) ⊗
⊗
v/∈S

1OEv

ã
はO(EA)× SL(2, A)の滑らかな表現である。これを (大域的) Weil表現という。Φ ∈
S(EA)に付随するテータ核函数を

θΦ(g, g′) :=
∑
ξ∈E

ωγE,W (g, g′)Φ(ξ), g ∈ O(EA), g′ ∈ SL(2, A)

と定める。ωγE,W (g, g′)Φは急減少だから右辺の級数は絶対収束する。
命題 12.5のL(O(E))の各既約成分 τのL(O(E))での実現 (等型部分空間)をL(τ),
その中の SO(EA)固有ベクトルの有限線型結合の空間をA(τ)と書く。f ∈ L(τ)と
Φ ∈ S(EA)に対してテータ積分

ΘΦ(f, g′) :=
∫

O(E)\O(EA)
f(g)θΦ(g, g′) dg

が定まる。

定理 12.7. τ をO(EA)の既約保型表現とする。
(i)任意の f ∈ L(τ), Φ ∈ S(EA)に対してΘΦ(f) ∈ L2

0(SL(2)).
(ii) τ = τη(Σ)が任意の v ∈ Σで ηv 6= 1を満たすとき、

Θ(τη(Σ), W ) := cl.span {ΘΦ(f) |Φ ∈ S(EA), f ∈ L(τ)}

は SL(2, A)の既約カスプ表現である。それ以外のときΘ(τη(Σ),W ) = 0.
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