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1. GL2(A)の既約表現
F ;代数体とする。(正標数の大域体でも類似の理論が成り立つ。)

アデール環。 イデールノルム。

実 群 加群が考えられる。
ただし、 の 環

局所コンパクト完全不連結群。
加群 の滑らかな表現。

加群が考えられる。

加群が許容的
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ただし、g∞ := G(F∞)の Lie環 ⊗RC, K∞ :=

∏
v|∞ Kv.

G(Afin) ;局所コンパクト完全不連結群。
G(Afin)加群 := G(Afin)の滑らかな表現。

• (g∞,K∞) ×G(Afin)加群が考えられる。

(π, V ) ; (g∞,K∞) ×G(Afin)加群が許容的
def⇐⇒ ∀τ ∈ Π(K), dim HomK(τ, π|K) < +∞.
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1. GL2(A)の既約表現 (2)

制限テンソル積

が連接族

アルキメデス素点を全て含む素点の有限集合
が不分岐

連接族。 で を取る。
のとき 1

は定義可能な 加群。
の制限テンソル積 既約 加群

が定まる。 同型類は の取り方によらない。
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,
⊗

v∈S Vv ⊗
⊗

v/∈S ξ
0
v

)

は定義可能な (g∞,K∞)× G(Afin(S))加群。
(πv, Vv)v の制限テンソル積 ;既約 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群

(⊗

v

πv,
⊗

v

Vv := lim−→
S⊂Sπ

(⊗

v∈S

Vv ⊗
⊗

v/∈S

ξ0v

))

が定まる。(同型類は ξ0v の取り方によらない。)

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.4/20



1. GL2(A)の既約表現 (3)

命題 4.1. ∀π ;既約許容 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群、∃! (πv)v ;連接族
s.t. π ≃

⊗

v

πv.

証明 は既約 加群。

既約ユニタリ表現に対しても類似の結果が成り立つ。
の既約ユニタリ表現の同値類の集合。

系 連接族
は の完備化。

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.5/20



1. GL2(A)の既約表現 (3)

命題 4.1. ∀π ;既約許容 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群、∃! (πv)v ;連接族
s.t. π ≃

⊗

v

πv.

[証明] πは既約 (g∞,K∞)× H(G(Afin))加群

G(Afin)の Hecke環

証明 は既約 加群。

既約ユニタリ表現に対しても類似の結果が成り立つ。
の既約ユニタリ表現の同値類の集合。

系 連接族
は の完備化。

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.5/20



1. GL2(A)の既約表現 (3)

命題 4.1. ∀π ;既約許容 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群、∃! (πv)v ;連接族
s.t. π ≃

⊗

v

πv.

[証明] πは既約 (g∞,K∞)× H(G(Afin))加群。

H(G(Afin)) = lim−→
S

(⊗

v∈S

H(G(Fv)) ⊗
⊗

v/∈S

1Kv

)

�

既約ユニタリ表現に対しても類似の結果が成り立つ。
の既約ユニタリ表現の同値類の集合。

系 連接族
は の完備化。

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.5/20



1. GL2(A)の既約表現 (3)

命題 4.1. ∀π ;既約許容 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群、∃! (πv)v ;連接族
s.t. π ≃

⊗

v

πv.

[証明] πは既約 (g∞,K∞)× H(G(Afin))加群。

H(G(Afin)) = lim−→
S

(⊗

v∈S

H(G(Fv)) ⊗
⊗

v/∈S

1Kv

)

�

既約ユニタリ表現に対しても類似の結果が成り立つ。
Π(G(A)1) ; G(A)/R×

+ の既約ユニタリ表現の同値類の集合。

系 連接族
は の完備化。

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.5/20



1. GL2(A)の既約表現 (3)

命題 4.1. ∀π ;既約許容 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群、∃! (πv)v ;連接族
s.t. π ≃

⊗

v

πv.

[証明] πは既約 (g∞,K∞)× H(G(Afin))加群。

H(G(Afin)) = lim−→
S

(⊗

v∈S

H(G(Fv)) ⊗
⊗

v/∈S

1Kv

)

�

既約ユニタリ表現に対しても類似の結果が成り立つ。
Π(G(A)1) ; G(A)/R×

+ の既約ユニタリ表現の同値類の集合。
系 4.2. ∀(π,H) ∈ Π(G(A)1), ∃! (πv)v, (πv ∈ Π(G(Fv))) ;連接族

s.t. (π,H)は
⊗

v

πv の完備化。
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2.重複度一定理

• 定理 1.13:L0(G) ≃
⊕̂

π∈Π(G(A)1)
π⊕m(π).

は第 部の結果と系 で記述された。
あとは を決定したい。

非自明指標。

次を満たす の空間。
成分について滑らかで、右 有限。

アルキメデス素点 に対して があって、
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Wψ(G(A)) ;次を満たすW : G(A) → Cの空間。
• G(F∞)成分について滑らかで、右K 有限。
• W (ug) = ψU (u)W (g), (u ∈ U(A), g ∈ G(A));

• アルキメデス素点 vに対して rv ∈ N, C > 0があって、
∣∣∣W

((
a 0

0 1

)
g
)∣∣∣ ≤ C|a|rv

v , a ∈ F×
v .
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2.重複度一定理 (2)

命題 4.4. (i) (π ≃ ⊗
v πv, V ) ;既約許容 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群 with

dimπv = ∞, at∀v,

∃! Wψ(π)⊂ Wψ(G(A)) s.t. (R,Wψ(π)) ≃ (π, V ), (Whittaker模型).
(ii) (π ≃

⊗
v πv, V ) with dimπv < ∞, ∃v はWψ(G(A))の部分表現では

ない。

証明 の 模型。

一意性は局所 模型の一意性から従う。

があれば、その への制限は有限次元表現 の

模型 矛盾
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模型 矛盾
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2.重複度一定理 (2)

命題 4.4. (i) (π ≃ ⊗
v πv, V ) ;既約許容 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群 with

dimπv = ∞, at∀v,

∃! Wψ(π)⊂ Wψ(G(A)) s.t. (R,Wψ(π)) ≃ (π, V ), (Whittaker模型).
(ii) (π ≃

⊗
v πv, V ) with dimπv < ∞, ∃v はWψ(G(A))の部分表現では

ない。

[証明] (i) Wψv
(πv) ; πv のWhittaker模型。

v /∈ Sπ with ordψv = 0, =⇒ ∃!W 0
v ∈ Wψv

(πv) s.t.W 0
v |Kv

= 1.

Wψ(π) =
⊗

v

Wψv
(πv) := lim−→

S⊃Sπ

(⊗

v∈S

Wψv
(πv) ⊗

⊗

v/∈S

W 0
v

)
.

一意性は局所Whittaker模型の一意性から従う。

があれば、その への制限は有限次元表現 の

模型 矛盾
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v πv, V ) ;既約許容 (g∞,K∞) ×G(Afin)加群 with

dimπv = ∞, at∀v,

∃! Wψ(π)⊂ Wψ(G(A)) s.t. (R,Wψ(π)) ≃ (π, V ), (Whittaker模型).
(ii) (π ≃

⊗
v πv, V ) with dimπv < ∞, ∃v はWψ(G(A))の部分表現では

ない。

[証明] (i) Wψv
(πv) ; πv のWhittaker模型。

v /∈ Sπ with ordψv = 0, =⇒ ∃!W 0
v ∈ Wψv

(πv) s.t.W 0
v |Kv

= 1.

Wψ(π) =
⊗

v

Wψv
(πv) := lim−→

S⊃Sπ

(⊗

v∈S

Wψv
(πv) ⊗

⊗

v/∈S

W 0
v

)
.

一意性は局所Whittaker模型の一意性から従う。

(ii) Wψ(π)があれば、そのG(Fv)への制限は有限次元表現 πvのWhittaker

模型 (矛盾 !) �
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2.重複度一定理 (3)

π ∈ Π(G(A)1) 

内の に同型な部分空間。

準同型

係数

しかも、 展開

は単射

定理 各 の での重複度は高々 ：
さらに制限テンソル積分解 が有限次元の を含めば

である。
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• A0(G)π := L0(G)π ∩ A0(G).

準同型

係数

しかも、 展開

は単射

定理 各 の での重複度は高々 ：
さらに制限テンソル積分解 が有限次元の を含めば

である。

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.8/20



2.重複度一定理 (3)

π ∈ Π(G(A)1) 

• L0(G)π ; L0(G)内の π⊕m(π) に同型な部分空間。
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Wψ : A0(G)π ∋ φ 7−→Wψ(φ) ∈ Wψ(G(A)) ; (g∞,K∞) ×G(Afin)準同型
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∫

U(F )\U(A)

φ(ug)ψU (u) du (ψ-Fourier係数)

• しかも、φ(g) =
∑

ξ∈F×

Wψ

(
φ;

(
ξ 0

0 1

)
g
)

; Fourier展開

は単射

定理 各 の での重複度は高々 ：
さらに制限テンソル積分解 が有限次元の を含めば
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• しかも、φ(g) =
∑

ξ∈F×

Wψ

(
φ;

(
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0 1

)
g
)

; Fourier展開

=⇒Wψ は単射!

定理 各 の での重複度は高々 ：
さらに制限テンソル積分解 が有限次元の を含めば
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2.重複度一定理 (3)

π ∈ Π(G(A)1) 

• L0(G)π ; L0(G)内の π⊕m(π) に同型な部分空間。
• A0(G)π := L0(G)π ∩ A0(G).

Wψ : A0(G)π ∋ φ 7−→Wψ(φ) ∈ Wψ(G(A)) ; (g∞,K∞) ×G(Afin)準同型

Wψ(φ; g) :=

∫

U(F )\U(A)

φ(ug)ψU (u) du (ψ-Fourier係数)

• しかも、φ(g) =
∑

ξ∈F×

Wψ

(
φ;

(
ξ 0

0 1

)
g
)

; Fourier展開

=⇒Wψ は単射!

定理 4.5. (i) 各 π ∈ Π(G(A)1)の L0(G)での重複度は高々1：m(π) ≤ 1.
(ii) さらに制限テンソル積分解 π ≃ ⊗

v πv が有限次元の πv を含めば
m(π) = 0である。
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2.重複度一定理 (4)

実はさらに強く次が成り立つ。これは保型形式の整数論への応用上、と
ても重要な役割を果たす。

定理 強重複度一定理 が

素点の有限集合
すなわち

特に は不分岐素点での 作用素の作用だけで決まる。

証明は と によるが、 の
積 函数の性質を用いた拡張性のある証明が
により与えられている。
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2.重複度一定理 (4)

実はさらに強く次が成り立つ。これは保型形式の整数論への応用上、と
ても重要な役割を果たす。

定理 4.6. (強重複度一定理) π ≃ ⊗
v πv, π

′ ≃ ⊗
v π

′
v ∈ Π(G(A)1)が

• m(π) = m(π′) 6= 0;

• ∃S ;素点の有限集合 s.t.πv ≃ π′
v, ∀v /∈ S.

=⇒ π ≃ π′,すなわち A0(G)π = A0(G)π′ .

特に は不分岐素点での 作用素の作用だけで決まる。

証明は と によるが、 の
積 函数の性質を用いた拡張性のある証明が
により与えられている。
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v, ∀v /∈ S.
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2.重複度一定理 (4)

実はさらに強く次が成り立つ。これは保型形式の整数論への応用上、と
ても重要な役割を果たす。

定理 4.6. (強重複度一定理) π ≃ ⊗
v πv, π

′ ≃ ⊗
v π

′
v ∈ Π(G(A)1)が

• m(π) = m(π′) 6= 0;

• ∃S ;素点の有限集合 s.t.πv ≃ π′
v, ∀v /∈ S.

=⇒ π ≃ π′,すなわち A0(G)π = A0(G)π′ .

• 特にA0(G)π は不分岐素点での Hecke作用素の作用だけで決まる。
• 証明は Casselmanと Callahanによるが、GL2 × GL2 の

Rankin-Selberg積 L函数の性質を用いた拡張性のある証明が
Jacquet-Shalikaにより与えられている。
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3.標準L函数

がカスプ保型表現
カスプ保型表現 といった場合には、同型類だけでなく

加群 自体を指す。

定理 カスプ保型表現。 イデール類
指標。

積 は で絶対収束し、
についての整型函数に延びる 標準 函数 。

は の形の縦帯領域上で有界。
有限積。

は の取り方によらない。
函数等式

が成り立つ。
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3.標準L函数

π ∈ Π(G(A)1)がカスプ保型表現 def⇐⇒A0(G)π 6= 0 ⇐⇒ L0(G)π ≃ π.

カスプ保型表現 といった場合には、同型類だけでなく
加群 自体を指す。

定理 カスプ保型表現。 イデール類
指標。

積 は で絶対収束し、
についての整型函数に延びる 標準 函数 。

は の形の縦帯領域上で有界。
有限積。

は の取り方によらない。
函数等式

が成り立つ。
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• カスプ保型表現 πといった場合には、同型類だけでなく
(g∞,K∞) ×G(Afin)加群 A0(G)π 自体を指す。
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3.標準L函数

π ∈ Π(G(A)1)がカスプ保型表現 def⇐⇒A0(G)π 6= 0 ⇐⇒ L0(G)π ≃ π.

• カスプ保型表現 πといった場合には、同型類だけでなく
(g∞,K∞) ×G(Afin)加群 A0(G)π 自体を指す。

定理 4.7. π ; カスプ保型表現。χ =
⊗

v χv : A×/F× → C× ; イデール類
指標。
(i) Euler積 L(s, π × χ):=

∏
v L(s, πv × χv, ψv)は ℜs ≫ 0で絶対収束し、

s ∈ Cについての整型函数に延びる (標準 L函数)。
(ii) L(s, π × χ)は C1 < ℜs < C2, (C1 < C2)の形の縦帯領域上で有界。
(iii) ε(s, π × χ) :=

∏
v ε(s, πv × χv, ψv) ;有限積。

• ε(s, π × χ)は ψ =
⊗

v ψv の取り方によらない。
• 函数等式

L(s, π × χ) = ε(s, π × χ)L(1 − s, π∨ × χ−1)

が成り立つ。
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3.標準L函数 (2)

[証明] φ ∈ A0(G)π に対する Jacquet-Langlandsのゼータ積分を考える。

のとき、
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3.標準L函数 (2)

[証明] φ ∈ A0(G)π に対する Jacquet-Langlandsのゼータ積分を考える。

Z(s, χ, φ; g) :=

∫

A×/F×

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

のとき、
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3.標準L函数 (2)

[証明] φ ∈ A0(G)π に対する Jacquet-Langlandsのゼータ積分を考える。

Z(s, χ, φ; g) :=

∫

A×/F×

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

=

∫

A×/F×

∑

ξ∈F×

Wψ

(
φ,

(
aξ 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

のとき、
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3.標準L函数 (2)

[証明] φ ∈ A0(G)π に対する Jacquet-Langlandsのゼータ積分を考える。

Z(s, χ, φ; g) :=

∫

A×/F×

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

=

∫

A×/F×

∑

ξ∈F×

Wψ

(
φ,

(
aξ 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

=

∫

A×

Wψ

(
φ,

(
a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

のとき、
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3.標準L函数 (2)

[証明] φ ∈ A0(G)π に対する Jacquet-Langlandsのゼータ積分を考える。

Z(s, χ, φ; g) :=

∫

A×/F×

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

=

∫

A×/F×

∑

ξ∈F×

Wψ

(
φ,

(
aξ 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

=

∫

A×

Wψ

(
φ,

(
a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

ℜs≫ 0のとき、(a)Wψ(φ) =
⊗

v∈S Wv ⊗
⊗

v/∈S W
0
v ;

(b)Z(s, χv,W
0
v , gv) = L(s, πv × χv), (gv ∈ Kv).
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3.標準L函数 (2)

[証明] φ ∈ A0(G)π に対する Jacquet-Langlandsのゼータ積分を考える。

Z(s, χ, φ; g) :=

∫

A×/F×

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

=

∫

A×/F×

∑

ξ∈F×

Wψ

(
φ,

(
aξ 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

=

∫

A×

Wψ

(
φ,

(
a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

ℜs≫ 0のとき、(a)Wψ(φ) =
⊗

v∈S Wv ⊗
⊗

v/∈S W
0
v ;

(b)Z(s, χv,W
0
v , gv) = L(s, πv × χv), (gv ∈ Kv).

=
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)
∏

v/∈S

L(s, πv × χv) (unfolding)
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3.標準L函数 (3)

• ℜs≫ 0で

Z(s, χ, φ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
.

で

整型、縦帯領域上有界
指数函数に取れる

は整型で縦帯領域上有界。
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3.標準L函数 (3)

• ℜs≫ 0で
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∏
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3.標準L函数 (3)

• ℜs≫ 0で

Z(s, χ, φ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
.

整型、縦帯領域上有界
指数函数に取れる

=⇒ L(s, π × χ)は整型で縦帯領域上有界。
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3.標準L函数 (3)

• ℜs≫ 0で

Z(s, χ, φ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
.

整型、縦帯領域上有界
指数函数に取れる

=⇒ L(s, π × χ)は整型で縦帯領域上有界。
• φ ∈ A0(G)π  φ∨(g) := ωπ(det g)−1φ(g) ∈ A0(G)π∨ .
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3.標準L函数 (3)

• ℜs≫ 0で

Z(s, χ, φ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
.

整型、縦帯領域上有界
指数函数に取れる

=⇒ L(s, π × χ)は整型で縦帯領域上有界。
• φ ∈ A0(G)π  φ∨(g) := ωπ(det g)−1φ(g) ∈ A0(G)π∨ .

Z(1 − s, χ−1, φ∨;wg)

=

∫

A×/F×

ωπ(a det g)−1φ
((

a 0

0 1

)
wg

)
χ−1(a)|a|1/2−sA da×
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3.標準L函数 (3)

• ℜs≫ 0で

Z(s, χ, φ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
.

整型、縦帯領域上有界
指数函数に取れる

=⇒ L(s, π × χ)は整型で縦帯領域上有界。
• φ ∈ A0(G)π  φ∨(g) := ωπ(det g)−1φ(g) ∈ A0(G)π∨ .

Z(1 − s, χ−1, φ∨;wg)

=

∫

A×/F×

ωπ(a det g)−1φ
((

a 0

0 1

)
wg

)
χ−1(a)|a|1/2−sA da×

= ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g).
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3.標準L函数 (4)

Wψ(φ∨) =
⊗

v W
∨
v として

函数等式。
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3.標準L函数 (4)

Wψ(φ∨) =
⊗

v W
∨
v として

ωπ( det g)−1L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)
= ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g)

函数等式。
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3.標準L函数 (4)

Wψ(φ∨) =
⊗

v W
∨
v として

ωπ( det g)−1L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)
= ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g)

=Z(1 − s, χ−1, φ∨;wg)

函数等式。
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3.標準L函数 (4)

Wψ(φ∨) =
⊗

v W
∨
v として

ωπ( det g)−1L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)
= ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g)

=Z(1 − s, χ−1, φ∨;wg)

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ;wg)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

函数等式。
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3.標準L函数 (4)

Wψ(φ∨) =
⊗

v W
∨
v として

ωπ( det g)−1L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)
= ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g)

=Z(1 − s, χ−1, φ∨;wg)

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ;wg)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

ωπv
(det gv)

−1ε(s, πv × χv, ψv)
Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)

函数等式。
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3.標準L函数 (4)

Wψ(φ∨) =
⊗

v W
∨
v として

ωπ( det g)−1L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)
= ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g)

=Z(1 − s, χ−1, φ∨;wg)

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ;wg)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

ωπv
(det gv)

−1ε(s, πv × χv, ψv)
Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)

=ωπ(det g)−1ε(s, π × χ)L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)
.

函数等式。
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3.標準L函数 (4)

Wψ(φ∨) =
⊗

v W
∨
v として

ωπ( det g)−1L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)
= ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g)

=Z(1 − s, χ−1, φ∨;wg)

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ;wg)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

ωπv
(det gv)

−1ε(s, πv × χv, ψv)
Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)

=ωπ(det g)−1ε(s, π × χ)L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)
.

=⇒ 函数等式。 �

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.13/20



4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想

開コンパクト部分群
素数がレベル または を割らない

極大 部分群、
素因数が を割らないもの。

作用素

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.14/20



4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想
F = Q,K ⊂ G(Afin) ;開コンパクト部分群 s.t.detK = Ẑ×

素数がレベル または を割らない

極大 部分群、
素因数が を割らないもの。

作用素
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想
F = Q,K ⊂ G(Afin) ;開コンパクト部分群 s.t.detK = Ẑ× & Ẑ× ⊂ K.

素数がレベル または を割らない

極大 部分群、
素因数が を割らないもの。

作用素
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想
F = Q,K ⊂ G(Afin) ;開コンパクト部分群 s.t.detK = Ẑ× & Ẑ× ⊂ K.

• p ;素数がレベルK (または Γ := K ∩ SL2(Q))を割らない (p ∤ Γ )

def⇐⇒K = Kp ×Kp,

Kp ⊂ G(Qp) ;極大 cpt.部分群、Kp ⊂ G(Apfin).

素因数が を割らないもの。

作用素

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.14/20



4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想
F = Q,K ⊂ G(Afin) ;開コンパクト部分群 s.t.detK = Ẑ× & Ẑ× ⊂ K.

• p ;素数がレベルK (または Γ := K ∩ SL2(Q))を割らない (p ∤ Γ )

def⇐⇒K = Kp ×Kp,

Kp ⊂ G(Qp) ;極大 cpt.部分群、Kp ⊂ G(Apfin).

• n ∈ N ;素因数が Γ を割らないもの。f ∈Mk(Γ ).

作用素
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想
F = Q,K ⊂ G(Afin) ;開コンパクト部分群 s.t.detK = Ẑ× & Ẑ× ⊂ K.

• p ;素数がレベルK (または Γ := K ∩ SL2(Q))を割らない (p ∤ Γ )

def⇐⇒K = Kp ×Kp,

Kp ⊂ G(Qp) ;極大 cpt.部分群、Kp ⊂ G(Apfin).

• n ∈ N ;素因数が Γ を割らないもの。f ∈Mk(Γ ).

T (n)f(z) := nk/2−1
r∑

i=1

f(αi.z)j(αi, z)
k (Hecke作用素)

作用素
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想
F = Q,K ⊂ G(Afin) ;開コンパクト部分群 s.t.detK = Ẑ× & Ẑ× ⊂ K.

• p ;素数がレベルK (または Γ := K ∩ SL2(Q))を割らない (p ∤ Γ )

def⇐⇒K = Kp ×Kp,

Kp ⊂ G(Qp) ;極大 cpt.部分群、Kp ⊂ G(Apfin).

• n ∈ N ;素因数が Γ を割らないもの。f ∈Mk(Γ ).

T (n)f(z) := nk/2−1
r∑

i=1

f(αi.z)j(αi, z)
k (Hecke作用素)

Γ

(
1 0

0 n

)
Γ =

r∐

i=1

Γαi

作用素
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想
F = Q,K ⊂ G(Afin) ;開コンパクト部分群 s.t.detK = Ẑ× & Ẑ× ⊂ K.

• p ;素数がレベルK (または Γ := K ∩ SL2(Q))を割らない (p ∤ Γ )

def⇐⇒K = Kp ×Kp,

Kp ⊂ G(Qp) ;極大 cpt.部分群、Kp ⊂ G(Apfin).

• n ∈ N ;素因数が Γ を割らないもの。f ∈Mk(Γ ).

T (n)f(z) := nk/2−1
r∑

i=1

f(αi.z)j(αi, z)
k (Hecke作用素)

Γ

(
1 0

0 n

)
Γ =

r∐

i=1

Γαi

j(g, z) :=

√
det g

cz + d
, g =

(
a b

c d

)
∈ G(Q), det g > 0.
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (2)

定理 4.8 (Ramanujan-Petersson予想、Deligneの定理).
f ∈ Sk(Γ )が T (p), (p ∤ Γ )たちの同時固有函数のとき、その固有値 c(p)

は |c(p)| ≤ 2p(k−1)/2を満たす。

これをアデール群の言葉で書き直そう。

補題

� �

上の不変測度

証明のカギ：

1
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (2)

定理 4.8 (Ramanujan-Petersson予想、Deligneの定理).
f ∈ Sk(Γ )が T (p), (p ∤ Γ )たちの同時固有函数のとき、その固有値 c(p)

は |c(p)| ≤ 2p(k−1)/2を満たす。

これをアデール群の言葉で書き直そう。

補題

� �

上の不変測度

証明のカギ：

1
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (2)

定理 4.8 (Ramanujan-Petersson予想、Deligneの定理).
f ∈ Sk(Γ )が T (p), (p ∤ Γ )たちの同時固有函数のとき、その固有値 c(p)

は |c(p)| ≤ 2p(k−1)/2を満たす。

これをアデール群の言葉で書き直そう。

補題 4.9. f ∈ Sk(Γ ), p ∤ Γ .

T (p)φf (g) = pk/2−1R(Tp)φf (g) := pk/2−1

∫

Kp

�
1 0
0 p

�
Kp

φf (gxp) dxp.

dxp ; G(Qp)上の不変測度 s.t.volKp = 1.

証明のカギ：

1
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (2)

定理 4.8 (Ramanujan-Petersson予想、Deligneの定理).
f ∈ Sk(Γ )が T (p), (p ∤ Γ )たちの同時固有函数のとき、その固有値 c(p)

は |c(p)| ≤ 2p(k−1)/2を満たす。

これをアデール群の言葉で書き直そう。

補題 4.9. f ∈ Sk(Γ ), p ∤ Γ .

T (p)φf (g) = pk/2−1R(Tp)φf (g) := pk/2−1

∫

Kp

�
1 0
0 p

�
Kp

φf (gxp) dxp.

dxp ; G(Qp)上の不変測度 s.t.volKp = 1.

• 証明のカギ：G(Q)
(
p−1/2αig∞R×

+ ×K
)

= G(Q)
(
g∞R×

+ × α−1
i K

)
;

1
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (2)

定理 4.8 (Ramanujan-Petersson予想、Deligneの定理).
f ∈ Sk(Γ )が T (p), (p ∤ Γ )たちの同時固有函数のとき、その固有値 c(p)

は |c(p)| ≤ 2p(k−1)/2を満たす。

これをアデール群の言葉で書き直そう。

補題 4.9. f ∈ Sk(Γ ), p ∤ Γ .

T (p)φf (g) = pk/2−1R(Tp)φf (g) := pk/2−1

∫

Kp

�
1 0
0 p

�
Kp

φf (gxp) dxp.

dxp ; G(Qp)上の不変測度 s.t.volKp = 1.

• 証明のカギ：G(Q)
(
p−1/2αig∞R×

+ ×K
)

= G(Q)
(
g∞R×

+ × α−1
i K

)
;

∐
i α

−1
i K = K

(
1 0
0 p−1

)
K = p−1K

(
1 0
0 p

)
K, ωπ = 1.
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (3)

• T (p)は Petersson内積に関して自己随伴。=⇒ c(p) ∈ R !

一般化された 予想
既約カスプ表現のとき

不分岐主系列表現。

定理 1

定理 緩増加

予想 一般 予想 代数体

の既約カスプ表現 は緩増加表現

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.16/20



4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (3)

• T (p)は Petersson内積に関して自己随伴。=⇒ c(p) ∈ R !

一般化されたRamanujan-Petersson予想
φf ∈ A0(G)π, π ≃ ⊗

v πv ;既約カスプ表現のとき

不分岐主系列表現。

定理 1

定理 緩増加

予想 一般 予想 代数体

の既約カスプ表現 は緩増加表現
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (3)

• T (p)は Petersson内積に関して自己随伴。=⇒ c(p) ∈ R !

一般化されたRamanujan-Petersson予想
φf ∈ A0(G)π, π ≃ ⊗

v πv ;既約カスプ表現のとき
• p ∤ Γ =⇒ πp = π(χ1, χ2) ;不分岐主系列表現。

c(p)φf = pk/2−1πp(Tp)φf = p(k−1)/2(χ1(p) + χ2(p))φf .

定理 1

定理 緩増加

予想 一般 予想 代数体

の既約カスプ表現 は緩増加表現
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (3)

• T (p)は Petersson内積に関して自己随伴。=⇒ c(p) ∈ R !

一般化されたRamanujan-Petersson予想
φf ∈ A0(G)π, π ≃ ⊗

v πv ;既約カスプ表現のとき
• p ∤ Γ =⇒ πp = π(χ1, χ2) ;不分岐主系列表現。

c(p)φf = pk/2−1πp(Tp)φf = p(k−1)/2(χ1(p) + χ2(p))φf .

1. 定理 4.8⇐⇒ |χ1(p) + χ2(p)| ≤ 2;

1

定理 緩増加

予想 一般 予想 代数体

の既約カスプ表現 は緩増加表現

第 4 部 Hecke-Jacquet-Langlands理論 – p.16/20



4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (3)

• T (p)は Petersson内積に関して自己随伴。=⇒ c(p) ∈ R !

一般化されたRamanujan-Petersson予想
φf ∈ A0(G)π, π ≃ ⊗

v πv ;既約カスプ表現のとき
• p ∤ Γ =⇒ πp = π(χ1, χ2) ;不分岐主系列表現。

c(p)φf = pk/2−1πp(Tp)φf = p(k−1)/2(χ1(p) + χ2(p))φf .

1. 定理 4.8⇐⇒ |χ1(p) + χ2(p)| ≤ 2;

2. ωπ = 1 =⇒ χ1(p)χ2(p) = 1;

3. c(p) ∈ R ⇐⇒ χ1(p) + χ2(p) ∈ R.

定理 緩増加

予想 一般 予想 代数体

の既約カスプ表現 は緩増加表現
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (3)

• T (p)は Petersson内積に関して自己随伴。=⇒ c(p) ∈ R !

一般化されたRamanujan-Petersson予想
φf ∈ A0(G)π, π ≃ ⊗

v πv ;既約カスプ表現のとき
• p ∤ Γ =⇒ πp = π(χ1, χ2) ;不分岐主系列表現。

c(p)φf = pk/2−1πp(Tp)φf = p(k−1)/2(χ1(p) + χ2(p))φf .

1. 定理 4.8⇐⇒ |χ1(p) + χ2(p)| ≤ 2;

2. ωπ = 1 =⇒ χ1(p)χ2(p) = 1;

3. c(p) ∈ R ⇐⇒ χ1(p) + χ2(p) ∈ R.

定理 4.8 ⇐⇒ |χ1(p)| = |χ2(p)| = 1 ⇐⇒ πp = π(χ1, χ2) ;緩増加

予想 一般 予想 代数体

の既約カスプ表現 は緩増加表現
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4. Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想 (3)

• T (p)は Petersson内積に関して自己随伴。=⇒ c(p) ∈ R !

一般化されたRamanujan-Petersson予想
φf ∈ A0(G)π, π ≃ ⊗

v πv ;既約カスプ表現のとき
• p ∤ Γ =⇒ πp = π(χ1, χ2) ;不分岐主系列表現。

c(p)φf = pk/2−1πp(Tp)φf = p(k−1)/2(χ1(p) + χ2(p))φf .

1. 定理 4.8⇐⇒ |χ1(p) + χ2(p)| ≤ 2;

2. ωπ = 1 =⇒ χ1(p)χ2(p) = 1;

3. c(p) ∈ R ⇐⇒ χ1(p) + χ2(p) ∈ R.

定理 4.8 ⇐⇒ |χ1(p)| = |χ2(p)| = 1 ⇐⇒ πp = π(χ1, χ2) ;緩増加

予想 4.10 (一般 Ramanujan予想). F ;代数体

π ≃ ⊗
v πv ; G(AF )の既約カスプ表現 =⇒ πv は緩増加表現 ∀v
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4.逆定理
m(π) = 1となるための必要十分条件を与える。

勝手な に対しても

は で絶対収束。

定理 1

イデール類指標に対して定理 の主張を満たす：
は整型函数に解析接続される。

任意の縦帯領域上で有界。
函数等式。

はカスプ保型表現である：
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4.逆定理
m(π) = 1となるための必要十分条件を与える。

• 勝手な π ≃ ⊗
v πv ∈ Π(G(A)1)に対しても

L(s, π×χ) :=
∏

v

L(s, πv×χv), L(s, π∨×χ−1) :=
∏

v

L(s, π∨
v ×χ−1

v )

は ℜs≫ 0で絶対収束。

定理 4.8.
π ≃ ⊗

v πv ∈ Π(G(A)1) with (a)dimπv = ∞ at∀v, (b)ωπ|F× = 1.
∀χ : A×/F× → C× ;イデール類指標に対して定理 4.6の主張を満たす：

(i) L(s, π × χ)は整型函数に解析接続される。
(ii) 任意の縦帯領域上で有界。

(iii) L(s, π × χ) = ε(s, π × χ)L(1 − s, π∨ × χ−1) ;函数等式。
=⇒

πはカスプ保型表現である：m(π) = 1.
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4.逆定理 (2)

[証明] π Wψ(π) ; Whittaker模型。

に対して

右辺の和は広義一様絶対収束し、緩増加函数を定める。
左 不変。

定数項は消えている。

が 不変 不変 であることが問題。
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4.逆定理 (2)

[証明] π Wψ(π) ; Whittaker模型。W ∈ Wψ(π)に対して

φW (g) :=
∑

ξ∈F×

W
((

ξ 0

0 1

)
g
)

.

=⇒

右辺の和は広義一様絶対収束し、緩増加函数を定める。
左 不変。

定数項は消えている。

が 不変 不変 であることが問題。
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4.逆定理 (2)

[証明] π Wψ(π) ; Whittaker模型。W ∈ Wψ(π)に対して

φW (g) :=
∑

ξ∈F×

W
((

ξ 0

0 1

)
g
)

.

=⇒
• 右辺の和は広義一様絶対収束し、緩増加函数を定める。

左 不変。
定数項は消えている。

が 不変 不変 であることが問題。
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[証明] π Wψ(π) ; Whittaker模型。W ∈ Wψ(π)に対して

φW (g) :=
∑

ξ∈F×

W
((

ξ 0

0 1

)
g
)

.

=⇒
• 右辺の和は広義一様絶対収束し、緩増加函数を定める。
• φW : B(F )R×

+\G(A) → C ;左 B(F )不変。
• (φW )B = 0 ;定数項は消えている。

φW が G(F )不変 (⇔ w不変)であることが問題。
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4.逆定理 (3)

仮定から

Z(s, χ, φW ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
;整型函数の等式

特に のとき、
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仮定から

Z(s, χ, φW ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
;整型函数の等式

特に ℜs≫ 0のとき、

Z(1 − s, χ−1, φ∨W ;wg) = L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ;wgv)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )
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仮定から

Z(s, χ, φW ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
;整型函数の等式

特に ℜs≫ 0のとき、

Z(1 − s, χ−1, φ∨W ;wg) = L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ;wgv)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

= L(1 − s, π∨ × χ−1)ω−1
π (det g)

∏

v∈S

ε(s, πv × χv, ψv)
Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
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4.逆定理 (3)

仮定から

Z(s, χ, φW ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
;整型函数の等式

特に ℜs≫ 0のとき、

Z(1 − s, χ−1, φ∨W ;wg) = L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ;wgv)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

= L(1 − s, π∨ × χ−1)ω−1
π (det g)

∏

v∈S

ε(s, πv × χv, ψv)
Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)

= ω−1
π (det g) L(s, π × χ)

∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)

Z(s, χ,W ; g)
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4.逆定理 (3)

仮定から

Z(s, χ, φW ; g) = L(s, π × χ)
∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
;整型函数の等式

特に ℜs≫ 0のとき、

Z(1 − s, χ−1, φ∨W ;wg) = L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏

v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ;wgv)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

= L(1−s, π∨×χ−1)ω−1
π (det g)

∏

v∈S

ε(s, πv×χv, ψv)
Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)

= ω−1
π (det g)L(s, π × χ)

∏

v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)

= ω−1
π (det g)

∫

A×/F×

φW

((
a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×.
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4.逆定理 (4)

ℜs≪ 0とする。

の定義積分は絶対収束。

これらと次の補題から は 不変。

補題 連続。
変換 は で絶対収束。

は任意の縦帯領域で有界な整型函数 に解析接続。
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= ωπ(det g)−1

∫
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4.逆定理 (4)

ℜs≪ 0とする。 =⇒ Z(1 − s, χ−1, φ∨W ;wg)の定義積分は絶対収束。
∴ Z(1 − s, χ−1, φ∨W ;wg)

= ωπ(det g)−1

∫

A×/F×

φW

(
w

(
a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×.

これらと次の補題から φW は w不変。

補題. ϕ± :→ C ;連続。
1. ∃C > 0 s.t. Fourier変換 ϕ̂±(s)は ±ℜs > C で絶対収束。
2. ϕ̂±(s)は任意の縦帯領域で有界な整型函数 ϕ̂(s)に解析接続。

=⇒ ϕ+ = ϕ−.
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