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Introduction 1

ガウス型行列集団は, 各成分がガウス分布に従っているランダム行列であ
り, 変換の不変性に基づいて,

ガウス型直行行列集団 (GOE),

ガウス型ユニタリ行列集団 (GUE),

ガウス型シンプレクテック行列集団 (GSE)

の３つに分類されている.
サイズ N × N のガウス型行列集団の固有値分布:

mN
β (dxN) =

1

Z

∏
1≤i<j≤N

|xi − xj |β exp

{
−β

4

N∑
i=1

|xi |2
}

dxN

GOE⇒ β = 1, GUE⇒ β = 2, および GSE ⇒ β = 4.
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Introduction 2

Wigner’s theorem Under mN
β , β = 1, 2 and 4

1

N

N∑
j=1

δxj/
√

N ⇒ 1

2π

√
4 − x2dx , N → ∞ in law

Bulk scaling
xj = yj/

√
N ⇐⇒ yj =

√
Nxj

In general for θ ∈ (−2, 2)

xj = θ
√

N + yj/
√

N ⇐⇒ yj =
√

N(xj − θ
√

N)

Soft edge scaling

xj = 2
√

N + yjN
−1/6 ⇐⇒ yj = N1/6(xj − 2

√
N)
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Introduction 3

Bulk scaling limit µN
sin,β : mN

β の下での {
√

Nxj}n
j=1 の分布

µN
sin,β ⇒ µsin,β, N → ∞

Soft edge scaling limit µN
Ai,β : mN

β の下での N1/6(xj − 2
√

N) の分布

µN
Ai,β ⇒ µAi,β, N → ∞

β = 2 のときはそれぞれ

（正弦核） Ksin,2(x , y) =
sin{π(x − y)}

π(x − y)
,

（エアリー核） KAi,2(x , y) =
Ai(x)Ai′(y) − Ai′(x)Ai(y)

x − y
,

を相関核とする行列式点過程（DPP）である. ここで Ai はエアリー関数
であり Ai′ は, その微分である.
β = 1, 4 の時は、四元数行列式点過程である.
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Configuration space

R 上の（番号付けのない）粒子の配置空間 :

M = M(R) =
{

ξ(·) =
∑
j∈I

δxj (·) : ξ(K ) < ∞, ∀K ⊂ R compact
}

M は漠位相のもとで完備可分距離空間（Polish space）.
多重点をもたない配置の空間は, 集積点をもたない集合と対応する：

M0 =
{

ξ ∈ M : ξ({x}) = 1, ∀x ∈ supp ξ
}

=
{
{xj} : ]{j : xj ∈ K} < ∞, ∀K compact

}
.

配置の集合 X ⊂ M

X が relative compact ⇔ sup
ξ∈X

ξ(K ) < ∞, ∀K ⊂ R compact
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Dirichlet forms

ある ` ∈ N に対して, R` 上の多項式 Q と R 上のコンパクトな台をもつ
滑らかな関数 φk , k = 1, . . . , ` により

f (ξ) = Q (〈φ1, ξ〉, 〈φ2, ξ〉, . . . , 〈φ`, ξ〉)

と表される関数 f を M 上の多項式いう. ここで 〈φ, ξ〉 =
∫

Rd φ(x)ξ(dx)
である. M 上の多項式全体の集合を P とおく. f , g ∈ P に対して

Eµ(f , g) =
1

2

∫
M

∑
x :ξ({x})>0

∂f (ξ)

∂x

∂g(ξ)

∂x
µ(dξ),

と定義する. µ? = µsin,β, µAi,β, β = 1, 2, 4 のとき (Eµ? ,P)　は, 可閉で
あり, 閉包は準正則ディリクレ形式であり, 対応する拡散過程 (Ξ?,Pξ) が
存在することが示されている. (0sada: CMP1996, SPA2013)
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Theorem 1

X(t) を ΞAi,β に番号付けして得られる RN 値連続確率過程：

ΞAi,β(t) =
∑
j∈N

δXj (t)

厳密な構成は、番号付けのある有限粒子と番号付けのない無限粒子から
なる確率過程の列による. (Osada:JMSJ2010)
本講演の主定理は,次の結果である.

定理１ ([Osada-T 2014]) β = 1, 2, 4 のとき X(t) = (X1, X2, . . . ) が次の
無限次元確率微分方程式 (ISDE)の唯一の強解である:

dXj(t) = dBj(t)+ lim
L→∞

{
β

2

∑
k 6=j ,|Xk(t)|<L

1

Xj(t) − Xk(t)
−

∫
|x |<L

ρ̂(x)dx

−x

}
dt,

ここで ρ̂(x) = 1
π

√
−x1(x < 0) であり、 Bj(t), j ∈ Nは, 独立な 1次元標

準ブラウン運動である.
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Bulk scaling limit case との比較
X(t) を Ξsin,β(t) に番号付けして得られる確率過程とする。 β = 1, 2, 4
のとき X(t) が次の無限次元確率微分方程式 (ISDE)の唯一の強解である
(Osada:PTRF2012 + Osada-T:preprint2014)

dXj(t) = dBj(t) + lim
L→∞

β

2

∑
k 6=j ,|Xk (t)|≤L

1

Xj(t) − Xk(t)

 dt,

主定理での Soft edge scaling の ISDE

dXj(t) = dBj(t)+ lim
L→∞

{
β

2

∑
k 6=j ,|Xk(t)|<L

1

Xj(t) − Xk(t)
−

∫
|x |<L

ρ̂(x)dx

−x

}
dt,
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Theorem 2

µAi,2 を平衡分布とする可逆確率過程は, 拡張されたエアリー核を多時刻
相関関数とる行列式点過程としても構成されている (Johansson03,
Prähofer-Spohn02, Katori-T07). この確率過程を (Ξ̂Ai,2(t), P) とおく.

定理２ (Ξ̂Ai,2(t), P) に番号付けして得られる確率過程を X̂ とおく.　
X̂ は、ISDE

dX̂j(t) = dBj(t)+ lim
L→∞

{
β

2

∑
k 6=j ,|bXk (t)|<L

1

X̂j(t) − X̂k(t)
−

∫
|x |<L

ρ̂(x)dx

−x

}
dt,

をみたす. そして
(Ξ̂Ai,2(t), P) = (ΞAi,2,PµAi,2)

が確率過程の分布の意味で成立する. ここで Pµ(·) =
∫
M µ(dξ)Pξ(·).

この定理の 2つめの主張は, 次の講演で議論される ISDEの解の一意性か
らみちびかれる.
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対数微分
µ1(dxdη) = ρ(x)µx(η)dx : 1-Campbell measure
µx(·) = µ(· − δx |ξ(x) > 0) : Palm 測度 ρ(x) : 一次の相関関数

定義（対数微分）dµ ∈ L1
loc(R × M) が µ の対数微分であるとは∫

R×M
∇x f (x , η)dµ1(x , η) = −

∫
R×M

f (x , η)dµ(x , η)dµ1(x , η)

が ∀f ∈ C∞
0 (R) ⊗ P に対して成り立つことである.

定理 (Osada PTRF 2012):
µ が準ギッブス分布　＋　対数微分 dν の存在　＋ ε
の下で、番号付けされた確率過程 X が構成でき、次に ISDE をみたす。

dXj(t) = dBj(t) +
1

2
dµ(Xj(t),

∑
k= 6=j

δXk (t))dt.
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Soft-edge scaling での有限粒子系の分布：

1

cN
hN(x)2 exp

{
− 1

2

N∑
j=1

|2
√

N + n−1/6xj |2
}

この分布に対応する番号付けされた粒子系がみたす SDE:

dXN
j (t) = dBj(t) −

(
N1/3 +

XN
j (t)

N1/3

)
dt +

∑
1≤k≤N

k 6=j

1

XN
j (t) − XN

k (t)
dt,

ρN(X ) = N1/3ρsemi (N
−2/3x + 2) と半円分布の密度関数を Soft-edge

scaling　を用いたとき

ρN(X ) → ρ̂(x), N → ∞,

∫
R

ρN(x)dx = N1/3

有限系の対数微分が無限系の対数微分に収束することにより ISDE のド
リフト部分を決定する.
Hideki Tanemura (Chiba univ.) () ISDE Airy

2014 年度日本数学会 (September 25, 2014) 11
/ 17



. . . . . .

積率母関数と相関関数
M-値過程 Ξ(t) の多時刻分布の積率母関数

Ψ(t1,...,tM)(f1, . . . , fM) = Ψt(f) = E

[
exp

{ M∑
m=1

∫
R

fm(x)Ξ(tm, dx)
}]

(1)

0 ≤ t1 < t2 < · · · < tM , f = (f1, f2, . . . , fM) ∈ C0(R)M .
この積率母関数は、相関関数の母関数として表すと次のようになる：

Ψt(f) =
∑

aaa Nm≥0,
1≤m≤M

∫
QM

m=1 RNm

M∏
m=1

{
1

Nm!
dx

(m)
Nm

Nm∏
i=1

χm

(
x

(m)
i

)}

×ρξ

(
t1, x

(1)
N1

; . . . ; tM , x
(M)
NM

)
,

ここで χm(·) = efm(·) − 1 であり ρξ(. . . ) が 多時刻相関関数.
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行列式過程
M-値過程 Ξ(t) が行列値過程 であるとは、 積率母関数 が Fredholm 行
列式

Ψt[f] = Det
(s,t)∈{t1,t2,...,tM}2,

(x ,y)∈R2

[
δstδx(y) + K(s, x ; t, y)χt(y)

]
, (2)

で表せることである. また同値であるが、多時刻相関関数が

ρ
(
t1, x

(1)
N1

; . . . ; tM , x
(M)
NM

)
= det

1≤j≤Nm,1≤k≤Nn
1≤m,n≤M

[
K(tm, x

(m)
j ; tn, x

(n)
k )

]
.

で表せると言うこともできる. ここで K は、確率過程 Ξ(t) の相関核 と
呼ばれる関数である.
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The 拡張された正弦核
(3) The bulk scaling limit:

KN

(
2N

π2
+ s, x ;

2N

π2
+ t, y

)
→ Ksin(s, x ; t, y), N → ∞,

Ksin(s, x ; t, y)

=



∫ 1

0
du eπ2u2(t−s)/2 cos{πu(y − x)} if t > s

sin π(x−y)
π(x−y) = Ksin(x , y) if t = s

−
∫ ∞

1
du eπ2u2(t−s)/2 cos{πu(y − x)} if t < s.

x , y ∈ R.
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The 拡張されたエアリー核
(5) The soft-edge scaling limit: Let fN(u) = 2N2/3 + N1/3u − u2/4.

KN

(
N1/3 + s, fN(s) + x ; N1/3 + t, fN(t) + y

)
→ KAi(s, x ; t, y), N → ∞.

KAi(s, x ; t, y) ≡



∫ ∞

0
du e−u(t−s)/2Ai(u + x)Ai(u + y) if t > s,

Ai(x)Ai′(y) − Ai′(x)Ai(y)

x − y
if t = s,

−
∫ 0

−∞
du e−u(t−s)/2Ai(u + x)Ai(u + y) if t < s,

x , y ∈ R.
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有限系
Bulk scaling での有限粒子系の分布：

1

cN
hN(x)2 exp{−ρ|x|2

2N
}.

この分布に対応する番号付けされた粒子系がみたす SDE:

dXN
j (t) = dBj(t) −

ρ

2N
XN

j (t)dt +
∑

1≤k≤N
k 6=j

1

XN
j (t) − XN

k (t)
dt,

有限系の対数微分が無限系の対数微分に収束することにより ISDE のド
リフト部分を決定する.
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Thanks

Thank you for your attention!

Hideki Tanemura (Chiba univ.) () ISDE Airy
2014 年度日本数学会 (September 25, 2014) 17

/ 17


