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流れ問題の有限要素スキーム

1. 計算手法の誤差評価

2. 大規模化への対応
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1.計算手法の誤差評価
熱対流問題

T-ITOH (2003), TABATA-T (2005).

境界上の熱収支への応用
T(2007).



  

熱対流問題: ガラス溶融炉計算例

電極挿入の有無による, ガラス溶融炉内部の温度分布の違い 
(上段 : 電極有り; 下段: 電極無し)



  

熱対流問題: 定式化

0

T

t

Ω

Γ u=uD ,
θ=θD .

∂tu+(u⋅∇ )u
−2∇⋅[ν(θ)D(u ) ]+∇ p−β(θ )θ=f,

∇⋅u= 0,
∂tθ+u⋅∇θ−∇⋅(κ(θ )∇θ )=g.

u=u0 ,θ=θ0 .

u,p,θ.



  

熱対流問題: 有限要素空間

3次元 (2次元) 解析領域を4面体 (3角形) 分
割した場合を考える. 

DOF

–圧力場 & 物理係数:
P1 要素

–流速場 & 温度場:
P2 要素



  

熱対流問題: 誤差評価

TABATA & T (2005)

∣∣u−uh∣∣, ∣∣θ−θh∣∣

≤c (Δt+h2) ,

∣∣p−ph∣∣≤c Δt−1/2
(Δt+h2)

Δt : 時間刻み, 　 : 要素最大直径.h

⇒   ∣∣p−ph∣∣≤c(Δt+h2)流れが “滑らか”

Δt=ch2 ⇒   ∣∣p−ph∣∣≤ch



  

熱対流問題: 誤差評価の確認

Δt=ch2
ある検証問題における誤差の収束の様子.    の2乗に比例して相
対残差が収束している様子が分かる. ただし                とした.

h



  

境界流束の計算: 熱収支の計算 [1/3]

Ω∂tu+(u⋅∇ )u
−2∇⋅[ν(θ)D(u ) ]+∇ p−β(θ )θ=f,

∇⋅u= 0,
∂tθ+u⋅∇θ−∇⋅(κ(θ )∇θ )=g.

u=uD ,  θ=θD .
Γ2原料流入境界

τ(u,p,θ)=0,
∂nθ=0 .

Γ0 原料流出境界

u=0,  ∂nθ=0 .Γ3 炉壁境界

u⋅n=0,  θ=θD .Γ1 自由表面境界

Γ3 炉壁境界



  

境界流束の計算: 整合流束法の導入 [1/2]

OE:=∫θu⋅n ds

OEh
n:=−∫Dτθh

n φOh
dx+∫(uh

n−1⋅∇ )φOh
θh

n dx

−∫∇θh
n⋅∇φOh

dx+∫ f n φOh
dx

適当な試験関数を採用することで,境
界積分を領域積分での評価に変換

=−∫∂tθ φO dx+∫(u⋅∇ )φOθ dx

−∫ ∇θ⋅∇φO dx+∫ f φO dx



  

境界流束の計算: 整合流束法の誤差評価

Δt : 時間刻み, 　 : 要素最大直径.h

T (2007)

∣∣OE−OEh∣∣≤c Δt−1/2
(Δt+h2)

変数係数 (温度, 空間, 時間依存)

定数係数/変数係数 (空間依存)

∣∣OE−OEh∣∣≤c (Δt+h2)

Δt=ch2 ⇒   ∣∣OE−OEh∣∣≤ch
⇒   ∣∣OE−OEh∣∣≤c(Δt+h2)解が “滑らか”



  

境界流束の計算: 誤差評価の確認

ある検証問題における抗力の数値計算. 境界近傍
での物体周りの流れが “複雑な場合” を考えてい
る. このとき, 定義通り境界積分 (Boundary 
Integral) を用いるよりも整合流束法 (Consistent 
Flux) を用いた方が, 精度および誤差の収束次数が
より良くなっていることが分かる.

CD :=∫τ(u,p)⋅m U ds

=−∫ ∂tu vD dx−∫(u⋅∇ ) u vD dx

−
2
Re

∫D(u )⋅D(vD ) dx+∫pdiv vD dx

+∫ f vD dx
with  vD=m U   on  ΓG ,   vD=0  on  ΓC ,
        m U:  unit vector along with U .

ΓGG

ΓCΩU



  

境界流束の計算: 整合流束法の利点

1.熱の流入・流出の他にも, 抗力・揚力など境界

積分で定義された様々な物理量に対して, 領
域積分による再定義 が可能.

2.境界積分を用いたときと比較して, 収束次数
を “最適に” 保つ誤差評価 が可能.

3 .有限要素法を用いている場合, 領域積分には既
に得られている近似方程式の係数行列を流用で

きるため, 計算コストの削減  が可能.
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2.大規模化への対応
移流拡散問題やNavier-Stokes方程式
に対する反復型領域分割法の導入

Yagawa & Shioya (1993)
Kanayama, T & Chiba (2006)



  

Ω

Γ

(u⋅∇ )u−2∇⋅[νD(u) ]+∇ p=f,
∇⋅u=0 .

:u=uD

Navier-Stokes方程式: 定式化

D(u ):=
1
2

(∇ u+ ∇ uT ); strain-rate tensor .

u :Ω→Rd ; velocity,
p :Ω→R; pressure,
ν: Ω×R→R; physical coefficients,

Ω , Γ; domain ( in Rd , d=2, 3 ) and its boundary, f :Ω →Rd; force,
uD :Γ→Rd ; boundary velocity,



  

Navier-Stokes方程式: 2領域問題

Ω(1 )

γ12

Ω(2 )
u(1 )=uD

(1)

Γ(1 )

Γ(2 ) u(2 )=uD
(2)

n(1 )
n(2 )

u(1 )=u(2) ,
τ(u(1 ) ,p(1)

)⋅n(1)=τ(u(2) ,p(2 )
)⋅n(2 )

(u(1 )⋅∇ )u(1 )−2∇⋅[νD(u(1 )) ]

+∇ p(1)=f (1 ) ,
∇⋅u (1 )

=0.

(u(2 )⋅∇ )u(2 )−2∇⋅[νD(u(2 )) ]

+∇ p(2)=f (2 ) ,
∇⋅u (2 )

=0.



  

Navier-Stokes方程式: 人工境界問題

(
A II

(1 ) O AIB
(1 )

O A II
(2 ) AIB

(2 )

ABI
(1 ) ABI

(2 ) ABB
)(
x I

(1 )

x I
(2 )

xB
)=(

f I
(1 )

f I
(2 )

fB
) I: Corresponding to Inner DOF,

B : Corresponding to Interface DOF .

K :=ABB−∑
i=1

2

ABI
( i) {AII

( i )}
−1
AIB

( i ) ,   g :=f B−∑
i=1

2

ABI
( i ) {A II

( i) }
−1
f I
( i) .

Ax =f有限要素方程式有限要素方程式

KxB=g人工境界問題人工境界問題

部分領域および人工境界

ごとに番号付けを整理

人工境界上にない

自由度を消去

Ω(1 )

γ12

Ω(2 )
u(1 )=uD

(1)

Γ(1 )

Γ(2 ) u(2 )=uD
(2)

n(1 )
n(2 )

u(1 )=u(2) ,
τ(u(1 ) ,p(1))⋅n(1)=τ(u(2) ,p(2 ))⋅n(2 )

(u(1 )⋅∇ )u(1 )−2∇⋅[νD(u(1 )) ]

+∇p(1)=f (1 ) ,
∇⋅u (1 )

=0.

(u(2 )⋅∇ )u(2 )−2∇⋅[νD(u(2 )) ]

+∇ p(2)=f (2 ) ,
∇⋅u (2 )

=0.



  

Navier-Stokes方程式: 人工境界問題

KxB=g人工境界問題人工境界問題

AII
( i )x I

( i )=f I
( i)−A IB

( i )xB部分領域問題部分領域問題

x:={
x I

(1 ) in  Ω(1 ) ,

x I
(2 ) in  Ω(2 ) ,

xB on  γ12 .}解の再構成解の再構成

求まったXBを人工境界上の条

件として部分領域問題を確定

部分領域ごとに解を求め, これを利

用して元の1領域問題の解を構成

Ω(1 )

γ12

Ω(2 )
u(1 )=uD

(1)

Γ(1 )

Γ(2 ) u(2 )=uD
(2)

n(1 )
n(2 )

u(1 )=u(2) ,
τ(u(1 ) ,p(1))⋅n(1)=τ(u(2) ,p(2 ))⋅n(2 )

(u(1 )⋅∇ )u(1 )−2∇⋅[νD(u(1 )) ]

+∇p(1)=f (1 ) ,
∇⋅u (1 )

=0.

(u(2 )⋅∇ )u(2 )−2∇⋅[νD(u(2 )) ]

+∇ p(2)=f (2 ) ,
∇⋅u (2 )

=0.



  

まとめ  

流れ問題の数値解析

1.計算手法の誤差評価の整備

2.大規模化への対応
　→反復型領域分割法
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