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1．M3蓑轟伽6rems

　　　In　our　previous　paper　［1］，　we　defined　and　studied　“poly－Bernoulli　numbers”

which　generalize　the　classical　Bernoulli　numbers．　As　a　continuation，　we　present　here

two　results，　one　of　which　is　a　further　investigation　of　Clausen－von　Staudt　type

theorem　that　was　treated　only　in　“di－Bernoulli”　case　in　［1］，　the　other　being　a

combinatorial　closed　formula　for　negative　index　poly－Bernoulli　numbers．

　　　Pdy－Ber益◎慧蟻！羅搬bersβ轟幻（遅＝◎，1，2，・・うare　de倉難ed　fbr　each　i益重egerんby

the　generatifig　series

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘ll’i｛lfil－1［！k‘！，gx　’：，S，　B‘k’　一litf’

where　Lik（z）　＝＝　2．co．，　iliTI，　Table　of　values　of　BSk）　for　small　k　and　n　will　be　giveR　at　the

e識d◎f毛he　papeL　I益田，　we◎b重ai簸ed鋤expl圭cit　fbr鑓ぬ薮）rβ辞）：
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wh　
o溺｝i・an沁t・騨e繍t◎a・th・S舳9盤umb…f重h…c◎ndkindぐ・Sti・薮ng

s慧bset総umbef’i鍛K鰍th’s｛ermi薮ol（）gy，　we　ad◎μhis難αa重io難［2］），

　　　Let　p　be　a　prime　number．　First　of　all，　it　is　clear　from　the　above　formula　（1）

that　the　BAk）　is　p－integral　when　p　is　larger　than　n十1．　Our　first　theorem　gives　an

information　on　the　p一一part　of　B：k）　for　p　s　n　十　1．

　　　THEoREM　1（Clausen－von　Staudt　type　theorem）．　Assume　k　22．　Let　p　be　a　prime

number　sattsiン切9丸十2≦；ρ≦躍十1．

　　　（i）伽≡Om◎dψ一D，伽遅〆β毒幻ま3η一眠。∫耀9ε7認澱顔83

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pkBEk｝i1：一1　modpZ．．

　　　（ii）　lf　n　I　O　mod（p一一1），　then　p　k”BE”）　is　a　p－adic　integer．　lt　satisLfies
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　　　　REMARK　1，　That　the　pk－iB£k）（p一一一コ口n）　and　pkB：k｝（p－lln）　are　p－integral

（ん十2≦p）has　a垂s◎been　ob綴h｝ed　i鉛epe登de搬韮y　by　R◎ber沁Sa簸chcz－Peregr量簸◎量薮

［3］．

　　　　2．　lf　n　f　O，　1　mod（p－1），　the　congruence　in　（ii）　may　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BEi）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三一iBlk）≡（　t躍一一n）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　modpZ．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

where　n’　is　a　unique　integer　with　n’En　modp一一1　and　1〈n’〈p．　Actually，　it　was

shown　in　［1］　the　congruence

　　　　　　　　　　　　　　　　！＝1／il［L）　［plli］E（n一一n’）21iStl－i）　mcdpz，

if　n　f　O，　1　mod（p　一一一　1）　（the　assumption　made　there　that　n　being　even　can　be　loosened

to　the　present　one）．

　　　　3．　When　p＞n十1，the　formula（1）shows　that　the　ceRgruence　B：k）111　BAk’｝modp

h◎lds　fbr　any撤egersんandん’satis劔ingん畝’mod（P－1）．

　　　The　number　BAk）　is　a　positive　integer　when　k　is　non－positive．　Our　second　theorem

is　a　closed　formula　（which　is　completely　different　from　（1））　for　this　integer，

　　　THEoREM　2（Closed　fbrmula）．凡｝アαηアn，ん≧0，肥乃αvθ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BA一・Lm嘗産’（ノ！）・側｛留・

　　　REMARK．　This　formula　gives　another　proof　of　the　symmetry　BE　mu　k）＝BE　ev　n）

mentioned　in　［1］．

　　　The　proofs　of　Theorems　1　and　2　will　be　given　in　g　2　and　g　3　respectively．

　　　　　　　　　　　　　　　2．　Proof　ofα鋤se難一vo簸St鋤dt　type　theorem

　　　　Let　k）2　and　p　be　a　prime　number　satisfying　k十2sp　s　n十　1．　To　prove　Theorem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一D・m！穏。

1，　we　estimate　the　p－order　of　each　summand　一 ＝v．」i　nV＋i），’Z”　ifi　（1），　which　we　denote

hereafter　by　bAk＞（m）．　We　prove　（i）　and　（ii）　simultaneously．　The　p－order　of　an　integer

a　is　denoted　by　ord，（a）　with　the　convention　erd，（pt）＝t．　Write　m十1＝ap　e，

（a，　p）＝＝　1，e｝）e．　lf　e＝e，　then　bEk）（m）　is　p－integral．　We　caR　igRore　this　term，　because

by　th・・ssumμi酸2w・have〆輝・（咋◎m・dpZ，・Since鶴i…撤・g・ち



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0轟P◎玉y－3er糞ou董li臨搬be罫s　　　　　　　　　　16韮

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　曜・（吻）≧・嬬（　m！（m　＋　1）k）・

First，　assumeε≧2。　We　show　that　p　kわlk）伽）≡O　modpZp　and　moreover〆一iblk）伽）≡O

m・dpZ，if・≠◎m◎d（P－D・U・i益9・・姻一Σノご・［欝｝w・hav・

　　　　　　　　　　・・d・儲）、）一ゑ［多］一ek

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧［：］一・ん樗1］卿・一1－1一・ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）pe－1－ek＝（1＋p－1）eTi－1一一ek

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧1＋（e－1）（P－1）一レek＝（e－1）ψ一1）一一・ek

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）（e一一1）（k÷1）一ek　：一k＋e－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧一た十1．

Thu・w・g・
ｩ（回心！1）、）≧一た＋茎・薮d・・〆一’blk・（海）i・醜・・LH…e〆bl幻伽）≡・

modpZ，．　lf　any　one　of　the　above　inequalities　is　strict　（i．e．　‘〉’），　then　we　get

〆一1わ1幻伽）≡OmodpZρ．　Then　only　case　when　the　equalities　hold　everywhere　is　when

ε＝2，溺十茎＝〆，繍dp＝　k十2．　h｝thi§case，　the　fb難◎wi難g　le澱搬a（es・＝p）i搬phes

pknyibAk）（m）EOmodpZ，　if　nfOmod（p一一一1）．

LEMMA．

／．pn－i］

Proof．

If　m　＝＝　ap　一　1，

　　　　　　xap－1

　　　　（1　一xp－i）a

（we　have　used　（1－x）（1－2x）”・（1一（p－1）x）E1－x

◎b重al捻毛he董e搬拠a。

　　　Now　suppose　e　＝1　（m　＝　ap　一　1），　lf　a　2　3，　then　p　2

Let　n　and　aわe　n伽ral〃u〃1わers．〃セ加vε伽coη97㍑η6ε

Use　the　following　formula　for　a　generating　function　of／　X　］　（［4，　（7．47）］）：

　　　　　　　萬｛k］x・一（1－x）（レ器…（1＿プ　　（2）

the　right－hand　side　of　this　formula　is　congruent　modulo　p　to

一κ一
?i∵）x一・一乱（鵬1）xa一一一1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P－imod　p）．　Putting　a＋i一一nv　c，　we

i（ap　一　1）！．　Hence　ordp　（J（1．flYfii＋！i）k　）　〉
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一一
�¥1，from　which　fbllows〆一iblk）（m）曇OmodρZp．　Ifα＝2，　then　ordp伽！）諾land

・嬬（　m！伽＋1）、）一レ丸・H・登ce・鳩（b：k・伽））一陥・・d・（鶴）a登d・・〆bA紛伽）藁◎

m・dpZ。・If〃≠1m・d（P一一　1）・・w・・ee丘・mth・ab・v・1・mm・（a－2）th・t｛2∴1ト・

modp．　From　this　we　have　pk”b：k）（m）＝一〇mod　pZ，　if　n＃lmed（p一一i）．　lf　n　1ma　l

mod（p－1）　and　n＝1十e（p－1）　with　e；2r　2　（c＝1　cannet　occur　because　n；z　m），　then

we　see　by　the　lemma　that　［2pn－i］＝一。一一1s＝　一nmodp．　From　this，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一　1）2p　一　i（2p　一一一一　1）！／　2pn一　1／

　　　　　　　　　　　　　　　〆“’bl幻（瑚ヲト1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2P）髭

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SyS／t　modpz，．

Finaiiy，　the　case　a　＝i　（m　＝　p一一　i）　gives　us　b：k）（m）＝　．！e：’：一llillitellLlli）！／，p－i］．　From　the　iemma，　we

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

have
mpZl］iOmodpifnfOmod（p－1）andthuspk－ibAk）（m）1E一：i；［plli］modpZ，，

If一・卿一1脚｛ρ三霊｝≡蜘and〆bSk）（瑚…一瞬ZグS　mingup・

and　noting　the　factor（一1）”　before　thc　summation　in　（1）　（also　note　n　is　odd　if　n　ma　l

mod（p－1）），　we　obtain　the　theorem，

　　　　　　　　　　　　　3．　Proof　of　the　closed　formula　for　negative　index

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　po蓋y噛Bemoum　m髄mbers

　　　　In　this　section　we　prove　Theorem　2．　ln　the　ceurse　of　our　proef，　we　obtaiR

　　　I》ROPOS茎丁霊ON．　　Foアζ冨11η〉◎，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（一蓋ソBA＝1L◎．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝　O

　　　ExAMP・LE，　B豊。）一Bl　1）十Bδ一2）＝1－2十i＝0，　BEo）一B玉一2｝十B玉『2Lβ「3｝十

B6一‘）　＝1一一一8十14－8十1＝O，　etc．

　　　This　is　trivial　when　K　is　odd　because　ef　the　symmetry　mentioned　in　the　remark

after　the　theorem．

　　　1簸order給pr◎ve毛he出e◎rem，　we　ca至。縫蓋ate重h¢ge織era翻g　f撒。塾io難
Σ；嚢＿◎Σ匙◎瑳『k）κ”ノof　BA一山）in　the　following　f（）rm：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣΣBA一k）x”yk一ΣP」（x）P」（y），　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝Okニ0　　　　　　ノ＝O

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　Pノω一（1－x）（1－2詔1峯（1一（ノ＋1）xプ

Once　we　establish　this，　the　theorem　fbllows　by　equating　the　coefncients　of　both　sides，

because　we　have　by　the　f（）rm慧捻（2）i簸§2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　小）一ノ！愚翻κ・・　　（4）

Put　the　left－hand　side　of（3）；B（x，　y）．　Using（1）we　have

　　　　　　　　　BM一晶（（一1）・　．£e（一1）mM！矯伽＋1）・）xy

　　　　　　　　　　　　　　　一ゑ（一子一1）隔鵯ノ、量。（畔

　　　　　　　　　　　　　　　一．S。（一1）・溺！蕊（一1骨・i一（蕩＋1）y・　（5）

Here　we鱗se（2）重（）get

　　　　　　　　　　　　BM一．S。（1＋x）（1＋2x）．響綱（レ伽＋1）y）・

The　proposition　fbUows　from　this．’ mamely，　puttingア・・一x　gives

　　　　　　　　　　Bい）一。S，（1＋融）．。・姿；船町（1＋（醐

　　　　　　　　　　　　　　　　　説（嗣）！x　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　拠一1（1十x）…（1＋臓）

　　　　　　　　　　　　　　　　　一ゑ（一1）・（一1）！萬鶴←1）・x・一・（by（2））

　　　　　　　　　　　　　　　　　一ゑ←1）n（Σ（一1）海伽一1激＝1）！／k｝）x・一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝1　　　（by［4，（6」6）］），

while　by　definition
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　の
　　　　　　　　　　　B（x，一x：）一ΣΣ（一1）kBS一配）xn＋k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　霧；◎え＝（｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一思（Σ（1ソβ仁？1＝e）xn（・＋k一細・

and　hence　the　proposition．

　　　Let　us　return　to　the　pr◎of　of（3）．　We獄eed出e　fdl◎wing　lem！na．

一・（i）董一（諺＋1）y一禽（ヲ）醐・

（ii）誰、（一1）・欝！（7）｛k］一（一一　1）nf！尉（・≧凶

Pr◎◎f　will　bc　given　later．　From（5），

恥）一
黶狽?i一伽！禽（一1γ｛講κ・1一（議＋1）y

　　　　　　　　一事，（（一1）mM！禽（一1鵜xう萬¢）Pノ（ア）（byL－m・（i））

　　　　　　　　一黒，醐（．lll」（ww　1）mm　！（　T．Z）禽（一1嫌う

　　　　　　　　一、婁。醐ゑ（一軒違ノ（一壷ワ）鶴）

　　　　　　　　一ノ書信ゑノ！側κ・（byL・…ω）

　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　一ΣP」（x）Pノω　 （by（4））．

　　　　　　　　　　ノ・・　O

This　is（3）and　thus　the　theorem　is　pr◎ved

　　　Proqプ（ゾ胸Le〃1〃la．　（i）The　fbllowing　Partial　fraction　expansion　is　easily

established　by　residue　calculati◎n：

　　　　　　　　　　　　　　　　＿）4．．¢一m）一（纏謬！l）．

Fr◎艶癒is　we　have

購（　　　　　　　　ノ！yj＋1

P－y）（1－2y）’”（’一（ノ＋1）y）
ｩ1）（寸・（÷＿）
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and　therefore，

ア」亀（灘ノ）P」（ア）一門（ヲ）（ヲ撃辞1嵐1－ly

　　　　　　　　識（欝ノ）（5罪＋署1三畿頚∴穿11（ワ）C1＞

（一1ソ。ツ）

Now，　since

　　　　　　　　　　　　　　　　e）

（take　jl，’　dx　of　o　一一一x）m　mu　2，m．．，（一i）」（r．t）x」），　and

　　　　ノ皇、sヲ撃∵L（）（）　←IY’・（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一一一一1）j＋i（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i－M－i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛

（the　second　equality　is　by　（Z）（g）　：（e）（：：，r）〉　we　have

　　　　　　　　ア∫亀（ン」ω一一

ノ＃，　c（ラ÷穿L詰、

，ME．，（一一一1Y〈；“）x」

ワノツー÷、皇、　ヲ）（1∠1）

　　　　　　　一÷誰、　だ1）（m－1十1ノー1＋　1）

　　　　　　　一÷β坊茎1（一1）・＋1（㌃」曽）

　　　　　　　　　　仕1）醐　1■糾1

　　　　　　　＝　　醗十1

　　　　　　　　　　0　1〈m十1

　　　　　　　　　　p　一一一　r

　　9　　　　　　　9一「

MX，，　1　，（．1）M＋i　（一1）m＋i
　　　　　　　　　　十　一L．．．一Lm　．一L－wL’　．a」

ノ　　　　　灘十1　1一（醒十1）y　　m十1

　　　　　　　　y

　　　　　　1一伽十1）y

This　gives　Lemma　（i）．

　　（ii）　First　we　show
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　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑ←1）ツ！尉1；（e一’一1ソ・・一も

For　this，　we　start　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（εデソー蕩｛1撮　　　（6）

（th｛s　is［4，（7．49）］）．　Rep韮aci1｝g／byノ十璽，

　　　　　　　　　　　　　　（箒汽乳糖蕩

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一蕩罰（1皇1！（一D・

Differentiation　by　t　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（θ’系ソ．et一ゑ尉羨・

From　this　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　（e一’一1ソ・・一・一ゑ（一1）ツ！｛1‡1捺・

The　proef　will　be　finished　if　we　show

　　　　　　　　　　　　　ゑ（2　（一i潮＝∫）頭鋼）景一（・一L1ソ・・一・・

The　left－hand　side　is　equal　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　嚢、（一畷ワ）禽｛鵬

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一鳶ノ←1）・m！¢）（8‘孟1）m（by（6））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一声ノ（一1）m（ワ）（・・一1）m・

Since　2．co一一」（1］．t）XM　＝　ii／　：ilili］　fi一一　x」y．，　（replace　m　by　m　一一fin　2．co．，（M7’）xm　＝（1　一一　x）一（」“i｝）

we　obtain

薫」（一1）m（ヲ）（・L1）・一義（ワ）（レ・γ一（1器…一（・…1ソ・・一t・

This　completes　the　proof　of　the　lemma　afid　Theorem　2　is　thus　estab｝ished．
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Table　1．　BAk｝（一5skst　5，　e　sg　n　s　7）．

　　　　η

◎ 1 2 3 4 5 6 7

一5 1 32 454 4718 41506 329462 2441314 17234438

一4 1 16 146 1066 6902 41506 237686 1315666

一3 1 8 46 23◎ 1◎66 47i8 2◎266 8531◎

一2 1 4 14 46 146 454 1394 4246

一1 1 2 4 8 16 32 64 128

o 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 ⊥
2
よ
6

0
＿一上　　3◎

0
　1－

S2
0

2 1 1
4

　　　1一　　一

@　36

　　　1一　　　

@　24

　7

S5◎

1
－
4
◎

　　　38｛

@　2205

　　　6－　　168

3 1
1
8

　　　11－　　216 　　　1－　　288 1243
T4000

　　　49｝　　7200 　　　75613－　　3704400 599
R5280

4 1 49 41 26291 1921 845233 1◎483491
－
1
6

一　　1296 3456 3240000 一　　144000 1555848000 59270400

⊥ 王79 51s 216383 183ア81 4644828197 ま533753（｝75 1
32 一　　7776 41472 一　　194400000 一　　25920000 653456160000 49787136000

Aekfiewledgeft｝eRts

　　　The　authors　are　very　gratefu1　to　Don　Zagier　and　Herbert　Gangle　for　their

interests．　Their　computatiofis　stimulated　us　to　obtaiR　Theorem　1　as　in　the　form
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