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Supersingular　2’一invariants，　hypergeometric　series，
　　　　　　　　　and　Atkin’s　orthogonal　polynomials

M．　Kaneke　aRd　D．　Zagier

1 Introduction．

An　elliptic　curve　E　over　a　field　K　of　characteristic　p　〉　0　is　called　supersingular　if　the

gr◎up　E（K）難as鍛。μ㈱i◎無，　Th三s　c◎繭tio鍛depe勲ds◎nly◎簸もheゴーiwaτ三a蕊t◎f　E　a難d

iもis　we11　k鍛◎w繋（cf・§2　fbr　a・review）that　there　are◎捻三y　f董Ritely搬a灘y　supersingU王ar

］“一invariants　in　Fp．　We　are　interested　in　computing　the　polynomial

　　　　　　　　　　　　　　　卿）獄　rl：（ゴーゴ（E））　蔓瑞りし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E／Fp

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E　supers三轟慕疑蓋轟r

The　polynomial　describing　supersingularity　in　terms　of　the　A－invariant　of　E　（defined

by　writing　E　over　l霞ir【Legendre衰）rm宮2謬x（x－1）（詔一λ））has　a　we1至一know捻and

Si斑Ple　exP銭Cit　express三◎簸，　b疑t　a　C◎簸ve簸三e難もexpressi（滋負）r　the　pdy籍◎搬三a玉expぎ¢Ssi識9

もhe　c◎琵d三tio獄◎f　sgpersikgularity　directly　i鍛ter搬s　of　theゴーi滋varia轟も（i．e．，　i捻．terms◎f

a　Weierstrass　model　over　K，　without　numbering　the　2－torsion　points　over　K）　is　less

easy　to　find．　llt　this　（partially　expository）　paper，　we　will　describe　several　different　ways

◎fc◎簸str慧cti簸g　ca琵◎蜘a1　Pdy蓑◎戯a玉s　i捻Q｛ゴ｝wh◎se　red疑ct同職m◎翻・P　give　s3P（ゴ）．

These　will　be　of　three　kinds：

　　A．　polynomials　coming　from　special　modular　forms　of　weight　p　一　1，

　　B．the　Atki薮◎rもh（）g◎難al　pdy難◎斑ials，　aRd

　　C．　other　orthogonal　polynomials　coming　from　hypergeometric　series．

In　the　rest　of　this　introduction，　we　will　describe　in　m6re　detail　these　various　ways　ef

getting　the　sttpersingular　polyfiomials．

　　A・Fer　aRy　evea玉捻tege繭＞2，1et砥de鍛◎te　the　space◎f斑◎dula漁）職s◎f　weight

k◎熟r＝：P5ゐ（2ラZ）．　We　ca難writeんuniq慧ely　i簑the　fbr】【捻

k＝　12m　十　45　十　6E with　mEZ＞o，　6E｛O，1，2｝，　sG｛O，1｝， （1）

a数dthen　dim　M吟ﾎ＝窺十1a蕊d　a識y　mOd縫1ar歎）r撫i嶽M毒Ca識be　writもe簸慧漁i礒登dy　aS

ノω＝△（T）伽域ωδ属げ∫（ゴω） （2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

fer　s◎斑e　p◎1y論◎鵜ial／of　degree≦min　5（γ），　the　c◎eMcieRt◎fゴm　iR∫bei登9¢qual

toもhe　c◎籠sta就term◎f　the恥urier　expansi◎n◎fノ．（Here△，　E4，　E6　andゴhave　their

standard　meanings，　recaHed　in§3．）On　the　other　hand，　if　k　＝・p－1fbr　a　prime　number

P≧5，th・曲g・・。コ魁δ＋εa聡d　th・p・韮y簸・mia玉3・。（7）is・divisibl・byプδ（ゴー1728）ε，

We　will　describe　fbr　e＆chたfbur（three　if　k黛2mod　3）modular　fbrms　Ek，」Fk，σ鳶，

and　Hk　of　weight　k　such　that　if　k＝p－1then　the　corresponding　pdynomiah篇プ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠1998Amerlc鋤M蕊hema乞ica玉Soc減y
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a】窪｛墨　！nもく｝r熱aしも韮◎漉ξ縫　P「ess

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　97
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multiplied　by　2’6（」’　一一　1728）e，　reduces　modulo　p　to　the　supersingular　pelynomial．　These

長）rms＆re　de伽ed　as負）Uows：

　　Ek　is　the　normalized　Eisenstein　series　of　weight　k；

　　Gfe・is・the・¢・e伽ent・f　Xk・in（1－3E4（ア＞X4　＋　2E6（ア）X6）　1／2；

　　Hk　is　the　c◎ef践cie登t◎fX箆至籍（1－3E4（ア）X4十2E6（ア）X6）た／2；

　　Fle　for　k　＄　2　（mod　3）　is　the　unique　normalized　＄olution　in　Mk　of　the　differential

購ti◎嚥＋、“、Fk二陣玖琢．　H・re　ek・砥→晦、　i・th・d・・ivati呵→
1一砺〃12where∫’：（2π乞）　1｛ザ／dア＝gdf／dq　and　E2　＝△’／△＝1－249一…is

the　“nearly　modular”　Eisenstein　series　of　weight　2；　the　existence　aRd　uftiqueness　of　Fk

will　be　shown　in　S3．　The　first　result　is　then：

　　Theorem　1　五εt　k＝p－1ωゐere　p≧5纏燃e醐Z8げうe㈱｛ザ統e知欝
mod蜘rプb辮乙51ヲ紡」臨σ尭，琢4ε5α伽ぬ伽ε．　Then　tゐεω顔ご歪ε癩｛沸ゐε・associated
　　　　　　　　　り
po妙。禰αげare・P－integral　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・。（ゴ疹ザ（ゴー1728）ザ（の（m・dp）．

　　　Of　these　fbur　descriptions　of　88p（ゴ），　the　ones　in　terms　of臨and　E鳶are　well－

k捻◎wft，　the　fbrmer　being　a、　dass玉cahes疑！t◎f　Hasse　a箆d　De疑ri籍g　a捻d　the玉atter　a　result

apparently伽st　noticed　by　Deligne（c£［8D．　We　will　give　selfLco就ained　and　elementary

pr◎◎fs◎f　a嚢fb耀i総§§2－3．　We　wiU　a1so　give　altemate　descripti◎轟s◎fσ滝as　the　resid犠e

at　O　of　the畢一th　power　of　the　Wbierstrassρ一function　and　of珂k　as　a　hypergeometric

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
f糠cti◎n。　As　a箆縫鵬erica1　exa瓢ple，　fbr　k＝28　the　pdy盆◎】面alsノ（ゴ），　re王ated　to　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆcorresponding　modular　fbrms　by∫（T）灘△（T）2　E4（γ）ノ（プ（T）），　are　given　by

りEk（」）＝ゴ2－5画師響0ゴ＋118馨1瀦ll撃000，

むσ海（2）ニ33隅隅3ゴ2－839象43δゴ十：17635968◎，

　Hk（ゴ）＝6608316ゴ2－23558895360ゴー1434705592320，

ぼ1弓ヒ（2）＝鰐Lゴ2－11424ゴ十4644864．

鋤dwith　pニ29　w¢圭ndeedβ識d

り　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆEk（ゴ）…≡…Fk（ゴ）≡一σた（ゴ）≡一ffk（ゴ〉…≡．ゴ2十2．ゴ十・21…83P（ゴ）／プ　　（mod　P）．

　　　B．　The　se¢ekd，　aRd　eveR　mere　beautiful，　description　ef　the　supersingular　polyRo－

mials　was　found　about　ten　years　ago　by　Atkin，　who　was　inspired　by　a　paper　of　Rankin

［7］　on　the　zeros　of　Eisenstein　series．　Hewever，　Atkin’s　proofs　were　apparently　Rever

published　and　are　not　well－known．　One　main　purpose　of　this　paper　is　to　popularize

aRd　to　prgvide　simpler　proofs　of　his　di＄ceveries．

　　Atkin　defines　a　sequence　of　polynomials　A．（2’）　E　〈Q［」｝，　one　in　each　degree　n，　as

the　orthegcmal　polyRemials　with　respect　te　a　special　scalar　prodxct．　Recall　that，　if

V　is　the　space　of　polynomials　in　one　variable　over　a　field　K，　and　ip　：　V　一一b　K　a

linear　functional，　then　ene　can　coRsider　the　scalar　product　on　V　defined　by　（f，　g）　：
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φ（ノg）and　the　family－which　fbr　gener三。φex三sts膿d　unique一一・一つf斑onic　poly捻omia蓋s

which　are　mntually　orthogonal　with　respect　to　it．　The　study　ef　＄uch　polynomials，

which　we　will　review　briefly　in　g4，　is　an　old　subject　and　is　importaRt　in　many　parts　of

mathematies．　ln　our　context，　we　take　V　to　be　the　＄pace　of　polynomials　in　i，　thinking

of　」’　as　the　moduiar　invariant　」’ iT）　＝　q－i　＋　744　＋…，　we　can　identify　V　with　the　space

of　holomorphic　r－invariant　functions　iR　the　upper　half・一plane　7t　which　are　meromorphic

at　in伽ity，　i…ノ（舗）＝f（T）飴・aU（Z皇）∈rand∫h・・aLau・飢も・e・i・・expa箆・i◎n

　　　　コ　ΣCnqn．ノ（丁）

　　　　　　物》一◎◎

　　Theorem　2（Atkin）　％e瑠50癩g鎚8．角纏。鰯φoηγ帥加α3cα～ar
multipleノノヒ》7・which　α～～Hecke　Oρε7聖君or3望’｝峯：γ　→　γ　（箆　∈　ハり　are　Sεlf－a｛む0歪7露欝琵ゐ

respeごt　te　thε　associated　scalar　prodttct（あg）雛φ（∫9），醗d　a　u晦鴛εプ’am吻Of　mfinie

P・～脚質ど5滋。（のげ慨世陣門◎，1，2，＿which　are・rtheg・鶏窃Z雛翻respect　te　this

3¢alar　pro伽オ．

　　We　will　pr◎ve　this　th鰹◎聾e璃a捻d　at　the　sa鵬¢ti魏e　g三ve　severa1　explicit　descriptめ捻s

ef　the　＄ealar　product，　iA　g　5．　We　mention　only　eRe　here．　Take　the　weight　12　cusp　foxm

A（T）　一一一一　q　一　24q2　十　252q3　十…　　（rather　than　q　or　1’一i）　as　a　local　parameter　for　7t／r　at

infinity．　Then

（ノ，9）驚constantもer魚◎f．f（ア）9（ゲ）as　a　Laurent　series　i籠△（γ）・ （3）

The　po蓋y蹴om藍als　An　can　be　fb疑nd　by　the　Gra搬一Schm三dt　or臨◎9◎籍a1三猛at三◎捻μ◎ced撚e

or　by　the　explicit　formulas　given　in　Theerem　4　below．　The　first　few　are

践。（」）雛1，

ノ隻1（」）灘ブー720，

護2（」）雛ゴ2－1640プ十269280，

遼・（］）一ゴ・一12 P76ゴ・＋・526958ゴー・・7765856・

〆主4（3〉諜ゴ4－3384ゴ3十3528552ゴ2－1133263680ゴ福←44184000960．

　　The　c◎e登圭cie職ts◎fノ隻n　aどe　rati◎難al＃umbers　i轟general，　butもhey　are　P』integral　fbr

primes　p　〉　2R．　ln　particular，　if　np　（N’v　p／12）　is　the　degree　of　the　supersingular　polyno－

mial　ssp，　then　An，　has　p－integral　coeMcients，　and　we　have：

Theorem　3（Aも：ki捻）　五e孟Pゐε¢P燃ε円田ber．　Thεn　SSp（ゴ）≡砺，（ゴ）

（mod　p）．

The　form　of　this　theorem　is　a　little　surprising：　unlike　the　description＄　in　Theorem　1，

where　the　pdy捻。擁a至s　depe箆ded　sepaどate韮y◎難勉，δa織dεa無d　we　therofbre　had飴ur

polyRomials　ef　eaeh　degree，　here　the　polynomial　depends　oniy　on　n　＝：　m十6十s．

Thus　a　single　Atkin　polynomial　A．　may　have　to　do　duty　for　as　many　as　four　different

supersingular　polynomials，　if　the　four　numbers　12n　一　13，　12n　一一　7，　12n　一一　5　and　12n　十　l

are　aU　Pごi搬eワe．9．　the　s婆pers三登9疑1㌫ごpdy獄。癒al負）T　each◎f　the薮）uどpri鵬e　Rumbers

p　＝　23，　29，　31，　37　i＄　the　med　p　reductioR　of　the　＄ame　polynomia1　A3（2’）．　For　instance，
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for　p　：29　we　find　A3（］’）　＝一　」3　十　2］’2　十21」’　（mod　p），　in　ac¢ordance　with　the　numerical

examples　given　in　A　above．

　　Theoでem　4　Thε　P吻％・蜘Z3馬鋭4eオe禰nεd・in・ea¢ん｛ザ孟ゐε掴～o伽9滋欝

i）B8c％魎。箆戯α君蜘’

An＋i（3’） ＋24講諾））A・（2）

　　　　　　（12n　一　13）（12n　一　7）（12n　一　5）（12n　十　1）

　　一　36 An一ユ（」）

（4）

n（n　一　1）（2n　一　1）2

ノ∂r物≧2，ω髭んinitial観月Z％83ノ・隻◎ヲ，A1，ノ12　as　given　abovε；

ii）　Closed　formula：

An（」）一
早E2・1［捻（一・）伽（盛蟻）㈱（麓捨）（鴇≠）（㌃1）1ゴー・

iii）　Differential　eguation：

　ゴ2（ゴー。）2（n2ゴー144）み髭”　十ブ（ゴー。）［6η2ゴ2－144（36n2十7）ブ十。2／3】五猛’

一　（（2n‘　一一一　7n2）」’3　一一　48（72n4　一　245n2　一一　3e）2’2　一一　4e（24en2　十　413）」　十　32ec2］　A’．’

一　【（2箆4－n2）ゴ2一一24（72n4－13箆2－12）ゴ十2e（192n2－1◎7）｝ノ隻お

＋　［n62’　一　24（18n‘　一　n2）］　A．　＝　O

where　e　＝　1728，　and　A．　is　the　unique　monic　polynomiai　solntion　of　this　equation．

　　　Wb　wiU　give　a　proof　of　Theorem　3肋m　the　point　of　view　of　modular　fbrms　theory　in

§6鋤dasoc◎盆d　pr◎Of，　f沁搬the　p◎i簸t◎f　v…ew　of　the　the◎ry◎f　hyperge◎搬etどic魚捻。毒圭。無s

and　with　the　recurrence（4）as　the　definiti◎n　of　the　Atkin　polynomials，　in§7．（Atkin’s

origina三pro◎f…誠s◎縫sed搬◎d慧三ar衰＞rms　a簸d　hyperge◎撮e願。撫捻ct三◎難s，　b縫t　i捻vdved

highαhyperge◎mletric魚nctio捻s〆㌔a捻d　was　c◎纂siderably　more　c◎mplicated・）§7　also

contains　the　proof　of　Theorem　4　and　of　other　explicit致＞rmulas長）r五ηin　terms◎f

truncated　hypergeometric　series．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　C．In§8　we　will　show　that　the　po三ynomials凡（」）attached　to　the　modular　fbrms疏

（21ん，k≠2（m◎d　3））de伽ed短part　A　have　b¢aut漁1　expressi◇箆s　as　hyperge◎me頴c

polynomials　and　also　enjoy　properties　like　those　of　the　Atkin　polynomials：not　only

d◎their　reductio難s搬◎d犠1◎Pgive　the　supersi籍gular　p◎1y捻◎艶ials，　b慧t　they　are　a玉so

orthogonaユwith　respect　to　a　suitable　scalar　product　on　a　space　of　modular　functions

o籍P3L（2，　Z）．　This　scalar　pr◎duct　does　n◎t　have　the漉e　pr◎perty◎f燃ak聴the

：Hecke　operators　self－adjoint，　but　is　in　other　respects　much　simpler　than　the　Atkin

sca1ar　pr◎d慧ct（the　sca王aごpr◎d幾ct◎f　tw◎ml（泌。】醗ia玉s沁ゴ麗dゴー1728　is　giv綴by　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
very　simple負）rmula）．　M◎reover，もhe　p◎1ynomials　Fk　are　given　by　fbrmulas　similar　to

th◎se　in　Theorem　4，　but　rather　simp圭er：もhey　saも蒙s触arec簸rsio獄◎f＆王most　exacも董y　th¢

same致）rm　as（4）（鵜◎reμecisdy，長）ur　recursio捻s，（）ne負）r　each◎f　the　residue　classes

斑◎伽三◎12whiCh　OCCur），　bUt　are　give捻by　a　m蘇Ch　Sl田Pler　C1◎Sed長）rmU三a　a磁satiSfy
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am銀ch　simpler　dif艶re獄tial　e（蓋慧＆t圭。籠，　of◎r（ier　2　rather　than　4．　The　deもai三ed　stateme鷺t

w避be　give簸as　Theorem　5…捻§8　whe籠we　h議ve　estab王ished　more　n◎tati◎益．

　　The　last　tw（）sect圭。捻s◎f　the　paper　c◎韮ta，i滋＆few　cαmplem！e難もaぎy欝e§魏玉ts。　As　we

already　meRt三◎鷺ed，　the　recursi◎捻（4）imp玉iesもhat毒（ゴ）has　rati◎nal・¢◎eMcieRts　and

is　p－integral　fbr　p＞2η．　But　the　recursion　shows　only　that　its　denominator　divides

2蜜≧π涌2㍉whi三・fr◎m籍um・・i㈱玉・xamp1・・w・銭nd　th＆t　th・d・箆◎m漁t◎・§翻琵魚・t

魚τsmaUef．（For　i捻sta論ce，　the　de箆◎搬i轟aもor◎f！lg（ゴ）圭s◎捻1y　34，　a獄d　only　three◎f　its

coeHicients　are　non－integral，　and　the　previous　An（ゴ）ha；ve　even　fbwer　non－integral　coe長

戴cients．）In§9　we　wiU　use　the　closed　fbrmu玉＆in　The◎rem　4　t◎study　this　pぬe簸◎me識◎n

arとd　s◎me　related　c◎益grue盆ces．　Fi！油玉y，短§王O　we　w圭U　describe　an　elemektary　argument

relating　the　properties　of　the　classical　modular　polynomialΦp（x，y）∈Z【X，｝りto　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
鵬od　p　reduction　of　the　poly簑omia11ら＿1（2），　and　thus　the　supersingular　polynomiaL

This　yields　at　the　s翫me　time　easy　pr◎◎fs　of　s◎鵬¢properties　of　supers玉ngular　polyn◎mi－

a至swhich　were　me三三◎鍛ed沁theもext　a簸d　a　part玉al　a籍swer　t◎aquest三◎ゑ◎f　E。　do　Shalit

【91．

2 Supersingular　elliptic　curves

The　definition　of　supersingular　elliptic　curves　over　a　field　of　characteristic　p　was　given

at　the　beginning　of　the　paper．　We　begin　by　recalling　the　statement　and　proof　of　the

s甑dard　cr玉teri◎n恥r　decid圭難g　whetheτag三ven　curve◎ver　a飼もe負dd瑞（q＝P’，　P

odd）　is　supersiRglllar　or　not．

　　Proposition　1　Let　E　be　the　eliiptic　curve　over　Fq　defined　by　the　eguation

y2諜ノ（x）（∫ξ瑞同・ザ吻re・3），　and・a。　tゐe　c・effci・nt・）f・x・聯1伽ノ（x）（・一1）／2．　Then

IE（Fq）1　11i　1　一““　NF，／F，　ap　（MOd　P）・

Corollary　Eis　SUPer鋤gularザ脇40鴇～〃ザαP　・O．

Pmげ恥π鴫the論犠搬be・◎fs◎董uti・捻・…画◎げ諜∫ωis　eq戯td＋ノ（謬）（・醐1）／2
（namely，　te　O，　1，　er　2　for　f（m）　¢　（ge，）2，　f（x）　＝　O，　er　f（x）　E　（F，×）2，　respectively）．

Counting　also　the　point　at　infinity，　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　IE（剛＝1＋Σ（1＋∫（¢）穿）　in町

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢∈】F望

SiRce　the　sum　over　x　E　Fg　of　x3　equals　一一一1　for　i＝　q　一　1　and　O　for　all　other　3’　in　the

range　O　S　」’　〈．．一　3（q　一　1）／2，　this　gives

IE（Fq）1　：1’ag in瑞，

where　aq　deRetes　the　coeMcient　of　xg一一i　iR　f（x）（q一’i）／2．　（in　particular，　ag　belongs　to

瑞and臓◎t　merely　to瑞・）But旋◎臨he　expansion

ノ（x）洗∫ω崇隔…＋pr－1Lノ（x）墾ノ〈P）（x・）學…ヂ（三一1＞（x〆一1）穿，
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　　　To　prove　the　corollary，　note　that　if　ap　＝　O，　then　I　E（Fqn）1　E　1　＄　O　（mod　p）　for　all　n，

s・Ehas捻・P－t◎rs玉・籍◎ve・瑞・C・丑veτs¢1y，　if　ap≠◎，もhek　IE（恥）1≡1一（嵐／炉。）n

is　divisible　by　p　fer　n　divisible　by　the　order　of　NF，／F．（ap）　medulo　p，　so　E（Fp）　does

contain　p－torsion．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　We　new　write　eut　the　centents　ef　the　cerollary　explicitly　in　terms　ef　the　stakdard

Weierstrass　equation．　This　will　give　the　proof　of　Theorem　1　in　the　case　f　＝　Hk．

Suppese　that　p　）　5．　Then　any　elliptic　curve　ever　a　field　K　of　characteristic　p　can　be

w欝itte嚢短aWeierstfass　fbf】脇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E：　y2＝x3－3Qx十2R，　（5）

where　the魚ct◎rs－3　a灘d　2　have　bee捻玉簸d慧ded　t◎c◎inc三d¢w…thもraditi◎naユ総◎tat1◎捻s．

（lf　Q　and　R　are　replaced　by　the　Eisenstein　series　E4（r）　and　E6（T）　then　（5）　is　an

equation　of　the　elliptic　curve　¢／（ZT　十　Z）　over　C　with　］’一invariant　1’（r）．）　The　2’一invariant

ef　E　is　equal　te　e3／A，　where　A　＝　（Q3　一一　R2）／1728．　We　define　a　graded　homogeneeus

polynomial　H．一i（Q，　R）　of　degree　p－1　in　Q　and　R　（where　Q　and　R　have　degrees　4　and　．6，

respectively），一the　Hasse　polynomial，　as　the　coefficient　of　xP－i　in　（x3　一3Qx十2R）（P－i）／2，

so　that　the　modular　fbrm耳φ＿1（E4（ア），E6（7・））is　the　same　as　the　modular　fbrm　of

weight　p－1de捻。もed　1ち＿1（丁）ia　the　i籍tr◎ducもi◎捻．　As　exp玉ai捻ed　there，　we㈱塗write

this　polynomial　in　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砺一、（Q，R）誠△鶏。δRε馬一、（ゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
負）rsome　polyn◎mial　Hp＿1　G　Z［ゴ］，　where　m，δandεare　the　numbers　de舳ed　by（1）

with　kニP－1．　They　are　give簸explicit1y　by

（6）

It　now　fbllows　from　the　corollary　above　that，　at　lea8t　in　the　caseκ⊂Fp，the　curve　E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　supersingular　if　and　only　ifゴδ（ブー1728）ε耳P＿1（ブ）＝Oand　hence　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　33。（の1ゴδ（ゴー1728）ε砺1（ゴ）．

The　fact　that　the　two　polynomials　agree　up　to　a　constant，　as　claimed　in　Theorem　1，

theref（）re　f〈）Uows　from　the　weU－kn◎wn　f（）rmula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　np（：＝deg　SSp（ブ））　＝　m十δ十ε，　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

but　to　make　the　paper　selfrcontained　we　give　a　direct　proof．　It　su田ces　to　sh◎w　that　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P・加◎曲げ（ブー1728）ε砺、（5）h｛髄・m慧1⑳1¢・◎◎t・，si難・e　w曲av・a1・eady・h◎職

もhat　it　has　the　same　zeros　as　83P，　which　is　square－free　by　de籔nition・We　first　treat　the

r◎◎ts　O　and　1728．　Fr◎m　the　expansion

　　　　げ一3Qx・＋・2R）亭一（x・＋2R）穿一3Pi1卿3＋2R）苧＋・（Q2）
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we飾d

H・一一一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
and　hence　in　both　cases　that耳p＿1（0）≠0（m◎d　p）。　A　similar　argument　works　fbr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

ゴ＝172＆That　th¢◎the鷺umbers　in　Fp　ca簸漁◎もbe瓢磁iple　zer◎s◎f燐一1（2）姻◎ws

丘om　the血ctもhat　this　polynomial　satisfies　a　second－order　linear　differential　equation

with　poly簸omial　coe缶cients　and　with　leading　coe田cientブ（ゴー1728）．（W壱will　show　in
　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が

§3that　Hp＿1　a論dろ＿三agどee斑od撮。　P，　a難d　the　differeutia1　equation　fbr　the　latter　is　a

si搬P璽e　translaもi◎籍◎fもhe　de薮nition◎f　Fk，give獄exp圭三cit三y　i捻§8．）This　i滋P薮esもhat　a捻y
　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

common　zero　in】Fp＼｛0，1728｝of　Hp＿1　and　its丘rst　derivative　would　be　a　zero　of　all

higher　deどivatives　a難d　he簸ce　have　i籍伽ite◎rdeご，　which　is　i即ossible。（：N陣◎te　th就si熱ce

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
we　are　in　characterisもic　p，　this　argument　would　fail　if　Hp．．1　were　a　poly捻omiahnゴP，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
but　this　is　not　the　case　since　deg」隣）＿1＝m＜P．）

　　Remark　W曲ave　pで◎ved　in　particular　that　there　are◎n玉y伽tely　xna籍y　supersi捻一

gu三ar　i簸varlanもs三n　Fp，as　mentioned　i丑the　introductio難・In　fact，　o難e　k簸ows　that　these

are　the　only　supersingularブ。invariants（i．e．，　the．ゴーinvariant　of　a　supersingular　elliptic

curve　over　any　field　1（of　characteristic　p　lies　in　Fp），　and　also　that　they　all　lie　in　Fp2

（eq縫ivale識tly，83ρσ）fact（）ぎs　i箆to　li箆ear　a盤d　q犠adratic　pdy捻。斑ia1s　i難Fp［ゴ｝）。　Fbr　proofs

we　refbr　the　reader　to［31　and［1｝，　which　are　the　two　basic　references　fbr　the　theory　of

supersingular　elliptic　curves．　In§10　we　will　give　an　elementary　proof　q£the　fact　that

aU・◎・t・・£・・。（の蕪・in臨（u・ing　th・f・・mula・・。（ゴ）雛ゴδ（ゴー1728）εE，一・（の，　whi・h

w111　be　estab1三shed　i捻the滋ext　sect量。簸），　as・wel三as・ait◎ther　pr◎◎f◎f　the　si即顯ty◎f　the

　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
zeros≠0，17280f耳φ＿1（2）（mod　p）．

3 Modular　forms　and　supersingular　polynomials

Our　object　Rovv　is　to　prove　Theorem　1　of　the　lntroduction．　We　begin　by　giving　the

de§翻幡◎f　the　specia三modular　fbrms　Eた，環，σ滝，　a捻d　Hk　i論m◎re　detaiL　Fbr　k

even　and　positive　we　denote　by　Bk　the　kth　Bernoulli　number　and　by　Ek（T）　the　kth

Eisenstein　series

（q　＝　e2rrir）．

1もis　a瓢od犠玉ar　fbrm◎f　we…ght鳶蝕ん≧4　aRd　f〈）r　k　＝＝　2　is‘‘near至y！滋◎dular，撃：

　　　　　　　　　E・嬬）一（cr　＋　d）2　E2（T）＋藷・（・7＋め（（盤）∈r）・　（8）

We　als◎define△瓢（E，3－Eぎ）／172！8∈ム412　a難dゴ（7）篇五］4（7）3／△（ア），　the　modu三ar

invariant．　From　（8）　it　follows　easily　that

　　　　　　　Eる一寸門馬一階瑞E乙一III’zE％：II21E6　Eg，△’一E・△（9）
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and　m・・e　g・n・rally・0・（∫）＝ノ’一蓋E・ノξM・幸・蝕any∫∈M・，　wh・・e’d・n・t・・

differentiation　with　respect　to　2TiT．　lf　k　is　represented　as　in　（1），　then　any　f　G　Mk　has

a　zero　ef　multiplicity　）　5　at　T　＝　eTi／3　and　a　zero　of　multiplicity　｝i：　E　at　T　＝　eTi／2　and

h・nce　i・divi・ib1・by瑠Eぎ，　and　it観・w・that／ha・＆・ep・e・・ntati・n　a・in（2）with　71

a　polynomial　of　degree　at　most　m．

　　if　k十4　1　O　（mod　3），　then　every　element　of　Mk＋4　is　divisible　by　E4，　se　we　have

a籍endom◎rphismφ舞◎f　M海def短ed　byφゐ（∫）畿Eξiρた→．2（窒9鳶（∫））。　Sinceもhe　constant

term　of　ipk（f）　is　Kk　：＝　k（k　十　2）1144　times　the　con＄tant　term　ef　f，　this　map　pre一

＄erves　the　codimension　1　subspace　of　cusp　forms　and　induces　on　the　quotient　space

the　lmap　mUltipl三caもi◎難byκ鳶．　It致）Uowsもhaもんた三s　a捻eigenvalue　ofφ海．　If　we　pick

some　cerrespekdiRg　eigeRvector　Fk，theR　the　other　eigenvecters　are　the　medular　forms

AtEk－i2i　（1　S　i　〈ww．　m）　with　eigenvalues　Kkew　i　2i　S　rck　（because　Ok　o　AS　：　Ai　o　6k－i2i

and　dim！臨瓢m十エ），　so　Fk　is　unique　up　to　a　normalizing　factor，　which　we　wi1田x

三ater　whe簸we　g三ve戯ura玉fom搬ユ｛蹴br最三it・terms◎f　hyperge◎metric・series』bgetheご

w三th　the　def至獄iti◎捻s　of　Hk　a難dσ鳶give捻in§1，もhis　def圭嚢es　the　fb職r　m◎d鷲至ar　fbr鵬s

Ek，　Fk，　Gk，　Hk　6　Mk．　（The　letters　E，　F　an　H　are　meant　to　suggest　Eisenstein　series，

hypergeometric　function，　and　Hasse　i．nvariant，　while　the　remaining　letter　fills　the　gap．）

We　wi｝1　prove　that　for　aRy　prime　number　p　2　5

　　　　　　　琢、（」）叢瑞一、（ゴ）襲（一1）δ千ε∂，一、（ゴ）ヨ（一1）δ＋ε砕1（ブ）（m・dp）　（10）

aftd

・・，（2）黙（一1）δ＋εゴδ（ト1728）ε駕一、（ブ）（m・dp）， （11）

which　t◎gether　fbどm　a　shghtly　m◎re　precise　version◎f　The◎rem　L（Here　and　in　what

fbUows，δandεare　de五ned　by（6）．）

　　Equaもi（）登（11）was　ahe＆dy　pr◎ved数｝the　last　secもi◎捻，　except　fbr　the　va1慧e◎fもhe

c◎臓sta籍t（一1）δ＋ε．　Si総ce　33p　is　by　de薮籠iti◎n　m◎鍛ic，　we　o捻蓋y　have　t◎c◎mlpute　the　leadi捻g

　　　　　　　　　　　か　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

。◎ef丑cie無t◎f　Hp＿1．　The　Ieadi総g　c◎e撮cie箆t　of　the　pdyRomia1ノ（2）fbr　any　modular　fbrm

∫∈M鳶is　just　the　constant　term　of　the　Fburier　expansion　of∫，　i．e．　the　li唾ting　value

of∫as　4→◎．　Si難ce玖a臓d　E6　have　the　va三慧e　l　a匂＝◎，　this　Rumber　for　Hp一・圭s　j鷲st

もhe　c◎ef丑de識t◎f　xp一1　i鍛（1－3×4十2×6）（1》一1）／2獄（1一一X2）P一一1（1十2×2）（P一一1）ノ2，　a織d

fr◎m

（1－X2）P－i（1　＋2x2）kiiLi　．．
1　一一　x2p

1　一一　X2

［（・＋2×2）墾一3穿＋3『

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蔓）

叢（レX2り（P噸◎翻◎fd・g・eep－3）＋（
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

1　一　X2p

1　一一　X2
（斑odp）

w・伽dもha囑・c◎・撮・i・難t　i・c◎捻9・臨t◎（舞）＝（一1）δ＋εm◎du1◎P・麗・1滋m・d・輪

remark　that　the　evaluation　of　the　constant　in（11）would　also　follow　from　equation（10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み
which　we　wi11　prove　independently，　since　both　83p　andβp＿1　are　m◎uic．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　We　n・w　pr・ceed　t・equation（1◎〉．　The　c・ngrue臓ceσ坦讐亀一1（m・d　p）is・bvi－

o縫s，曲ce　the　ge捻erati簸g　f縫照i幡◎f　the搬◎d疑1ar勧r瓢sσ鳶a簸d鱗di衡by　a趣も◎r
（1－3E感X4十2E6×6）P／2…≡1十〇（XP）（mod　p）．　R）r　the　c（）難g獄ence　betwee鍛Gp＿1

a難dβP＿1we　again　use　a　ge烈eraもing　f轟難cti◎鍵．　C◎簸sider　the　elliptic　curve　over　C　with
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Weierstrass　model　（5），　where　Q　：　E4（r），　R　＝　E6（7）．　lt　can　be　parametrized　in　a

well－known　way　by　the　Weierstrass　go－function　（here　renormalized　to　keep　coefficients

rational），　namely　by　x　：P（u），　y　：　一一gP’（u）　where

P（u）一ゼ2
j≧濡＿需！En（ア）♂一2

（B。＝箆th　B・撒◎u至hu油e・）．　Th・噛凱he　chang・◎f　va・iab玉・・．XニP（％）一1／2＝

u十．．．　glves

Gk ＝　Resx＝e
dX

　　　　　　　　X庸王　1－3E壌X

＝R・・。一。P（u）畢面

十　2E6X

一・・eff・　cf・u・　in
i1一〉蕊。諾二塁詞畢・

Now　take　k　＝p　一一　1　and　observe　that　B．　E．／n！　for　n　〈　p　一一　1　is　a　polynomial　in　E4　and

E6　with　p－integral　coe伍cients，　while　p　Bp＿1／（p－1）！≡1（mod　p），　so

（i　一　．）Ilii．1．．．　ili21￥；！illft．”／igg！　En　u”）　g　es　i　＋　i2nii1　E，“，　up－i　＋　o（．p）

（mod　p）．

using　12（p－i）／2　i　（11：2L）　＝　（一一1）6＋ff，　we　obtain　the　desired　congruence　for　Gp－i・

　　　　　　　　　　　　　　　p

　　Finally，　we　have　to　consider　，Ek．　This　function　was　defined　（up　to　a　constant）　as　the

unique　modular　form　annihilated　by　the　operator　ek＋iOk　一　KkE4．　Since　for　k　＝　p　一　1

the　eigenvalues　Kk－i2r　（O　S　r　S　k／12）　of　the　operator　Ei　i　Ok＋iek　remain　distinct　after

reduction　modulo　p，　this　characterization　remains　valid　also　in　characteristic　p．　（By　a

modular　form　of　weight　k　modulo　p　we　mean　a　polynomial　in　E4　and　E6　of　the　right

degree　with　coefficients　in　Fp．）　But　using　formulas　（9）　we　find　that

（三一・…E・）ノィーた g1E・∫’＋k（￥／’）ES　f

aRd　this　certaiRly　vanishes　module　p　if　k　：p　一　1　and　f　is　Ep－i，　since　then　the　Feurier

expaRsioR　of　f　reduces　to　1　med　p．　The　prepertienality　ef　Ep－i　and　Fp－i　medulg　p

fo｝lcws．　Tc　get　the　exact　constant　ef　prepertienality　iR　（le）　we　still　have　te　Rermalize

Fk，　which　we　have　not　done．　For　rea＄ens　te　be　explained　iR　g8，　we　will　de　this　by

・…一m◎fも一三・一pa㈱醐ω一（一・）矯
iX’5）・

（12）

where　m　is　defined　as　iR　equation　（1）．　For　k　＝　p　一　1　the　right－hand　side　of　（12）　is

clearly　congruent　to　1　modulo　p．　This　completes　the　proof　of　Theorem　1．
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4　Orthogonal　polynomials

In　this　section　we　review　what　we　will　Reed　frcm　the　theory　ef　crthegoRal　pelyRemials．

Let　V　be　the　vecter　space　of　pelyRemials　iR　oRe　variable　over　a　field　K　and　（，　）　a

scalar　product　on　V　of　the　form　（f，　g）　＝　ip（fg）　where　ip：V　一　K　is　a　linear　functional．

（For　the　classical　orthogonal　po｝ynomials，　and　also　fer　the　enes　we　shall　be　cen＄idering，

K　is　a　subfieid　of　R　and　ip　has　the　form　ip（f）　＝　f．b　f（X）　w（X）　dX　for　some　real　numbers

窃くδa鍛ds◎】騰e　posit三ve　fuR¢娠◎捻w◎簸（a，b）．）ApPly泌g　the　Gram－Sch】【撮dt　pr◎cess　to

the　basis　｛Xn｝．）e　of　V，　we　obtain　a　unique　basis　ef　orthogonal　monic　polynomials　Pn

by　the　recursion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pn（X）一x・一瓢畿1瑞（x）・

provided　that　at　each　stage　the　scalar　product　（P．，P．）　is　not　zero．　（This　condition　is

saもis丘ed　ge難ericaUy　a鷺d　is　a鷺t◎matic　f（）rφ◎f　the　specia玉致》r鵬me難もlo澄ed　above，　si無ce

then（ノ，∫）〉◎fbr　an∫≠0．）The　next　pr◎P◎s三t三◎論desαibes　the　rec縫rsive　c＆1c犠玉at圭。註

of　the　po｝ynomials　P．（X），　assuming　this　non－degeneracy　condition．

　　Proposition　2　i）　The　polynomials　Pn　satisfy　a　three－term　recursion　of　the

form

　　　　　　　　　　　　1㌦＋1（X）＝（X一αη）Pn（X）　一一　bn　Pn＿1（X）　　　　（n≧1）　　　　　　　　　（13＞

加一曲職，bn∈κ・bn「藷：葺1、）≠・・

　　i至）Pefine　a　see・nd　sequεncε　Ofp・～脚伽ls｛Q。｝難≧。甑κ凶幅ゐε・same・recurrenee

a5翻）ゆ霧細勲伽伽ど臓醜3（～◎＝◎，（～玉（x）＝φ（1）．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　9物（X）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　獄＝　Φ（X＞　一←0（X｝2n－1）　ξ…　κ〔〔X－1］1　　　　　　　　　　　　　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　Pn（x）

ωゐere

　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　φ（X）＝］ii　9・Xewn一’∈κ〔〔x－1！L　9・驚（xn，1）讐φ（x箆）・　（15）

　　　　　　　　　　　　　　　η篇0

箆3脚Pε吻charae纏izes　Pn（assumεd　t・bε・mon歓ザdegree　R／and　Qn　u吻鴛吻
　　蕪i）Peヅine　numうersλ篇∈κ（n≧1／by孟んεcontinuedノケ’action　expansion

　　　　　　　　　　9・千9…＋9・x2＋…一1－9象、xα［同｝・（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ2：む

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－

1ワ霧ε箆｛泌～λ臓Gre　non－xere｛醗」♂an＝λ2物十λ2n．械，ゐ物嵩λ2n＿iλ2nプ「er　n≧1．

Pro（ゾ∂Since　the　pn（X）are　monic，　we　have　XPn＝pn＋1＋α勲∫㌔十…＋αn◎po

fbr　som¢c◎nsta雛tsα箆搬GK．　The　orth◎9◎難εしlity◎f　the．P．　a登d魚e　facもthatもhe　sca玉ar
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product　of　two　polynomials　depends　only　on　their　product　imply　that

α一（Pm，・Pm）・一（一一（P・・XPm）一
o（点）　鑑ゴ：

This　proves　the　asseどti◎捻（with　an　：ann，　bn＝　an　n－1）．

　　毎ノFτ◎搬tho　defi捻it三◎z｝s，（∫，　g）量s　j縫stもhe　c◎ef丑ciez誌◎f　X－1玉獄the　LaureRt　series

f（X）g（X）¢（X）．　ln　particular，　the　fact　that　P．　is　orthogonal　to　all　menomials　of　degree

〈　n　says　that　the　coeMcieRt　of　Xwwr－wwi　in　P．（X）¢（X）　vanishes　for　O　S　r　S　n　一　1，　i．e．，

that　we　have

Pn（X）¢（X）　＝　Qn（X）　＋　O（X－n“i）　E　K［X，　Xewi］J （17）

致）rsome　polyn◎競ial　Qn（X）of　degree篇一1．（Here　1（【X，　X－1］］denotes　the血g◎f

Laurent　series　in　X－i，　i．e．　sum＄　of　pelynemials　ik　X　Emd　pewer　＄eries　iR　X－i，　where

X　is　te　be　thought　of　as　large．）　Reversing　the　argument　shews　that　property　（17），　which

is　obviously　the　same　as　（14），　is　equivaleRt　te　the　orthogoRality　of　Pn　with　all　lewer

degree　polynomials　and　hence　chara¢terizes　the　（monic）　polynomial　Pn　cempletely，　as

asserted．　Finally，　from　（17）　and　the　recursion　（13）　we　find　that　（？n“（X）　一　（X　一

an）Qn（X）　十　bnQn－i（X）　＝＝　O（X””），　so　that　this　expression，　which　is　a　polynomial，

must　vanish　for　n　）　1．　Hence　the　Qn　satisfy　the　same　recursion　relation　as　the　P．，

with（～o識0，　Gl窓90．

　　　iii？　Define　another　vector　space　V“　as　K［Y］　with　scalar　product　given　by　（f，　g）　＝

th（fg），　where　ip（Y”）　is　O　for　n　odd　and　g．／2　for　n　even．　Then　we　get　a　family

of　orthogonal　polynomials　P．“（Y）　by　the　same　construction　as　before．　Since　odd

and　even　polynomials　in　Y　are　orthogonai　to　each　other，　it　is　obvious　by　induction

thaも瑠has　parity　n　fbr　a玉1　n（i。e。，もhe　eve難一and　odd－i難dex　pdy簸omia韮s　are　eve捻

aRd　edd，　respectively），　sc　the　fust　part　of　the　prepgsitioR　applied　te　（V’，zb）　gives

arec慧τSiO織Of　the飴r搬疏＋、（γ）：γ瑠（γ）一λ。疏一三｛bτS◎me・nOn－zem　C◎籍stants

An　＝　（Pn“，P．’）／（P．’一i，P．’一i）　E　K・　The　argument　of　ii）　gives　a　sequence　ef　companioR

polynomial＄　Qn　to　the　P．’　（of　degree　one　less，　and　hence　of　opposite　parity）　for　which

the　rational　functions　e；（Y）IP．“（Y）　are　the　best　possible　approximations　at　infinity

to　2　gkYww2kwwi，　and　they　satisfy　the　same　recursion　（？n＋i．　＝　Y（？A　一　An（？；．i　as　the

P“’s．　IF｝rom　this　one　gets　by　induction　on　n　the　formula

（q夷＋1QkP㌶÷1疏）一（鋤（三、1）…（菰。1）・

This・traRs！ates　by　a　s捻箆dard　ca玉。曲t三〇論i蜘the　c◎灘ti盟ed・fract三◎論

geYwwi 一義ll鍔一驚＋舞＋…γ舞・＋・（ 1

1　一一

AI　Y　一2

A21Y－2

Y2n＋3
●）

1一
’

　1　一　AnY－2

Setting　x　me　Y－ww　2　and　letting　n　tend　to　infinity，　we　get　（16）．　Finally，　the　recurrence

saもis琵・d　by　th¢瑠imp三i・・th・・ecu・・e簸ce殊2＝（γ2一λ。一λ嗣）三一λ炉・λ魂一，
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for　the　P．“　of　a　given　parity．　But　V　can　be　identified　via　X　＝　Y2　with　the　even　part

of　V“，　with　compatible　scalar　products，　so　P2’．（Y）　＝　P．（IY2）．　The　relation　asserted　in

the　proposition　between　the　coeMcients　an　and　b．　and　the　numbers　An　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u

　　Remark　Fk　om　the　preof　we　see　that　the　necessary　and　suMcient　condition　for　the

scalar　product　defiRed　by　｛1｝　to　be　ReR－degenerate　（iR　the　seRse　that　（Pn，Pn）　7E　O　for　all

n）　is　that　the　pewer　series　£　gnx”　has　a　continued　fractien　expaRsioR　as　in　（16）　with　ge

and　aUληdiflbre捻t　f沁mαWb　also　see　thaもif（，）is　p◎si伽e　de恥iもe　the鍛the滋u凱bers

δ。＝λ、。一、λ、。a・e　alway・p・・itiv・，・nd　if（∫，9）イノ（X）9（X）ω（X）dX　wiもh　w≧O

and　a　）　O　then　all　A．　are　positive．　（The　condition　a　｝）　O　is　equivalent　to　the　scalar

product　on　V“　being　positive　definite，　and　then　An　＝　（P．“，P．“）／（Pn“一．　i，　Pn“一i）　〉　O・）

5 The　Atkin　scalar
mials

product　and　the　Atkin　polyno一

We　gave　one　definition　of　Atkin’s　scalar　product　in　S　1．　The　following　result　gives　several

alternate　descriptions．　Recall　that　V　is　the　set　of　Pinvariant　holomorphic　functions　on

7t　which　grow　at　most　1ike　g－N　at　infinity　for　some　N，　that　V　coincides　with　the　set

of　polynomials　in　］’ C　aRd　that　one　can　take　g，　2’ww　i　or　A　as　a　local　parameter　at　infinity，

where　q　＝　e2Ti’，　2’　一ny“一　2’ iT）　＝　g－i　十　744　十　196884q　十　…　is　the　modular　invariant，　and

A　＝　g　一　24q2　十　252q3　十…　　is　the　discrimiRant　function．

　　Proposition　3　The　follewing　four　definitiens　of　a　scalar　product　on　V　coincide：

i）　（Lg）＝censtant　teTm　of　fg　as　a　Laurent　series　in　A　s

ii）（あ9）驚ωη伽nt　term　Of／gE2E4／E6α5α五α脚崩ε脇切一1／
iii）　（f，　g）＝＝censtant　term　of　fgE2　as　a　Laurent　sertes　in　q；

iv）（ノ，9）一鞭なノ（・‘e）9（・‘e）de・

Corollary The　scalar　preduet　（，　）　is　positive　definite　on　VR　＝　Rij］．

Proof　The　equivalence　ofthe　fu＄t　three　formulas　is　immediate　by　wrking　the　constaRt

terms　as　1／（2πのtimes　the　c◎rrespo灘ding　residues　a箆d慧si擁9もhe　fb撒縫玉as

　　　　　　　　　　　鈴舞）一2二二（7）穿一一E2繋傷（T）鋼・

For　the　fourth，　we　use　the　global　residue　formula：　Let　Jl　a　denote　the　standard　fun－

damental　domain　of　r，　truncated　at　some　height　a　〉　1　（i．e．，　the　domain　lxl　S　g，

x2　十　y2　｝r　1，　y　S　a，　where　T　＝　x　十　iy）．　The　integral　of　f（r）g（7）E2（T）dr　over　the

top　edge　of　this　domain　equals　（f，　g）　by　formula　（iii），　so　the　holomorphy　of　fgE2

implies　that　（f，　g）　is　alse　giveR　by　the　sum　of　the　integrals　over　the　rest　of　the

beundary，　taken　with　the　appropriate　sigRs．　The　integrals　along　the　vertical　edges

x　＝　±g　caRcel　because　fgE2　is　periodic　of　peried　1．　Replacing　T　by　一1／T　on　the

left　half　of　the　bottem　edge　aRd　Roting　that　f　aRd　g　are　invariaRt　under　this　trans－

fe・mat沁n，　w・恥d　that（∫，9）・qual・the呈箆t・g・al　a1◎鍛g　th・a・c食◎m・π乞／3も・eπ歪／2
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of　［E2（7）　一一　T－2E2（一1／T）］f（7）g（T）dT．　But　the　expression　in　square　brackets　equals

－6i／7r7　by　the　transformation　law　（8）　of　E2，　and　this，　with　r　：eie，　gives　formula　（iv）．

　　The　corollary　follows　immediately　from　（iv），　since　2’（eie）　is　rea｝　for　e　E　［7；／3，7r／2］

and・・n・equ・nも1y鷹∫（e’e）2・de＞◎厨（r）a購・難一z…Pdyn◎mia1切ωwiもh

real　（or，　a　fortiori，　rational）　coeficients．　Note　that　formula　（iv）　can　be　rewritten　in　the

長）rm

　　　　　　　　　　　　　　（∫・9）一ズ28∫（ゴ）9（ゴ）w（ゴ）の一（ゴ）出鼻θ’（ゴ）

（here　aRd　from　Rew　eR　we　will　cer｛｝mit　the　standard　abuse　ef　RotatieR　efusiRg　the　same

letter　to　deRete　ai｝　elemeRt　of　V　thought　ef　as　a　fuRctioR　ef　r，　q，　］’　or　A，　indicatiRg

by　one　ef　these　letters　the　argumeRt　iRtended），　where　e　：　le，1728］　一　17r／3，　x／2］　is　the

inverse　to　the　moRetone　increasing　function　e　N　」’ ieie）．　A　graph　of　the　fuRction　w（」）

is　giveR　iR　Figure　1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

O．006

O．oo5

O．oo4

O．oo3

O．co2

o．oot

e
　e 25e soe 750 1OOO 125e t500 1728

Figure　1．

　　By　the　results　ef　the　last　sectieR　we　Rew　deduce　that　（i）　there　is　a　uxique　sequeRce

◎fmoa三。◎rth◎go捻a1　Pdyn◎mia至s毒（の◎f　degree箆；（ii）the　sca玉ar　pr◎ducも◎fもw◎

m・nemia至sゴ箆aRdゴ犠equals　g。棚where　g。　is　the　c◎e鐙ci・難も・fブ（T）＋1　in

　　　　　　Φω一餐鵠）…2492＋19681293牽・・rみ）＋ゴlll・÷…；

（iii）　the　An　are　the　denomiRators　of　the　best　rational－function　approximations　to　¢；

and　（iv）　they　satisfy　a　recursion　of　the　form

　　　　　　　　　　　An＋i（2’）＝（7’一（A2n＋A2n＋i））An（2’）一A2n一一一iA2nAn－i（2’）　（18）
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where　the　An　are　positive　rational　numbers　defined　by　the　continued　fraction　expansion

ofΦwith　respect　to　1／ゴ．　Computing　numerically，　we伽d　that　the　first　fbw　values　of

g．　＝＝　（」’”，1）　and　An　are　given　by

ge＝1，　gi＝720，　g2　：911520，　g3　：1301011200，　g4＝1958042030400，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2001

　　　λド720，λ・謬546・λ・認374，λ・＝475・λ・雛ボ

In§7，　i嚢。◎捻捻ecti◎捻with　hyperge◎搬etric　f駿簸cti◎as，　we　wiU　sh◎wもh就

An　：（i2　（6　i｝一 720
（一　1）n

　　　　　　　　　　　　if　n　＝　1，

）（6＋S：’P92i）”）　ifn＞i， （19）

n－1

giviRg　the　explicit　recurreRce　writteR　in　part　（i）　of　Theorem　4　of　the　lntroduction．

However，　this　recurrence　is　not　needed　for　the　proofs　of　the　two　most　important　prop

erties　of　the　Atkin　polynomials，　their　Hecke　invariance　and　their　relationship　to　the

supersingular　polynomials　in　characteristic　p，　to　which　we　now　turn．

Pπ｝（ゾ（ゾTheorem　2　R）rん∈Z　let　Vk　den◎te　the　space◎f　h・三・m◎rph圭。難蔽。もi◎籠s

i難7｛wh三ch　tra箆sfbrm　like瓶◎d疑至ar　fbr】脇s　of　weight　k　and　have　at】m◎sもexp◎難e滋ial

grewth　at　iRimity　（i．e．，　Vk　is　the　degree　k　part　of　the　graded　ring　C［E4，E6，A－i］）．　Note

that　V　＝　Ve　and　that　V2　coincides　with　the　set　of　derivatives　of　functions　in　V．　We

define　Hecke　operators　on　Vk　by

（fikTn）（T）ニη滝／2Σ（。丁÷4）、∫（

　　　　　　　　　　　　　　　（2s）・・＼風

aT　十b

c7　十d
） （nEN，　fEVk），

whereル｛ηde脆（）tes　the　s¢t◎f　2×2matrices　wiもh圭論tegral　c◎e爺cients　a捻d　deter謡登a難t

n．　（This　is　Rot　the　standard　normalizatien　of　T．　un1ess　k　＝　2，　but　will　turn　out

te　be　a　more　convenient　normalization　when　we　study　both　positive　and　negative

weights．）　Notice　that　this　formula　makes　sense　only　for　f　G　Vk，　since　the　expression

（cア十d）雪（鶉）wi11　n・t　b・ind・p・nd・nt・f　the　ch・ice・f・ep・e・entative　in　r＼陥if

∫is　not　modular，　but　the“H：ecke　operator　at　in舳ity，，

（∫1た穿）（r）濫箆鳶／2ΣΣd－kノ（

　　　　　　　　　　　　　　　　認＝nb（鵜◎dd）
　　　　　　　　　　　　　　　　a，　d＞O

αア十b

d
）

makes　seRse　fer　any　1－periedic　functioll　f　aRd　agrees　with　lkTn　if　f　E　Vk　becallse　the

maも・ice・ i91）勲・≦δ〈d÷・一・et蜘一tativ曲礪・輪曲

that

Ros。。（（Ak：TnC「））・ん）＝Res。◎（ノ・（h12＿た禦）） （あん∈q9『1，q｝］） （2e）

and

（gE2）12T．oo“一一一：（gleTn）’E2　（mod　V2） （g　E　Vo）， （21）
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where　Res．（F）　for　a　1－periodic　holomorphic　functien　F　on　？t　denotes　the　residue　at

infinity　of　27riF（T）dT，　i．e．，　the　constant　term　of　F　as　a　Laurent　series　in　q．　Theorem　2

then　fbllows　using　description（iii）of　the　Atkin　scalar　productεmd　the　fact　that　y1ろ⊆

V2　and　that　Resoo　vani＄hes　on　V2：

　　　　　　　　（∫｛◎Tn，9）翼Res◎◎（（ノ1◎禦）・9・E2）識Res◎。（ノ・（gE2）12繋））

　　　　　　　　　　　　　　　　　：Resoo（f’（gloTn）’E2）　：（f，　gioTn）　（f，　g　G　V）・

Te　preve　（20），　we　Rote　that　T．Oe　acts　en　FeErier　＄erie＄　by

　　　　　　　　　　　　　　　（Σん9つ1岬＝η鳶／2Σ♂輔鳶Σん・9αゲ

　　　　　　　　　　　　　　　　　r　ad＝n　r

and　ceRsequeRtly　that

　　　　R・・。．（（flkTnCX’）ん）鵠篇毒／2ΣΣd1一んんβ一　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ad＝：n　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　驚箆三　ゐ／2Σ・廟’＋k　2B　A－d。・：　R・・。．（∫（hl・一岬））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ad＝n　s

飴rノ＝Σんグ，ん＝ΣB、q8・Fbr（21），　we　use　th㊧welレknown・fact，　equivalent　to　the

t，an，fo燃i◎卿ati。捻（8）in§3，　that・E、ω一町（ア）＋立，　wh。，e　y、一、E＞（T）．and、th。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7ry

簸◎n・一holomorphic　functi◎捻環（ア）tr㌫識s｛brms玉ike　a搬◎dular・f〈）m｝◎f　weight　2．　D鋤糠簸9

by　V2“　the　space　of　functions　with　the　last　property，　and　observing　that　VV2“　g　V2“　and

that　12Tn　preserves　Vi　we　have

　　　　　（gE2）12T．oo　一　（gloTn）E2　e　＃　（（gy－i）1・禦一（gl・Tn＞の（鵬◎dぢ〉・

The　right－hand　side　of　this　formula　vanishes　by　virtue　of　the　calculation

　　　　（（gy一・）1岬）（ア）鵠Σ藷9（窃アまみ）E）f（飾まδ）　㌧y一・（g脇）（ア），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ad＝　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ（modの

se　the　left－hand　side，　which　is　holemerphic，　beloRgs　te　V2　a＄　claimed．

　　The　uniqueness　clause　in　the　theorem　is　easy　to　prove．　Any　functional　ip　：　V　一一eF　¢

as，　in　Theorem　2　annihilates　the　polynomials　hn　：　j　IT．・1一　」’・11T．　（n　）　2）　and

が瓢ゴ2rτレゴーゴ2・ゴ1乃。　But　thes¢polynomials　span　a　codimension　l　subspace　of　V，

since　deg　hn　・n　and　h傘is滋ot　a　hnear　c◎r駐bi戯ion　of　theんn’s，　soφis　unique．

　　Remark　O総e㈱馬脚v曲the§a搬e　wayもhe搬◎re　genera三a（難縫癩i◇捻飴ごm晦

　　　　　　　　　　　　　　（ノlkTn，9）欝（あgl＿た7｝轟）　　（∫《…「レ髭，9E…「レな，ん〉，

where　the　pairing　（，）：　Yk　X　V一一k　一〉　¢　is　defiRed　by　（f，　g）　＝　Resoe（f・g・E2）・
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6 “Modular”　proof　of　Theorem　3

W6　saw　in　the　last　section　that　the　Atkin　polynomials　are　the　denominators　of　the

best　rati◎轟al　apPr（）xi瓢ati◎捻s　t◎the　f犠ncti◎捻φ＝＝E2　E4／E6ゴ，　c◎籍sidered　as　a　fbncti◎簸

ofゴ獄ear　infinity．　lf　p≧5is　a　prime，　then　we　know　that　the　Eisenstein　series　Ep＿1

and　EI》＋1　are　congruenも（as　power　series　i臓ga！ld　therefbre　also　as　power　series　in

1／ゴ）t◎the　c◎難sもa籍t　f魏Rct三◎捻1a登dも。　the　Eise簸stei籍series　E2，　respectively，　s◎we　ca織

replaceΦm◎du1◎pby　the　modular致）rm　Ep＋1五74／Ep＿1E6ゴ，　which　has　weight　O　a鍛d

he罵e　is　itself　a　rati◎na1」肱簸ction　ofゴ．　This　ratio難al　l晦nction　is　th¢n　a　perfect，　a鍛d

heRce　certa圭Rly　a　best　possib三e，　apProximati◎捻t◎itself，　so三ts　de捻◎搬i難at◎ご福田st　be

（the　m◎d　p　reduction　of）the　correspo簸ding　Atki簸pdynomiaL　Buもthis　den◎minator　is
　　　　　　　　　　
essentia　lly　Ep一一i，and　hence　essentially　the　supersingular　p◎1y捻omia1致）r　p　by　the　result

◎f§3．Wb　n◎w　give　the　deもai玉§（）fもh三s　argu】【箆e簸t．

　　Let　p　be　a　prime≧5（Theorem　3　is　trivial　fbr　p瓢20r　3），　and　de伽e　m，δ，　and

εby⑥。　Thoy　c◎i鍛cide　with　the犠，δ，　aadεof（1）餓weightん灘P－1，　whi玉eもhe

c◎rresp◎捻d圭識9総縫mbers拓r　weight　p＋1are鵬＋δ率ε一三，2（1一δ），　and　1一ε，　respectively。

Equation（2）fbr　the　Eisenstein　seriesβp＿1　and　Ep＋l　therefbre　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　り琢、懲△口叩Eぎβ，一、， Ep＋、：△m÷δ桝確2δEポε亀＋1，

se

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

Φ一
�ﾟ語島一ゴ、（　　　Ep＋1ゴー1728）。画一、（m・dp）・

The　right－hand　side　here　is　a　rational　function　whose　denominator　is　ssp（2’）　（mod　p）　by

the　res慧1t◎f§3，　whi1eもhe捻umerat◎r三s　a　p◎1y籍◎m童a玉of　degree窺＋δ＋ε一1＝％一L
On　the　ether　hand，　¢　is　equal　to　B．（2’）IA．（］’）十　O（3’一一2n－i）　for　any　n　by　equation　（14），

where　A．　is　the　nth　Atkin　polynomial　and　B．　a　certain　polynomial　of　degree　n　一一　1．

Taki捻9　n＝η・P　a駆d　m嘘iplying孟霊＆ndβ箆if　necess鍵y　by　a　c◎m憩◎n　power◎f　p　t◎

make傷声鍛tegra1　a簸d　pごimit…ve　m◎翻◎P，　we・btai簸

り瑞率1（」）

SSp（3）
…Φ≡
纒早{・（ブ2…三）（一dp）

whe・崩・。鍛dβ・。鍵e　p◎加◎拠ia1s◎ve二業◎f　d¢9・ee≦np　a捻d≦箆バいe－
spectively．　Multiplying　this　identity　by．4η，（」）ssp（ブ），　we伽d　that　the　expression
ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　リ

Bnp　83ρ㌦4πp　Ep＋1　is　O（プ1）asゴ→o◎and　he無ce，　since　it　is　a　polynomia1，　vanishes．　If
　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

we　sh◎w　that　Ep÷1（2）is　pr圭me　t◎33Pσ），　the捻圭t薮）滋◎ws　thaも　s3P　divides　AnP（ゴ）（m◎d　p）

and　hence，　since．Anp　is　monic　of　degree　np，　that。4ηp　indeed　has　p－integral　coef且cients

a捻dred慧ces　to　88p　mod　p．　This　c◎pr三州ality　asserti◎簸is　a　c◎漁seque臓ce（since　88p　has

捻◎mult三P玉e　ro◎もs）◎f　the　ide籍tity

恥・ω…一・2・sS（3〉＋8δ3ε ｲゴ）＋6・ゴ響多｝t，
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which　in　turn　follows　from　the　formulas

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　12ep－iEp－i　＝　12q　Eii　Epu－i　一一　（p　一　1）E2Ep－i　iii　E2　E　Ep＋i　（mod　p），

　　　　　　隅一・）一一一δ（ゴー1728）・（轟＋2（ゴ≡、728）＋話）fip一一・・

This　cempletes　the　preef．

　　We　remark　that　the　last　steps　of　the　proof　could　have　been　simp雌ed　if　we　had　used

the　formula　（19），　which　will　be　proved　in　the　next　section，　for　then　it　would　follow

　　（i）　that　the　coeMcients　in　（18）　are　p－integral　for　n　S　np，　and　consequently　that

　　　　An，（2）is　a　pdy捻α滋al　wiもh　p－i紬egra監。◎ef丑cie跳s　a難d　ca駆beごeducod　m◎du1◎p，

　　　　and

（ii）that　the　m・d　p　reducもi・ns・f澄。。　a凝dβ。。　are　c◎p曲e（because傷β・。一・一

　　　　Bn．　An．一1　＝　±bl　’”bn．一1　S　O　（mod　p））・

It　then　follows　by　an　argument　like　the　one　above　that　the　reduction　of　An．　divides，

aRd　hence，　since　it　is　monic，　equals，　ssp．

7 Hypergeometric　aspects　of　An（2’）　and　ssp（2’）

Recall　the　defuitioR　ef　the　classical　Gauss　hypergeometric　series　17　：　2　Fi：

　　　　　　　　F（綱一義讐♂一室（讐）←x）・（団く1）

where　（a）．　denotes　the　“ascending　factorial”　a（a　十　1）…　（a　十　n　一　1）．　（The　minus　signs

in　the　second　formula　are　because　Gauss　chose　to　use　ascending　rather　than　descending

factorial＄．）　lf　c　＝　一k　is　a　noR－positive　integer，　then　F（a，　b；　c；　x）　is　Rot　defined，　＄ince　all

terms　after　the　kth　have　infinite　coeflicients；　if　instead　a　or　b　is　a　non－positive　integer，

the1主F（a，　b；　c；　x）is　a　polyk◎1醗ia玉．　In　th三s　secti◎塁we　wiU　relate　the　Atk沁Pdy織◎磁ials

to　hypergeometric　and　truncated　hypergeometric　series，　and　use　this　relationship　to

give　a　sec◎箆d　pど◎◎f◎f　The◎rem　3　and　t（）pr◎ve　the　vario慧s　fbr鵬ulas致）rノ隻篶（」）give捻i轟

Theorem　4　of　the　lntroduction．

　　We壼どst　de£ne　fbuご鵜◎nic　pdy捻◎mia1s乙碗，「レ庭「of　every　degree　7乙≧Obyもhe負）r搬ulas

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ篇F（毒，孟；1；1：7？｛｝28）一uR（ゴ）＋O（1／ゴ）

　　　　　　　　　　　　　　ゴn一一1（ゴー1728）F（義，琶；1；1穿8）＝¢i（ブ）＋0（1〃）

　　　　　　　　　　　　　　　　（5－1728＞nF（舌，孟；1；1瀦皇ゴ）＝婿ω＋o（1〃）

　　　　　　　　　　　　　ゴ（ゴー1728）　1F（も蓋；1；、鰐≒）＝鴫ω＋0（1〃）

as　」　一〉　oo　（truneated　hypergeometric　functions）．

　　We　wi1王pr◎ve　tw◎res鷲lts　ab◎uももhe§e　p◎1yn◎mia璽s：thaもthe　Atk沁ρdy益◎瓶ia三s

can　be　expressed　as　linear　combinations　of　them，　and　that　their　reductions　modulo

primes　give　the　supersixgular　pelyRemial＄．　Tegether，　these　give　a　secoRd　preof　of　the



114 M．　KANEKO　AND　D．　ZAGIER

re三ati◎捻beもw㏄総the　Atkin　and　the　supersingu盗ar　p◎ly捻omia玉s．　B疑t訟◎w　we　w童U　take

the　recursien　relation　（4）　rather　than　the　orthogonality　property　with　respect　to　the

Atkin　scalar　product　as　the　defining　property　of　A．，　so　that　the　new　proof　is　simpler

or鵬◎τe　c◎即1i㈱ted　tha琵the愈st◎箆e　we　gave　depe捻d沁9◎簸which　de伽iti◎難◎f　the

An’s　one　considers　to　be　the　more　fundamental　one．

　　Prepesition　4　The　junctieRs　A．（」’）　（n　）　e？　defined　by　the　recarrenee　and

initial　conditions　giiノεηin　partビゴノg／Theorem　4んα”e君んεプ’olloωingε卯7’essions　in　terms

of　the　polynomials　introduced　above：

An（ゴ）

An　（1’）

An（ゴ）＝

An（2）＝

一Σ（一・2）・m（η捨）（π評）（2㌃1）　1囎一飢（ブ），

　Proof　We　will　prove　only　the　first　of　these　formulas　（which　is　the　same　as　the　formula

，given　in　part　（ii）　of　Theorem　4），　the　other　cases　being　similar．　Deftote　the　expressieR

on　the　right　of　this　formula　by　AO．．　The　equality　AO．　’一一：　A．　is　checked　directly　for　n　S　2，

so　we　must　prove　the　recursioR　AO．＋i　＝　（2’　一　a．）AO．　一　b．AO．一i，　where　an　and　bn　are　the

rationa三負mct圭。捻s　ofη，　occurri捻g　in長）rmu三a（4）．　We　can　rewriteもhe　de伽iti◎嶽of．A2

as鴫鷲Σ鴛＝o¢（η，　k）σ2　with

・（n，・）一（一・2）・・
i僧屡12）（一11／12）（2㌃1）『三，

・（n，k〉一・（n，・）・12…
i窒）（マ）（層￥12）一1（一’1／ユ2）欄1・

Th・n，簸◎ting　thatゴ確謹確＋、一123鳶率3儲2）（頴￥12），w・伽d

峨、（］）一（トα。）A9（」）＋う。礁1（ゴ）

　　　ハ

＝Σ［c（n　＋　1，k）一・（n，k－1）＋α。c（π，k）＋b。c＠一1，k）］σ£

　　海篇0

＋浅123た＋・儲）（認？）・（n，k）

（22）

for　n　）　2，　where　we　have　set　c（n，一1）　＝　O　and　used　that　c（n，　n）　＝　1，　c（n　一一　1，n）　＝　O．

We　can　check　directly　that　the　ceeMcient　of　UkO　on　the　right　equals　O　for　k　）　1　and
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eq鷲als　84c（n，e）／（7嘉2一・1）fbどk雛◎．　substit縫ti塁g　the　va玉蟻e乙r8＝＝1aad　the　va1疑e§of

an，　bn　and　c（n，　k）　and　writing　k　＝　n　一一　m，　we　then　find　that　the　right－hand　side　of　（22）

equa蓋S

　　　　　　　　　　1拳（n，O－1）嵩（晶土㌔）［7（ntl　1）一・2（n＋・）（h）］，

where　the　“extra”　term　m　：　n　十　1　comes　frem　the　multiple　of　U8　i　n　（22）．　This　last

sum　is　j嫉st　th¢c・e伽ent・f　x”÷1　in（1＋¢）1一叩（1幸¢）n÷1－12（n＋1）（1＋¢）n｝and

hence　vanishes　for　n　〉　2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　Remark　The　formulas　in　Proposition　4　can　be　inverted，　e．g．，　we　have

　　　　　　　　　昭（」）＝捻・2・鵬（η捨）（π譜）（2∵）　1A…（ゴ）・

　　Proposition　5　Let　p）5be　a　prime　number　and　wrt’te　p　as　12n－86一一6s＋1

膨髭ゐnξ醤，δ，ε∈｛0，1｝．Thεn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SSpu（2）　≡≡　iワX（ゴ）…≡「レ”．6（ゴ）　（mod　p）．

　Proof　Again　we　treat　only　the　case　of　U．e　in　detail，　the　other　cases　being　similar．

Se　assume　that　p　1　1　（med　4）；　theR　we　wEmt　to　show　that　ss．（1’）　sii　U2（2’）　（mod　p）．

Write　p　＝　4t　十　1．　Expanding　Hp－i　by　the　trinomial　theorem，　we　have

　　　　　　　　　Hpwwi　＝　coeficient　of　XP－nyi　in　（1　一一　3E4×4　＋　2　E6　x6）2i

　　　　　　　　　　　　　　＝　．；，），　：T／gi－e｝i211？nvl“一：’z；iyis！　2i2S）￥一，）！（一3E4）’（2E6）s

　　　　　　　　　　　　　　　2r十3s　：21

　　　　　　　　　　　　　　一（一字圃！鴇1！（1＋、k）！（一鍔728）㌔

where　k　＝＝　s／2　aBd　we　have　u＄ed　that　E62／E43　＝　（g’　一　1728）／」．　（The　calculation　with

UA　in　the　case　p　E　3　（mod　4）　would　be　similar　but　with　s　：2k　十　1，　while　to　obtain

the　results　for　V．5　we　weuld　iRstead　set　r　＝　3k　十6　and　theR　expaRd　in　pewers　of

2’ ^（」’　一一　1728）．）　But　one　checks　easily，　either　directly　or　by　induction　on　k，　that

　　　　　　　　　　（～一3k）！留1圃！（一s）ゐ…（1り（雑）鳶（醐・

so　using　（11）　and　noting　that　［1／3］　＝　m　＝　n　一一　6　and　（一一一1）6　＝　（一3／p）　E　32i　（mod　p），

we　fud　（writing　F．（a，　b；　e；　x）　for　the　hypergeemetric　series　trukcated　at　degree　m）

…σ）≡（　　　　　　一5）δ　Rp　＿i（ゴ）…（一3）31 fりゴ・辮・／・1（赫垂；ト1撃8）（m吻）・
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Now，　t．aking　into　account　that　the　coeMcients　of　xk　and　yk　in　F（iltt，ES；1；x）　and

e（…疑at圭◎捻with　poly籍◎mia至。◎e鐙。薫鍮ts◎f　degree　a恵獄◎st　2，　we　c雛。◎澄。短de　that　the

polynomial　on　the　right－hand　of　the　last　formula　is　a　multiple　of　U．O（2’）．　This　multiple

撚搬st　the論be　l　beca疑seもho　supeどs泌gu1ar　pdy塁◎m…ahs　m◎論ic．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　‘『ffypergeometri’〆pro（ゾ｛ゾTheorem　3　The　theorem　is　trivia1　fbr　p鷺20r　3．

Otherwise　np　is　the　same　as　the　number　n　in　the　prepesitien．　ApplyiRg　PrepesitioR　4

te　UA　er　te　V．6　with　thi＄　value　of　n　immediately　gives　the　desired　result，　since　all

coeflicients　except　the　one　for　m　ur　O　vanish　modulo　p．　So　we　actually　get　two　proofs．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

Pro（ゾ（ゾThεorεm　4　i］　We　fteed　t◎pr◎ve◎nlyもhe　explic三t致）rm蟻三a（19）負）r　the　c◎e碁

ficients　of　the　continued　fraction　expansion　of　lp　＝　E2　E4／E62’　with　respect　to　l　k’，　since

then　（4）　reduces　te　equatieR　（18），　which　we　have　already　proved．　｝lrom　the　formula＄　（9）

we　immediately　find　that　¢　：　一一d（log　A）／d2’．　On　the　other　hand，　A　can　be　expressed　hy－

pergeometrically　in　term＄　of2“ @by　the　formula　A　＝　｝．　F（i｝t7，　liitr；1；　E！：71ilS38）i2．　lt　follows　with

th・aid・f　Ga競ss’・・◎Rtig…鷲s　re1＆ti◎難・thatΦ＝F（醤，妾；1；1：’？ft3s）／ゴF（養，告；1；1穿8），

and　（19）　now　fol｝ows　from　Gauss’s　well－known　formula　for　the　continued　fraction　ex－

pansion　of　a　quotient　of　contiguous　hypergeometric　functions，　as　given　in図。

　　　朗We　have　j鷺st　sh◎w琵that　the　Atki総pdyn（）瓢ials　are　i滋deed　the蓋鶏of　Prop◎一

sition　4．　The　closed　formula　given　in　Theorem　4　is　then　just　a　rewriting　of　the　first

formula　of　that　proposition，　as　already　mentioned．

　　　iii］　The　closed　formula　ef　part　（ii）　is　equivalent　to　saying　that　A．　（7’）　cat｝　be　obtaiRed

by　tr慧籍caもi捻g　the　pr◎d鴛ct

　　　　　　　　　　　　　　　　F（養，蓋；1；x）F（一7レー養，一n噂←養；1－2n；x）　　　　　　　　　　　　　（23）

at　x”　and　inverting　it　（i．e．，　set　x　：　1728k　and　multiply　by　］’”）．　Notice　that　some

tr慧ncation　is　necessaryラsince　the　coe缶cients　of　the　second　factor　in（23）become　in伽ite

from　degree　2n　onwards．　IR　fact　we　caR　truRcate　at　xM　fer　aRy　m　betweeR　n　aRd　2n－1，

since　the　coeMcient　of　xi　in　（23）　vanishes　for　n　〈　i　〈　2n，　as　can　be　seen　by　letting

ty　一　1　in　the　following　identity，　which　is　a　consequence　of　Gauss’s　contiguous　relation

a総dtwo飴mmlas　o田eine（囚，脚ved叫5D・

　　　　　　F（a，6；7；x）F（一n－a，一一n＋1－fi；一2n＋2－7；x）

　　　　　　　＋　6．　x2”（1　一一　x）　F（1　一　a，1　一　6；2　一一　7；　x）　F（a　＋　n　＋　1，6　＋　n；7　＋　2n；　x）

　　　　　　　＝poiynomiaiofdegreen　（n）i，　sn＝Sect　il｛19iSiliii）Zli｝［illiil（（i一，tB．ty））（i”2i’nl）（12fi－t－1）））’

The・differentia玉eq疑ation飴r馬nOw鯉OwS倉Om　thiS　trunCatiOn　argUment　a簸d　the魚Ct

that　the　product　of　two　hypergeometric　functions　（or　of　any　two　functions　satisfying

玉三near　differeRtial　equati幡◎f　sec◎捻d◎rder）sat圭s舳afb縫τth◎rde血塊ear　d董fferektial

equation　whose　coefficients　can　be　calculated　by　an　explicit　procedure．　For　the　unique－

ness，　we　observe　that　if　the　function　An（2’）　is　replaced　by　a　polynomial　beginning　」’d

fbr　s◎m¢integer　d≧◎，　the籍the　le三一ha捻d　side◎fもhe　di｛艶聡磁a韮equati◎a　in（嶽）has
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董eading　term　n2（鴇2－d2＞2，　S◎the　d三fferent圭a1　eq登at圭◎獄can　be　satis｛ied◎n三y三f　d灘7乙．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　As　a　corollary　to　Theorem　4，　we　have

　　Proposition　6（Aもkin）　The　scalar　pr（》duct　Of　An翻ん伽εゲand　its　spεcial

valuεs　atゴ篇0｛乙ndゴ：：1728　are　g露e篇ノbゲn≧王　by

　　　　　　　　　　　（践・，An）一一12一（鞘1／ユ2）π糖1器鷲（13／12）物・

　　　　　　　　　　　　　An（O）　：（一12）3”“’S：’Lllil；？｛｝S951Ll12al／122．）”一一（15）／！12）”，

　　　　　　　　　　An（1728）　＝　一　123”“i　S：’：ILtZ｝ll／S2．）”一くi／！12）n．．

　Pnひ（ゾThe　values　atゴ潔Oandゴ＝＝エ728　can　be　checked　direcも1y丘◎靴the　recursion

（4），騨h三1eもhe・f（）撒縫董＆fbr　the　scalar　pr◎duct　fb1叢ow曲◎凱he・recursi◎照無d　part（i）◎f

the　Proposition　2，　S4．　The　fact　that　（An，A．）　〉　O　for　all　n　gives　a　second　proof　of　the

fact，　a｝ready　mentioned　in　g5，　that　Atkin’＄　scalar　product　is　positive　definite．　］F｝rem

the　explicit　formula　for　（A．，A．）　and　Stirling’s　formula　we　see　that　the　length　of　A．

i簸the　Atk：in翁or搬is　asympt◎tica澱y　e（蒙縫a至奄◎〉筋432鶏as箆→◎○，

8　Hypergeometric　properties　of∬為．

Recall　that　the　modular　fbrm　l臨ωfbrゐ≠2（mod　3）is　the　un三que　normalized　solution

of　the　sec◎nd　order　differential　equatio臓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（k十2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」襲Fk：＝◎，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ海÷2毒糊目
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the　normalization　being　given　as　in（12）．　W壱introduce　the　fbUowing　notations：

　　　　　〃・濡≒2δ，〃ド≒2ε，〃・・一k吉1（ye　十　ui　十　yoo　＝　2m　十1），

　　　　　X副「義8，X・一1－」・X◎◎一1（Xe＋X・＋X・・＝・）・

　　　　　玲畿琢，巧謬一環，yも。獄一1728△　（｝も＋yi＋Y。。灘0＞，

where　m，δandεare　ass◎ciatedも◎kby（1）a＄usuaL　The　f（）110wing　theorem　gives
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
various　expliciもdescripti◎ns　ofもhe　Fk　a盆d　the圭r　assodated　p◎1yn◎mia三s　Fk（の，　s三m銭ar
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ふ

to　th◎se　g三ven　earl玉er　f〈）r／ln，σ鳶，a籍d　Hk・

　　Theorem　5　　Smpposeゐ≧0，た≠2（mod　3）．　Then　we加響e’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りi）Differential　e《7U《ztion’Fk（］）is統εuniGue　normalixed　pelynomia950～鴬孟歪0γ器｛ザ

　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ

　　　　ゴ（ゴー1728）Fk’十｛（エーン1）ブ十（1轍一彦／o）（ゴー1728）｝FA十m（γ為一骸）◎）Fkニ：◎．
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i圭）Closεd∫formulas’　Let　a　bε　any　permutati・n　Of｛0，1，。。｝．　Thεn

瓦（　の3）一（卿）4728）m
im一説び（．◎））X澱・）F（一・一三（・）；1－Ya（・・）；一篶）

and

　　　　　F・（T）一・9η（σ鷹書（一・）1（　1・（o））（m評））琢（・・）綿∬4・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のiii）Recurs伽relation’The　Fk（」）3α孟醜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　（m　十1）＠一ン。。）（1－y。。）Fk＋12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　一〃。。［（1＋y。。X1－Y。。）ト1728（（1－Ye）（晦栃）＋2矯（m一シ。。））撫

　　　　　　十17282（m一　yfi）（m一濫ノ1）（1十1～◎◎）ji㍉＿12ニ◎　　　　（k≧12）。

iv）‘‘Generating．加cti・n”’Fer・k∈Z＞O　and　any　a　den・¢e勾σ鳶，。（T）the　coefiiciεnt

6ゾXゐ　in（1－3E4（T）X4十2E6（ア）X6）燕．　Then

　　　　　　　　昨（一・）飢＋・2一一（2㌃＋ε）（き鯖））一’σ、，畢（r）・

Pro（ゾi）We　can　easily　transfomm　the　equati◎n（24）i盆t◎the◎登e　i捻terms◎fゴ，　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りus三簸9致）rmulas（9）and　theごdati◎識＆篇△m瑠Eε＆．　The　u登iq縫e無ess致滋◎ws　from

the＄a】瞭¢arg魏me嚢t難sed　i難the　pr（）◎f　of　The◎re】離4，　i圭i）i難§7。

　　ii）The　eq珪ati◎Σ｝i難i）is　i轟fact　a　hyp¢rge◎metごic　differeRtia三eq綴誌i◎灘a簸d　has　a

p◎1yno面a圭s◎1uもi◎n　F（＿m，＿m十zノ◎◎；1－y｛）；」／1728）．　We　have　6　po｝ynomial　＄eluti◎ns

out　of　K：ummer，s　24　solutions　t◎this　equation．　By　the　uniqueness，　they　differ　only

by　constant　factors．　Making　the　expressions　symmetric，　we　obtain　the　fbrmula　in　the

theorem．　The　fbrmula　fbr珂b　fbllows　immediately．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬ　　iii）The　first　three　arguments　of　the　hypergeometric　series　in　the　fbrmula　fbr珂t（　の3）

will　change　by　l　if　we　replace　k　by　k土12．　The　recursion　is　therefbre　a　consequence　of

Gauss，s　contiguous　relations．

　　iv）Put　Ya＝（1－3E4×4十2E6×6）α．　From　the　relations

　　　　　Ya＝｝鮎1・（1－3E4×4十21輪X6），

　　　　　鼻一α・Ya一・（一・2E・・X・鵬X・），

　　　　　　Sl）　OkGk，a　X・一隅％趨x撫一α・Ya一・（E6×4一環X6）

　　　　　　k　＝O

we　obtain　respectively

　　　　　　　　　　　　　　σん，α＝（？k，α＿1－3E4σん．＿4，α＿1十2E6（］k＿6，α＿．1，　　　　　　　　（25）

　　　　　　　　　　　　　んσゐ，α＝一12αE4　Gk＿．4，α＿1十12αE6σ鳶＿6，α＿1，　　　　　　　（26）

　　　　　　　　　　　　ekσ猷α＝ニαE6σん＿4，α＿1一αE3σた＿6，α＿1．　　　　　　　　　　　（27）
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Solving　（25）　and　（26）　for　E4　Gk－4，a－i　and　E6　Gk．一6，．一i　and　substituting　the　expressions

obtained　into　（27），　we　get

ekGk，．　＝　一一　aiitT　（a　一　2　＋　g）（a　一一　2　＋　g）　ck＋2，．＋i　＋　（a　一一　ElltT　＋　i）　Gk＋2，．・

Using　this　repeatedly　we　finally　obtain

　　　　　　　　　　　　ん（k十2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E婆σ轟，αOk＋2　ek　Gk，．　一一

　　　　　　　　　　　　　　144

＝　（a－k＋g）　［iv．　；ijla；is．　，）（．．，）　（a－2＋　g）　（a－g＋　i）　（G－2＋　g）　Gk＋4pa2

一α÷、｛（α÷1）（α壱1）＋（α一1）（α一般＋1）一た（笠2）｝σ・椥÷・

＋　（a　＋　g）　Gk＋4，a］　・

Since　the　right－hand　side　vanishes　if　a　＝　（k　一一　2）／6　we　deduce　that　Gk，（k－2）／6（T）　satisfies

the　same　differential　equation　as　Fk（T）．　The　constant　term　of　the　Fourier　expansion　of

σ、，（圃／、equal・the　c・e缶・i・nt・f　Xんin（1－3×4＋2E6）（ゐ一2）／6＝（1－X2）（ト2）／3（1＋

2x2）（k－2）／6，　which　in　turn　equals

慧（一1）・2餐《㌢）（ぎ毫）＋・）曇（マ）籠2＜1）一（一3）・／・（㌢）・

This　together　with　（12）　gives　Fk（7）　＝　cGk，￥一2（r）　with

・＋1）m
ik一一56m）／（一3）告（マ）一（一・）吻・…（2㌦＋ε）（課，）∴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　Remarks　1．　The　symmetry　in　the　closed　formula　ii）　is　the　reason　why　we　chese

the　normalizatioR　（12）　of　Fk．

　　2．　Part　iv）　of　the　theerem　makes　it　clear　why　the　medular　ferms　Hp－i，　Gpww　i　and

Fp－i　iR　Theerem　1　are　（gp　tg　scalar　factor＄）　coltgrueRt　te　cRe　aRother　medule　p　（up　tg

・曲・魚傭s）・they　a・e　ju・t　th・・pecia1i・aも脇◎fσ。一・，αt◎もh・th・ee曲es　a　・一垂，

2si；ii　and　RXd3L，　which　are　the　same　modulo　p．

　　3．　ln　the　notation　of　［10｝，　the　formula　for　Fk　can　be　written　as

　　　　　　　　　　Fk　＝　sgn（a）M　E46　E6e　Hm（1　一　u．（oo），1　’　ua（o）；Ya（oo），Ya（o）），

where　Hn（k，1；　X，　Y）　is　the　polynomial　£，＋，．．（一一一1）’（”＋lr－i）　（”＋S－i）XrYs，　which　sat－

isfies　the　“hidden　symmetry”　that　it　is　±1－symmetric　in　the　three　variables　（k，X），

（1，　Y），　（m，　Z），　where　k十1十　m　＝　n　一　2，　X　十　Y　十　Z　＝　O．　（This　polynomial　is　essentiaily

the　Wigner　3J－symbol　of　quantum　mechanics　and　arose　in　［10］　in　connectien　with　the

CeheR　bracket　operatien　eR　medular　forms．）
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　　　We　now　i簸terpret　the　Fk　as　orthogonal　polynomials．　Consider　the　space　W議
C［ブ1／3，（ゴー1728）1／21which　is　identi丘ed　with　the　space　of　holomorphic　functions　on　7t

圭簸varia捻t醗der　the　co憩muta伽s疑bgr◎up【r，r｝◎f　r謙P5五（2，　Z）a捻d　gr・wi箆g　at　m◎st

like　a　polynomial　in　g－1．　Fbr　each　residue　class　r　m◎dulo　6，　denote　byλ：「the　character

・fthe　cydi・g・・up　r／［r，　rl　d・t・・mined面quely　by　x（（61）m・d［r，r］）　＝　ex”／3，　and

let　W＝㊥W（r）be　the　c◎rresp◎漁d拙論g　dec◎mp◎siti◎n◎f　W，　i．e．，　W（r）is　theズー

　　　　　　　　rmod　6

eige捻sPace　w三th　respect　to　the　acti◎捻◎f　r．　We難（）teもhat　ifδ∈｛0，1，2｝a箆dε∈｛◎，1｝

are　determlined　by　the　c◎獄g斑e獄ce　2r…籠4δ十6ε（mod　12），もhen　W（T）is　ideRtified　with

ゴδ／3（ゴー1728）ε／2C跡Now　we　define　a　scalar　product　on　WP　by　the　fbrmula

　　　　　　　　　　　　　　（f，　g）一ズ28ゴ、／茎繹劣、／、・（あ9∈W）・　（28）

0簸each　subspace　W（ア〉，　the　scalar　prod慧ct玉丑d慧ced　by（28）is　pos…もive◎r盤egat三ve

definite◎登ゴδ／3（ゴー1728）ε／2職ゴ！depeadぬg　whetherε＝Oor　1．　He捻ce　we　have　s童x

famili・・◎f　m・捻i・p・1yn・mia1・｛ノ窺）｝m≧。，濃）b・ing・fd・g・e鴫・u・h　that　th・ゴδ／3（ゴー

1728）e／2∫h「）are　orthogonal　with　respect　to　this　scalar　product．　On　the　other　hand，　fbr

each　eve捻residu¢class　2r≡…4δ十6ε（mod　12）and　m≧0，　put

　　　　　　　　　　　　　　　　敢）（ゴげF（一，一＋〃・；1一レ・・；1ワ8）

wheroン◎＝書（1－2δ）a獄d　y◎◎日晒（12m・←4δ十6ε十1）．　If　2r≠2斑◎d　3　a難d　k諜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
12m・十4δ十6ε，　this　is捻◎掘ng　b厩Fk（」），　ren◎r瓢alized　t◎be　monic．

　　Theorem、6　∫E「）：iil「）プ’er　any　r　mod　6　and　m≧0．

Pr・Of　Fo・薮x・d紬・敏〉・ati・fy　th・舳wing・ecu・・i◎n　w難i・h三・equiva1・捻tも・P鍵t

銭i）◎fThe◎rem　5　if　2r≠2（瓢◎d　3）：

　　　　　　鍛、（」）識（ゴー（λ、m＋λ、鵬＋、））敢）（ゴ）一λ、m一、λ、m螺1＠≧1）

where
　　　　　　　　　　λ・　・12（6一（一・）繋書“、）（6＋王）㌦＋1三ll≒）

（ン1＝（1－2ε）／2）．By　the　general　theory　reviewed　in§4，　the敢）are　orthogonal　with

respect　t◎もh奪sc3至ar　pr◎duct　wh◎§e　vぬes　gπ譜（ゴn，1）aye　given　by　the　c◎箆t三擁ued

食a£tio捻（16）．　This　c◎ntinued　fracti◎n　is　equal　to　g◎F（1，1－y（）；2－y◎一ン1；1728／ゴ）

by［2〕・H・nce　th・（ゴn，1）・・e　giv・n　by（ゴ物，1）ニ9・・172Sn（レ。∬1）／（ン。＋K’一2），whi・h　i・a

・・n・tant　multip1・・f溶728ゴール・（1728一ゴ）一・・の（b・ta魚n・ti・n）．　Thi・latt・・int・g・ah・

just（一1）ε．　times　the　inner　Product（ゴδ／3（ゴー1728）ε／2ゴ篇，ゴδ／3σ一1728）ε／2・1）圭識（28）．

The　the◎re搬負）llows。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　Remark　Up　to　a　rescaling　by　1728，0ur　polynomial　is　essentiaUy　a　Jacobi　poly－

n◎miaL　Th・・曜・pdyn◎mia1・瑳α・β）9・無・・ali・ingもh・Ch・by・h・v　p伽・mial・，　whi・h

have　parameters（l12，　2）a熱d　c◎獄e　iR致）ur　types（eve簸a捻d◎dd，銭どst　a捻d　seco鷺d　ki簸d）タ

。◎rresponding　to　the　fburfbld　decomposition　of　qコcl／2，（1－x）1／2］，whereas　our　param一

・ters　a・e（l13，　2）and　w・hav・・ix・famili…
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9 The　denominators　of　the　Atkin　polynomials

Fr◎m　theごelati◎琵（4）we　geもby　i難d秘cti◎捻thatもhe　dea◎m短at◎r◎f．A需÷1ωis　at搬◎st

（2n　十　1）！（2n）！／22nn！，　but　this　is　far　too　large，　e．g．，　the　denominator　of　As（7’）　is　enly　5

rather　than　1380566997810000，　and　indeed　only　two　of　its　coeMcients，　those　of　2’7　and

j’2，　have　any　denominator　at　a11．　Similarly，　if　we　fix　a　prime　p　〉　3，　then　（4）　would

lead　one　to　expect　that　p　would　occur　in　the　denominator　of　all　A．　with　n　〉　p／2，　but

iRstead　we　find，　for　iRstance，　that　for　p　＝　11　all　ef　the　An　with　n　f｛　15e　are　p－iRtegral

慧箆至e§sn三s　co擁gr慧e訟t　t◎1◎r　6搬Od幾lo　ll　or　7喜bebngs　to◎捻e◎fthe三滋terva玉s　l62■q

or｛123，1301．　Finally，　if　we　Iook　at　the　values　of　p．4η（のmodulo　p　fbr　the　first　values

of　n　for　which　p　occurs　in　the　denominator，　then　we　find　a　very　precise　pattern．　For

instance，　for　the　first　such　value　n　＝　g（p　十　1）　we　find　experimentally

pノ隻篇（ゴ）　≡　◎ゴ鶏十84ゴn一1十378◎0ゴ鷲㎜2十…　十。7ゴη　ず榊ユ十… （med　p）

with　coeMcients　c．　E　Z　independent　of　p，　and　with　a　little　numerical　work　we　discover

the　empirical　formula

　　　　　　　　　　　　　　　　（6r　＋　1）！

cr　＝　12　（8r　十　7）
　　　　　　　　　　　　　（3r）！r！　（r　十　1）！2

（r　）　O）

detail　and　provide　some　explanations．

　　We　first　generalize　the　above　congruence　for　pA　i（p＋o　（」’）．　Recall　from　the　discussion

◎f◎rth◎9◎鍛al　poly簸◎田ia1s短§4もhaもiz医term・s◎f　the　variab1e　y＝・Vσthe　Atk三障Pdy－

Romial＄　are　the　eveR　member＄　ef　a　sequence　ef　monic　pelynomials　An（Y）　satisfying　the

recurrence　An＋i（Y）　＝　YAX（Y）　一　A．AA－i（Y）　（n　）　1）　with　A．　as　in　（19）．　Moreover，

An　is　a　polynomial　of　the　same　parity　as　n，　so　we　can　write　AA（Y）　＝　Y”a．（1／Y2）

where　a．（t）　is　a　polynomial　of　degree　S　n／2．　ln　terms　of　the　a．　the　recursion　becomes

｛Zn÷三（のニan（毒）一λ箆診｛砺＿圭（の （n　）　1）， （29）

and　the　relation　to　the　Atkin　polynomials　is　A．（2’）　＝　2’”a2．（1／2‘）．　From　the　recursion

it　follows　that　an（t）　has　p－integral　coeMcients　for　n　一く　p，　and　looking　at　numerical

examples　we伽d　empirically　that

　ap（t）　1iff　¢e（t）　　　斑◎d（P，が｝），

Pα。（t）ヨΦ一一P（のmod（P，オP） ψくn＜2P），

where　the　O．（t）　are　certain　power　series　independent　of　p，　the　first　few　being

rpo（t）　＝　1　十　120　t　十　83160　t2　十　81681600　t3　十　93699005400　t4　十　…　，

Φ、（の＝84毒（1＋45◎オ＋39468◎オ2＋4295577◎0オ3＋…），

tp2（t）　＝　27720　t2　（1　＋　944t　＋　1054170　t2　＋　1297994880　t3　＋　…），

¢3（t）　＝　13693680　t3　（1　十　1335t十　1757970　t2　十　2386445040　t3　十　・・一）．

（3e）

（31）
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Comparing　the　recursion　（29）　and　the　congruence　（30），　and　using　formu1a　（19）　for　the

An，　we　find　that　these　power　series，　if　they　exist　at　all，　must　satisfy　the　recursion

　　　　　　　　　　　　　　　　　Φπ→一1（t）＝φη（の一λ夷オΦn＿1（の　　　　（7乞≧1）　　　　　　　　　　　　　　（32）

with
　　　　　　　　　　　　　　　λA一｛　　　　　　　8412（6睾）D（6一（号P）：濃

Moreover，　by　inspection　of　the飯st艶w　coe燈cients◎ne舳ds　the　f（）rmulas

　　　　　　　　Φ・（の一慧（辮〆・¢・（t）一・2慧（弧線1！オ・＋’・（33）

　　　So　far，　this　is　all　only　experimental．　To　check　that　it　is　true，　we　first　find　the　solution

of　the　recursion　（32）　with　initial　coxxditions　（33）．　We　first　observe　that　the　formulas

（33）　are　equivalent　to

　　Φ、（の一F（養，豊；1；1728の2，Φ、（の雛8蝋養，蓋；1；1728オ）F（＆，醤；2；1728の．

（Te　prove　thi＄，　verify　that　in　each　claimed　equakty　both　sides　have　the　the　same　first

few　terms　and　satisfy　the　same　third　order　differential　equation．）　Now　by　induction　on

n　and　the　continued　fraction　formulas　of　Gauss　already　used　in　the　proof　of　part　i）　of

Theorem　4　we伽d　that　the　ge籍eral　sd縫ti◎R◎f（32）三s　g三ve鍛by

　　　　　　　Φ。（t）躍・。オ露F（養，缶；1；1728オ）F（圖瑞，［割＋古；箆＋1；1728の　（34）

with　constants　e．　E　Z　given　by　co　＝　1　and

・・一λ童…λ夷川（一・728）㌦（［号㌃毒）（［穿1騨＆）一（6鵠lil二品篇）

fbr箆≧LI捻parもicular，　the　p◎wer　seriesΦn（t）has三捻tegどaユ。◎ef簸cie就s　a捻d　is　divi§圭ble

by　tn　for　a｝1　n，　preperties　which　were　visible　in　the　examples　（31）　but　are　not　at　a11

0bvious　from　the　recursion．
　　N・ww・it・α。（t）ニΣ騨α（n，のオ葱．　The　c◎ngm・nce・（30）・ay　that帥械，の

i＄　congruent　modulo　p　to　the　coeficient　of　t’　in　¢n（t）　for　O　S　n，　i　〈　p．　Because　of

the　recursions，　it　suffices　to　prove　them　for　n　even　（which　anyway　is　the　case　we　are

interested　in）．　By　part　ii）　of　Theorem　4，　we　have

α（2環）・　12・・
P（「・）伽（歪塩）（鑑）（π捨）（π評）（2㌃1）∴

Let　2n　：p＋　2h　＋1　with　h　〉一一．　O　fixed　and　p　〉　2h　＋　1．　The　binomial　coeMcient　（2”．一i）

is　prime　to　p　for　m　S　2h　and　divisible　by　p　exactiy　once　for　m　）　2h　十1　（note　that

窺≦i〈P），a籍d短もhe　latteぎcase　wo　have　the　c◎ng澱e鼓ce

l（2∵）（P÷2ん）●”（P＋1）（Z；ltl）”畢（酬2圃

　　　　　　　　　　　　　　　（一1）m…1（2ん蕩1　2ん一1）！（榊誓一1（M2X　1）一1（一dp）・
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Hence　p　a（p　十　2h　十　1，i）　is　p－integral　and　is　congruent　modulo　p　to

一12
j÷§＿（　　　1　　　12霊・一m，）（蕩）・（ん㍍養）（ん詑）m（m蠕1）・

and縫siag（34＞o獄echecks　that　this　agどees　with　th愈。◎e缶cie捻t◎fが短φ黛屏1（オ）．

　　This　completes　the　proof　of　（30），　which　give　congruences　modulo　p　for　the　a．（t）　in

the　raRge　p　：f｛　n　〈　2p．　Going　further，　eRe　fuds　further　coltgruekce＄　of　the　same　sert．

For　instance，

α2P（の……妻Ψo（の　　m◎d（P，　tP），

P｛Zn（t）…奏Φ鷲＿2P（オ）　mod（ρ繋が｝） （2p　〈　n　〈　3p），

where　the　W．（t）　（n　｝1　e）　are　aRother　sequeRce　of　pewer　series　with　properties　similar

to　those　ef　the　¢．　（they　satisfy　a　＄imple　recursion　and　factor　as　product＄　of　one　fixed

and　one　variable　hypergeometric　series），　the　first　few　being

　　　　　　　　We（t）　：1　“一一　24　t一　17928　t2　一　18H7312　t3　十…　　，

　　　　　　　　Wi（t）　＝＝　一6et　（1　十　522t十　471288　t2　十　51916962e　t3　十　…　），

　　　　　　　　pt2（t）　＝　一3276e　t2　（1　＋　896　t　＋　984042　t2　＋　12018550e8　t3　＋　…）．

Mere　geRera｝ly，　for　s　〈　p　the　first　p　coeMcients　of　asp（t）　and　p　asp＋n（t）　（e　〈　n　〈　p）

are　congruent　modulo　p　to　the　coeMcients　of　ty，¢．（t）　if　s　is　even　and　to　7s　ptn（t）　if　s　is

・dd，　wh・・e物瓢1，7・越，72瓢一1響5，7・篇一1讐7，…a・e　cert畿・◎nstanもs・Th・捻
starting　at　n　＝　p2　we　get　’ ?奄№??秩@powers　of　p　in　the　denominators　and　a　new　sequence

◎fc◎捻gru¢轟ces．　There哉ぎe　a1S◎譲ice㈱grue捻ces致）r　the　P◎w破seごiesφn（t）a難d重爲（オ）

modulo　p　and　powers　of　p　which　the　reader　may　want　to　experiment　with，　but　we　are

getti轟g　carr三ed　away　fr◎ml　Ou川戯ai聡theme　a職d　w澱St◎p　here．

10 Supersingular　polynomials　and　the　modular　poly－
nomia1

1薮this　sect三〇轟，　which三s　a　b玉t醐。圭捻t　fr◎斑the　rest◎fもhe　paper，　we　tie疑p　s◎me

loose　ends　by　giving　direct　proefs　of　two　facts　abeut　supersingular　polynemials　which

appeared　in　earlier　sections．　The　argument　given　here　is　essentially　identical　with　one

given　in　a　paper　of　Keike　（［6］，　p．　136　and　169），　but　the　preseRtation　there　is　considerably

less　elementary　and　makes　use　of　diMcult　results　of　lhara，　whereas　the　discussion　here

is　eRtirely　＄elf－coktained．　Sikce　the　present　paper　has　a　partially　expesitery　character，

and　the　argument　is　short　and　quite　pretty，　it　seemed　worth　including　it　here．

　　We　will　werk　with　modular　ferms　and　functioRs　ceRsidered　as　elements　iR　the　ring

Q（（の）of　Laurent　series　in　q，　which　we　identify　with　the　r1ng（Q《ゴー1》of　Laurent　series

玉nプ1篇ゴ（り｝1．In　particular，　we　define　a　L飢…rent　seriesψP（ゴ）∈Z（（プ三》with董ea，ding

coeMcient　7442’Pww　i　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q，（ブ（T））一ゴ（γ）P一綱．　　　　（35）
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　　　LetΦP（X，　y）ξZ〔X，　Y［l　be　the　modu玉ar　polyn◎miahelati簸g　the　5－invaria無ts◎f　two

P－is◎ge獄◎鷺s　e烈ipもic　curv¢s．　The伽捻◎慧s（and　easily　pr◎v¢d）c◎RgrueBce　ef：Kro籍ecker

says　that

　　　　　　　　　　　　　　　　φP（X，y）＝（Xρ一y）（X－yp）十P　Rp（X，γ）　　　　　　　（36）

for　some　Rp（X，　y）∈刎X，巧．　We哉re　interested　in　the　mod　p　reducti◎n◎f　the　poly－

nomia王砺（X）：Rp（X，　Xp）・Substituting　X雛ゴ（γ），　Y　・」（Pa）inも◎（36＞we伽d

　　　　　　　　◎」蜘ω，ゴ（Pt））一．9。（5ω）（ゴ（T）一ゴ（Pt）・）＋R，（ゴ（τ），綱）

　　　　　　　　　　　P

and　he籍ce，　reducing　modulo　p　and　usingゴ（餌）……ゴ（γ）P（here　and　from　now　on…≡…

denotes　congruence　of　L＆urent　series　modulo　P），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9炸縄・　　　（37）

1捻partic慧1aらthe斑◎d　P　reducti◎n◎f％is　the　Laure籍t　s醜s　expansi◎簸◎f　a　rati◎nal

function　aU　of　whose　poles　are　simple　and　are　contained　in　I彫2．

　　　On　the　other　hand，　dif琵rentiating（35）gives

　　　　　　　　　　　　　　卿ω）一ゴ（T）・一L縞））…ゴω・一1一ノ（ア魁

where’app玉ied　t◎af縫難ct三◎蕊◎f　T磁ea簸s（2短〉　1d／d7。　B疑t　f沁m

　　　　　　　　1≡≡Ep＿1（ア）＝△犠瑠Eε五｝》＿1（ゴ）鰹…△窺五壊Eぎゴーδ（ゴー171～8）輪ε51ρ（ゴ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆwhe・e　S，（7）ξ畷ゴ｝　is　defined　by　S，（の難ゴδ（ブー1728）ff　E，一・（ゴ），　we　g・t

ノω・～
ﾗゴ（T））三2　6ε難ゴ（ア）8　4ε紬）1728）6　4ε

（fbr　p≧5）．　H：ence　the　Laurent　series　lρ参（ゴ）satisfies　the　congruence

　　　　　　　　　　　　　　醐…ゴ・一＋・・（：4m＋2g　（」’一一1728）6M＋26＋4ff3　緬　s，（の・）・　（38）

C◎mparing　eq篭aも韮◎難s（37）a簸d（38），　we　de伽。εthat：

（a）all　zeros　of　Sp（ゴ）except　fbr　possibly　O　and　1728　are　simple；

（b）　　aU　zer◎s　of　Sp（ゴ）1ie　in　gep2；

　（c）　the　polyxx◎斑ial　Hp（ゴ）　（斑◎d　p）va難ishes　atゴ＝Oa捻d　1728　and　aもaU　values《）f

　　　　ゴ∈1ら2which　are　not　r◎ots　of　3P（ゴ）；

（d）ifゴi・a・・◎t◎f　Sp（ゴ），　th・R・H。（ゴ）叢一ゴ8m＋‘δ＋4e（ゴー1728）6m＋2δ＋4ヲSS（ゴ）2・
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Statement　（a）　was　needed　in　g3，　where　a　different　proof　was　given．　Statement　（b），　once

S，（2’）　has　been　identified　with　ssp（2’）　as　was　done　in　g3，　is　the　fact　that　all　supersingular

invariants　lie　in　Fp2，　which　was　mentioned　without　proof　in　g　2．　Statement　（c）　can　be

found　in　the　paper　［9］　by　E．　de　Shalit，　and　statement　（d）　is　closely　related　to　a　question

raised　there．　Namely，　de　Shalit　wrote　down　the　conjectural　formula，　closely　related　to

previous　work　of　Oester16　and　himself　on　the　p－adic　period　pairing　on　Xo　（p），

Hp　（1’）　＝

　　　　　　　　　　o

（一1）・ゴ禦（ブー1728）禦

if　2’　E　Fp2　is　not　supersingular，

SSfo（」’）P＋i
if　」’　is　supersingular，

（39）

and　proved　this　formula　completely　for　p　E　1　（mod　4）　and　up　to　a　possible　ambiguity

of　sign　if　p　＝一　3　（mod　4），　his　proof　being　non－elementary．　Comparing　with　（d），　we　see

that　formula　（39）　is　true　if　and　only　if

ss，（2’）＝O　＝〉　ssS（」’）P－i＝（一1）e－i2’一23（6－i）（p－i）（」一172s）g（e－i）（p－i）．

（40）

For　instance，　if　p　E　一1　（mod　12），　then　（40）　says　simply　that　ssS（］’）　belongs　to　Fp　for　all

supersingular　i　lt　would　be　nice　to　have　an　elementary　proof　of　this　simple　statement．

A　sketch　of　an　argument　why　equation　（40）　（gr　at　least　its　12th　power）　should　be

true　was　shown　to　one　of　the　authors　by　Faltings．　We　also　mention　that　properties

（c）　and　（d）　almost　characterize　the　polynomial　Hp（2’），　since　they　give　its　values　at　p2

arguments　and耳b　has　degree　p2十p十1if　p†744．　A　complete（though　not　very　elegant）

determination　of　Hp　then　follows　from　（37）　and　the　additional　formulas　gS”）（O）　E　O

（1　S　n　S　8m　＋　26　＋　4e）　and　gS”）（1728）　E　（n　一　1）！（一一1728）”一i　（1　S　n　S　6m　＋　26　＋　2E），

which　follow　immediately　from　（38）．
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