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Poly－Bernoulli　numbers

par　MAsANoBu　KANEKO

R嶽SUM：ゑPade　b圭a議s　des　s6ries沁ga戯もh加璽競es　m嘘ip王esラ総◎縫s

d6finissons　1’analogue　en　plusieurs　variables　des　nombres　de　Ber一

登0磁。Nous　d6m◎蹴0簸s　u蕊e負）磁ule　explicite　ainsi⑳’職もh6◎一

reme　de　dualit6　pour　ces　nombres．　Nous　donnons　aussi　un　th60－

reme　de　type　von　Staudt　et　une　nouvelle　preuve　d’un　theorbme

de　VaRdiver．

ABsTRAcT．　By鴛si難9　P◎1y1◎g麗圭もhm．　series讐we　d¢伽e‘‘P◎ly一｝3eで一

noulli　numbers”　which　generalize　classical　Bernoulli　nurnb　ers．　We

de蜘e　a滋exp銭cit致）鋤誓1＆鍛d　a　d膿1圭tyもhe◎re斑致）r　these難搬一

beys，もogeもher　wiもh　a　v◎塾Sta穫d愈一もypeもhe◎re搬fbr　di－Bern◎簸鐵

numbers　and　axxother　proof　of　a　theorem　of　Vandiver．

　　F◎：reve：じy血teger　k，　we　de：fiRe　a　seq縫e11ce◎f　raもional豊脇bersβ捨）（篇＝

0，1，2，…　），which　we　ref6r　to　as　poly－BernouHi　n皿mbers，　by

（・）・

：Here，　fb職ny　intege酌，　Liた（のdenotes　the　fbrmaユpower　series（fbr　the　k－th

P◎ly1◎gaよithm　if　k≧1a滋d　a　ratio謡釦葺cti◎鍛圭f為≦◎）Σ羨1之犠／窺鎗．

When　k　＝　1，　BS）　is　the　usual　Bernoulli　number　（with　Bsi）　＝1／2）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，夢≦、一慧β幕）el，

aptd　when　k　）　1，　the　lefthand　side　ef　（1）　can　b　e　written　in　the　form　of

“iterated　integral＄”：

（2）

　　　　　1
ex　．

　　　eX　一1
Nw一一一一・一一一・・一一一一一・一一一一一“・”一一v．一一・一一一一一一一一M－Mpt・

　　　　　　　　　（k一一〇一times

∬，・と、fet…，占ズe差、d一孟一シ）纂・

Manuscrit　regu　le　17　£6vrier　1994．
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in　this　pap　er，　we　give　b　oth　an　explicit　formula　for　B£k）　in　t　erms　of　the

Stirling　numb　ers　of　the　second　kind　and　a　sort　of　duaJity　for　negative　index

poly－Bernoulli　numb　ers．　B　oth　formula＄　are　element　ary，　and　in　fact　aimost

direct　conseque皿ces　of　the　de舳ition　a皿d　properties　of　the　Sdkling　numbers．

As　applications，　we　prove　a　von　Staudt－type　theorem　fbr　di－Bernou勝皿m－

bers　（k　＝　2）　and　give　an　alternative　proof　of　a　theorem　due　to　Vandiver　on

a　congruence　for　BS）．

1．　Explicit　formula　and　duality

　　An　explicit　formula　for　B£k）　is　given　by　the　following：

THEoREM　1．

B£k）　＝　’（一i）n　．：：［” @）．，　Sl：’：ERill！Sggl｝a2Zi）M．MeS，（a・　M）　（．　）　e，　vk），

ωんere

　　　　　　　　　　　　　　　5（…）一（読1㎜叢（一・）・（7ン・

is・the　Stirl吻n襯わer　Of　tんe　seeond．伽4．

R脳ARK．　Whe丑k＝1，もheもheore：m．鋤d　its：ma鷺y　variants　are　dassic瓠

res撮もs　iaもhe　s撫dy◎f　Bem◎ul猛蹴Imbe欝s（c£　11］）．

　　Beca護se　t：he　S旗難丑9珊工Rbers　are　integers，　we　see赴。憩the　fbr憩：証1＆th＆も

B£k）fer　k　≦　◎is　a嚢沁もege：じ（急ctua難y　p◎sitive，　as　del日蝕。：【istrated血the

remark　aもthe　e且d　ofth蓋s　secもi◎難）．

THE◎REM　2．　Fc》r｛my　n｝k≧0，蜜ノeゐ｛鍵ノε

B£一海）瓢縞物）．

PRooF　oF　T囲◎RE簸s　l　A聾D　2．0簸e　way　t◎de蝕e　the　St穂Rg丑雄mbers
ef　the　secend　kind　S（n，　m）　（n　）　O，e　S　m　一く　n）　i＄　via　the　formula

　　　　　ガ
xn　・・　2）　S（n，　m）（x）m，

　　　　m　：0

where，　for　each　integer　m　）　O，　we　denote　by　（x）．　the　p　olynomial　x（x　一

1）（x　一2）…　（x　一一m十1）　（（x）o　＝＝　1）．　Then　they　satisfy　the　following　formulas

（when　n　＝O　in　（3），　the　identity　OO　：1　is　understood）：
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（3）　8（　）一（諜（一・）く7）e・・

烽P）鵬一£s（購）蒙・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π＝諮伽

For　other　definitions，　further　prop　erties　and　pro　ofs，　we　re艶r　to［3｝．

　N◎wTheorem　l　is　read丑y　derived　from　the　definition（1）．and　the　fbrmula

（4）．1糠facも，

　　　　　　　　　　　　　　　　　融（　m！m　十1）・ゑ（一・）ms（聯）（著）n

　　　　　　　　　　　　　　　　　一二（轟（一1隅響））（kl）鋤・

且ence　the　the◎re斑fb11◎ws．

T・・P・・ve　The・・em　2，　we・cal・皿ate．　the　genera伽9㎞cもi・n・f　BSk）・

　　　　　　　慧シ）回書慧（・一e一）糀（犠＋・）畷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　業Σ（1イつ搬e（犠÷1）y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　msc◎

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e二十響

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e｛お十e窪ノーe四十3／

The　l麟6xpressi◎薮bei丑g　s脚醜鵬鋤d鯉elds　The◎・e憩2．

REMARK．　Since

　　　e¢惣　　　　　　　ε¢耀

e＄＋eY・一・e¢＋Y　1一（ex　一1）（eY－1）』

　　　　　　　　　　　；♂＋y（1＋（eX　一1）（eY－1）＋（（♂一1）（♂一1））2＋…），

the篁u＝mber　B£魂）（k≧◎）i謝町s　p◎S圭t圭ve．
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2．　Denominators　of　di－Bernoulli　numbers

　　Using　Theorem　1，　we　ca　n　completely　determine　the　denominator　of　dr

Bemou通珊mb　ers翫s負）llows．

丁駆｝◎REM　3．

　　（1）陥伽¢5嘱β穿）一一（9？2）β紐、＠≧1）。（Hεn・・thε　des・三一

　　　　　tion　of　the　deneminator　redwces　te　the　classical　Clausen－von　Staudt

　　　　　オんeorem．）『

　　　（2）　When　n　’is　even　（2　2），　the　p－order　ord（p，n）　of　B£2）　for　a　pTime

　　　　　number　p　is　given　as　follows．

　　　　　　　（a）　oTdlp，n）　）　O　ofp　〉　n＋　1．

　　　　　　　（b）　FeT　5　fSI　p　s｛　n十1，　we　have：

　　　　　　　　　　　（i）　er｛2（P，7の＝＝一2銭デP－11鶉．

　　　　　　　　　　　（蓋）伽一一1轟オゐen：

　　　　　　　　　　　　　　（A）・吻，n）≧・吻畔，・脇≡曲・dpレ・）掴

　　　　　　　　　　　　　　　　　some　1　〈　n’　〈p一　1．

　　　　　　　　　　　　　　（B）　oTd（p，n）　＝　一一1　otheTwise．

　　　　　　　（c）　ord（3，n）　）　O　ifn　eE　2　mod　3　and　n　〉　2．　Otherwise　ord（3，n）　＝

　　　　　　　　　　一一2．

　　　　　　　（d）　erd（2，n）　）　e　of　n　i　2　mod　4　and　n　〉　2．　erd（2，n）　＝　一1　if

　　　　　　　　　　nEO　med　4．　erd（2，2）　＝一一2．

Before　prov血gもhe　the◎re血，　we　esもab頚sh　the紐◎w沁g　le㎜a画ch　w皿

be　needed　in　the　proof．

馳MMA　1．　Assume　n≧2is　even　and　p≧528α卿meπu㎜6εデ3価。ん孟んat

m＋1＝　2p．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　（一1）Mm！S（n，　m）　igg　O　mod　p2，

and・hencε（一1）mM！3（篇，犠）／（鵬＋1）2卯一翻egra乙

IPRooF．　By　（3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　2p－1

（一1）Mm！S（n，　m）　rm
Σ（一・）く2㌃1ン・

碧｛（一・）・（2㌃1）餅・）・・《劣ゴ）（2P一の・｝

＋（．．1）p　（2Pp一’　1）　pn

差tAl｛（一・）で㌃1ン・＋（一・）駕）（一一一2mpen一・＋の｝m・dp・・
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Since
　　　　　　　　　　　　　（2P　e一　i）　＋　（2eP．一一　i）　＝　1’　（2eP一一一　i’），

the　last　sum　is　equal　to

　　　　　　　　　　　　　　2P（レn）誓（一・）〈㍗ゴ）e・一・・

Noti皿9もhat
　　　　　　　　　　　　　　　　（2eP：i）　ma（一i）e－i　modp，

we　see　that

　　　　　　　　　誓（一・）駕ン物一・…暑・一・…・蜘

1）ecause　p－1脚一1（reca皿that　n　is　even　and　p　is　odd）．　This　proves　the

lemma．
PRooF　oF　THEoREM　3．　1．　Let　B．　＝　BS）　for　n　11　and　Bi　＝　一一1／2．　Then

X．OO．．一一e　B．　x　n／n！　一一一　x／（eX　一　1）．　By　（2）　in　the　introduction，　we　have

　　　　　　　　　　慧B穿）簑遥、∬書喰

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一捻β9＞鍔・シ（Xiie、）！・

From　this　we　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　酢叢（醗孕・

Since　BS）　：Be　＝O　for　odd　e）　3，　we　have　for　odd　n

　　　　　　　　　B£2）　＝＝　一gBS2，B，　＋　BSi）B．一，　＝　一SIZ’1　zi－2］一””　t2）Bse，．

2．W奄皿ake　use　of　Theorem　1．　Part（a）is　obvious　because癒e　Sfuling

numbers　iR　the　formula　in　Theorem　1　are　iRtegers．　For　the　remainder　of

the　proof，　first　we　nete　that　the　expressien　m！／（m　十　1）2　in　the　＄ummaud　ef

the　fermula　i＄　aninteger　except　whek　m十1　＝＝　8，　9，　a　prime　nvmber，　er　2×

畠p露矯εnux泌εr，　as　caR　be　chec：ked　i夏a皿ele通e厩a■y　war．　N◎w，　Lem難a　l

tells　us　that　any　prime　rwmber　p　）　5　satisfying　m十1　＝　2p　dees　not　appear

in　the　denominator　of　BS2）．
　　　　　　　　　　　　　　　　n
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　　Our　next　tas：k　is　to　consider　the　case　m十1瓢p，　where　p　is　a　prime

number＞5．　h伽s　case

　　　　　　　　　　　　（一1）Mm！S（n，　m）一画（一・）で！1ンn・

The　rig批ha血d　side　is　congruenもmodulo　p　to－1　ifp－11n　and　to　O　if

p－1／n．Thus　if　p－11n，もhe　p－order　of（一1）mM！S（η，　m）／（m十1）2　is－2．

S圭：n，ce　t：he◎ther　smnands　ip．　t：he　fbr澱磁溢n　Theorem．1a薯e　p．1㎞tegraユ，　we

ha｝ve　show滋part（b）一i．　S穫pp◎se　p－11n脇d　ca匪。冠Ia；te】瞼odul◎p2．　Usi丑g

　　　　　　　　　　　ω≡（一・）・＋（一・）・一・嬢lm・dp・・

we　see　thaも

　　　　　　　雲（一1）でか≡雲4鶉一P薯π挨｝斑◎dp・・

It　is：known　that（cf．　Cor．　of　Prop．15．22　in［2D　if　n　is　even　a：nd　p－11n，

the：n

　　　　　　　　　　　　　　　　　P－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　en≡pBff）潜性2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑニユ

On　the　other　hand，　when　we　put　n　mod　p　一一　1＝n’，1＜n’〈p－1（since

bothη鋤d　p一一1are　even，　n’is　aユso　even），we丘ad

　　　　　　　　　　≡B£）m・dp（・ee（63）・f・Vandiv・・囚a益d　Secもi・n　3　b・1・w）．

We　therefbre　have

　　　　　　　　　　　（一1）鵠γ勘！3（nラm）≡P（BS＞一」B幕））　：【臓◎dヌ）2，

where　7η十1＝pand　n’…≡nmod　p－1，1＜n！＜p　一一　1．　Since　p　一　1脚，

the・umber　B£i）／n・is・Pa－integ・al　and　BS）≡n・BS）／n　m・d　p（P・・P．15．2．4

a皿dTh，5　fbllowin．g　it　i：n［21）．　Thus

　　　　　　　　　　　（一、）鵜魏！8（綱≡P（＿・）瑳1）脚dp・．

This　read叢y　gives　part（b）一翼of　the　theorem．

　　The　o：nly　summands　in　Theore皿1which　may：not　be　3－integraユare
2！S（n，2）／32，一5！3＠，5）／62，a丑d　8！5（n，8）／92．　By（撫ecもcalcUlati◎丑鷲si丑g

the　ferm】戯＆（3），we　Obtaぬpaよt（c）。　Ih　a　si品詞aエ］【naR丑er，　we　c脇deter曲e

the　2一◎rd鍵as　we11，　b登t　we　o血韮ももhe　deta謎s　here．
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3．　A　theorem　of　Vandiver

　　As　an　application　of　Theorem＄　1　and　2，　we　prove　the　following　proposi－

tion　eriginaJly　due　to　Vapmdiver．

PRopesmeN．　Let　p　be　an　edd　prime　nvmber．　Fer　1　S　i　S　p一　2，

　　　　　　　　　　B！1）≡慧（　1　　　11十　一　”．十　．：L　2’　’m）（魁・）lmゆ

PRooF．　By　Theorem　1　and　Fermat’s　little　theorem，　we　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B5・i）ur　B5・2－P）　mod　p．

The㈱艶2町§もha纈e・ighth繊d　sid・is　eq戯t◎BS：S），w舳by　The・撒

1i・eq謡㌻◎一Σ措，（一一1）Mm！Slp　一　2，　m）（m　十　1）‘．

LEMMA　2．　Suppo＄e　p　is　an　odd　prime，　and　l　S　m　S　p－2．　Then

　　　　　　　　　（7i）m－im！s（p－2，m）si＋i＋…＋sll　modp・

PRo　o　F．　The　Stirling　numbers　satisfy　the　recurrence　formula

　　　　　S（n，m）　＝S（n　一1，m一　1）＋mS（n　一一　1，m）　（n　）　1）　（see　13］）．

Thus　if　we　put　（一1）M一1m！S（p　一一　2，　m）　＝　b．，　we　get

　　　　　　　　　（一一1）m－1η宅！3「（p－1，7η）＝＝η②（一ゐrn＿1十わ臓）　（7γあ≧2）．

But　by　（3），

　　　　　　　　（一・）鵠聯一一・・m）一一叢（一・）〈7ン・一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≡一事（一・）〈7）田◎dp

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一一　1　mod　p，

and　we　thus　conclude　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　う彿≡む柵＿1十一　　：mod　p。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　矯

This　tegether　with　the　relatien　bi　＝　S（fip　一　2，1）　＝　1　gives　the　lemma　and

hence　completes　the　proef　of　the　prep　esitioR．

REMARK．　ff　i　〉　1，　the　righthand　side　of　the　preposition　is　congruent

modulo　p　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　慧（　1　　　1一一十　”・十　“　2’　tm）斌
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and　this　b　eing　congruent　to　Bi　（even　when　i　＝　1）　is　a　sp　ecial　case　of

Vandiver’s　congruence　（63）　in　［4］．
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