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On　Some　Properties　of　the　Universal　Power　Series
　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　Jacobi　Sums

Yasutaka　lhara，　Masanoha　Kaneko　and　Atsushi　Yukinari

血treductiOR

　　　　The　s慧旬ect◎f癒is：P＆per　is　theみadic　p◎wer　series　4（u，のi益亡w◎

variables　associated　to　each　element　p　of　the　absolute　Galois　group　Gal

（e一’／e）　over　the　rationals，　constructed　and　studied　in　IPGC］．　This　was

constructed　by　using　pro－1　etale　coverings　of　P’×｛O，　1，　oo｝，　and　was　shown

to　be　“universal”　for　Jacobi　sums　of　1－power　exponents．　This　study　was

then　taken　up，　also　by　G．　Anderson　and　R．　Coleman，　and　we　now　have　a

deeper　understanding　of　F，．　We　shall　prove　two　theorems　on　F，，　one　on

a　（non－obvious）　functional　equation　（Theorem　A，　g　1），　and　the　other，　on

the　determination　of　the　goeMcients　（Theorem　B，　g　1）　when　p　e　Gal　（erm／

e（pt，．））．　Since　these　results　were　also　obtained　by　Anderson　and　Coleman

（see　below負）r　de重ai韮s），癒e　s重ress　w搬be三翫id◎鼓the　differeRce◎f　m¢癒◎ds

in　pfeofs．一

　　　　Tg　be　incre　precise，　denote　by　9i　the　maximgm　abcliall　pre－1　exten－

si◎n　of　the　cyc董◎tom韮。　fie至d　C（／esi。。）秘簸ramified　◎琶tsideろ　a盤d　by　gYu「毛he

maximum　ever：舳ere　unrami胴subextension◎fρ、／9（μ、・・）；

e　c　e（，ieelee）　c　gyr　c　g，．

Put

go　：Gal（9　t／e）　）gi＝：Gal（9i！e（pt，．）））g，＝　Gal（9，／9y”）．

Then　the　association　p’一＞F，　factors　through　a　1－cocycle

（1） go一一一〉．of×， ．Of　＝・Z趣，び｝1，

si×　beiRg　regarded　as　a　medgle　over　ZiX　一一一一一　gG／gi　by

（2） ノ。：1＋u→（1＋のa，1判→（i＋のα （a　E　ZtX）・

As　shown　in　［PGC］，　the　special　values　F，（C一一1，　C’一一一1）　（C，　C’Gtettn，　p：　a
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Frobenius　element　of　p　7k　l）　are　connected　with　Jacobi　sums　（on　3　parame－

tersα，ゐ，　c∈（Z／1っ．；a十わ十6鵠0），　while　the　coeLfi7eients　of」Fp　are　connected

with　the　Kummer　characters　defined　by　some　circular　units　in　e（pti．）．

An　unpublished　work　of　P．　Deligne　［Dl，　on’the　construction　of　a　certain

circular　Kummer　character　using　special　type　o£　pro－1　eta・le　coverings

of　P1＼｛◎，1，。。｝，　ca薮be　r¢ga罫ded　as重he　de重e面撚i◎獄◎fs幡e　ofthe

c◎e餓cie撮s◎f」Fp．　As　f6r重h¢prob茎e螢t◎de重erm沁e魔πc◎ef丑cie盆s◎f」Fp，

the　first　step　is　given　in　［PGC］　Theorerr｝　10．　lt　provides　the　solution

when　p　belongs　to　g，　＝＝　Gal　（9z／92r），　the　inertia　group　above　l　in　9i／2（ptt．）．

This　gives　in　particular　a　factorization

（3） ろ（u，ひ）＝σ，（のσ，（のσ，（w） （（1十の（1十の（1十w）＝1）

ofろi伽重hree　pieces　whe簸ρξ9，．　M◎reover，伽fαmu匪a鉤r癒e　coef一

且cie鑑S　O£ろcafries◎ver　to癒e　case　lE｝∈9、，　proジ娩4重ha重細i盤e漁・

restf三Ck◎重簾S

　　　　　　　　　　　Res．：　Hemz，×　（gi，　ZL（m））一Homz，×　（g2，　Zi（m））

are　injective　for　m；；！！3，　odd　（Corollary　of　Theorem　10　rPGC］）．　By　Mazur－

Wiles　［MW］，　this　injectivity　is　equivalent　to　the　“standard　conjecture”　on

the　non－vanishing　of　L，（m，　tui　ww　M）　（Lt：　the　1－adie　L－functiQn，　tu：　the　Teich－

mUller　character）．

　　　　The　nex重s重ep　was　p縁shed　fbrward　by　Anders◎益a益d　by◎難e◎f慧s，　b慧t

ARdersgn　obtaiRed　a　strcRger　result．　By　tieing　them　ift　with　kis　previeus

work　fA，］，　he　proved　a　generalization　of　the　factorization．．（3）　for　all　p　E　g，，

interpreting　each　factor（say，σρ（の）as　a‘‘universal　Gauss　sum”modulo　a

power　of　1十u；　c£　［A，］　in　this　Volume．　Meanwhile，　we　also　proved，　in－

dependently　and　by　a　fairly　different　method，　that　F，　is　of　the　form　（3）　for

p　e　gi　（Theorem　A2，　g　1）．　We　shall　present　our　proof　in　Section　2．

　　　　The　third　step，　to　de£ermine　all　coeMcieRts　of　F，　for　a／l　p，　was　made

principa至ly　by　Cd鐙｝a嚢（ye宅慧簸P縁b董ished）．　He　Pf◎ved　a　f（）雛gla　fcr　P∈

g1．　d顧鍛g癒e　Ky◎to　c◎門中re薮ce　i簸Oct◎b§r　1985（which瓢a重ches　wi重h重he

above　cited　conditional　result），　and　later　generalized　it　to　all　lo　E　g，．　On

the　other　hand，　shortly　after　October，　two　of　us　also　succeeded　in　remov－

ing　the　injectivity　assumption　for　Res．　in　Corollary　of　Theorem　10　［PGC］，

thus　giving　an　alternative　proof　for　the　coefficients－formula　when　p　e　gi

（Theorem　BS　g　1）．　Here，　again，　the　methods　are　essentially　different．

While　Coleman　uses　the　result　ef　Anderson　mentioned　above　and　his　own

亀heory◎f　p◎wer　residue　sy】瞼bds，◎羅r　pr◎◎f　is　based◎簸宅he§ガresu1亡沁，

【PGq　a益d癒e　injectivity　ef　aR◎癒er重ype◎f　i盤ef重鍛一re紺ic重i◎登s　explai登ed

below．
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　　　　The　formulation　of　the　main　results　will　be　given　in　Section　1　（The－

orems　Ai，　A？．，　B）．　Here，　we　shall　put　our　stress　on　the　methods．　Let

ρξ9、．The難we　sha難sh◎w　tha£癒¢“ama19徽我重ed　pr◎d戯”ろ＊F，　de－

fined　by

④ろ＠，v）F，（tY，のξ・z，［【u，　v，　es’，　v’｝］／【σ＋の（1＋ひ）（1＋め（1＋の一1］

is　＄ymmetric　iR　x，　v，　u’，　u’．　This　is　based　gx　the　〈154－symmetricity　of　Jacobi

sums　on　4　parameters　a，　b，　a’，　b’E（Z／1”）　with　a十b十d十b’　＝＝O　（n；｝r　1）．

Then　we　shall　prove　that　this　g，一symmetricity　of　F，＊F，，　combined　with

ether　properties　ef　F，　aiready　giveft　in　fP．GC］，　gives　the　factcrizatieft　（3）．

This　study　was　motivated　by　a　conversation　with　Deligne　（April，　1985），

who　exp王融e曲is　idea　to　use　amalgamati◎慧。負w◎c◎pies◎fπ、（pb＼｛0，夏，

oo｝）　along　xi（Si）　（in　the　context　of　algebraic　geometry）　to　obtain　a　similar

type　of　restriction　to　the　Galois　image　in　Aut　rr2rOm‘　（P6X｛O，　1，　oo｝）．　ln　the

present　＄ituatioit，　it　is’　carried　eut　by　arithmetical　meaRs．

　　　　Now　we　indicate　our’　method　for　the　determination　of　the　coefficients

of　F，　（p　e　gi）．　By　［PGC］，　F，　belongs　to　the　“odd　part”　N　：（1十uvw，of）一

◎f1十uvwSi・aRd　heRce　P→ろ。雛be　regarded　as醗ele懲e撹of　H◎憩壕
（gi，　N）．　The　proof　of　Theorem　B　consists，，　of　the　following　two　steps．

　　　　（i）　Preof　ef　the　iajectivity　ef　tke　iRertia－restrictiok

Res．：　H，omz，×　（gi，　N）一Homz，×　（g2，　N）・

　　　　（ii）　Pr◎of重h就the　power　series罵（ρξ9i）de蝕ed　by癒e‘‘expec£ed

coeMcients　for　F，”　also　belongs　to　N．

　　　　Since　F，　c（加cides　w冠h罵◎嚢92，出ey　l自窪糠s重。◎i簸cide　o簸91・

　　　　It　was　surprising　to　us　that　such　an　injectivity　as　（i）　could　be　proved．

h蝕ct，韮f　we　d◎it　eeefiiclent｝ジ醜，重he登we搬eet癒e鱒ec伽i重y　of　Res鵠

above，　which　seems　to　be　much　more　difficult　to　prove．　The　point　is　as

follows．　Although　N　is，　in　a　sense，　merely　a　collection　of　all　Zz（m），　it

can　alse　be　presented　3s　the　projective　limit　ttm　N〈n）　cf　such　Z，｛（Z！l　n）×］一

modules　N（”）（n；；2r　i）　that　（a）　each　N（n）　is　1－torsion　free，　and　（b）　the　injec－

tivity　of　Res，v　ultimately　reduces　to　the　vanishing　ef

（5）　Hom　（Cl　（e（ps，．）），　N‘n’）

for　all　n｝｝tr　l，　where　Cl（e（pt，．））　is　the　1－Sylow　subgfoup　of　the　ideal　class

group　of　e（2esi．）．　SiRce　the　ideal　class　groups　are　ftnite，　（5）　vanishes　by

（a），　aRd　the’injectMty　of　Res，，　follows　by　（b）．　The　pregf　cf　（ii）　is　based

on　a　generalization　of　a　lemma　of　Dwork．

　　　　Finally，　in　Section　4，　we　discuss　some　open　questions　related　to　the

image　ef　p一一＞F，　（mod　1）．
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　　　　We　wish　to　thank　G．　Anderson，　R．

stimulating　conversations．’

Coleman　and　P．　Deligne　for

§L　Tぬe簸叢a叢麹§ta重e斑e獄重s

　　　　Let　l　be　a　fixed　rational　prime，　Z，　be　the　ring　of　1－adic　integers，　and

．sV　be　the　commutative　Zi－algebra　of　formal　power　series：

（1） 」～グ＝ニ2ちE3もv】！＝Z乙正正es，ひ，｝夢丑／［（重十u）（lv・←び）（1十響）一一1】，

equipped　with　the　Krull　topology．　An　element　of　．stzt　will　be　denoted　by

F＝＝F（u，　v），　and　aiso　as　F（u，　v，　w）　（a　representative　modulo　the　ideal

［（1十tt）（1十v）（1十w）一一1］）．　Let　G，＝Gal（eM／a）　be　the　absolute　Galois

greup　over　C，　X：Ga一一一ehZeX　be　the　1－cyclcterr｝ic　character　descfibing　the

action　of　Ga　on　the　group　ieei．　of　1－power　roots　of　unity　in　2rm，　and　let　Ga

act　on》via　the　Z鉾actionノ、：1十㍑→（1十のα，1十u→（1十のα，1十w→・

（1十w）a　（a　e　Z，×）．　ln　［PGC］，　we　constructed　a　continuous　1－cocycle

（2） Ga一一＞」24× （p一一＞F，　＝　F，（u，　v，　w））．

It　is　unramified　outside　1，　and　is　“universal”　for　Jacobi　sums　on　3　parame－

ters　a，　b，　c蔓（Zノ」つwi重h　a十み． ¥。＝◎．　This　1－c◎cycle　depe盤ds◎封印¢

choice　of　a　“ceerdinate　system　s”　related　to　rr8rrO－i　（PiX｛O，　1，　oo｝）　（loc．　cit

I　g　2），　but　its　restriction　to　GQ（，，．）＝＝Gal　（C’／e（3Lez．）），　which　is　a　continuous

homomorphism

（3） Ge（，，．〉一一＞1－F　xvw．of　c．of×，

depends　only　on　the　choice　of　a　basis　（C．）．〉一i　of　Ti（G．）＝＝　ttM．2eein　（WhiCh

is　subject　to　d）．

　　　　For　e翫chF＝F（毎，の∈5ど，　defi簸eF＊F重◎b¢癒ee韮e】鍛e鍛t　of

論ノ＊ガ＝Zz［［u，ひ，　ut，　vl］］／［（1十の（1十の（1十uノ）（1十ガ）一一　1］

represented　by　the　product　F（u，　v）F（u’，　v’）．　（This　algebra　．sY＊．of　is　a　sort

◎f‘‘c◎mp茎αedα溺6磐窪海鐸∫厩倉ee　productガ傘ガ，’，　b厩we　d¢難◎te　it　simply

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zs［［w］i

as　．of＊．sa2’，　for　brevity　of　notations．）　The　first　formulati　on　of　our　first

theorem　is　as　follows．

　　　　Theerem　A；．　Let　p　E　Ga（，，．．）．　Then　Fs　．of　is　symmetrlc　in　u，　v，　w，

and　F，＊Fp　G　．szf’＊．sif　is　symmetric　in　u，　v，　u’，　v’．

　　　　We　shall　show　thatthese　symmetricities　w．r．t．　＠，　and　gdi　follow　froM

the　correspending　symmetricities　of　Jacobi　sums　（g　2）．　The　first　symme一
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tricity　also　allows　a　direct　proof　based　on　the　definition　of　F，．　，As　for　the

second，　the　author　learned　that　G．　AndersoR　recently　obtained　it　independ一

¢搬1y　by　a　dif琵re滋鎧e魚◎d．　F嚢r癒ef　sy搬澱e柱ici宅i¢§of　Jac◎bi　s疑撮s（1ヨ5．÷1疇

symmetricity　of　the　Jacobi　sum　on　r・一1　parameters　a，，　…　，　a，　G　（Z／ln）　for

r｝｝r4）　do　not　give　any　more　new　functional　equations　for　F，．

　　　　To　state　the　second　formulation　of　this　theorem，　change　variables　as

（4）1＋鋸＝・exp猷韮＋び＝exp　Y，　1＋》ジ＝exp解　（σ÷7＋va』◎）．

Then

T難eore搬A，。　五et汐蔓G¢《＃、。。）．　Thenろkgs　an　escpgnsion窮ブtheプ「orm

（5）　Fp（一）…p誤β齋）（um＋匹礎）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　odd

》ジ露ゐβ．（if’）ξZi（溺⊇≧3，　edd）．

　　　　This　was　obtained　also　by　G．　Anderson，　independeptly，　by　a　different

method　［A2］．

　　　　The薮ex甑e搬e　is重h¢expliciωe重e魎戯i◎登◎f癒e　c◎eMciegts　P．④

（m；｝）3，　odd）．　Let　9i　be　the　maximum　abelian　pro－1　extension　of　e（ptt．）

unramified．outside　1，　and　9Yr　be　the　maximum　everywhere　unramified　sub－

extension　of　Rg／e（2eeiee）．　Put

（6）　　90・＝・GaI（R／9）⊃9i　＝Gal（ざ2／9（μ・・））⊃92＝Ga茎（ざ2／9努w）・

Then　g，／gi＝＝　Gal　（2（pt，．）／2）　can　be　identified　with　Z，×　via　the　1－cyclotomic

character，　and　g，，　g，　can　be　regarded　as　ZsX－modules　via　（g，／gi）一conjugatien

＆→90919δ1（90ξ90，9革∈9三）・　：By［PGq　Secもi◎難W，癒e　ass◎ci滋i◎鍛ρ→ろ

factors　through　a　ZtX－homomorphism

（7）　F：gi一一一＞N＝（1十uvw．sV）一＝＝｛F　G．sa2’；FiEi　1（mod　uvw），．FF’一一一1｝，

where　F＝・Fゴ暁　Acc◎rd董益91y，β脇伽；≧3，0裾）be1（澱gs　t◎．

（8）　　　　　　　‘　　　　Homz挙（91・Zエ伽））・

N◎wleα犠（m＝e，　1，　2，　…）be　the　staftdard　e至¢搬e童◎f（8）de蝕ed　i簸

IPCG］IV　Section　7．　Namely，　put

（9）　　　　　　ε髭m）　：　　117　　（ζ髭一一1）＜α糀一1＞nG…C（μエn）　　　　（η；≧：1，m；≧0），

　　　　　　　　　　　　aC（Z／ln）x

where（ζn）n＞、　is　as　ab◎v¢，　a薮dφ〉箆de薙。重es癒e斑1量que　i滋¢ger三盆重he
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interval　［O，1”）　representing　b　mod　l　n．　Then　X．　is　the　unique　homomor－

phismoj，一一＞Zt　satisfying　the　equality

（10）

（1　1）

4：m（P）＝（（eAm））1／Z”）p－1 for　all　p　E　g．　n一〉　1．

Theorem　B．　The　notation　being　as　in　Th　eorem　A2，

P．（p）＝（1－IM”）一iX．（p） （m　1｝）　3，　odd）

holds　for　all　p　E　gi＝　Gal　（9　i／e（，getoo））・

　　　　As　explained　in　the　lntroduction，　this　was　proved　for　p　E　g，　in　［PGC］

Theorem　10，　and　more　recently，　for　p　E　g，　by　Coleman．　Note　that　a

result　of　Deligne　［D］，　combined　with　Theorem　A，，　also　gives　the　same

formula　（at　least）　for　m〈1（cf．　also　［PGC］　IV　g　7）．　The　method　for　our

proof，　given　in　Section　3，　is　totally　different　from　these．

　　　　From　Theorem　B　follows　in　particular　that　the　Vandiver　conjecture

for　l　is　valid　if　and　only　if　P．　is　surjective　for　all　m＝＝　3，　5，　…　，　1－2　（1＞3）．

g2．　Proof　of　Theorems　Ai，　A2・

　　　　1）ro（ゾ（ゾ刀heore〃7　A1．　Let（ζn）n≧1　be　the　basis　of，T，（（7m）which　de－

termines　the　homomorphism　（3）　of　Section　1．　（Each　4．　is　a　primitive

element　of　xeet．，　and　4h．，　＝4．　（n；｝ll　1）．）　For　each　n　l｝）1，　denote　by　Y．　the

set　of　all　ordered　triples　（a，　b，　c）　such　that　a，　b，　c　E　（Z／1”）X（O），　a十b十。＝＝

O，　and　such　that　at　least　one　of　a，　b，　c　belongs　to　（Z／l”）×．　For　F＝＝

F（u，　v，　w）　E　．sa4　and　（a，　b，　c）　G一　．E9．　（n　；｝！　i），　the　special　value

（1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17（ζ髭一1，ζ身一1，ζ十一1）

is　well－defined，　because　a十b十。＝＝O　（and　the　series　obviously　converges）．

We　shall　first　prove　the　following　two　statements　（1），　（II）　for　any　p　E　Ga（，，．）

and　n＞1：

）
）
1
1
1

（
（

F，（4＃一　1，　4g一　1，　4a一　1），　for　（a，　b，　c）　E　．f2e．，　is　symmetric　in　a，　b，　c．

Let　a，　at，わ，　bノ∈（z／ln）be　such　that

　　　　　　　　　　　　　　a＋αノ＋わ＋bノ＝O

　　　　　　　　　　　　　　b，　b’　i710　（mod　1），

　　　　　　　　　a，　a’iO（mod　1），　but　a，　a’sO；

（hence　necessarily　n一＞2）．　Then

（2）

）1

）1
ノ

δ
πζ

　
，
1ノ

α
π
ζ（）1わ

πζL　一靴（
ノ
δ
πζL　一競（）1噌

0
π

ζ　
，
1ノ

α
π
¢＝
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　　　　In　fact，　for　each　fixed　n；｝）1，　we　shall　prove　the　statements　of　（1）　（II）

for　all　p　e　Ga（，，．）　（resp．　Ga（，，．＋i）一when　1＝2）．　By　continuity，　it　s“Mces　to

脚ve　them　whe簸ρis　a　Fr◎be蜘sele懲e就◎fapr溢e　divis・瑠◎fg（μ酔）
such　that　P　I　I．　But　for　such　p，　F，（Cg－1，　4£一一　1，　4a一一　1）　（（ti，　b，　c）　e　Y．）　is，

by　Theorem　7　of　［PGC］　II　Section　6，　the　Jacobi　sum：

取ζ巽一1，ζ＃一1，ζ猛一1）＝一Σλ。（κ）aλ。（ア）あ

（3）

　　　綿憲。

，．，

黷P　：　R．（x）“R．（y）bJl．（z）“，

を一1聯・畷
　　　　　　x÷霧÷9＝e

where　e＝：N（p），　F，　is　the　finite　field　Z［C．］fP，　and　R．：F，×．jettn

mUller　character　determined　by

is　the　Teich一

R．（x）imax〈gwti）／‘”（mod　p） （κびざ）．

Note　that　R．（一1）＝：1，　because　when　1＝2，　we　assumed　p　G　Ge（，，．，i）　and

heftce　g　ffEi　l　（med　l　n’i）．　Since　the　right　side　ef　（3）　is　symmetric　in　a，　b，　e，

（D　follows．

　　　　Now，　to　prove　（II）’when　p　is　a　Frobenius　element　of　p，　let　a，　b，　a’，　b’

be　as　in　（II）．　Then　all　the　4　triples

＠わ，一一　cr　一b），（a「，　b’，一a’一の，（a’，　b，一〆一ゐ），（a，臥一α一∂ノ）

bei◎蕪9重◎　Yn，　beca撹se　es十ゐ，6〆十・う～，諺タ十み，　a十老／≠◎

particular　iE　O．　Therefore，　the　formula

（mod　l）；　heRce　in

（4） ろ（ζE一裏，ζ露一韮）＝一Σ1λ。（x）αλ。（ア）β

　　　　　　　　　　　　　　　　概壕

　　　　　　　　　　　　　　　　X＋シや1＝0

is　valid　for　（av，　P）＝（a，　b），　（a’，　b’），　（a’，　b），　（d，　b’）．　On　the　other　hand，

（5）

　　　Σλ。（x）aλ。（ア）bR。（x1）グλ。（プ）が

X，Y，X’，y’GffqX

x÷Y－1－xt一轡’冨◎

　　　　瓢Σ｛Σえ。（x）㌦（ア）b・Σλ。（κ’）α’λ。（ア’）ろ’｝．

　　　　　　xeFa　x÷yt：x　xtg－yt　me－z
　　　　　　　　　　x，y　？tO　x，，ytptO

Since　Z．　is　surjective　and　a十b，　a’十b’　7S　O，　the　summand　for　z　：O　vanishes；

hence　（5）　is　equal　to　the　sum　over　z　e　F，×．　The　summand　fer　each　z　e　F，×

may　be　rewritteR　ag
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Z　Z．（一一XZ）aZ．（mu　yz）“・　：　Z．（x’z）“’2．（y’z）b’，

　　　　　　　　　」窪惚呂一1　　　　　　　　　　　X’＋y’＝一1
　　　　　　　　　砺望≠O　　　　　　　　　　　　x’，y’≠O

which圭s　i益d¢pe韮de滋◎f　2，歌s　a＋み＋〆＋b’＝◎。

（5）is¢qua獲亡◎

ARd　since　R．（一1）＝1，

　　　　　　　　　　（9－1）Σλ。（κ）aλ。（y）b・Σλ。（xりa’2。（プ）b’

　　　　　　　　　　　　　　　みやがが　ユ　　　　　　　のノゆノニバ

（51）　　　　詔・騨◎　　　　x’・y’≠。
　　　　　　　　　　　　　　＝（9一一1）Fp（ζ＃一1，ζ藍　一1）Fp（ζ＃’一1シζ謬一1）．

Since（5）is　a　priori　symmetric　in　a，ゐ，　aノ，ろ’，　and（4）hoIds致）r　（α，β）＝

（at，　b），（a，ゐ’），　we　deduce　that（5ノ）is　also　equal　to

（5”） （9一一五）鑑（ζ巽’　一1，ζ鑑　一1）Fp（ζ髭一一1，ζ詫’一一1）。

This　gives　the　proef　of　（ID．

　　　　（｛53－symmetricity．　ln　［PGC］　II，　we　studied　the　ideals

　　　　　　　　a．　：｛F＝＝F（u，　v，　w）　E　．saf；F（C一一　1，　C’一1，　c”一1）＝：e，

（6）

　　　　　　　　　　　　for　all　il；，　C；’，　（；”　G　leei．！×｛1｝　with　CICI’C；”＝1｝

（m　；｝）　1）　ef　si　and　in　particular　proved　that　A．．，　cr．＝＝（e）　（c£　II　g　4（i4），　g　1

（16））．　Now　the　property　（b　proved　above　for　all　n　ff｛｛m　implies　that　if

p　G　Ge（pt，oo）　and　e　is　any　substitutioR　of　three　letters　u，　v，　w，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　罵（u，び，w）一ろ＠，σひ，σの

be玉（）n霧s　t◎％．　Since　m≧1　is　arbl宅r鍍y，癒is　mus毛vanish．　There負）re，

Fp（u，　v，　w），　as　an　element　of　．of，　is　symmetric　in　u，　v，　w．

　　　蔓5べsymmetrieity．　Let　as，㍑ノ，ひbe　3　i盤depe難de蟹variables，　a難d　defi簸e

v’　e　Z，［［u，　u’，　v］1　by　the　equality

（1＋の（1＋の（1＋V）（1＋び’）＝1．

（Note　thatガhas　no　constant　tern1．）　To　prove　the（i｝5べsymmetricity　of

Fp　＊Fp　（for　p　e　Ge（，，．．）），　it　＄uMces　te　preve　that

（7） 乃＠のろ（〆，の二ろ（ガ，のFp（U，の （p　e　GQ（pttco））

holds　in　Zil［u，　u’，　v］］，　because　g4　（on　zz，　u’，　v，　vi）　is　generated　by　3　trans－

positions　uov，　u’ev’，　and　u－e一＞za’．　（These　transpositions　generate　a　transi－

tive　s慧bgr◎慧p　c◎益重ai難i薮9‘‘（S3◇n　u，ガ参v’，，　the劔1　s亡ab鐵zef◎fびノ．）　N◎w，

te　prove　（7），　fuc　p　and　put



9

θ（姻’，の＝ろ（π，のろ（ガ，の一ろ（鐸’，のろ＠の

　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　＝Σ」砿（麗，めが，

　　　　　　　　　乞冒0

wi重h璃（es，めξZ毒［【鐸，　ut］］．　Then，　by（II），

G（4fi　一一　1，　C：’　一一i一　1，　Cn一　1）＝O

holds　as　long　as　a，　a’　E　（Z／ln）×（O），　b　e　（Z／ln）×　and　a，　a’E1ii　O　（mod　1）．　（Note

thatう’＝・一a－d一一b≠0（mod　1）．）So，　if　we飲砿≧1　andα，αノ∈

（Zll　M）X（O），　axd　take　n＝m十k　（k　＝1，2，…　）　aad　a＝＝lkcy，　d　：lkg’　（the

image　of　a，　a’　by　the　l　k－multiplication　map　（Z／IM）一一一〉（Zfln）），　then

G（Ch一　1，　Cut　一　1，　4％．，一　1）　＝：O

fbr　a簸k「；≧1　a盤dゐξ（Z／lm＋k）×．　But重he難，θ（ζ象一1，ζ鏡一韮，の，　va薙i§hes

a重ひ鵠ζ一1負）ri簸薮益i毛e！y斑a難y　d孟s毛i益。重va短es（）fζEμ‘。。・　By　Le搬艶a・至

below，　this　implies　that　G（4th一一　1，　Ch’　一一一　1，　v）　＝＝O，　i．e．，　Hi（Ch一一　1，　4h’　一　1）　＝　O

for　each　i＞．．．一〇．　This　implies　in　particular　that　H，　G　a．．　Since　m　l｝｝l　l　is

arbitrary，　this　gives璃∈∩鵬≧1　cじm＝＝（0），　all　i．　Therefbre，σ臨0．　This

gives　（7），　aRd　hence　completes　the　proef　ef　Theorem　Ai．

　　　　Lemma　1．　Let　k　be　a．f7nite　extenslon　of　ex，　o　be　the　ring　of　integers

ofk，伽d　G（の∈0［圃be　aformalpower　series（）f　one　variaゐle・over・O．．5吻一

pose　G（C－1）＝＝Ofor　infinitely　many　distinct　elements　C　of　2ett．．　Then　G＝O．

　　　　P／oげ　This　is　we11－k簸◎w登，　a難d　ca難be　v¢fified　immedi飢e董y　a§負）1一

10ws．　Supp◎se　on　the　contrary　thaもσ（の＝Σ、k。α〆≠0（a、・GO），　and　let

i，　be　the　smallest　integer　；｝）O　such　that　ordic　（ai，）　＝　Mini　ordk　（ai）　（ordk：　the

normalized　additive　valuation　of　k）．　Take　n　（21）　so　large　that

1露一1＞ら（1－1）一1◎rd、　i，

and　let　4　E，get．　be　of　order　exactly　l”．　Then

　　　　　　　　　　　　　　ord，　（4一一　1）ie　＝　i，（ln－ln”）一’　ord，1〈1．

8慧重重he登，　i毛is　easy　t（）see重hat

（8） ordle　（ai，（4　一一　1）io）　〈　ord，　（a，（4　一　1）i）， all　i　itE　io．

Therefore，　G（4　一一　1）　i£O，　for　all　such　C，　a　contradiction． q．e．d．

　　　　Preef　ef　Tkeerem　A，．　For　¢ach　F＝F（u，　v）　E　．of　with　F（e，　O）　＝1，　de－

fine　its　logarithm　by　log　F＝Σ曖1（一1）鵬一1（F一一一　1）鷺伽，　and　co煽der　it　as



玉◎

a薮ele】【ne煎◎f　9，【［ころ3つ］，　whereσ＝・1◎9（1十の，7＝・109σ十ひ）．　The　i益一

v◎1嚢tive　a四重◎morphism◎f該de圭｝重｝ed　by王斗・鴛→（1十の噂1，1十ひ一〉（1十の一主

（i．e．，σ→＿猷V→一の｛s　de鰍ed　by　the　bar§ig簸＊→；il．　W¢sh認re。

duce　Tぬe◎f¢燃A黛t◎：

Propos難韮on　L　　L’et　F＝F（u，ひ）∈よグ．　　：7’アien　theノ～》110｝ジかtg　eonditions

（i）　（ii）　are　eguivalen　t；

（i） F1i　1　（mod　uvw），

　　　　　　　　　F・　F＝＝　1，

　　　F　is　symmetric　in　u，　v，　w，

F＊F・is・Sア〃zmetric・in・U，ひ，　U’，び；

（ii）　log　F　is　of　the　form

（9）　　1・gF一論（σΨ＋礎）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eddi

where】v＝一一（び＋】「），β犠く…Zi．

　　　　：Re搬a罫k　As　tぬe　fb璽至owi難9　Pr◎◎f　sh◎ws，（i）is　a韮s◎e解圭鴨1e虚重◎a益

appareRtly　weaker　conditieA：

（i）’ F≡1（mod　uの，

F（u，v）F（ul，　v！）ma　F（z〆，のF（u，び）mod［（1十の（1十v）（1十め（1十ひ！）一一1】．

　　　　When　F　：．F，　（p　E　Ge（，，．．）），　the　first　two　properties　in　（i）　are　proved　in

［PGC］，　and　the　last　two　are　given　by　Theorem　A，．　Thus，　Theorem　A2　is

reduced　to　Propo＄ition　1．

　　　　Proof　of　Proposition　1．　We　shall　only　prove　the　implication（i）’一〉（ii）

（the　implication　（ii）・一一一〉（i）一〉（i）’　is　obvious）．　From　the　first　congruence　of

（i）’　follows　that　log　F　is　divisible　by　UV．　Hence　log　F　is　of　the　form

（lO）
一Σ　β却σワ∫，

雛・∫！ノ！

with馬∈Zg。（That　P、ゴ　is　integra茎fbll◎ws　agt◎maticali頭0艦he三ntegr－

a夏ity　of癒e　coef簸cie搬s◎f　F（es，ひ）；c£正PGq　IV§2．）　S◎，鷲re搬ains　t◎

show，　frem　the　second　congruence　of　（i）’，　that　Pi」　depends　en！y　on　m＝

i十J’　and　vanishes　when　m　is　even．　This　is　immediately　reduced　to　the

following
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　　　　：Lemma　2．　Let　m　be　a　positive∫integer，　and　g（x，ア）ろε励。解09εηω麗

po加。〃zla1（of　degree　m　over　a　field　of　charcrcteristic　O．　Then，グm　is　odd，

tkefollowing　two　condltions　（i）　（ii）　are　eguivalent；

　　　　（i）　g（x，y）satisfies

　　　　　　　　（＊）9（x，0）二9（0，ア）＝0，

　　　　　　　　（＊＊）　9（x，ア）十9（x’，アノ）……三9（xノ，ア）十9（κ，ア’）mod（x十xノ十ア十プ）；

　　　　（ii）　　　　9（二）C，　＿）ノ）　　is　a　　（ronstant　multi　le　げ（）C十ア）m一　）Cm－Jym．

ifm　ts　even，　lhe　cenditien（i）吻1ies　g（x，ア）＝◎．

　　　　Proof．　The　implication（ii）一一〉（i）（for　m：odd）is　straightforward，　To

prove　th．e　rest，　Iet　g（x，ア）satisfy（i），　and　write

（1　1） ．9（x，　y）＝Σみ〆ソ，

　　　　　　　押㍊

and　B」＝i！ノ1ゐゴ・

Then’ aC　：b．＝＝O，　by　（＊）．　The　congruence　（＊“）　says　that　the　polynomial

（1　2） 9（X，ア）＋9（鴎一κ一κ’一ア）

is　symmetric　inκ，κノ．　Therefbre，　the　coe銀cient　of　y」in（12）for　eachノ，

given　by　the　formula　below，　is・　symmetric　in　x，　x’．

（13）

ろ戦忍ろ・（1）く1）（x＋髄一

　　　　一州。碁、｛6　（一1）…（ノブ鳳か・嚇

（put　1＝1’十p）．　For　pt，　p；；）O，　ge十v＝：i，　the　coefiicient　of　x”x’”　in　the　second

term　of　（13）　is　giVen　by

（14）’

，塁。、（・一・1）　（ノブ）（か…

　　　　「。惹（一1）　（溺7りぐア）bm一・＝：

（PUt　9＝：i－P）

ブ！μ！レ！

（一1）糀γ、，

with

（15）　rv＝o〈wh£gK．（一’一1）q（lj）Pm－q

（P．一，，　as　in　（ll）．）　・But　since　（13）　is　symmetric　iR　x，　x’，　（14）　must　be　sym－

metric　in　pt，　p，　unless　pa　or　v＝＝O　（this　exception，　as　we　have　not　yet　taken

the　first　term　b」x‘　in　（13）　into　account）．　Therefore，　r，　：ri一．　for　all　v，　with

O〈v〈“　Therefore，　ri＝＝r，　d，　for　2　sg　i〈一m；hence
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（16）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ主＝＝γ£ニ＝。。・＝γ窺＿1｛1茎1もγ．

Moreever，　the　cceracients　of　xi　aRd　ef　x’i　ig　（13）　must　be　equal；　hekCe

we（）b重ai獄（獄◎伽9重hatろ◎＝み矯・＝0）：

　　　　　　　　　　　　　　　b・　＝（㍊篇γ・（i・ノ刈＋ノー吻・

Therefore，

（17）　p，＝（一一1）mr，　（o〈i〈m）．

Therefore，　（16）　gives

（18）　P，＝＝13，＝…　　＝P．一，P＝”tP．

Since　Po　一一一一　P．＝：O，　we　obtain

　　　　　　　　　　9（切一β認諾一塩！（（x＋ア）窺一儲

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t十？＝m

Oft　the　other　haRd，　（15）　and　（18）　gives　r＝　一P，　akd　（17）　gives　B＝（一一　i）MZ

Therefore，　B　：O　when　m　is　evea　q．e．d．

§3．　Proof・of・Theore搬B

　　　　We　may　assume　that　l　is　odd．　Indeed，12　is　a　regular　prime，　and

when　l　is　regular　the　theorem　is　already　established　i且［PGq　IV　Corollary

of　Theorem　10。

　　　　：Let　N＝：（1十z護ひ》ジ謡）一be　the　clos6d　subgroup　of》×defined　by　Section

1（7）．It　is　abelian，　pro－1（cf．［PGq　III），　and　can　be　regarded　also　as　a

Z挙一submodule　of証×．　A　crucial　point　in　our　proof　of　Theorem　B　is　the

f（）llowing

　　　　K：ey叢emma。　二～”he　inertia－restriction

（D　　　　H◎m壕（9i・N）→H◎艶・5（9・・2＞）

ご　　　　　　ロ

z3確1ε8欝a

　　　　夏益the　pr◎◎£of宅his　1e搬螢a，重he　cr競。圭al　a登d　the◎嚢1y　arithmetic　p◎iRt

is　t：he　f（）簸ow癒g　L¢mma　3。　T◎sta重e重his，　lgt（Xn（it≧1）be重he　idea王◎f謬

described　in　Sec亡i◎簸2，　i．e．，

（2）　　．　αn＝＝｛F二F（u，v，　w）∈4；F（ζ一1，ζノー1，ζ”一1）＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fbr　allζ，ζ’，ζ”∈2etln＼｛1｝withζζノζ”＝1｝
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Clearly，　a．　contains　（1十u）i”一1　and　（1十v）t”一1；　hence　／’．　for　（u　E　1十

1”Zx　acts　trivially　on　．of／a．；　hefice　the　Z，”一action　on　．of　induces　a　（Z／ln）×一

acti◎難◎獄9／／αn．　Put

（3） Nn＝＝NA（1＋an）＝NA（1＋XVwan）・

The薮ノ〉晃慧ad◎sed　Z～＜一s重ab茎e　subgr◎疑p　of　2＞；a益d重h¢qu◎鍍e蓑t　2＞ノNn　is　a

pre・・1　abelian　groUp　which　is　at　the　same　time　a　（Z／l　n）×一module．　By　［PGC］

IV　Section　4　lemma　2　（U．　Jannsen），　thq　group　N／N．　has　no　1－torsioK．　（ln

飴ctハ「／ハ㌦is　a　subgroup　of贋η）．）　considerハワハ㌦as　a（go／g2）一module　via

the　projection

（4）

Lemma　3．

go／g2．g，／g，＝Z，×一（z／ln）×．

Hi（g，／g，，　NIN．）　＝　O （n　2　1）．

（The　eohomology　grOups　are　those　deLfinea　bアC傭伽OUS　COCγeles．）

　　　　Proof　ef　Lemma　3．　Call　（g，／g，）．　the　kernel’of　the　composite　homo－

morphls搬（4）．　The簸we　have　an　inflation－res重r三。重io数exac重seq鵬獄ce

（5） e一一一一一一＞Hi（（z／ln）×，　NIN．）一ffi（（ge／g2），　N／N．）

一→Ho組く2／、・）。（（9，ノ9，）第初鑑），

where　（g，／g，）gb　is　the　abelianizatiolt　of　（g，／g，）．．　Se，　to　preve　Lemma　3，　it

suMces　to　prove　thatthe　two　groups　o曲oth　sides　of翠（（9。／9，），ハワ2＞。）

vanish．

　　　　（bThat　Hom（z／in）．（（go／g2）nb，　IV／N．）＝＝O．　This　is　the　crucial　part．　The

abelianization　（g，／g，）Zb　of　（g，／g，）．　is　nothing　but　the　Galois　group　of　the

maximum　abelian　subextension　F．／2（“eeL．）　of　9Sr／2（2acin）．　But　F．　is　noth－

ing　but　the　composjte　of　e（／eeloo）　with　the　maximum　unramified　abelian

pro－1　extension　E．　of　e（ptin）：

　　　　　／・乾
2（ietgn）

1鼓f砥it　is　deaf癒at　E．⊂瓦a薮d癒at　En　is　the搬axi搬糠目零捻ra憲醐ed
s羅bex重e簸sio鼓◎f　l㌦／9（μ鐸）・　Thefe負）fe，　En　c◎rresp◎難ds重。　the　i籍er重ia　gro羅P

above　（4．一1）　in　F．／2（ltt；．）．　Siftce　the　intersection　ef　this　iRertia　group
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with　Gal（F．／a（pttoo））　is　trivial　（F．／e（pt，．．）　being　unramified），　we　obtain

E．・e（ptzco）＝F．・　Since　E．　n　e（ptioo）＝＝e（aeezn），

Gal　（F．／2（ptin））　＝＝　Gal　（F．／En）　×　Gal　（Fn／e（ptioo））・

Therefore，　to　prove　（1），　it　suffices　to　prove　that

（7） Hom（z／Ln）x（Gal　（F．／e（“Letco），　N／7V．）

　　　　＝＝　HOM（z／tn）x　（Gal　（Fn／E．），　IV／N．）　＝　O．

Since　［F．：　e（iettoo）］＝［E．：　e（IEtt．）］　is　a　finite　power　of　1，　being　equal　to　the

l－component　of　the　class　number　of　e（ptt．），　and　since　N／N．　has　no　1－torsion，

as　noted　above，　the　first　group　of　（7）　must　vanish．　As　for　the　second，

since（Zi〃っ×acts　trivially　on　Ga1（Fn／En），　it　su伍ces　to　prove　thatハ1／Nn

has　no　non－trivial（Z／ln）×一invariant　element．：Butハr　being　the　odd　part

（1十uvw．of）一〇f　1十uvw」af，（一1）∈（z／ln）×acts　onハ1ノハ㌦（considered　as　an

additive　group）as　the（一1）一multiplication．．　On　the　other　hand，坪／ハ㌦is

pro－1，　with　17！　2；　hence　the　2－multiplication　on　N／N．　is　invertible．　There－

fore，　IV！N．　has　no　non－zero　（一一　1）一invariant　element；　hence　in　particular

no　non－zero　（Z／1”）×一invariant　element．　Therefore，　the　second　group　of

（7）　also　reduces　to　O．　This　settles　（1）．

　　　　（II）That　H1（（z11り×，　jN］／ハ㌦）＝o．　Put（7＝（z11％）×，　and　call　7　its　sub－

group　of　order　1－1．　Then　the　group　exact　sequence　1一＞T．G．G／T一一＞1

gives　the　infiation－restriction　exact　sequence

（8） o一→H1（σ／工（N／Nn）T）一→H1（σ，ハワハ㌦）一→H1（T，ハワハ㌦）．

As　T　g　一1，　the　above　argument　gives　（IV／IV．）’＝O．　On　the　other　hand，

sinceハ1！Nn　is　pro－1　and国＝1－1∈Z｝，　Hi（T，　N／Nn）＝・0．　Therefore，

1／1（σ，ハ1／ハ㌦）＝0．

This　completes　the　proof　of　Lemma　3．

Proof　of　the　key　lemma．　First，　note　that　the　kernel　of　（1）　is

Homz，×　（g，／g，，　Ai）．

Then，　consider　the　group　exact　sequence

（9） 1一一一＞gi／g2－g，／g，一go／g，＝：ZiX一一gh　1，

and　the　induced　inflation－restriction－transgression　exact　sequence
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（10）
　　　　　　　　　　　　　　inf　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
o→π’（z5・N）→H1（9・／9・・N）→H・m壕（s！！9・・N）

　　　　　義H・（z5，N）．

This　s難ows　that癒e　va薮ishi難9◎f重he　k¢搬¢至◎f（1）is　reduced重◎that◎f重h¢

two　cohomology　groups　Hi（g，fg，，　N）　and　H2（Z，×，　N）．　First，　H2（Z，×，　N）＝

O，　because　N　is　pro－1　and　ZtX　is　the　completion　of　the　free　cyclic　group　Z

w．r．t．　an　“almost　pro－1　topology”　defined　by　the　sequence　of　ideals　（1”（1－

1））．zo　of　Z．　Secondly，　the　vanishing　of　Hi（g，／g，，　N）　can　easily　be　reduced

to　that　of　H’（ge／g2，　NIN．）　for　all　n　l；｝11，　i．e．，　to　Lemma　3，　as　follows．　Sup－

pose　that　F：　gg／g2一＞N　is　a　centingous　1－cocycle．　By　Lemma　3，　there　exists，

for　each　n；｝）1，　an　element　H．　E　N　such　that

（11）　F，＝一HAx（p＞一i　modN．　（p　E　ge／g2）一

Since　｛N．｝　is　a　decreasing　sequence，　HAx｛p）一’＝一HAz（p）一i　mod　Nk　for　any

灘，箆，ん《…ハrwi£h灘，鴛⊇≧ん。　Let振難g　X（君）鵠一1a鍛d　usiRg　HmH潅「1＝Hlff義　薫

＝1，w¢◎b重ai益（Hm）2…ma（Hn）2　m◎dハxte．　Since　2∈Z｝，　this　i搬p璽董es篤i叢

H．　modハ「k．　On　the　other　hand，　s加ce．s　］i，「＝目皿（謬／αn）（［PGq　II），　we

haveハr，…迦（NINn）．　Therefbre，　if　w¢put　1ノ＝麺篤∈ハ～the111㌦瓢

Hjxcp）ww：　for　all　p　E　g，／s，；　hence　F　must　be　a　coboundary，　and　we　obtain

Hi（ge／g，，　N）＝＝O，　as　desired．　This　settles　the　proef　of　the’key　lemma．

ProげげTheorem　B・F◎rρ∈9i　＝　Gal（9i／e（pts　ee）），　p就

（12）
F2（u，　v）　＝＝　exp　（tL，

　　　　　　　　　　　　odd

　　　　∈9‘［［舞，畷．

（1－IM”）一i・X．（p）

m！

（um＋　vm＋　pvm）｝

We　s翻l　show　thaもa難。◎e伽ents　in　Fl（u，のare　integra三，　i．e．，　F；（麗，ひ）蔓

Zi【［㍑，朔・Since　Xm∈Homz野（91，　Zt（吻），　this　will　imply　that（ρ→F；（u，の）

∈Hom壕（g、，ハr）．：By　Theorem　10　and　the　fbrmula（Co1）（§7）in［PGq

IV，　F，　and　F；　coincide　on　g2．　Hence　by　the　above　key玉emma　they　must

c◎incid¢a1so◎登§董薯wh三ch　wi夏1　imP至y　The◎re搬：B．

　　　　To　prove重haげ1（3ちv）∈乙［［es，吼we登eed

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lemma　4．　Lel　CY「　be　the　completionげthe・ma珈zum・unra碗fied　ex一
　　　　　　　　　　　ハtens「ion②ヂez，　Z£「ろe　its　in　teger　ring　and～ρbe　the　Frobenius　auto〃lorlワhisM

　　バef　ey「　oveア（lt．五et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　ノてu，の＝ニ　Σ偽μ乞がξ9F［［u，司］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢，」≧o

and　a∬ume　that
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a。。∈（Z置「）×，a1。，α。、∈Z7「．

Then　theノ’ollowing　two（ronditions　1），2）are　eguivalen　t：

　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　1）！＠，ひ）∈Z置「［［u，司］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　2）　　（f（u，　v））エ・fp（（1十u）1－1，（1十ひ）1－1）一1∈　1十ZZ’£「［［u，　V］］，

where　fP　is　the　power　series　obtainedfrom！∂ア嬬∫η9ρact　on　its　coeLziEci－

ents．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　P’・o（’f，　1）＝＞2）：If∫（u，ひ）∈Z冴「［［u，ひ］］，　then

　　　　　　　　　　　　！P（（1十のt－1，（1十のLl）≡fp（ul，のmod　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≡（f（u，　v））tmodl．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
So（！（u，ひ））t－fP（（1十のL　1，（1十ひ）L　1）∈1Z計「［［u，ひ］］．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　fp（（1十のLl，（1十のLl）∈（Z計「［［u，ひ】］）×，　we　get　2）．

　　　　2）＝＞1）：If　2）holds，　we　can　write

（13）　　（∫（u，ひ））Lf・（（1＋のし　1，（1＋ひ）z－1）9＠，の，

（14）　9（u，・）一b。。＋1Σ妬〃乞が，　b、、∈2r・，∂。。≡lm・d・1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1潔。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
By　assumpti・P・α・・∈Zr「f・・i＋ノ≦1・W・・h身ll・h・w　by　indu・ti・n・n　i＋

プthat％∈ZF　fbr　all　i，ノ．　SupPose％∈ZF　fbr　l十ブ＜n（n；≧2）・：Let

io十ゐ＝n。　We　compare　the　coe伍cients　of　ui・ひゴ・on　both　sides　of（13）．

Put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1＝　Σaiゴガ。ゴ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1曜。

Then

（15）　　（f（u，ひ））1　・＝（α。。＋A）乙

　　　　　　　　　　　　　・・　al。＋iC、a8。“’A＋、qα1δ2オ2＋…＋tCl一、a。。Alr1＋AZ．

By　the　induction　hypothesis　and　the　divisibility　of　I　Ck（1≦；k≦⊆1－1）by　1，

the　coef丘cient　of　ui・ガ・in

（16）　　　　　　　　　　　　　　　　　zC，a6δ一2／12十…　　十tCi＿iaooAZ－1

　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

belongs　to　lZ計「．　Further，　the　coe伍cient　of　uzou」・in　Ai　is　congruent　mod

　ハ
1ZF　to

（17）
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Here　and　in　the　following　i6，　i’o，　stand　for　i，／l，　／’，／l　respectively．

coefficient　of　uiov」o　in　（f（u，　v））i　is　congruent　mod　12i”’　to

Thus　the

（18）

Next，　we　look　at　the　coeMcient　of　uioが。　on　the　right－hand　side　of（13），　i．e．，

（19）　　プpa（（1十u）t－1，（i十ひ））1－1）g（u，ひ）

　　　　　　　　　　＝・ゐ。諺（（1十za）t一一1，（1十v）x－1）＋グ・（（1＋げ一1，（1＋げ一1）

　　　　　　　　　　×（Σゐ、〆が）。

　　　　　　　　　　　　1潔。

：By　the　induction　hypothesis，　we　see　that　the　coe伍cient　of　ui・ひゴ・in　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
second　term　on　the　right－hand　side　of（19）lies　in　lZF．　On　the　other

hand，　as（1＋のし　k♂a簸d（1＋げ一1≡が（mod　1），　the　c◎eMcient　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
ui　eが90R重he　right－ha簸d　side《）f（19）is　CORgruePt搬◎d！Z鴇「毛◎

（2・） @鵬＋｛1：。。鴛6，6，1雛離l

Theref〈）re，　equa毛i獄g重he　c◎e鐙de癬s　ofが・が3◎n． a揩狽?@sid¢s◎f（13）gives

（21）鷹：：；：；　1箕1。臨∂。0離麟ifllゴOandllん

　　　　　　　　　　ハSince　ai6ゴ6ξZ歪「andわ◎。…1modる翌e　haveゐ。oα弩6巧≡σ16ゴる瓢od　1．　Hence　in

b◎重hcases嬬14嫡一う，、1驚喘，∈JZ鵬L¢．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai。ゴ。鮪Lゐ。。1耐婿蒔1）∈ZF・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
Since咳rd呂＠。ゴ。）＝ordz（α象。ゴ。），　aoo，ろoo　G（Z計「）×，　and　n；≧2，　we　must　have

ai。ン。∈2rF．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q・e・d・

　　　　Re搬欝ks。　i）　This璽門門a　is餓a難ak）gue◎f　the　s◎¢＆Ued弱Dw◎rk’s

Iemma’，（Pwl）．

　　　　ii）　A　similar　assertion　holds　whenノてu，のis　replaced　by　a　power

series　in　any　number　of　variables　and　the　proof　is　completely　analogous。

　　　　Si簸ce」F二（轟らひ）≡1（斑◎d鋸の，（ρ∈g1），　we　may　app韮y王¢爆ma　4　fbrプ＝

罵・Us沁9癒is夏e燃瓢a，　we　ca簸sh◎w撫at

（22）　Fl（u，　v）EZ，［［u，　v］］　if　and　only　i・f
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　　　　　　　　　　　　愚讐）（σ脇＋yrM＋胸・z・1【鋸・嚇

　　　　　　　　　　　　o¢（l

In　factシ

　　　　　Fl（u，の∈2瓠㍑，ひ】1

　　　　　　　　　⇔（Fl（卿））男（（玉＋のし玉，（1＋げ一1）暢三d＋lz，［｛u，ひ翼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（by〕Lemma　4）

（23）　　　　　　　⇔豆◎9｛（FS（鋸，び）ソF2（（1一ト、窃アー1，（1十び）乙一1）鴨1｝ξ…IZ，［［u，　v］］

　　　　　　　　　⇔÷｛1・9｛（F；＠））ZF；（（1＋の・一1・（1＋・）L1）一1｝｝

　　　　　　　　　e　ZL［【舘，昭，

a蕪d

　　　　　　　　　　　　÷｛1・9｛（F；＠）y∬1（（1＋めし1・（1＋の・一1）つ｝

（24）

　　　　　　　　　　　　　　　　一瓢x誰）（びΨ覇・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　04d

He獄ce　the癒e◎rem　is　reduced重◎the飼1◎wi鍛g　Pr◎posi£i◎登．　Here，　G。。＝

Gal（9（2eet・・）！¢），　zl［［σ。。］l　is　its　completed　group　algebra　over　zz，　and　the

power　series　algebra　Zi｛［t｝］is　c◎麟dered　as　a乙【【σ．．】｝一m◎d蜘磁重he

acもi◎獄　◎f　（7。。　0薙　Z，1【t］】．defined　by　藁十t→（1十のx（ρ）　（ρξσ。。，　2（：　重h¢　み

cyclotomic　character）。

　　　Propos蓋緩。簸2．　萩）r　eachρ｛…g1，　there　extsts　an　elementδ＝讐δρe2猛【σ。。］］

sueh　that

（25）　忍X霧）Tm一δ爾・・Z・［［t］］（玉掴xp・T）・

　　　　　　　　　o欲名

ノ砂諺耽癒ア，

（26）嘉1）（um＋］vm糊・・z・國（σ藩閥）・

　　　　　詔諺

　　　Pr・Of．　Fix鋤yρ蓬9、．　For　each鷺；≧1a簸d　eac妬∈（ZIJり×，　cho◎se

a簸dfixう箆，if　E　2ちs飢isfyi簸9｛（ζ霧一1）lf；n｝ρ’”1・＝嬢蠣．　Th¢慧，　by癒e　defikiti◎登

◎f　Xm，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が　ユ
（27）　　　　Xm（ρ）≡…Σみ箆，ポ6欝噌三撮od　1翰，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（濃誘圭、
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where　d＝a　mod　ln∈（Z／ln）×．

　　　Put

　　　　　　　　　　　　　　　が　ユ
（28）　　　δ。＝Σb。，。・a－1σ。E　Zt［σ．．1⊂Z、［［σ．．｝1，

　　　　　　　　　　　　　　（。驚」

whereσ窃is　the　e茎e】【登e譲t　of　G。。　def茎ned　by　X（σα）＝・a．　Letππbe癒e　pr（）jec糟

tion　from　zi［［σ。。］1　to（z／lり［G。］，　whereσπ＝Gal（9（μ・）／（1）・we　shall

show　thatπ％（δ処＋1一δn）ex　O．　First，　we　note　the　fbllowing．

　　　：For　a∈（Z！ln）×，　we　have競一1二H範、（ζ瓢、一1），　whereσ1　runs　over

all　e至emen重s◎f（」Z．／ln÷1）×with　a、㈱d　1篇額．　Therefbre，

　　　　　　　ζ㍗・5ニ・＝｛（ζ薩一一1）1／gn｝ρ請1．

（29）　　　　　　　　　＝｛r1（ζ彊潔、一1）1／‘％｝ρ一1ニ＝｛（H（ζ藍㍉、一1）亘μ篇＋1）ρ臆1｝t

　　　　　　　　　　　　α1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1

　　　　　　　　　　＝＝ζ舞÷ゴ＝＝ζ完，

wi重h

（30）　　　　　　　　c＝Σゐ。噸ゴ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　面1

Therefbre，

（31）　　　　　　　わ。，。≡Σみ。．、，。、m◎d・lan・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊1

：But　sinceππ（砺1σα、一a『まσα）・＝・◎for　a1≡≡びm◎d　1箆，（28）a磁（31）give

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π。（δ。＋rδ。）＝O．

It　fbllows　that　lim。一．．δ。　x・　5∈2膿σ．．】］　exists．　Now

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が　ユ
　　　　　　　　　　　　　δn（1十り＝Σみ。，δ・グ1（1十t）a．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（鍋迄、

（32）　　　一駕1わ・，…一・（潔器η）（T・・1・g（1＋の）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（｛乙，乙）呂1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一轟｛蟹1う蠣・a・・一・｝釜1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（¢，1）雛1

since　this　coef五cient　of（TM／m！）coincid¢s　with　the　right　side　of（27），　we

　　　　のcan　wnte　as

（33）　画題）1］rm一δ・爾一1・錦瑠・・易・

or
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（34）義諜）TM一δ（1＋の一δ紳）一δ（1＋t）＋1・舗㍗・

for　any　n．

Now，　in　general，　if　we　expand　£zzimwwo　（c．／m　！）TM　（c．　e　Zt）　in　t　as　Zzz．o　d．tM

（d．G　et），　then　（m！）2d．　G　Zt．　So，　for　each　fixed　m；｝r　O，　choose　n　so　large

tha重」霧／（m！）2∈る，重◎co簸clude£hat£he　c◎ef践cie盤t　of≠犠　i益（34）be1◎薮gs

亀◎　Zi，　a盤d　重he獄　玉e重　n→Oo　t◎co簸dude重haも　it．斑魏s重　be　◎．　Therefere，

．£coD．，tnd（e）　TM　belongs　to　Z，［［t］］　and　is　equal　to　S（1＋t）．　We　see　（by　direct

computation）that　X．＝Ofor　m；even．　Therefore，

（35）　tL，　1！i－lisel（e）　T？7｝＝：5（i＋i）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　odd

Thus，　we　have　also　proved　Theorem　B．

Coro｝lary　1　of　Theorem　B　（Coleman）．

q．e．d．

2（」e｛gco，　lk－terslox　peints　en　」ac　（Xin＋　Y‘n＝Z‘n）　fer　gll　k，　n；｝1：　1）

　　　　＝　e（／tti．，｛　．　．［1．　J“．　．（C＃一一一　1）〈aM“i＞”｝i／‘”for　all　n　；｝11　and　all　m　一〉一3　odd）

　　　　　　　　　　　　ae（z／ln）x

　　　　＝　e（pt，．，　ci／tn　for　all　c　E，，　C．　and　all　n　2｝lr　1）．

’Here（駆3漉ε9劉岬げ・か‘四界露9（lttgn）・

　　　　As　for　the　second　equality，　see　［IS］．

　　　　The　following　corollary　is　due　to　G．　Anderson　IAi，　A，］　（the　r－factor－

ization）．　Compare　this　with　the　remark　below　Theorem　10　［PGC］　IV

Section　1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　C。罫。董蓑a罫y20f　T数e㈱搬B．　Fer　P∈9、，　cheose・a，∈Zltr　suek　tknt　a，一

a罪　＝＝x：1（ρ），and　put

（36）　δ，（の一・xp｛忍β癖）Tm｝・（1＋の…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0（t（彩

　　　　　ハげ　　　　　　　　　　ハ

Then・G，ω∈z山畑伽4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　ノ　ノ　　　　　　　　　　　ヂ
（37）　　　　　　　　　　　　　　　　Fp（u，ひ，レジ）　：σρ（u）σρ（o）（7ρ（w）・

　　　　Proof．　The　last　equality　is　a　direct　consequence　of　Theorem　A2．

（No亡e　tha重（王十の（1十ひ）（1十w）瓢L）　As
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÷1◎9勧・δ罫（（王十t）1一一一玉）『！｝一X　21；一lle（e）Tm（byTh・…B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　odd

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∈Zi［［t］］，　　　（by　PrOP◎siti◎簸2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み　　　　　　　　　　　ノし

we一二de　by山川雛a　4癒atσ，ω∈Z野翻・　　　　　q・e。d．

§4・　So搬e　ope盤｛三級es重io鍍s

　　　　W¢hav¢伽s　pr◎v¢d　thatろ（p　E　Ge〈ptgco〉）麟s飴s癒e　e纏癬ale擁。◎数一

ditions　of　Proposition　1．　lt　is　natural　to　ask　whether　these　conditions

characterize　the　image　of　GQ（，，．．）　in　．of×．　（This　answer　turned　eut　te　be

“no” C　due　to　Coleman．）　More　plausible　would　be　a　similar　characteriza－

ti◎数◎f癒e　i拠age灘。伽ゐ1．　As　w¢have　seen畿b◎ve，　it　is　cl◎sely　c◎薮鍛ec重6d

with　the　Vandiver　conjecture　at　1．　lt　also　seems　to　be　an　interesting　qu－

es£蓋◎fi　to　eonstract　all　p◎wer　series　i難（Z／1）1［鋸，曙麟s餌益g伽。◎鍛di£i◎ns

analogous　to　those　of　Proposition　1　（i）．　Here，　we　meet　with　the　study　of

the　power　series　k（u）∈（Z／1）［回｝s畿重is魯i捻9癒e　di鰍¢薮t圭a1¢q戯i◎益s◎f£h¢

form

Dl－1（h）一D9－1（h）醐＝乃一が，

where　D＝　（u　＋　1）（d／du）．

F（u，ひ）as

（Such　h（u）　appears　in　the　v－adic　expansion　of

F（u，び）＝韮＋k（ゆ＋…）．

　　　　Is　there　a　tetally　differeRt　approach　（e．g．　from　topology）　to　construct

sueh　power　series　in　（Z／1）［［u，　v］］？

　　　　Added　in　Proof．　（i）　Related　result　of　Coleman（mentioned　in

th¢短漁d戯i◎簸）was　addfessed　a至s◎i難癒¢Worksh◎p　o鍛“lwasawa
theory　and　special　values　of　L－functions”　J　an．　1987，　MSRI，　B　erkeley，

USA，　uRder　the　title　“AnderseR－lhafa　thegry”．　The　authors　undefstaRd

that　a　detailed　paper　is　in　preparation．

　　　　（ii）　　S◎難｝e　res縫hs　re玉a舵d　t◎Sec重i（》捻4have　receRtly　b¢e益ob重ai盤ed

by　H．　lchimura　and　M．　Kaneko；　“On　the　universal　power　series　for

Jac◎bi　s登斑s　a登d重he　Va難diver　c◎難jec重ure”　（prepri芝覚）．
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