
解析接続の問題に現れる解析と幾何

大沢健夫

数学はやればやるほど簡単になるはずであり、組み合わせの数は無限であっても、行き詰る
はずはないのである。 岡潔　『一葉舟』(角川ソフィア文庫　 2016)
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1 はじめに

解析接続はいうまでもなく基本的な概念であるが、問題によってそのあらわれ方は様々である。

歴史的には、複素一変数の関数として登場した楕円関数を中心とした研究が進み、諸公式を整合的

に書く必要が生じた結果、Weierstrassによってこの概念が導入された。多変数関数論の本格的な研

究は Hartogsの 1906年の論文 [H-1]に始まるが、これにより解析接続についての新たな課題が生

まれた。本論では主にそれ以後に形成された多変数複素解析について述べるが、以下では Hartogs

までのこともこめて、解析接続に関わる複素解析の研究の歴史をおおまかに振り返っておきたい。

周知のように、解析学は物理学からの要請によって生まれた数学である。その主要な目的は微分

方程式の解を記述することである。もとより物理現象は極めて多様であるが、天体の運行などを縛

る条件をエネルギー保存則のような比較的少数の原理に基づいて式で表したところから微分方程式

が現れた。その結果、「宇宙という書物は数学の言葉で書かれている」(Galileo Galilei)という有

名な言葉に示唆された通り、方程式をみたす関数の数学的構造が、物理現象をあまねく記述するに

至ったのである。
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物理現象と同様、関数も発見されると同時に遍在する。最も基本的な関数である指数関数

et = 1 + t+
t2
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1 +

1

n

)n)
(1)

もその例で、これは増殖や減衰に対応する方程式

df

dt
= f, f(0) = 1

の解であるが、乗法の結合法則の延長である指数法則 ex+y = exey を掘り下げることによって複

素関数論という巨大な鉱脈が発見されるに至った。その間の事情は『大数学者』(小堀憲)、『近世

数学史談』(高木貞治)、『代数函数論』(岩澤健吉)、『From Riemann surfaces to complex spaces』

(Reinhold Remmert)などに詳しいが、かいつまんで述べると以下のとおりである。

本格的な複素関数論の展開は Cauchyの留数解析が発端であった。言うまでもなく Cauchyの積

分定理こそが複素関数論の嚆矢である。指数関数と三角関数の関係式

eiθ = cosθ + isinθ (2)

は Taylor展開から直ちにわかることで、これなどは 18世紀には知られていたが、指数法則は積分

を使って ∫ x

1

dt

t
+

∫ y

1

dt

t
=

∫ xy

1

dt

t
(3)

と書くこともできる。これを線積分∫
γ

dζ

ζ
(γ ∈ C1([0, 1],C \ {0})1, γ(0) = 1, γ(1) = z)

で表される zの多価関数がみたす公式とみなせば、Cauchyの定理に基礎づけられた種々の一般化

が可能になる。

Abelと Jacobiが競うようにして建設した楕円積分と楕円関数の理論はその最初の例である。楕

円関数の発見は Abelに帰せられるが、これは 5次方程式の解の公式が四則演算と開平だけでは書

けないという彼の有名な仕事にも関連している。１のべき根が ez の特殊値すなわち eiπq (q ∈ Q)

に他ならないことからも窺えるように、楕円関数論は Gaussの円周等分論や Fagnanoのレムニス

ケート等分論を複素関数論の枠組みの中で一般化したものでもある。Abelの大発見は∫
γ

dζ√
1 − ζ4

(4)

のような多価の積分が、C上の二重周期の有理型関数の逆関数と自然に同一視できるということ
である。WeierstrassやRiemannはさらにそれを一般化した。その過程で生まれたのが解析接続と

Riemannn面の概念である。

たとえばガンマ関数の場合、定義式

Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1exdx

は Res > 0の範囲でしか意味を持たないが、等式 Γ(s) = (s − 1)Γ(s − 1)を用いて C上の有理型
関数として定義域を拡げることができる。これは解析接続の一例だが、一般の正則関数や有理型関

数 (解析関数はこれらの総称)についても、定義域をそれらの Taylor級数や Laurent級数を用いて
1可微分多様体M,N とM の部分集合 A に対して Cr(A,N) := {f : A→M ; f は A 上 Cr級 }) (r ∈ [0,∞] ∪ ω)。
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拡げ、個々の関数を Cまたは Riemann球面 Ĉ = C ∪ {∞}上に何葉にも重なった面上の一価関数
とみなすことができる。

この観点からは、対数関数 log zの定義域は領域 C∗ = C \ {0}の普遍被覆面

C̃∗ = {γ ∈ C1([0, 1],C∗); γ(0) = 1}/ ∼ (∼= C),

γ0 ∼ γ1 : ⇐⇒ ∃h ∈ C1([0, 1]2,C∗) s.t. h(j, t) = γj(t) (j = 0, 1, t ∈ [0, 1])

である。この場合、C̃∗ から Cへの局所同相写像 πが π(γの同値類) = γ(1)によって定まるので、

C̃∗ の点は log z (=
∫ z
1
dζ
ζ )の分枝の Taylor展開と同一視できる。Cauchyの積分定理により log z

の値は 1と z をつなぐ積分路のホモトピー類にしかよらないからである。このような例を一般化

したのが解析接続で、二つのべき級数が収束円 D1, D2 の共通部分上で同じ関数を表していれば

D1 ∪D2 上で一つの関数が定まるという自明極まる事実を基礎に、Weierstrassは関数要素の集合

体としての大域的な解析関数の概念を確立した。

その一方で、Riemannは「解析関数は z = x+iyの関数である」という立場からCauchy-Riemann

方程式の解としての正則関数を研究し、複素関数論に幾何学的な方法を持ち込んだ (1851)。それ

は解析関数の持つ等角性に着目したもので、この観点からは一次分数変換

z 7→ az + b

cz + d
(ad− bc ̸= 0)

は Ĉの正則自己同型であり、有理型関数は Ĉへの正則写像となる。しかしこの方法の最も革新的
な点は、一旦は個々の関数要素から離れた抽象的な存在として Ĉ上に分岐点を許した被覆面を考
え2、その上でGaussが提唱したポテンシャル論の精神により電磁気学や流体力学の原理に根差し

た関数論を構築したことであった。このような面として導入されたRiemann面は、位相幾何 (トポ

ロジー)的には球面にいくつかの把手がついた曲面になる。この文脈では楕円関数は輪環面 (トー

ラス)上の有理型関数である。輪環面とは球面に一つの把手をつけた曲面と同相なものの総称だが、

たとえばRiemann球面 Ĉを二個用意して、それぞれに区間 [−2,− 1
2 ], [ 12 , 2]に沿って二箇所の切り

込みを入れてからそこで互い違いに貼り合わせると、Ĉ上に {± 1
2 ,±2}で分岐する二葉の被覆面が

できる。これは位相的には輪環面であり、同時に∫
γ

dζ√
(4ζ2 − 1)(ζ2 − 4)

の逆関数の Riemann面でもある。より詳しくは

Λ = Zω1 + Zω2, ω1 =

∫
|ζ|=1

dζ√
(4ζ2 − 1)(ζ2 − 4)

, ω2 =

∫ +i∞

−i∞

dζ√
(4ζ2 − 1)(ζ2 − 4)

とおき、Cの商空間 {z + Λ; z ∈ C}として得られる一次元複素多様体 C/Λが、写像

π : C/Λ → Ĉ

z + Λ 7→ 10℘(z) − 4℘(ω1/2) − 6℘(ω2/2)

5℘(z) − 8℘(ω1/2) + 3℘(ω2/2)

℘(z) =
1

z2
+

∑
ω∈Λ\{0}

{
1

(z − ω)2
− 1

ω2

}

2正則写像 τ : S → Ĉが分岐被覆であるとは、τ が S の各点のまわりで適当な局所座標に関して z 7→ zk の形で書ける
ことを言う。このとき S は Ĉ 上の分岐被覆 (面) であると言う。
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により± 1
2 ,±2で分岐する Ĉ上の二葉の被覆面として実現できる3。ちなみに C/Λ上の楕円関数が

℘(z)と ℘′(z)の有理式で表されることや、℘(z)と ℘′(z)の間に

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − 60G2℘(z) − 140G3, Gk =
∑

ω∈Λ\{0}

1

ω2k

という関係があることなどがWeierstrassの理論として知られている (cf. [Ah-1, pp.293-304])。

　複素関数論ではある種の公式が著しく簡単な方法で証明できることがある。その理由は、コン

パクトな Riemann面4(閉 Riemann面)上の有理型関数は零点と極の位置を重複度もこめて与えさ

えすれば定数倍を除いて一意的に定まるからである。このことは最大値原理の重要な帰結である。

ここから関数をその零点と極を用いて書き下すという問題が浮上した。例えば Ĉ上の有理型関数
は有理関数に他ならず、多項式分の多項式という形で書けるわけだが、一般の閉 Riemann面上の

有理型関数5に対してもテータ関数を用いて似た形の因数分解式が書ける (Riemannの分解定理)。

C上の有理型関数についてはWeierstrassが得た例だと

Γ(z) =
e−γz

z

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1

ez/n (5)

が有名だが、楕円関数の分母として彼が好んだのはこれに似た展開式を持つシグマ関数

σ(z) = z
∏

ω∈Λ\{0}

(
1 − z

ω

)
ez/ω+

1
2 (z/ω)

2

(6)

であった。これと上の ℘(z)との関係は

℘(z) = − d2

dz2
log σ(z)

なので、σ(z)2が ℘(z)の分母になる。℘(z)はWeierstrassのぺー関数と呼ばれる。ちなみに、こ

れは一つの推測だが、Weierstrassは Abelをつづめた alを筆記体で書いた文字の上下を逆にした

意味で、℘の文字を用いたのではなかろうか。

Weierstrassは明快であり Riemannは深遠である。Poincaré [P-1]の分類によれば前者は論理型

であり、多変数の正則関数の局所理論へと歩を進めて重要な基礎定理 (Weierstrassの予備定理6)を

確立した。後者は直観型であり、次の極めて重要な命題を発見した。

定理 1.1. 単連結な領域 D ⊂ C∗ と D の任意の点 z0 に対して正則な全単射 f : D → D = {w ∈
C; |w| < 1}で f(z0) = 0, f ′(z0) > 0をみたすものが唯一つ存在する。

定理 1.1 を Riemann の写像定理または等角写像の基本定理という7。これを定式化したのは

Riemannだが、証明はOsgoodやKoebeによる。単連結な開 (=非コンパクト)Riemann面X上で

も同様な結果が成立する。ただし条件D ⊂ C∗はX ̸∼= Cに変え、正則な全単射 f : X → Dの一意
性の条件中の f ′(z0) > 0は z0 のまわりの一つの局所座標に関するものとする。定理 1.1のこのよ

うな一般化の証明はKoebe(1907)および Poincaré(1907)による。これにより任意のRiemann面上

の有理型関数は、有理関数であるか楕円関数であるか、またはD上の有理型関数で正則自己同型群
Aut(D)の離散部分群の作用で不変なもの (保型関数)に限ることが確定した。Riemann面の普遍被

3これは楕円関数 ℘(z) の基本的な性質と一次分数変換の計算の結果である。
4連結な一次元複素多様体を Riemann 面という。
5一変数の代数関数はこのように特徴づけられる。
6Weierstrass の予備定理に関しては [H-U] の第一章が詳しい。
7f は Riemann 写像と呼ばれる。
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覆は Ĉ, C, または D のどれかに限るからである。上のような一般化はKoebeの一意化定理と呼

ばれることが多い。これはWeierstrassと Riemannを受け継いだ Schwarz, Kleinらのドイツ学派

の思想に負うところが大きい8が、Poincaréも彼らと独立に保型関数を発見した頃から、普遍被覆

面のアイディアの重要性を認識していたと思われる。ともあれ、Weyl(1913)はこれらの成果を集

大成し、「最も単純な、最も適切な」方法を模索した結果として名著 “Die Idee der Riemannschen

Fläche”を著した。Weylによれば、一意化の理論において、Weierstrassと Riemannの思想圏は

一つに結合し、完全な統一に達した。

ちなみにGaussはAbel以前に楕円関数論に達していたし、保型関数の最初の例である j-不変量を

得てもいたが発表はしなかった。j-不変量を論文に最初に書いたのはGaussの弟子のDedekind(1877)

であり、Hermite(1858)はその一般型である楕円モジュラー関数を詳しく研究して 5次方程式の解

の公式を書いた。保型関数は通常 Dを存在域に持つ (: ⇐⇒ Dを真に含む領域に解析接続できな
い)が、重要な関数がこのような狭い存在域を持つことはWeierstrassには想定外のことだったと

伝えられる。もっとも Dが狭いという感覚はユークリッド幾何的なもので、Riemann多様体とし

ては Dは Poincaré計量

ds2 =
dzdz̄

(1 − |z|2)2

に関して定負曲率の完備な曲面であり、測地円の周長が半径に比して指数的に増大するという意味

で、見方によってはユークリッド平面よりずっと広い。

一方、単純閉曲線で囲まれた平面領域に限定すれば定理 1.1はより精密な形になる。

定理 1.2. (Carathéodory, 1913) 領域 D ⊂ C の境界 ∂D が円周と同相なら、Riemann 写像は

D (= D ∪ ∂D)から Dへの同相写像へと拡張できる。

同じころ、複素関数論においては多変数の場合一変数のときにはなかった現象が起きることが

明らかになってきた。零点と極を与えて有理型関数を作る問題は多変数でも Poincaré(1883) や

Cousin(1895)によって解かれ始めていたが、Poincaréが活躍中に書かれたGoursatの9の『解析学

教程』10には次のコメントが記されている。

多変数の解析関数の特異点の性質については、一変数の場合に比べると未知の部分が多い。最も厄介な

問題は特異点の座標が孤立し得ないことに起因している。

この文章には脚注がついており、

この問題に関する詳細については Acta mathematica (t. XXVI)所載の Poincaré氏の論文、P.Cousin

氏11の学位論文 (同上, t.XIX)およびW.-F. Osgood12(氏)の最近の著書『Topics in the theory of functions of

several complex variables』(The Madison Colloquium, published by the American mathematical society;

1914)を見よ。

とある。Poincaréと Cousinの理論を完成型に導いたのは岡潔による上空移行原理の発見 (1936)

だったが13そこへの最重要の一歩が Hartogs(1906)による擬凸性の発見であった。Hartogsの理論
8Koebe の先生は Schwarz であった。
9É.Goursat (1858-1936) フランスの数学者。コーシーの積分公式の証明で有名。

10Cours d’analyse mathématique, 1918。
11P.Cousin (1867-1933) フランスの数学者。
12W.-F.Osgood (1864-1943) F. Klein の指導でドイツで学位を取得した米国の数学者。
13第 4 節 4.7 を参照。
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は多変数の解析関数は孤立特異点を持ちえないこと (Hurwitz,1897)と相対収束半径14の逆数が対

数的劣調和性を持つこと (Faber,1902)を敷衍したものだが、正則領域すなわち正則関数の存在域が

擬凸性という凸性に似た幾何学的性質を持つことを結論付けるもので15、まさに解析接続の原理的

な急所を突くものであった。その結果、それでは任意の擬凸領域は正則領域であろうかという逆問

題が自然に生じた。滑らかな境界を持つ領域に対して擬凸性の微分幾何的表現を与えた Levi(1911)

にちなみ、この問題や同趣旨の一般化された問題は Levi問題の名で知られるようになった。これ

はしばらく多変数関数論の中心的課題であった (cf. [Sa], [Siu-1])。

現代流の層の言葉で言えば、Weierstrassが考案した解析的形成体 (analytische Gebilde)は正則

関数の定義域を Cnの構造層の連結成分と考えたもので、これらはとくに Cn上の不分岐領域すな
わち Cn への局所正則同型を持つ複素多様体になっている。これと Riemannの導入した分岐被覆

の考えと合わせて、解析関数の自然な定義域は Cn 内の領域だけでなく、Cn のコンパクト化上で
「自然に分岐した」領域であろうということになった。Cn上の不分岐領域に対する Levi問題は岡

潔 [O-2,4]により解決されたが、この偉業は金字塔の名にふさわしい。分岐領域については様相は

より複雑で未解明の部分が残されているが、その研究のために H.Cartanの研究 [C-1]に触発され

て岡 [O-3]が導入した不定域イデアルの理論は、Weierstrassの理論 (=予備定理)の射程を大いに

延ばすことになった。さらにこの理論は Cartan[C-3]により層係数コホモロジーの言葉に翻訳され

て Stein多様体上の基本定理 (Cartanの定理 A,B)として結実し、以後の数学の展開に多大な影響

を与えた。

任意のRiemann面は Ĉ上の分岐領域として実現できる。これは一意化定理によると言ってもよい
が、Riemann面は正則写像によりCP3またはC3内に閉部分多様体として埋め込めるからであると

言ってもよい16。いずれにせよRiemann面上には然るべき変数があるので関数論が展開可能である。

しかし複素多様体の中にはHopf多様体Cn \ {0}/ ∼ (n ≥ 2, z ∼ w ⇐⇒ ∃k ∈ Z s.t. 2kz = w)

のように、CPn へのいかなる正則写像も退化するものが存在する。従って分岐領域の問題の中に
は Hopf多様体のようなものをどう別扱いするかということも含まれる。

岡の仕事は主に 1936年から 1953年までの間になされたが、この間にコンパクトな複素多様体の

理論にも大きな動きがあった。それは小平邦彦 (1915-97)によるWeyl流の閉Riemann面論の高次

元への一般化と、それに続く変形論と分類論の展開である。小平 [K-1,2]は射影的代数多様体17の微

分幾何的特徴づけ (小平の埋め込み定理)を得たが、これは直線束の正則切断に関する存在定理18で

あり、Levi問題の解と相通ずるものである。

ちなみに小平の定理の系として、多変数の保型関数論における次の著しい結果が得られた。

定理 1.3. Cnの有界領域DをAutDの固定点を持たない離散部分群 Γの作用で約して得られる商

空間D/Γがコンパクトなら、D/Γは射影的である。

D2やB2、より一般にはE.Cartan(1935)が分類した対称有界領域はすべて単連結であり、かつコ

ンパクトな複素多様体を上の意味で商空間として持つことが知られている19。Aut(D2) ̸∼= Aut(B2)

であることを Poincaré(1907)が発見し Reinhardt(1921)が厳密に証明した20ことは、一意化定理

に関連したこれらの仕事につながる先駆的で重要な動きであった。

14本文 §2.1 を参照。
15本文 §2.2 を参照。
16n 次元複素射影空間を CPn で表す。
17複素多様体で正則写像により CPN (N はある自然数) 内に埋め込めるものは射影的であるといい、その中でコンパク
トなものを射影的代数多様体、または短く射影多様体と呼ぶ。

18詳しくは本文を見よ。
19Bn で n 次元複素球体 {z ∈ Cn; ∥z∥ < 1} を表す。
20Bergman 核を用いた証明が [Ym] にある。
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小平の方法 [K-1]は複素多様体上の関数の正則性を局所的に特徴づける式

∂f

∂z̄j
= 0 j = 1, 2, . . . , n (Cauchy−Riemann方程式)

を微分形式に対して延長してできる複体に層の理論と楕円型作用素の理論を適用したものだが、本

質的には ∂̄ 作用素21

∂̄(
∑
I,J

uIJdzI ∧ dz̄J) =
∑
I,J

(

n∑
k=1

∂uIJ
∂z̄k

dz̄k)dzI ∧ dz̄J (7)

についての方程式 ∂̄u = v の大域的な可解性の条件を明らかにしたものである22。その要点はベ

クトル束係数の ∂̄ コホモロジー群に対する消滅定理であり、これは Andreottiと Vesentini[A-V-

1,2]によって完備 Hermite多様体上の L2 理論へと一般化された。それとは独立に、Kohn[Kn]や

Hörmander[Hm-1]はそれぞれ別の流儀の関数解析的方法で ∂̄作用素の L2評価の方法を確立し、そ

れを応用して岡・Cartan理論における種々の構成を精密化した。特に Hörmanderは Bergman核

の境界挙動に関する Bergmanの予想を解決した23。岡・Cartan理論の展開としては、Andreotti

と Grauert[A-G]による一般化も著しい。彼らは一般化された Levi問題の解が Grauert[G-2,3]に

より小平の結果を含む形で得られたことをふまえつつ、擬凸性の概念を一般化し、コホモロジー有

限性定理を擬凸性または擬凹性の条件をみたす複素解析空間上で確立した。

これらの仕事によって岡理論が指し示したものが一層明確になった。Bergman核の挙動の解析は

Fefferman[Ff-1]によりCarathéodoryの定理 (定理 1.2)の高次元化へとつなげられ、Griffiths[Gf]、

中野茂男 [N-2,3,4]、Grauert-Riemenschneider[G-R-1,2]は、小平理論を開多様体や特異点付きの解

析空間へと拡張して種々の応用を見出した。いわば、コホモロジー理論を旗印として岡・Cartan

理論と小平理論を統合しながら精密化および一般化をめざすことが、1965年頃からの一つの動き

であった。

これはコンパクト多様体と Stein多様体を両極端の存在と見る考え方なので、Riemann面の理

論において Ĉと Cと Dがいわば三項対立的な存在だったことからすれば新たな視点を提供してい
た。そのおかげで筆者にも解ける問題があったりしたので、約 40年間、この線で多変数複素解析

の研究に取り組んできた。具体的には小平理論を一般化した中野の仕事に導かれ、その応用を拡げ

る過程で L2消滅定理 [Oh-2,7, 本文の定理 4.7]と L2拡張定理 [Oh-T-1, Oh-13,16, 本文の定理 5.1

とその拡張]を得た。これは L2 評価式の方法を掘り下げるという作業であった。

以下ではまず Hartogsに始まる正則領域の基礎理論を述べてから解析接続の問題を ∂̄ コホモロ

ジー群を用いて定式化し、擬凸多様体の ∂̄ コホモロジー群に関する基本的結果 (定理 3.2)やそれ

を用いた Stein多様体の特徴づけ (定理 3.4)について述べる。その後 L2 評価式の方法ををなるべ

く標準的かつ簡単な方法で紹介し、L2 消滅定理等の証明を行う。この理論をふまえて定理 3.2を

証明するのだが、本質的には [A-V-1,2]と [Hm-1,2]に含まれる内容である。擬凸性、∂̄ コホモロ

ジー、接続定理、近似定理の相関を念頭に置いて記述したが、これは岡潔の第一論文 [O-1]で指摘

されたことを踏襲したつもりである (詳しくは本文を参照)。ただ、L2消滅定理を用いて Cの剛性
に関する西野の定理の別証を与えた (cf.[Oh-24])ところや、Grauert-Riemenschneiderの消滅定理

の延長上で多様体上の Hartogs型接続定理を定式化した (cf. [Oh-18])ところに新しい点がないで

もない。後者に関連して千葉優作氏の仕事 [Ti-1,2]、および永田義一氏と Seungjae Lee氏の仕事
21詳しくは本文を参照。
22小平の方法は岡のセミナーでも紹介された。その時小平論文を読んだ武内章氏 (1935-2018) によれば、岡は「そんな
方法で関数が作れるはずはない」と言った後、「論文にはそう書いてあります」と言われてしばらく考えた後「コンパクト
多様体上でなら可能であろう」と意見修正した。

23これをめぐる興味深い回想が [Hm-3] にある。
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[L-N]にふれる。そのあとで L2拡張定理とその二三の応用を述べる。これらは [Oh-T-1]以来の出

来事であるが、合わせてここ 10年くらいの間に L2拡張定理の周辺で起きた進展を、Bergman核

に関わる内容を中心に概観してみたい。最後にGrauert理論 [G-2,3]の延長上の話として、強擬凸

多様体上でのコホモロジー類の接続についての結果 [Oh-5,12]とそれに関連する最近の竹内有哉氏

の仕事 [Ta]、および形式化原理 (formal principle)に関する進展などを紹介したい。

Coffee Break アイルランドの文豪 James Joyceの名作『Ulysses(ユリシーズ)』の最初の方の会話の中

に「歴史は自分にとって醒めてほしい悪夢です」(History is a nightmare from which I am trying to awake)

というセリフがあり、いわゆる戦後世代24に属する筆者としてはある時期これに大いに共感するものがあっ

た。多変数関数論を専攻するようになった頃もそんな気分を引きずっていたようで、19世紀に高度に発達した

一変数関数論を詳しく知らなくても最先端の研究に参画できそうなところに魅力を感じていた。時あたかも、

C∞ 級の強擬凸領域間の双正則写像が境界まで C∞ 級に拡張できるという Fefferman[Ff-1]による結果が耳

目を集めていた頃であった。こんな基本的な性質がまだ解明されていなかったのかと驚く一方で、この分野の

将来性に期待を抱くことになった。同じ頃、優秀な若手数学者がある賞の受賞講演で「硬直化した一変数関数

論」と宣って長老たちの失笑を買ったこともあった。そんな時、Riemann面の同時一意化で有名な Lipman

Bers教授が来日し、京大理学部の談話会で講演された。内容は当時学部生だった筆者には高度すぎたのでほ

とんど記憶にないが、細部にまで注意の行き届いた話の立派さには感銘を受けた。その帰り道、セミナーで

お世話になっていた中野先生との話がたまたまWeylの本におよび、先生は「あれをわかって研究している人

とそうでない人がいる」とつぶやくように言われた。上のような理由から Riemann面論をやや軽視していた

筆者はつい何気なく「私は全然わかっていませんが」と口答えをし、言った瞬間激しく後悔したのだが、先

生はそれを侮る素振りもなく「いや、キミはわかっている」ときっぱりとした口調で言われた。多変数関数

論への入門的な講義録の序文でわざわざ Riemann面論の歴史にもふれたのはこのような理由からでもある。

2 解析接続と正則領域

正則関数やCauchyの積分定理、および複素多様体等の基礎概念については既知であるとする25が、

解析接続の諸問題への方向性を明確にするため、正則領域についてやや詳しく述べておく。

2.1 収束域と相対収束域

2変数のべき級数

P =

∞∑
j,k=0

ajkz
jwk, ajk ∈ C

から話を始めよう。Pが収束するような最大の領域をPの収束域と呼び、ΩP で表す。ΩP は{(z, w) ∈
C2; |z| < r, |w| < s} = rD× sD (r, s > 0)の形の領域の和集合になっているが、

(z, w), (z′, w′) ∈ ΩP ⇒ (|z|t|z′|1−t, |w|t|w′|1−t) ∈ ΩP , 0 ≤ ∀t ≤ 1

という対数的凸性を持っている。言い換えれば、集合

log |ΩP | := {(a, b) ∈ [−∞,+∞)2; (ea, eb) ∈ ΩP }

24正確には「団塊の世代」の次の「しらけ世代」であり、今風に言うなら「冷笑系」であろうか。
25初学者は必要に応じて [Ah-1] や [Kb] などを参照されたい。
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は通常の意味で凸である。

Laurent級数 L =
∑
j,k∈Z ajkz

jwk についても同様である。特に (z, w) = (0, 0)は Lの収束域の

孤立境界点ではありえない。

P を変数ごとに解析接続したときに定義域がどこまで広がるかを見てみよう。各変数について正

則な関数は正則であるという Hartogsの正則性定理がこの方向にあるのだが、ともかく第一歩と

して P を
∞∑
k=0

(

∞∑
j=0

ajkz
j)wk

と書き直し、
∑∞
j=0 ajkz

j が z平面の領域D上の関数 ak(z)として一斉に解析接続されるときを考

える。つまりD上の正則関数 ak(z)を係数とするべき級数 Pw =
∑∞
k=0 ak(z)wk を考える。

このとき各点 z ∈ Dに対して wに関するべき級数 Pw の収束半径を R(z)とする。(Rは一般に

は不連続関数である。) w方向に回転対称なD × Cの部分領域の中で P が解析接続される最大の

ものを Pwの相対収束域と呼びΩPw
で表す。ΩPw

は集合 {(z, w) ∈ D×C; |w| < R(z)}の開核なの
で、log 1

R 以上の上半連続関数のうちで最小のものを uとおけば26、ΩPw
= {(z, w); |w| < e−u(z)}

となる。e−u を Pw の相対収束半径と呼ぶ。

Rは [0,∞]内に値をとる関数として Cauchy-Hadamardの公式

1

R
= lim sup

k→∞
|ak(z)| 1k

によって定まる。よって log |ak(z)|がみたす劣平均値の性質27より、uは u ̸≡ −∞のとき次の三つ
の同値な性質を持つ。

1) {z; |z − z0| ≤ r} ⊂ Dならば u||z−z0|=r は可積分であり、

u(z0) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ)dθ.

2) Cの開集合 U およびその閉包 Ū がDに含まれるとき、U 上で調和で Ū 上で連続な関数 v

が ∂U 上で u以上なら U 上でもそうである。

3) uは局所可積分であり、D上の非負 C∞ 関数 φで台がコンパクトなものに対してつねに∫
D

u∆φdλ ≥ 0

(
∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, dλ = Lebesgue測度

)
が成り立つ。

一般に、これらの性質を持つ上半連続関数を劣調和関数という。3)は uが C2級なら∆u ≥ 0と

同値である。従って C2級の関数に限って言えば、劣調和関数とはグラフの下に張り出す度合いが

上への度合いに勝る関数のことである。

さて、べき級数 P と Pwはそれぞれ ΩP と ΩPw 上で正則な関数を表すが、この話を少し拡げて、

変数ごとに正則な関数について Hartogs[H-1]が示した次の結果を証明してみよう。

26u(z) = lim sup
ζ→z

log
1

R(ζ)
。

27[Ah-1,p.224 (44)] 等を参照。
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定理 2.1. Cn の領域上の関数が正則であるためには、一つの変数を止めるごとに残りの変数につ
いて正則であれば十分である。

証明．簡単のため n = 2として証明するが、一般の場合の議論も同様である。Dは C2の領域で

(0, 0) ∈ Dであるとする。f : D → Cが変数ごとに正則であれば、(0, 0)のある近傍 rD2 (r > 0)

および rD上の関数 ak(z) (k = 0, 1, . . .)が存在して

f(z, w) =

∞∑
k=0

ak(z)wk

と書ける。f が rD2 上で正則であることを示そう。

f が連続であることが言えれば変数ごとの正則性と Schwarzの補題により ak(z)がすべて正則で

あることが言えるので、これと ak(z)に対する Cauchyの評価式を合わせれば f の正則性が従う。

(ここは Cauchyの積分公式によると言ってもよい。)

f の連続性を示すため、ある空でない領域上で f が有界であることを示そう。そのために集合

Em := {w ∈ rD;∀z ∈ rDに対し |f(z, w)| ≤ m} (m ∈ N)

がすべて閉集合であることに注意する。これは f が変数ごとに連続だからである。

rD =

∞∪
m=1

Em

であるので Baireのカテゴリー定理28よりどれかの Em の開核 E◦
m は空でない。したがってこの

Emに対し、f は rD×E◦
m上で |f(z, w)| ≤ mなので有界である。よって Schwarzの補題と変数ご

との正則性より、f はここで連続でもある。

したがって f は rD×E◦
m上で正則である。同様に、z平面のある円板 Ωに対し f は Ω × rD上

で正則である。よって収束域の対数的凸性により、f は rD2 上で正則である。

釈迦に説法ではあろうが、実変数の関数だと変数ごとに Cω 級 (=実解析的)であっても連続であ

るかどうかさえ分からない。ここに実関数論と複素関数論の大きなギャップがある。とはいえ、変

数ごとに Cω 級の関数の特異集合についての研究がある (cf. [SR], [Sc-3], [B l-1])。

収束域や相対収束域を一般化したものが正則領域である。すなわち一つの収束べき級数にWeier-

strass式の解析接続を最大限行って得られるのが正則領域だが、劣調和性は解析接続の一般論への

道を開いている。正則領域の形状も劣調和性の概念をふまえて記述できるからである。その観点か

ら、以下では正則領域の擬凸性について述べよう。

2.2 正則領域の擬凸性

ここからは一般の n変数の関数について述べよう。Cnの座標を z = (z1, . . . , zn) = (z′, zn)で表

し、∥z∥ =
√∑n

j=1 |zj |2とおく。正則関数の最大の定義域としての正則領域の性質をいくつか述べ
る。正しくは Cn上の不分岐領域に対してこれらを述べないといけないのだが、いずれ複素多様体
に対して一般化されることなので、ここでは Cn の領域に限って要点を述べることにする。

28完備距離空間の可算個の稠密な開集合の交わりは空でない。
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定義 1. Cn の領域 Dが正則領域であるとは、D上の正則関数 f で次の性質 (H)を持つものが存

在することを言う。

(H) Cn の領域 U がDと交わるとき、U 上の正則関数は U ∩Dのどの連結成分上でも
f と一致しない。

f が (H)をみたすときDは f の存在域であると言う。相対収束域の定義式 |w| < e−u(z) におい

て uが劣調和であることを用いて、正則領域の重要な性質である擬凸性を導こう。

定義 2. Cnの領域D上の上半連続関数 φ : D → [−∞,∞)が多重劣調和 (plurisubharmonic)であ

るとは、Dの任意の点 z0 と任意の ζ ∈ Cn に対し、φ(z0 + ζt)が tに関して 0 ∈ Cのある近傍上
で劣調和になることを言う。

D上の正則関数の集合をO(D)で、多重劣調和関数の集合を PSH(D)で表す。以下は正則関数

と多重劣調和関数の定義から容易に従う性質である。

0. φ, ψ ∈ PSH(D), a, b ∈ [0,∞) ⇒ aφ+ bψ ∈ PSH(D).

1. f1, . . . , fN ∈ O(D) ⇒ log
∑N
j=1 |fj |2 ∈ PSH(D).

2. φ ∈ PSH(D), λ : [−∞,∞) → [−∞,∞)は増加凸関数⇒ λ ◦ φ ∈ PSH(D).

3. φµ (µ ∈ N) ⇒ (supµ φµ)∗ ∈ PSH(D) (F ∗で F 以上の上半連続関数で最小のものを表す。)

4. φµ ∈ PSH(D) (µ ∈ N), φ1 ≥ φ2 ≥ . . . ≥ φµ ≥ . . .⇒ limφµ ∈ PSH(D).

5. φ ∈ PSH(D), φ ̸≡ −∞, χ ∈ C∞(R, [0,∞)), suppχ ⊂ [0, 1],
∫
Cn χ(∥z∥)dλz = 1

=⇒ φϵ(z) = ϵ−2n

∫
D

φ(z + ζ)χ

(
∥ζ∥
ϵ

)
dλζ ∈ PSH(Dϵ) ∩ C∞(Dϵ) かつφϵ ↘ φ.

ただし dλzで Lebesgue測度を表し29Dϵ = {z ∈ D; infw/∈D ∥z − w∥ > ϵ})とおく。

6. C2 級の関数 φ : D → Rが多重劣調和であるための必要十分条件は、φの複素 Hesse行列30(
∂2φ

∂zα∂zβ

)
1≤α,β≤n

がいたるところ半正定値であることである。

特に 4,5,6から、多重劣調和性が複素多様体上でも局所座標の取り方によらず矛盾なく定義され

ることがわかる。ここは正則関数の定義と違って少し注意を要する部分である。Levi形式が正定

値であるとき φは強多重劣調和であるという。

φ ∈ PSH(M)および x ∈M に対し、φの xにおける Lelong数 ν(φ, x)を

lim inf
y→x

φ(y)

log ∥y − x∥
29積分変数を書かないときには dλn とも書く。
30Levi 形式と呼ぶことが多い。
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で定義する。ただし ∥ · ∥は局所座標に関する Euclidノルムを表す。Lelong数は多重劣調和関数の

一点での (平均的な)特異性を図る尺度である。

以下では複素多様体M から複素多様体N への正則写像の集合をO(M,N)で表し、M 上の正則

関数の集合をO(M)、多重劣調和関数の集合を PSH(M)、強多重劣調和関数の集合を SPSH(M)

で表す。±φ ∈ PSH(M)のとき φは多重調和であると言う。多重調和関数は定義より連続だが、

上の 5より C∞ 級の多重調和関数の局所一様極限であり、従って局所的には正則関数の実部であ

る。M 上の多重調和関数の集合を PH(M)と書く。記号の種類を節約するため、M が一次元でも

PSH(M)や PH(M)を使う。

δD(z) = infw/∈D ∥z − w∥, (z ∈ D)とおく31。δD(z)は zから ∂Dまでの Euclid距離である。

z ∈ D, ζ ∈ Cn \ {0}に対し

δD,ζ(z) = sup{r; |t| < r ⇒ z +
tζ

∥ζ∥
∈ D} (8)

とおく。

Dは正則関数 f の存在域であるとする。連続関数 F : Dn−1 → C \ {0}があって

D = (Dn−1 × C) \ Γ, Γ = {(z′, zn); zn = F (z′)}

と書ける場合、|F (z′)|が (z′, 0)から zn 方向に測った Γまでの距離であることに注意して z にお

ける f の Taylor級数に相対収束域の性質を適用すれば、− log |F (z′)| ∈ PSH(Dn−1)であること

がわかる。同様に log |F (z′)| ∈ PSH(Dn−1) となるので log |F (z′)| ∈ PH(Dn−1) である。言い

換えれば Re logF (z′)は多重調和であるが、正則な座標変換によって Dが正則領域であるという

性質は保たれるから Im logF (z′) ∈ PH(Dn−1)でもある32。同様に F ∈ PH(Dn−1)であるので

∂∂̄ logF = 0より ∂F ∂̄F = 0が得られる33。これより F または F が正則であることが従うが、F

を F + zj(1 ≤ j ≤ n− 1)で置き換えるとこれらの零点以外では同様に F + zj または F + zj が正

則であることが従うので、F は正則でなければならない。つまり次の定理が成り立つ。

定理 2.2. ([H-2])グラフの補集合が正則領域であるような連続関数は正則である。

Dが一般の正則領域である場合にも、座標変換の自由度を勘案すれば上と同様の理由で− log δD,ζ(z) ∈
PSH(D) となる。従って δD = infζ∈Cn\{0} δD,ζ であることと多重劣調和関数の性質 3 により

− log δD(z) ∈ PSH(D)となる。正則領域のこの性質は岡潔 [O-2]によるもので、岡の補題と呼ば

れることが多い。

定義 3. PSH(D)の元 φで任意の c ∈ Rに対して {z ∈ D;φ(z) < c}がD内で相対コンパクトで

あるようなものが存在するとき、Dは擬凸領域であるという。

一般に、位相空間X 上の関数 τ : X → [−∞,∞)に対して τ−1([−∞, c))がすべての c ∈ Rに対
して相対コンパクトになるとき、τ はX 上皆既的 (exhaustive)であるという。

多重劣調和関数の性質 2および性質 5を使うと、擬凸領域D上には C∞級の多重劣調和関数で

皆既的なものが存在することが言える34。

定理 2.3. 正則領域は擬凸である35。
31D = Cn のとき δD(z) ≡ +∞。
32この場合、(z′, zn) 7→ (z′, zinの分枝) は Γ の近傍で正則な座標変換だから、F を ei logF に置き換えて議論をすれば
よい。

33∂F := ∂̄F̄。
34難しくないので初学者は証明を試みられたい。
35これの逆すなわち「擬凸領域は正則領域である」も成立するが、その証明には多少の準備を要する (cf. 定理 3.3)。
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証明．Dが正則領域ならば岡の補題より − log δD ∈ PSH(D)であるので、− log δD(z) + ∥z∥2

は多重劣調和かつ皆既的である。

正則領域のもう一つの重要な性質として正則凸性がある。

定義 4. 複素多様体M が正則凸であるとは、任意のコンパクト集合K ⊂M に対して次で定義さ

れる集合 K̂ がコンパクトになることを言う。

K̂ = {z ∈M ;∀f ∈ O(M)に対し |f(z)| ≤ sup
K

|f |}.

K̂をKの正則凸包という。通常の凸包は上でO(M)の代わりに {ef(z); f(z)は zの一次多項式 }
を用いたものになる。

コンパクトな複素多様体は正則凸多様体の自明な例だが、Cnやその閉複素部分多様体が正則凸
であることもほぼ自明であろう。二つの正則凸多様体の直積が正則凸であることも定義からすぐわ

かる。正則凸な多様体の中でコンパクトなものの対極にあるのが Stein多様体である。

定義 5. 正則凸な n次元複素多様体M が Stein多様体であるとは、M の各点のまわりで局所座

標として O(M,Cn)の元が取れることをいう。

Stein多様体について次は基本的である。証明は [Hm-2], [Gn-Rs]などを参照されたい。

定理 2.4. n次元 Stein多様体はある CN の閉複素部分多様体と双正則同型である。

CN の閉複素部分多様体が Steinであることは明らかだから、これは Stein性の特徴づけでもあ

る。ちなみに、n ≥ 2であれば N = [ 3n2 ] + 1 ([ ]は Gauss記号)でよいことが知られている (cf.

[E-G], [Sch])。n = 1のときN = 2でよいかどうかは未解決である。

コンパクトな多様体の埋め込みに関して定理 2.4と対をなすのは小平の埋め込み定理であるが、

それについては次節で述べる。

一変数の関数論では Riemann 面上で極や零点を与えて関数を作る問題が重要であった。多変

数の場合この種の問題は Cousinの問題と呼ばれるが、それは Cousin[Cs]が (平面領域の直積に

限ってではあるが)基本的な結果を示したからである。Stein多様体は、与えられた零点集合を持つ

正則関数が存在するための条件を解明する目的で、Stein[St]が“R-konvexe Gebiete in komplexen

Mannigfaltigkeiten”(複素多様体内の R-凸領域)の名で正則領域の一般化として導入したものであ

る。これを改めて Stein多様体と命名したのは Cartan[C-3]である。

正則凸性の概念が生まれたのはH.Cartanと P.Thullenの論文 [C-T]で示された次の命題による。

定理 2.5. 正則領域は正則凸である。

証明．Cnの領域DとDのコンパクトな部分集合Kに対し、K̂が有界集合であることは定義より

明白であろう。いまDが f の存在域であるとする。K(ϵ) = {z ∈ D; infw∈K ∥z − w∥ ≤ ϵ} (ϵ > 0),

δ(K) = infz∈K δD(z)とおけば、z ∈ K に対して Cauchyの評価式より
√
nϵ ≤ 1

2δD(K)のとき∣∣∣∣ 1

J !

∂Jf

∂zJ
(z)

∣∣∣∣ ≤ ϵ−|J| sup
K(ϵ)

|f |(
J = (j1, . . . , jn) ∈ (N ∪ {0})n, J ! =

n∏
k=1

jk!, |J | = j1 + · · · + jn,
∂Jf

∂zJ
=

∂|J|f

∂zj11 · · · ∂zjnn

)
が成り立つ。したがって

√
nϵ ≤ 1

2δD(K)のとき K̂ の点 z0 を中心とする f の Taylor級数は多重

円板 z0 + ϵDn上で収束する。Dは f の存在域だったから 1
2δD(K) ≤ δD(z0)でなければならない。

よって K̂ は有界閉集合であるのでコンパクトである。
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系. 正則領域は擬凸である36

証明．正則領域Dに対し、定理2.3よりDの相対コンパクトな部分領域の増大列Dµ (µ = 1, 2, . . .)

で D̂µ ⊂ Dµ+1をみたすものが存在する。従って、各 µに対して fµ,1, . . . , fµ,Nµ ∈ O(D)を適当に

とれば、関数 φµ(z) =
∑Nµ

k=1 |fµ,k(z)|2 は

sup
Dµ

φµ ≤ 1

µ2
かつ inf

Dµ+2\Dµ+1

φµ ≥ µ

をみたすようにできる。φ =
∑∞
µ=1 φµ とおけば φはD上で多重劣調和かつ皆既的である。

上の証明より明らかなように、正則凸多様体は多重劣調和で皆既的な Cω 級関数を持つ。多重劣

調和な皆既関数を持つ多様体を擬凸多様体と呼ぶことは自然だが、少なくとも現時点では任意の擬

凸多様体が連続な多重劣調和皆既関数を持つかどうかさえ知られていない状況なので、以後M が

擬凸多様体であるというときには C∞ 級の多重劣調和皆既関数を持つものに限り、多くの場合そ

の関数を付けて“擬凸多様体 (M,φ)”のように言及する。擬凸多様体の好例は複素 Lie群であろう

(cf. [Kz-2])。擬凸で正則凸でない多様体は、ある種の複素 Lie群をはじめ多数知られている。その

最初の例は Grauert[G-4]による。これらに関連する話題を第 7節で述べる。

2.3 擬凸性の判定

正則凸性は擬凸性の関数論的な十分条件であるが、以下でやや幾何学的な判定法について述べる。

Dは複素多様体M の領域で Cr 級の実超曲面を境界に持つものとする (r ∈ [2,∞]∪ω)。すなわ

ち ∂Dの近傍 U と U 上の Cr 級実関数 ρで次の性質をみたすものが存在するときを考える。

D ∩ U = {z ∈ U ; ρ(z) < 0} かつ ∀zに対し dρ(z) ̸= 0.

このような ρをDの定義関数という。このときDは Cr 級の領域であるという。

定義 6. ∂Dの各点 z0 において z0 のまわりの局所座標 z = (z1, . . . , zn)に関する二次形式

n∑
α,β=1

∂2ρ

∂zα∂zβ
ξαξβ

の値が
∑n
α=1

∂ρ
∂zα

ξα = 0をみたす任意の ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn に対して非負であるとき、D は
Levi擬凸である、または ∂Dは Levi擬凸であるという。

Levi擬凸性の条件を「∂D上で ∂∂̄ρ|Ker∂ρ ≥ 0」と書くこともできる37。この定義が局所座標の

取り方によらないことは、二つの局所座標 z, wに対して(
∂2ρ

∂wµ∂wν

)
= t

(
∂zα
∂wµ

)
α,µ

(
∂2ρ

∂zα∂zβ

)(
∂zβ
∂wν

)
β,ν

であるから明白であろう。複素多様体M 上の C2級実関数 φに対し、∂∂̄φをこれが定める正則接

ベクトル束上の Hermite形式と同一視する。これも (φの)Levi形式と呼ぶ。
36ここの証明は岡の補題を用いないという点でより初等的である。[C-T] の時点では岡の補題は知られていなかった。
37∂∂̄ρ|Ker∂ρ を ∂D の Levi形式と呼ぶ。式の左辺に

√
−1をかけたほうがよいという向きも多いが特にこだわらない。

本来は ∂∂̄ρ は (1, 1) 形式であるので
√
−1 を掛けないと実形式ではなく、したがって正負の意味がないともいえるが、以

下では ∂∂̄ρ を臨機応変に ρ の複素 Hesse 形式と同一視する。
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定義 7. Levi擬凸領域Dが強多重劣調和な定義関数を持つとき、Dは強擬凸領域であるという。

強擬凸領域については次が基本的である。

命題 2.1. 複素多様体M 内の強擬凸領域Dの任意の境界点 z0に対し、Dの定義関数 ρと z0にお

けるM の局所座標 z を適当にとれば、(Rez, Imz)に関する ρの Hesse行列は z0 で単位行列に等

しくなる。

つまり強擬凸領域は局所的に狭義凸である。証明は初学者には好適な演習問題なので省略する。

系. 強擬凸領域Dと z0 ∈ ∂Dに対し、ある近傍U ∋ z0と f ∈ O(U)が存在して f−1(0)∩D = {z0}
となる。

命題 2.2. Cn 内の Levi擬凸領域は擬凸である。

証明．　領域 D の定義関数 ρとして D の内部に C∞ 級の負値関数として拡張されるものをと

れば

∂∂̄(− log(−ρ)) =
∂∂̄ρ

−ρ
+
∂ρ∂̄ρ

ρ2

より、∂∂̄ρ|Ker∂ρ ≥ 0ならば十分急激に増大する凸関数 λを適当に選んで− log(−ρ) + λ(∥z∥)がD

上で C∞ 級多重劣調和かつ皆既的であるようにできる。

同様の方法で、相対コンパクトな強擬凸領域D上に、D内のあるコンパクト集合の外で強多重

劣調和になるような C∞ 級皆既関数を作ることができる。

複素多様体上では相対コンパクトな領域に限っても Levi擬凸領域で擬凸でないものが存在する。

実際、H を Hopf曲面 C2 \ {0}/Zとし、M として (C2 \ {0} × Ĉ)/Z (k ∈ Z ⇒ ((z, w), ζ) ∼
((2kz, 2kw), 2kζ))で定まるH 上の Ĉ束、Dとして Imζ > 0で定まるM 内の領域をとれば、∂D

は Cω 級の Levi擬凸な超曲面だがD ∼= (C2 \ {0}) × {t; e−2π2/ log 2 < |t| < 1}であるのでDは擬

凸ではない (cf.[Di-Fn])。

Tr,s = (rD× D) ∪ (D2 \ sD× D) (0 < r, s < 1)とおく。

定義 8. 複素多様体M がHartogs擬凸であるとは、制限写像O(D2,M) → O(Tr,s,M)がすべて

の (r, s)に対して全射であることをいう。

収束域の対数的凸性より Cn は Hartogs擬凸である。

命題 2.3. Cn の領域が Hartogs擬凸なら擬凸である。

証明．D ⊂ Cn が Hartogs擬凸であるとする。任意の z0 ∈ Dと ζ ∈ Cn \ {0}、および十分小な
る ξ ∈ Cn \ {0}に対して

log δD,ζ(z0) ≥ 1

2π

∫ 2π

0

log δD,ζ(z0 + ξeiθ)dθ (9)

であることを示せばよい。

ξを z0 + Dξ ⊂ Dであるように取る。

log δD,ζ(z0 + ξt) ≥ h(t) ∀t ∈ ∂D
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が成り立つような Dの近傍上の調和関数 hに対し、Dの近傍上の正則関数 f で ∂D上で Ref = h

をみたすものを取ると、正則写像 H : D2 → Cn が (t, w) 7→ (z0 + tξ, wef(t))で定まり、作り方か

らH(Tr,s) ⊂ D, r, s≪ 1。よってDのHartogs擬凸性によりH(D) ⊂ Dとなる。hは ∂D上の積
分平均すなわち h(0)が

∫ 2π

0
log δD,ζ(z0 + ξeiθ)dθにいくらでも近く取れるから (z0 +h(0) ζ

∥ζ∥ ) ∈ D

でなければならない。これより求める不等式 (9)が得られる。

C2 級の領域が Hartogs擬凸であれば Levi擬凸であることを示すのは容易だが、上の例が示す

ように逆は成り立たない。

Coffee Break　　岡潔と小林秀雄の有名な対談「人間の建設」の中で、岡が小林に「アメリカのマッハ

ボーイ」の仕事を引きながら「知性には感情を説得する力がない」と力説する部分がある。そこでは「集合

論では無限にいろいろな強さ、メヒティヒカイトというものを考えているのですね」で始まる文章で、連続

体仮説と選択公理が Zermelo-Fraenkelの集合論の公理系と独立であることを示した P.Cohenの仕事のあら

ましが語られている。「メヒティヒカイト (Mächtigkeit)」はドイツ語で、「濃度」あるいは「cardinality」を

指すのだが、これを読んだ当時高校一年生だった筆者の頭をこの面妖なる隠語はそのまま通り過ぎるしかな

かった。しかし後年この部分を読むたびに、集合論の創始者である CantorがWeierstrassや Dedekindの後

継者にあたることや、岡の第一論文のきっかけを与えたのが Göttingen大学の R.Courantの要請で書かれた

Behnke-Thullenの総合報告 [B-T]であったことが思い出されたのである。Hartogsは学問的にはWeierstrass

のひ孫の世代であり、München大学の教授であった。そして岡は [B-T]以前に [H-1,2]を精読していたに違

いない。とはいえ、岡の論文は全部フランス語で書かれているし、集合論や数学基礎論といえば、Cohenが

頭角を現した時代には Gödel(米)や Russel(英)が有名で、濃度を岡がドイツ語で表現したことについてのい

ぶかしさは残ったままだったのである。ところが最近 HartogsについてWikipediaで調べたところ、彼が集

合論でも大きな足跡を残していることを知り大いに納得した。Hartogsが [H-3]で選択公理を仮定せずに存在

を示した集合のMächtigkeitは現在 Hartogs数と呼ばれている。岡先生がこの論文も読んでいたであろうこ

とは今や想像に難くない。

3 複素多様体上の接続問題と ∂̄コホモロジー

複素多様体上の ∂̄ コホモロジーは代数幾何を通じて数論の問題とも関連する重要な不変量であ

るが、解析接続の文脈においても自然に現れる。以下では解析接続の障害が ∂̄コホモロジー類とし

て表せることと、それが消えるための条件について述べる。

3.1 多様体上の解析接続

以下ではM は特に断らない限り連結かつパラコンパクトな複素多様体であるとする。解析接続

の問題は複素多様体上で自然な形で一般化できる。前節では Cnの領域に限って正則領域を論じた
が、その定義は Cnを複素多様体に替えても不都合はない。そこで一般の複素多様体M の領域D

が (H)において CnをM に替えたものをみたすとき、DはM-正則領域であるということにする。

ただしこの言葉を用いるときはM が擬凸でなければあまり意味がないことに注意しよう。値域が

Cではなく、ベクトル値関数や他の複素多様体 N への正則写像であるときも同様であるが、より

一般に、正則ファイバー束 π : B → M が与えられたとき、D上の切断 (section)すなわち正則写

像 s : D → B で π ◦ s = idをみたすものに対しても、sがDを存在域に持つことを (H)と同様の
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条件で定義することができる。この意味でDを存在域とする切断が存在するとき、DをB値正則

領域と呼ぶ。これもM や N が擬凸であってはじめて興味ある対象となりうる。B-値正則領域の

概念はM 上の不分岐領域に対して拡張できる。Cn 上の不分岐領域で自明束値正則領域になって
いるものが通常の意味の正則領域で、前節の定義を自然に拡張したものになっている。

定義 9. 複素多様体 D がM 上の不分岐領域であるとは正則な局所同相写像 p : D →M が与えら

れていることをいう。

被覆空間は不分岐領域の特別な場合で、条件

∀x ∈M ∃近傍 U ∋ x s.t. p−1(U)の連結成分は pによって U と同相

によって特徴づけられる。

定義 10. 不分岐領域 D →M が局所擬凸であるとは、条件

∀x ∈M ∃近傍 U ∋ x s.t. p−1(U)の連結成分は Stein多様体

をみたすことを言う。

定理 3.1. (岡の定理)　　 Cn 上の局所擬凸な不分岐領域は Stein多様体である。

　

局所擬凸性の概念は不分岐領域の部分多様体に対しても自然に拡張されるが、次は未解決であ

る。

Griffiths予想38　　 Cn 上の不分岐領域内の閉複素部分多様体が局所擬凸なら Stein多様体で

ある。

複素多様体M の閉部分集合 Aの擬凹性は次で定義される。

Aが擬凹 ⇐⇒ M \Aが局所擬凸

3.2 解析接続と ∂̄コホモロジー

M を n次元の複素多様体とし、π : E →M をM 上の正則ベクトル束とする。E のランクすな

わちファイバー π−1(z) (z ∈M)の次元は有限であるとする。M 上の E-値 C∞級 (p, q)型微分形

式の集合を Cp,q(M,E)で表し、(7)で定まる ∂̄ 作用素 ∂̄ : Cp,q(M,E) → Cp,q+1(M,E)が誘導す

る複体

0 → Cp,0(M,E) → Cp,1(M,E) → · · · → Cp,q(M,E) → · · ·

のコホモロジー群を Hp,q(M,E)で表す。これはM の E 値 (p, q)型 ∂̄ コホモロジー群と呼ばれ

る。Cp,qc (M,E) = {u ∈ Cp,q(M,E); suppu はコンパクト } とおき、∂̄|Cp,q
c (M,E) で誘導される

複体のコホモロジー群を Hp,q
c (M,E) と書く。これを M の E 値 (p, q) 型コンパクト台コホモロ

ジー群という。M の部分集合 Aに対して Cp,q(A)(M,E) = {u ∈ Cp,q(M,E);u|A = 0}とおく。解

381977 年 3 月、京都大学数理解析研究所 420 号室にて加藤昌英氏の講演に対するコメント内で提出。

17



析接続に関連して ∂̄ 方程式 ∂̄u = v を境界条件 u|A = 0 つきで解く問題が現れるが、一般には

∂̄(Cp,q(A)(M,E)) ̸⊂ Cp,q+1
(A) (M,E)なので注意を要する。

Hp,q(M,E) = Ker∂̄ ∩ Cp,q(M,E)/∂̄(Cp,q−1(M,E)),

Hp,q
c (M,E) = Ker∂̄ ∩ Cp,qc (M,E)/∂̄(Cp,q−1

c (M,E))

であり、それぞれ Fréchet空間としての Cp,q(M,E)、および Fréchet空間 Cp,q(U)(M,E) (U はM の

相対コンパクトな開集合を動く)の帰納的極限としての Cp,qc (M,E)の、商位相ベクトル空間の構

造を持っている。E が自明直線束のときは E を省略してこれらをそれぞれHp,q(M), Hp,q
c (M)と

書く。これらの次元は位相多様体の Betti数と同様、複素多様体の重要な不変量である。M がコン

パクトならば
∑n
q=0 (−1)q dimHp,q(M,E)は E の位相ベクトル束としての構造だけで定まること

が知られている (cf. [A-S])。

Ωp(= ΩpM ) で正則 p 形式の芽の層を表し、Ωp(E)(= ΩpM (E)) で E 値正則 p 形式の芽の層を

表す39。M の正則接ベクトル束を TM で表し40、その双対束を T ∗
M で表す。この記号を用いると

ΩpM = Ω0(

p∧
T ∗
M )と書ける。Ω0 を O(= OM )と書き、Ωn を K(= KM )と書く。Oは構造層、K

は標準層と呼ばれる。K = O(

n∧
T ∗
M )である。

n∧
T ∗
M をM の標準束といい、KM で表す。自明直

線束と OM、標準束と Kは同一視されることが多い。

例 3.1. CPn (:= (Cn+1 \ {0})/ ∼: z ∼ w ⇐⇒ ∃λ ∈ C∗ s.t. z = λw) は Ĉ(∼= CP1) と同

様、Cn の標準的なコンパクト化である。点 [z] := {λz;λ ∈ C∗}を (z0 : · · · : zn)で表す。CPn

上の直線束
⨿

[z]∈CPn Czを自給束 (tautological bundle)といい、τn と書く。双対束 τ∗n は超平面断

面束 (hyperplane section bundle) と呼ばれる。(τ∗n)⊗µ (µ ∈ Z) を O(µ) と書くのが慣用である。

KCPn = O(−n− 1)である。自給束 τn → CPnに対し、正則写像 σ : τn → Cn+1が ([z], λz) 7→ λz

で定まる。n次元複素多様体M と z0 ∈M に対し、zの近傍 U ∼= Bnを τ−1
n−1(Bn)で置き換えて得

られる複素多様体 M̃ = (M \ U) ∪ σ−1(Bn)に σの M̃ への解析接続 σ̃ : M̃ →M をつけたものを

M の z0におけるブローアップという。写像 σ̃自体はブローダウンと呼ばれる。M は M̃ のブロー

ダウンであるという。τn−1の零切断に対応する M̃ の部分多様体を σ̃の例外集合という。これは一

点における改変操作 (modification)の例であるが、複素部分多様体に沿うブローアップも同様の仕

方で定義される。

OM (E)の連結成分がM 上のE値正則領域に他ならない。通常の正則領域はOCn の連結成分で

ある。任意の擬凸多様体上の E 値正則領域が擬凸かどうかは知られていない41。

Mの開集合Dに対し、Hp,q(D,E)でDの (p, q)型E|D42値 ∂̄コホモロジー群を表し、Hp,q
c (D,E)

でコンパクト台の同様のコホモロジー群を表す。

M内のコンパクト集合Kを走らせてHp,q(M\K,E)の帰納的極限をとったものを lim
K
Hp,q(M \K,E)

で表す。すると入射と制限写像から誘導される長完全列

· · · → Hp,q
c (M,E) → Hp,q(M,E) → lim

K
Hp,q(M \K,E) → Hp,q+1

c (M,E) → · · · (10)

39Dolbeault同型により Hp,q(M,E) ∼= Hq(M,Ωp(E))かつ Hp,q
c (M,E) ∼= Hq

c (M,Ωp(E))である。ただし、一般に
位相空間 X 上の Abel 群の層 F → X に対し、Hq(X,F ) で F 係数の X の q 次コホモロジー群を表し、コンパクト台
のものを Hq

c (X,F ) で表す。この事実は重要だが、以下で述べる理論は本質的にこれに依存するものではない。
40TM は可微分多様体としてのM の接ベクトル束であるが、これをM の複素構造を使って TM ⊗ C の正則部分 T 1,0

M
と同一視している。

41これに関連する結果が [Np-R] にある。
42E|D でベクトル束 π|D : π−1(D) → D を表す。
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ができるので、次の二つは同値である。

a) Hp,q(M,E) → lim
K
Hp,q(M \K,E)は全射である。

b) Hp,q+1
c (M,E) → Hp,q+1(M,E)は単射である。

これは以下の議論を短く書き直したものに過ぎない。

a) ⇒ b): w ∈ Cp,q+1
c (M,E) ∩ Ker∂̄ に対し、もし v ∈ Cp,q(M,E)で ∂̄v = wをみたすものが存

在すれば、M \ suppw上では ∂̄v = 0だから、a)よりコンパクト集合K ′と ṽ ∈ Cp,q(M,E)∩Ker∂̄

および u ∈ Cp,q−1(M \K ′, E)が存在して、M \K ′上で ṽ = v+ ∂̄uが成り立つ。必要ならK ′を大

きく取り直して u ∈ Cp,q−1(M,E)としておけば、v− ṽ+ ∂̄u ∈ Cp,qc (M,E)かつ ∂̄(v− ṽ+ ∂̄u) = w

である。

b) ⇒ a): u ∈ Ker∂̄ ∩ Cp,q(M \K)に対し、K はコンパクトだから台がコンパクトな C∞ 級関

数 χ : M → [0, 1]で suppχ ∩K = ∅かつM \ χ−1(1)がコンパクトであるものを取り

û(z) =

{
u(z) (z ∈ χ−1(1))

χ(z)u(z) (z ∈M \ χ−1(1))

とおくと、û ∈ Cp,q(M,E)であり、∂̄u = 0より supp∂̄û ∩ χ−1(1) = ∅となる。従って b)より v ∈
Cp,qc (M,E)が存在して ∂̄v = ∂̄ûとなるので û−v ∈ Ker∂̄∩Cp,q(M,E)であり、(M\suppv)∩χ−1(1)

上では u = û− vとなる。

特にHp,q+1
c (M,E) = 043ならばHp,q(M,E) → lim

K
Hp,q(M \K,E)は全射である。

一致の定理によりHp,0(M,E) → lim
K
Hp,0(M \K,E)は単射なので、M \K が連結であるよう

なコンパクト集合K に対し、Hp,0(M,E) → Hp,0(M \K,E)が全射であることとHp,1
c (M,E) →

Hp,1(M,E)が単射であることは同値である。

Hp,0(M,E) → Hp,0(M \K,E)の全射性はCn (n ≥ 2)上の正則領域の重要な性質である。擬凸多

様体上では一般にはこうならないが、上の議論により「全射にならなさ加減」はdim Ker(Hp,1
c (M,E) →

Hp,1(M,E))で測れ、この値が有限になりかつ解析可能なM のクラスは小さくない。そして結果

が特異点の理論等に応用できる (後述)。このように、解析接続を ∂̄ コホモロジーによって複素多

様体上へと接続することによって、問題に新たな妙味が生じうるのである。いずれにせよ、最初は

もっとも基本的なHp,1
c (M,E) = 0となる場合について述べよう。

3.3 Stein多様体の ∂̄コホモロジー

∂̄ コホモロジー群は複素多様体の重要な不変量であるが、Hp,q
c (M,E) → Hp,q(M,E)の単射性

条件やHp,q
c (M,E)の消滅条件は、上で述べた理由から解析接続の観点からはとくに興味深い問題

である。入門的な話でよく紹介される Bochner-Hartogsの拡張定理は、D ⊂ Cn (n ≥ 2)のときコ

ンパクト集合K ⊂ Dが Cn 内で連結な補集合を持てばD \K 上のすべての正則関数はDまで解

析接続されるというものであるが、これは正則領域の擬凸性に基づく初等的な議論によっても示せ

43右辺は正しくは {0} だが簡単のためこう書く。
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るが (cf. [M-P])、H0,1
c (Cn) = 0 (n ≥ 2)44の帰結としても理解できる。実際、f ∈ O(D \K) に

対してコンパクト集合K ′ ⊃ K と f̂ ∈ C∞(D,C)で f̂ |D\K′ = f |D\K′ をみたすものをとったとき、

∂̄u = f̂ をみたすコンパクト台の C∞ 級関数 uがあれば f̂ − u ∈ O(D)であり D \K の連結性と
一致の定理により f̂ − u|D\K = f となる。

ところで Cn のこの性質は

Hp,q(Cn) = 0 (q ≥ 1) かつ Hp,q
c (Cn) = 0 (q ≤ n− 1) (11)

および

制限写像 Hp,0(Cn) → Hp,0(RBn) (R > 0)の像は (局所一様収束の位相に

関して)稠密であり、入射準同型 Hp,n
c (RBn) → Hp,n

c (Cn) は単射である。 (12)

というひとまとまりの結果の一部で、しかもこれらは擬凸多様体上で次のように一般化される。

定理 3.2. (M,φ)を n次元擬凸多様体とする。もし φ ∈ SPSH(M)ならばM 上の任意の正則ベ

クトル束 E に対して

Hp,q(M,E) = 0 (q ≥ 1) かつ Hp,q
c (M,E) = 0 (q ≤ n− 1) (13)

であり、

制限写像Hp,0(M,E) → Hp,0({z ∈M ;φ(z) < R}, E) (R ∈ R)の像は稠密で、

入射準同型Hp,n
c ({z ∈M ;φ(z) < R}, E) → Hp,n

c (M,E)は単射である。 (14)

定義 11. 強多重劣調和皆既関数を持つ複素多様体を 1-完備多様体という。

　定理 3.2の証明は準備を要するので次節に回し、ここではその帰結をいくつか見ておこう。

以下では皆既関数 φ : M → Rが与えられたとき {z ∈M ;φ(z) < R}を簡単にMRと書く。M が

1-完備ならMRはすべて 1-完備になる。従って定理 3.2より、前節と同様の議論でHp,q(M,E) →
Hp,q(M \MR, E)は q ≤ n− 2のとき全射であることが直ちにわかる。またこのとき Sardの定理

より ∂MRが C∞級の超曲面でないようなR全体は Rの測度 0の部分集合なので、M は強擬凸領

域の増大列M1,M2, . . . ,Mµ, . . .の和集合であるとしても一般性を失わない。

次の基本的な命題を定理 3.2から簡単な議論で導くことができる。

定理 3.3. 1-完備多様体は正則凸である。

証明 (定理 3.2を認めた上で)．　　 1-完備多様体M の正則凸性を示すためには強擬凸領域Mµ

がすべて正則凸であることを示せば十分である。なぜなら K を M のコンパクト集合としたと

き、K ⊂ Mµ となる µ が存在し、O(Mµ) に関する K の正則包がコンパクトであれば制限写像

H0,0(M) → H0,0(Mµ)の像の稠密性より K̂ もコンパクトでなければならないからである。Mµの

44Pompeiu の公式

u(z) =
−1

π

∫
C

uζ̄

ζ − z
dλζ (u は C1級で suppu はコンパクト)

を用いる直接的な証明があるが、割愛する。
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正則凸性を示すには、各点 z0 ∈ ∂Mµ に対して近傍 V ∋ z0 および f, g ∈ O(V ), h ∈ O(Mµ) が存

在して、f−1(0)∩D = {z0}かつ V ∩D上で h− 1
f = gとなることを言えば十分である。f の存在

は命題 2.1の系をD = Mµ として適用すればよく、g, hの存在は以下のようにして導く。

z0の近傍Uとf ∈ O(U)をf−1(0)∩D = {z0}のようにとって固定する。C∞級関数χ : M → [0, 1]

を suppχ ⊂ U かつ z0のある近傍 V 上で χ ≡ 1となるようにとる。∂̄(χf )を supp∂̄χの外で 0とし

て拡張したものを v とおくと、ある ϵ > 0があって v ∈ C0,1(Mµ+ϵ) ∩ Ker∂̄ となる。定理 3.2よ

り ∂̄u = vをみたす u ∈ C0,0(Mµ+ϵ)が存在する。よって h = χ
f − u, g = h− 1

f とおけばある近傍

V ∋ z0 に対してこれらは条件をみたす。

上の証明で用いた関数 χを (U, V )カットオフまたは z0におけるU カットオフと呼ぶことにする。

次も定理 3.2の応用である。

定理 3.4. １-完備多様体は Stein多様体であり、逆もまた真である。

証明．(M,φ) を 1-完備多様体、z0 ∈ M とし、z0 の近傍 U から Bn への正則同型写像 w で

w(z0) = 0をみたすものをとる。χを z0における U カットオフとし、C > 0に対して関数 φz0,C を

φz0,C(z) =

{
Cφ(z) + χ(z) log (∥w(z)∥2 + C−2) (z ∈ U)

Cφ(z) (z ∈M \ U)

によって定義する。C0 を十分大きくとって C ≥ C0 ならば φz0,C ∈ SPSH(M)であるようにし、

そののちに R ≥ C0を十分大きくとって {z;φz0,R(z) ≤ −R}が U に含まれるようにすれば、定理

3.2よりこの上で wを十分よく近似するようなO(M,Cn)の元が存在し、z0のある近傍上でM の

局所座標になる。よって 1-完備多様体は Steinである。逆は定義から明らかである。

定理 3.2と 1-完備性による Stein性の特徴づけは Grauert[G-2]によるが、「1-完備」という言い

方はAndreottiとGrauertの共著論文 [A-G]で [G-2]を一般化する文脈で用いられた。かつて Stein

が導入した R-konvexe Gebiete(R凸領域)は Stein多様体となり、Grauertによって「1-完備」化

されたわけである。

定義 12. 複素多様体M が k-完備であるとは、C2 級皆既関数 φ : M → Rで Levi形式 ∂∂̄φがい

たるところ k個未満の非正固有値を持つものが存在することをいう。

定理 3.5. (cf. [G-W]45)　 n次元の非コンパクト複素多様体は n-完備である。

系. (cf. [B-St]) 開 Riemann面は Stein多様体である。

(13), (14)の k-完備多様体への一般化は次の通り。

定理 3.6. (cf. [A-G]) k-完備な n次元複素多様体 (M,φ)上の正則ベクトル束 E に対して

Hp,q(M,E) = 0 (q ≥ k) かつ Hp,q
c (M,E) = 0 (q ≤ n− k) (15)

であり、

制限写像Hp,k−1(M,E) → Hp,k−1(MR, E) (R ∈ R)の像は稠密で、

入射準同型Hp,n−k+1
c (MR, E) → Hp,n−k+1

c (M,E)は単射である。 (16)

45調和関数による RN への埋め込みを用いる。初等的な別証が [Oh-10],[Dm-2] にある。
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定理 3.2および定理 3.6をさらに一般化した定理がある。

定義 13. 複素多様体M が k-凸であるとは、あるコンパクト集合 K ⊂ M に対して C2 級皆既関

数 φ : M → Rで ∂∂̄φがM \K 上いたるところ k個未満の非正固有値を持つものが存在すること

をいう。K を φ-例外集合と呼ぶ。

定理 3.7. (cf. [A-G]) k-凸な n次元複素多様体 (M,φ)上の正則ベクトル束 E に対して

dimHp,q(M,E) <∞ (q ≥ k) かつ dimHp,q
c (M,E) <∞ (q ≤ n− k) (17)

であり、Kをφ-例外集合とすればMR ⊃ Kのとき、制限写像Hp,q(M,E) → Hp,q(MR, E) (q ≥ k)

および 入射準同型 Hp,n−q
c (MR, E) → Hp,n−q

c (M,E) (q ≤ n − k) は同型写像であり、制限写

像 Hp,k−1(M,E) → Hp,k−1(MR, E) (R ∈ R) の像は稠密で、入射準同型 Hp,n−k+1
c (MR, E) →

Hp,n−k+1
c (M,E)は単射である。

定理 3.2、定理 3.6および定理 3.7におけるいくつかの主張はダブっている。それは次の Serreの

双対性定理 (cf.[Sr])が成り立つことによる。

定理 3.8. (Serreの双対性定理46)　 n次元複素多様体M とその上の正則ベクトル束 E に対し、

Hp,q+1(M,E)がHausdorff空間であればHn−p,n−q
c (M,E∗)はHp,q(M,E)の位相的双対空間と同

型である。ただし E∗ で E の双対ベクトル束を表す。

従って、これ以後はHp,q
c (M,E)に関する主張は省けるときは省くことにする。

3.4 ∂̄コホモロジーとCousinの問題

定理 3.2 の主張の中で解析接続と直接関係したのは Hp,1
c (M,E) = 0 だったが、歴史的には

H0,1(M,E) = 0が先で、これは Cousinの加法的問題が解けることに対応している。初学者のた

めにその事情にふれておきたい。

M 上で局所的に与えられた主要部を持つ有理型関数を作る問題は次のように定式化できる。

M の開被覆 {Uj}と Uj 上の有理型関数 fj で fj − fk ∈ O(Uj ∩ Uk)をみたすものが与えられた

とき、Uj 上の正則関数 hj で Uj ∩ Uk 上で fj − fk = hj − hk をみたすものを求めよ。

これが解 {hj}を持てば、求める有理型関数は fj − hj であるということになる。

この問題は次のようにしてH0,1(M,E) = 0の形の命題に帰着できる。

まず {Uj}に付随する 1の分解 ρj を固定し、f̂j =
∑
k ρk(fj − fk)によって Uj 上の C∞ 級関数

f̂j を定める。すると Uj ∩ Uk 上では fjk = f̂j − f̂k となるから、∂̄f̂j ∈ C0,1(M) ∩ Ker∂̄ となる。

従って、もし H0,1(M) = 0ならある C∞ 級関数 uに対して Uj 上で ∂̄f̂j = ∂̄u が成り立つこと

になり、hj = f̂j − u ∈ O(Uj)かつ fjk = hj − hk となる。

Cousinの乗法的問題は与えられた零点の分布を持つ正則関数を作る問題を上と同様に定式化し

たものである。H2(M,Z) = 0ならばこれは対数をとることで加法的問題に帰着できる。

46証明は [Sr] または [Oh-22,pp.39-40] を見られたい。
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Coffee Break 　定理 3.2におけるコホモロジーの消滅は、Cartan[C-3]が Stein多様体上で定式化した

ものの一部である。Cartanの理論は岡が [O-3]で展開した不定域イデアルの理論を Leray[L]が導入した層の

概念を用いて一般化したもので、岡理論はこの形で岡・Cartan理論として引用されることが多い。Grauert

も [C-2,4]などで岡理論に触れたらしく、こんな話が残っている。1960年、岡潔が文化勲章を受章した年だ

が、インドの Tata研究所で国際研究集会があり、当時の先端的な話題であった複素解析空間について Cartan

や Grauertらが研究成果を発表した。日本からは京都大学の河合良一郎が出席し、Cn 上の分岐領域につい
て講演した。河合は Grauertと毎日ホテルで朝食をともにしたが、筆者が河合先生から直接伺ったところで

は、その時 Grauertは「私が今日あるのは岡先生のおかげです。」と語ったそうである。2013年、ドイツの

Göttingen大学で Grauertの追悼研究集会があり、夕食会で筆者は Chicago大学の R.Narasimhan氏と同席

した。Narasimhanは Grauertの長年の友人の一人で、岡の論文集を英訳して Cartanのコメントを付けて

出版したことでも知られている。そのときの会話の中で、河合先生から聞いた話として氏に上の Grauertの

言葉を紹介したところ、「Grauertから少なくとも二度、岡の論文は一つも読んだことがないと聞かされた。」

と言われて驚いた。しかし上に述べた理由でこの二つの話は矛盾しないのである。

4 ∂̄コホモロジーのL2理論

非ユークリッド幾何の発見以来、空間には三つの基本的な類型があり、それらは曲率の正負に

よって分類される。その事情は単連結な Riemann面が D,C, Ĉの三種類に限ることに対応してい
る。Eの曲率がベクトル空間Hp,q(M,E)の構造に及ぼす影響を記述したのが小平の消滅定理とそ

の一族である。その仕組みはM がコンパクトな場合に限って調和形式の理論を使って解説されるこ

とが多いが (例えば [Kb])、ここでは定理 3.2をカバーする必要上、Andreotti-Vesentini [A-V-1,2]

やHörmander [Hm-1,2]、およびGrauert-Riemenschneider[G-R-1,2]にならい、完備な計量を持つ

多様体上の L2 ∂̄ コホモロジー論の枠組みで論じよう。

4.1 擬凸と曲率

擬凸性は幾何学的な凸性に似た性質であり、領域Dの境界の曲がり方の条件でもあった。Dが

複素多様体M のコンパクトな複素部分多様体 Sの近傍の場合、Dの擬凸性は SのM における曲

がり方、すなわち法ベクトル束 NS/M の曲率に一定の制約を課す。ただし NS/M は次の短完全列

で定義される。

0 → TS → TM |S → NS/M → 0.

NS/M は S の近傍の線形近似である。つまり、局所的には S はベクトル値の正則関数の零点集合

なので、S の余次元を mとすればM の座標近傍 Uα (α = 1, 2, . . . N)と局所座標 zα = (wα, sα)

sα ∈ O(Uα,Cm)を選んで S ∩ Uα = s−1
α (0),

∧m
j=1 dsα,j ̸= 0かつ

∪N
α=1 Uα ⊃ S となるようにでき

るが、このとき変換関数系 (
∂sα,j
∂sβ,k

)
j,k

∈ O(Uα ∩ Uβ , (Cm)∗ ⊗ Cm)

で定まる S上のベクトル束がNS/M である。従って、NS/M の零切断 (∼= S)が強擬凸な近傍を持て

ばSはM内で強擬凸な近傍系を持つ。このときさらにm = 1であればNS/M は直線束で、零切断の

近傍で {zα; |sα|2 < aα(wα)}, α = 1, 2, . . . , N の形のものに対する強擬凸性の条件は ∂∂̄ log aα < 0

と書ける。正値関数系 aα は直線束N∗
S/M のファイバー計量になっていて、その曲率形式 (定義は
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後述)は−∂∂̄ log aαなので、この意味でNS/M は負直線束である。ブローアップの例外集合は負の

法直線束をもつ。逆に S ∼= CPnかつNS/M ∼= O(−1)であれば、M は S を例外集合とするブロー

アップである47。

4.2 消滅定理における曲率条件

擬凸多様体の中で、コンパクト複素多様体と Stein多様体を含む重要なクラスとして [G-2]で導

入されたのが強擬凸多様体である。これは前節で述べた 1-凸多様体に他ならないが、念のため定

義をもう一度述べておく。

定義 14. 多重劣調和な C∞級皆既関数 φを持つ複素多様体を擬凸多様体といい、その皆既関数が

あるコンパクト集合の補集合上で強多重劣調和になっているものを強擬凸多様体という。

[G-2]では強擬凸多様体M上の任意の解析的連接層F →Mに対してdimHq(M,F) <∞ (q ≥ 1)

であることが示され、これを用いてM の正則凸性が前節の定理 3.3の証明と同様の方法で示され

た。[G-3]では解析空間の孤立特異点芽の非特異モデルとして現れる強擬凸多様体が詳しく解析さ

れ、その過程でコンパクト多様体上の直線束に対する正値性と豊富性の一致 (小平の埋め込み定理)

が強擬凸領域上のコホモロジー有限性定理から従うことが判明した。

これをふまえて強擬凸多様体上で ∂̄コホモロジーを [K-1]に近い方法でより詳しく解析し、次の

消滅定理を確立したのが [G-R-1,2]である。

定理 4.1. (Grauert-Riemenschneiderの消滅定理)非コンパクトな強擬凸多様体M とその上の正

則ベクトル束 E に対し、E が中野半正ならばHn,q(M,E) = 0 (q ≥ 1)である。

これと Serreの双対性定理により次を得る。

系 1．上の条件下でH0,q
c (M,E∗) = 0 (q ≤ n− 1)。 とくにH0,q

c (M) = 0 (q ≤ n− 1)。

系 2．2次元以上の強擬凸領域の境界は連結である。

ただし E が中野半正であるとは次の条件をみたすファイバー計量 hを持つことをいう。

任意の点 x ∈M に対し、xの周りのM の局所座標 z = (z1, . . . , zn)と E の局所枠を選んで、h

の行列表現が次をみたすようにできる。

(1) h(x)は単位行列であり

(2) dh(x) = 0であり

(3)
(
− ∂2h
∂zα∂zβ

)
(x)は nr次 Hermite行列として半正定値である。

(3)の「半」を取って中野正が定義される。

47n = 1 の場合の発見者にちなんで Castelnuovo の判定法と呼ばれる。証明は初等的にできる。
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[G-R-1,2]における定理 4.1の証明はC∞級の相対コンパクトな強擬凸領域Dに対しD上でC∞

級の微分形式に対して ∂̄ 方程式を解いた Kohnの仕事 [Kn]を応用するもので、コンパクト台の

コホモロジーの消滅から Serreの双対定理を経由して上の結論を導いている。つまり Grauertと

Riemenschneiderは系 1を先に証明した。しかしこの議論は双対性定理の条件をよく読めばわかる

ように、Hp,q(M,E) (q ≥ 2)の Hausdorff性 (実際には有限次元性)を前提としたものであり、こ

こでもM の強擬凸性が用いられているのである48。ともあれ、E に一定の曲率条件があれば E∗

に対して Stein多様体におけると同様の解析接続定理が成り立つというのが定理 4.1.系 1の意味で

ある。

正則ベクトル束に対する曲率の概念はChern[Ch]により導入された。正直線束は、コンパクトな

複素多様体上の直線束に対してコホモロジー消滅定理を確立した小平 [K-1]による。「中野正」は

小平の定理の次の一般化に現れた。

定理 4.2. (cf. [N-1]) M をコンパクトな n次元複素多様体とし、EをM 上の中野正なベクトル束

とすればHn,q(M,E) = 0 (q ≥ 1).

以後、直線束については「中野正」から「中野」を省く。定理 4.2でEのランクが１の場合が小

平の消滅定理である。小平の消滅定理の最も有名な応用は次の埋め込み定理である。

定理 4.3. コンパクトな複素多様体M 上に正直線束 Eがあれば、十分高次のテンソルべき Emに

対して x 7→ {s ∈ H0,0(M,Em); s(x) = 0}はM から射影空間 (H0,0(M,Em)∗ \ {0})/ ∼ (f ∼
g ⇐⇒ ∃α ∈ C \ {0} s.t. f = αg)への臨界点を持たない単射正則写像になる。

言い方を変えれば、コンパクトな複素多様体M 上に正直線束 E →M があれば、Em (m≫ 0)

の切断 s0, . . . , sN を適当に選ぶとM は写像 z 7→ (s0(z) : · · · : sN (z))によって CPN に正則に埋め
込める。小平はこのような切断 sj (0 ≤ j ≤ N)を作るのに、M をブローアップした多様体上で消

滅定理を用い、実質的にはKM ⊗Em(の切断)で埋め込み写像を作っている。M = CPnの場合に
はこの写像がm = n + 2で作れる49ことから、小平の埋め込み定理は次のように精密化されると

予想されている。

藤田予想 (cf.[FT]).　コンパクトな n次元の複素多様体M 上の正直線束Eに対し、KM ⊗En+1

の切断全体の共通零点はなく、M はKM ⊗ En+2 で埋め込める50。

定理 4.1と相補的な消滅定理が擬凸多様体 (M,φ)上で中野正な正則ベクトル束に対して成立す

る。それを定理 3.2の一般化の形でMR上で述べたものが [N-2]で、風間がそれを学位論文 [Kz-1]

で次のように一般化した。

定理 4.4. n次元擬凸多様体M 上の正則ベクトル束Eが中野正ならばHn,q(M,E) = 0 (q ≥ 1)で

あり、制限写像Hn,0(M,E) → Hn,0(MR, E) (R ∈ R)の像は稠密である。

Stein多様体上の正則ベクトル束がすべて中野正であることは定義から容易にわかるが、強擬凸

多様体は次元が正のコンパクト解析集合を含み得、その場合には自明束は正ではない。

ちなみに、[N-2,3], [Kz-1]では擬凸多様体は弱１完備多様体と呼ばれた。中野 [N-4]はさらに次

を示した。
48コンパクト台のコホモロジーの消滅を経由しない直接的な証明を竹腰 [Tg-1] が与えている。
49M が複素トーラス Cn/Λ (Λ =

∑2n
j=1 Zvj , Cn =

∑
Rvj) なら E3 で埋め込める (Lefschetz)。

50n = 2 のときは Reider[Rd] が解決。前半部に関しては n = 3 のときは Ein と Lazarsfeld[E-L]、n ≤ 4 のときは川
又 [Km]、n = 5 のときは Ye と Zhu[Y-Z] が解いた。この他にも [A-Siu] から [S-Y] に到るまで部分的な解を含む多数の
研究がある。
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定理 4.5. n次元擬凸多様体M 上の正直線束 E に対しHp,q(M,E) = 0 (p+ q > n)。

M がコンパクトのとき、これは秋月・中野の消滅定理として知られる51。

定理 4.4と定理 4.5に共通する点は、証明が定理 4.1や定理 4.2と同様に小平理論の自然な延長

上にあり、複素 Laplace作用素がみたす公式から導かれる評価式に基礎づけられている点である。

次にそれについて述べよう。

4.3 中野の等式と L2評価式

コホモロジーの消滅は ∂̄作用素の線形写像としての性質で、一定の曲率条件の下では ∂̄ : Cp,q−1(M,E) →
Ker∂̄ ∩Cp,q(M,E)が全射になるという主張だが、一般に全射性は単射性の双対であり、単射性は

ノルム空間上では不等式で表現できる。中野の等式は、ベクトル束 E に対してそのような不等式

が存在するかどうかを判定するための試金石のようなものである。

中野の等式を書くための記号を用意する。M は n 次元複素多様体であり、Hermite 計量 g =∑n
α,β=1 gαβdzαdzβを持つとする。Hermite計量付きの複素多様体をHermite多様体と呼ぶ。ω(=

ωg)で gの基本形式
√
−1
2

∑
gα,βdzα ∧ dzβを表し、dV (= dVg) = 1

n!ω
n とおく。EをM 上の正則ベ

クトル束とし、hをEのC∞級ファイバー計量とする。以後、C∞級のファイバー計量付きの正則

ベクトル束を簡単にHermite束と呼ぶことにする。g, hによりベクトル束
p∧
TM

∗ ⊗
q∧
TM

∗ ⊗E

のファイバー計量が定まるので、Cp,q(M,E)の元 u, vに対し、M の各点ごとに g, hに関する内積

が定まる。それを ⟨u, v⟩(= ⟨u, v⟩g,h(z), z ∈ M)で表す。uの各点ごとのノルムを |u| = ⟨u, u⟩1/2

で定める。Cs,t(M)または Cs,t(M,E⊗E∗)の元 θに対し、u 7→ θ∧uによって定まる Cp,q(M,E)

から Cp+s,q+t(M,E)への線形写像を (e(θ)などと書くべきところであろうが)簡単のため同じ記号

θで表す。線形写像 Λ : Cp+1,q+1(M,E) → Cp,q(M,E)を

⟨ω ∧ u, v⟩ = ⟨u,Λv⟩ (u ∈ Cp,q(M,E), v ∈ Cp+1,q+1(M,E))

で定義する。suppu ∩ suppvがコンパクトであるとき∫
M

⟨u, v⟩dV

を (u, v) (= (u, v)g,h)で表す。内積 ( , )g,h に関するノルムを ∥ ∥ (= ∥ ∥g,h)で表し、pre-Hilbert

空間 Cp,qc (M,E)の完備化を Lp,q(2)(M,E)(= Lp,q(2)(M,E)g,h)と書く。∂̄ 作用素の形式的共役 ϑh (=

ϑg,h) : Cp,q(M,E) → Cp,q−1(M,E)を

∀w ∈ Cp,q−1
c (M,E)に対して

∫
M

⟨u, ∂̄w⟩dV =

∫
M

⟨ϑhu,w⟩dV (18)

により定義する。ファイバー計量 hを C0,0(M,E
∗ ⊗ E∗)の元とみなすことにより Cp,q(M,E)か

ら Cp,q(M,E
∗
)への線形写像が定まる。これを同じ記号 hで表し、微分作用素 h−1 ◦ ∂ ◦ hを簡単

に ∂h と書く。ファイバー計量 hは局所的に Hermite行列表示 (hµν̄)を持つが、これを用いて ∂h

を書けば、一点の近傍 U 上のベクトル値 (p, q)形式 u = (u1, . . . , ur) (uµ ∈ Cp,q(U))に対して

(∂hu)µ = ∂uµ −
∑
κ,ν

hν̄µuκ∂hκν̄
(
(hν̄µ) = h−1

)

51小平・中野の消滅定理と呼ばれることも多い。
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となる。∂h+ ∂̄をChern接続と呼びDhで表す。∂̄∂̄ = ∂∂ = ∂̄∂+∂∂̄ = 0より、D2
hはC1,1(M,E⊗

E∗)のある元 Θh を左から掛ける作用になる。この Θh を hの曲率形式と呼ぶ。Θh が中野正であ

るとは E が hに関して中野正であるときをいう。∂̄ に対する ϑh と同様に、∂h についてもその形

式的共役 ϑが (18)と同様の式で定まる52。複素 Laplace作用素 □h(= □g,h)およびその複素共役

□h (= □g,h)をそれぞれ

□h = ∂̄ϑh + ϑh∂̄

□h = ∂hϑ+ ϑ∂h

によって定める。dω = 0すなわち gがKähler計量のとき

□h −□h =
√
−1(ΘhΛ − ΛΘh)

が成り立つ53。これを中野の等式と呼ぶ。

部分積分法または Stokesの公式により、v ∈ Cp,qc (M,E)ならば

(□hv, v) = ∥∂̄v∥2 + ∥ϑhv∥2, (□hv, v) = ∥∂hv∥2 + ∥ϑv∥2

である。従って gが Kähler計量であれば

∥∂̄v∥2 + ∥ϑhv∥2 ≥ (
√
−1(ΘhΛ − ΛΘh)v, v) ∀v ∈ Cp,qc (M,E). (19)

(E, h)が中野正であれば、Θh = (
∑n
α,β=1 Θν

αβµ
dzα ∧ dzβ)µ.ν に付随する二次形式∑

α,β,µ,κ

∑
ν

Θν
αβµ

hνκξ
αµξβκ (20)

は正定値であるので、その固有値の各点ごとの最小値として定まる連続関数 c : M → (0,∞)があっ

て、u ∈ Cn,q(M,E) (q ≥ 1)に対して ⟨
√
−1(ΘhΛ − ΛΘh)v, v⟩ = ⟨

√
−1ΘhΛv, v⟩ ≥ ⟨cv, v⟩が成り

立つ。すなわち
√
−1ΘhΛは Cn,q(M,E)上の作用素としてM の各点で正である。従ってこのとき

ΘhΛは逆写像 (ΘhΛ)−1 : Cn,q(M,E) → Cn,q(M,E)を持つ。同様に、(E, h)が中野負、すなわち

(20)がM 上で負定値ならば、q ≤ n− 1のとき (ΛΘh)−1 : C0,q(M,E) → C0,q(M,E)が存在する。

曲率条件を用いて (19)から得られる評価式が、Hilbert空間 Lp,q(2)(M,E)上では Ker∂̄ = Im∂̄ を

意味しうることを見ていこう。

4.4 完備Kähler多様体上の L2理論

　 Kähler多様体M とM 上の Hermite束 E に対し、(19)が Lp,q(2)(M,E)上の ∂̄ 作用素に対し

てどんな評価式を導くかについて述べ、その結果を用いて完備な54Kähler計量をもつ多様体上の

∂̄ 方程式の可解性に関する基本的な定理を証明しよう。

定義 15. Lp,q(2)(M,E)への ∂̄ の閉拡張とは Lp,q(2)(M,E)の線形部分空間{
u ∈ Lp,q(2)(M,E);∃v ∈ Lp,q+1

(2) (M,E) s.t.

∫
M

⟨u, ϑhw⟩dV =

∫
M

⟨v, w⟩dV ∀w ∈ Cp,q+1
c (M,E)

}
を定義域とする線形写像 u 7→ vをいう。

52ϑ は h を含まない。
53証明は [Kb] や [Oh-22] 等を参照されたい。
54完備: ⇐⇒ 計量が定める距離位相に関して完備 ⇐⇒ 測地球体がすべて相対コンパクト (Hopf-Rinow の定理)
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一般に Hilbert空間H1,H2に対し、H1からH2への閉作用素とはH1の稠密な線形部分空間D
から H2 への線形写像 T で、そのグラフ GT := {(u, Tu);u ∈ D}が H1 ⊕ H2 の閉集合になって

いるものをいう。T の定義域 Dを DT で表し、値域 T (D)をRT と書く。GT = GT だからといっ

て RT = RT とならないことは当然であるが、dimH2/RT < ∞のときには T の値域 RT は閉集

合になる55。DT は T のグラフノルム ∥u∥H1 + ∥Tu∥H2 に関して完備であり、DT から GT への写

像 u 7→ (u, Tu)は位相ベクトル空間の同型写像である。∂̄ の閉拡張はこの意味で Lp,q(2)(M,E)から

Lp,q+1
(2) (M,E)への閉作用素である。簡単のためこれを同じ記号 ∂̄で表し、その定義域をD∂̄ (= Dp,q

∂̄
)

と書く。閉作用素 T : H1 → H2
56に対し、H2 からH1 への閉作用素 T ∗ を

v ∈ DT∗ ⇐⇒ ∃u ∈ H1 s.t. ∀w ∈ DT (u,w)H1
= (v, Tw)H2

, T ∗v = u

によって定義する。ただし ( , )Hj でHj の内積を表す。Hj のノルムは ∥ ∥Hj で表す。言い方を変

えれば

(v, w) ∈ GT∗ ⇐⇒ (w,−v) ⊥ GT .

これより明らかに (T ∗)∗ = T が成り立つ。　 T ∗ を T の共役作用素と呼ぶ。

消滅定理を導く関数解析の原理は次の補題に集約される。

補題 4.1. v ∈ H2, C > 0に対して

∃u ∈ DT s.t. Tu = v かつ ∥u∥H1 ≤ C ⇐⇒ ∀w ∈ DT∗に対して |(v, w)H2 | ≤ C∥T ∗w∥H1 .

証明. =⇒: Tu = v ⇒ |(v, w)H2
| = |(Tu,w)H2

| = |(u, T ∗w)H1
| ≤ ∥u∥H1

∥T ∗w∥H1
≤ C∥T ∗w∥H1

.

⇐=: Hahn-Banachの拡張定理およびRieszの表現定理より ∃u ∈ H1 s.t.“∥u∥H1
≤ C かつ ∀w ∈

DT∗に対して (u, T ∗w)H1
= (v, w)H2

.” 従って u ∈ D(T∗)∗ かつ (T ∗)∗u(= Tu) = v.

H1 = RT∗ ⊕ KerT であるので補題 4.1および Banachの開写像定理より特に ∃C > 0 s.t. ∥u∥ ≤
C∥Tu∥ (∀u ∈ DT ⊥ KerT ) ⇐⇒ RT∗ = RT∗ だが、

RT∗ = RT∗ ⇐⇒ ∃C ′ s.t. ∥v∥ ≤ C ′∥T ∗v∥ (∀v ∈ DT∗ ⊥ KerT ∗) ⇐⇒ RT = RT (後半は補題4.1より)

であり、しかも

|(v, Tu)H2
| = |(T ∗v, u)H1

| ≤ ∥T ∗v∥H1
∥u∥H1

≤ C∥T ∗v∥H1
∥Tu∥H2

(v ∈ DT∗ , u ∈ DT , u ⊥ KerT )

より、さらに v ⊥ KerT ∗ であれば |(v, w)H2 | ≤ C∥T ∗v∥H1∥w∥H2 (w ∈ H2). よって結局次の結果

が成立する。

定理 4.6. (cf. [Hm-1, Theorem 1.1.1])閉作用素 T : H1 → H2 と C > 0に対し以下の条件は互い

に同値である。

a) RT = RT .

b) ∥u∥H1 ≤ C∥Tu∥H2 , u ∈ DT ∩RT∗ .

c) RT∗ = RT∗ .

d) ∥v∥H2
≤ C∥T ∗v∥H2

, v ∈ DT∗ ∩RT .

55好適な演習問題であろう。
56略式な書き方であり、こう書いたからと言って D = H1 だというわけではない。
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これも後で使う場面がある。

補題 4.1 により、問題は T = ∂̄ : Lp,q(2)(M,E) → Lp,q+1
(2) (M,E) ∩ Ker∂̄ の場合に |(u,w)| ≤

∥∂̄∗w∥ ∀w ∈ D∂̄∗ ∩ Ker∂̄が成り立つための条件ということになる。それを導くため、(M, g)が一

般の完備 Hermite多様体の場合に成り立つ次の命題が有用である。

命題 4.1. (cf.[Ga])完備Hermite多様体M上のHermite束Eに対し、閉作用素 ∂̄+∂̄∗ : Lp,q(2)(M,E) →
Lp,q+1
(2) (M,E) ⊕ Lp,q−1

(2) (M,E)の定義域 D∂̄+∂̄∗ 内で Cp,qc (M,E)はノルム ∥u∥ + ∥∂̄u∥ + ∥∂̄∗u∥に
関して稠密である。

証明．　二点 z, w ∈M に対し、M 上の完備Hermite計量 gに関する zからwへの距離を d(z, w)

とする。C∞関数χ : R → [0, 1]をχ|(−∞,1) ≡ 1かつχ|(2,∞) ≡ 0をみたすように取り、一点 z0 ∈M

を固定して χR(z) = χ
(
d(z0,z)
R

)
(R > 0)とおく。d(z0, z)は Lipschitz連続なので d(z0, z)はほと

んどいたるところ微分可能で |∂̄d(z0, z)|は有界である。従って

∂̄χR =
1

R
χ′
(
d(z0, z)

R

)
∂̄d(z0, z) → 0 (R→ ∞)

であるので

u ∈ D∂̄+∂̄∗ ⇒ lim
R→∞

(∥u− χRu∥ + ∥∂̄u− ∂̄(χRu)∥ + ∥∂̄∗u− ∂̄∗(χRu)∥) = 0.

よって最初から uの台はコンパクトであるとして構わないが、そのときは座標近傍上での標準的な

軟化子による近似列を 1の分解で貼り合わせればよい。

補題 4.1と命題 4.1より、(19)から次が従う。

定理 4.7. n次元完備Kähler多様体M 上の中野正なHermite束 (E, h)に対し、v ∈ Ln,q(2) (M,E)∩
Ker∂̄ (q ≥ 1) かつ |((ΘhΛ)−1v, v)| < ∞ ならば、∂̄u = v かつ ∥u∥2 ≤ |((ΘhΛ)−1v, v)| をみた
す u ∈ Ln,q−1

(2) (M,E)が存在する。(E, h)が中野負で v ∈ L0,q
(2)(M,E) ∩ Ker∂̄ (q ≤ n − 1)かつ

|((ΛΘh)−1v, v)| <∞ならば ∂̄u = vかつ ∥u∥2 ≤ |((ΛΘh)−1v, v)|をみたす u ∈ Ln,q−1
(2) (M,E)が存

在する57。

証明．v ∈ Ln,q(2) (M,E) ∩ Ker∂̄ (q ≥ 1), w ∈ Ln,q(2) (M,E) ∩ D∂̄∗ に対し、w = w1 + w2, w1 ∈
Ker∂̄, w2 ⊥ Ker∂̄ とすると (v, w) = (v, w1)が成立する。Ker∂̄ = {u;u ⊥ R∂̄∗}, ∂̄∗∂̄∗ = 0より

∂̄∗w2 = 0であるので w1 ∈ D∂̄∗ であり、従って命題 4.1と (19)から、Θh が中野正なら

(
√
−1ΘhΛw1, w1) ≤ ∥∂̄w1∥2 + ∥∂̄∗w1∥2 = ∥∂̄∗w1∥2 = ∥∂̄∗w∥2. (21)

さらにこのとき Cauchy-Schwarzの不等式より

|(v, w)|2 = |(v, w1)|2 ≤
(
(
√
−1ΘhΛ)−1v, v

) (√
−1ΘhΛw1, w1

)
. (22)

よって (21)と (22)より |(v, w)|2 ≤
(
(
√
−1ΘhΛ)−1v, v

)
∥∂̄∗w∥2 となるから、補題 4.1を用いて求

める結論が得られる。後半部の証明も同様である。

定理 4.7 は Andreotti と Vesentini の論文 [A-V-1] で正直線束に対して示された結果を中野正

Hermite束に対して一般化したものである。応用上は (p, q) = (n, 1)で Eが直線束の場合が最も重

要であるが、このときは定理の条件を次のように弱めておくと都合が好い。
57便宜上 Lp,−1

(2)
(M,E) = 0, ∂̄|

L
p,−1
(2)

(M,E)
= 0 とおく。
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定理 4.8. (L2消滅定理) M は n次元複素多様体で完備なKähler計量を持つとし、(E, h)はM 上

の正直線束であるとする。このとき、計量 (対)(2Θh, h)に関して、Ln,q(2) (M,E) ∩ Ker∂̄ (q ≥ 1)の

元 vに対し、Ln,q−1
(2) (M,E)の元 uで ∂̄u = vかつ q∥u∥2 ≤ ∥v∥2 をみたすものが存在する。

証明のスケッチ：M の完備 Kähler 計量を g とすれば、v は (ϵg + 2Θh, h) (ϵ > 0) に関する

Ln,q(2) (M,E)に属し、ノルムは ϵ ↘ 0のとき増大列になる。よって各 ϵに対して定理 4.7を適用し

て得られるノルム評価付きの解の族 uϵ から Alaoglu-Bourbakiの定理より ϵ ↘ 0に対する弱収束

部分列を取り出し、その極限を uとすればよい。

定理 4.8ははじめ特殊な場合に [Oh-2]で得られたが、のちに [Dm-1]および [Oh-7]で (独立に)

一般の場合に示された。

4.5 擬凸多様体の ∂̄コホモロジー

定理 4.7と定理 3.2を結ぶものは Grauert[G-1]が発見した次の命題である。

命題 4.2. 1-完備多様体 (M,φ)上には完備 Kähler計量 ∂∂̄eφ が存在する。

証明．∂∂̄eφのKähler性は定義より明白。C1級の曲線 γ : [0, 1] →M に対し、∂∂̄eφで測った γ

の長さ ℓは

ℓ =

∫ 1

0

√
γ∗(∂∂̄eφ)

で定義されるから、|dφ|2 = |∂φ|2 + |∂̄φ|2 より

√
2ℓ ≥

∫ 1

0

eφ(γ(t))
∣∣∣∣dφ(γ(t))

dt

∣∣∣∣ dt ≥ eφ(γ(1)) − eφ(γ(0)).

φ(γ(1)) → ∞のとき ℓ→ ∞だから、φの皆既性より ∂∂̄eφ は完備になる。

定理 3.2の証明

(13), Hp,q(M,E) = 0 (q ≥ 1):　 1完備多様体 (M,φ)上の Kähler計量 g M 上の Hermite束

(E, h), および v ∈ Cp,q(M,E) ∩ Ker∂̄ (q ≥ 1)を固定する。C∞ 級の凸関数 λ : R → R (λ′ >

0, λ′′ > 0)をhとvに応じて十分急激に増大するように選ぶことにより、vは gおよびEのファイバー

計量 hλ := he−λ◦φに関して Lp,q(2)(M,E)の元であり、gと h−λによって定まる
n∧
TM ⊗

p∧
T ∗
M ⊗E

のファイバー計量の曲率形式 Θが中野正であり、同時に(
(
√
−1ΘΛ)−1v, v

)
<∞

が成り立つようにできる。従って

Lp,q(2)(M,E) = Ln,q(2) (M,

n∧
TM ⊗

p∧
T ∗
M ⊗ E)

に注意すれば、命題 4.2 と定理 4.7 により方程式 ∂̄u = v は (g, hλ) に関して u ∈ Lp,q−1
(2) (M,E)

となる解 uを持つ。この uとして特に u ⊥ Ker∂̄ をみたすものをとれば、∂̄∗u = 0より □hλ
u =

ϑhλ
∂̄v ∈ Cp,q(M,E)であるが、□hλ

は強楕円型だから uはC∞級である。従ってHp,q(M,E) = 0
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である。

(13), Hp,q
c (M,E) = 0 (q ≤ n− 1): Serreの双対性定理によらない直接証明を与える。

v ∈ Cp,qc (M,E) ∩ Ker∂̄ (q ≤ n − 1)のとき、上の λとして g と heλ◦φ で定まる
p∧
T ∗
m ⊗ E の

曲率形式が中野負であるようにとる。C∞ 級の関数 τ : R → Rで τ ′ ≥ 0, τ ′′ ≥ 0, τ |[−∞,0] ≡ 0,

τ ′|(1,∞) > 0 をみたすものを選び、R = supsuppvφ, h−λ,µ = heλ◦φ+µτ◦(φ−R−1) (µ > 0) とお

く。すると定理 4.7 により、µ = 1, 2, . . . に対して (g, h−λ,µ) に関する Lp,q−1
(2) (M,E) の元 uµ で

∂̄uµ = v, uµ ⊥ Ker∂̄ をみたし、かつ ∥uµ∥が µによらない定数を越えないものが存在する。した

がって uµ の弱収束部分列がとれる。その極限 uが u ∈ Cp,q−1
c (M,E), ∂̄u = v をみたすことは作

り方より明白。

(14), Hp,0(M,E) → Hp,0(MR, E) の像の稠密性: u ∈ Hp,0(MR, E) および R′ < R に対し、

χ を (MR,MR′) カットオフとすると v = ∂̄(χu) ∈ Cp,1c (M,E)。λ, τ を上の通りとし、hλ,−µ =

he−λ◦φ−µτ(φ−R
′)とおく。すると定理 4.7より µ = 1, 2, . . .に対して (g, hλ,−µ)に関するLp,0(2)(M,E)

の元 uµで ∂̄uµ = 0, ∥uµ∥µ ≤ C∥v∥µをみたすものが存在する。ただし ∥ ∥µは (g, hλ,−µ)に関する

ノルムで Cは µによらない定数。χu−uµ ∈ Ln,0(2) (M,E)∩Ker∂̄　であるが、∥v∥µ → 0 (µ→ ∞)

だから ∥uµ∥µ → 0となり、したがって∫
MR′

|u− uµ|2dV → 0 (µ→ ∞)

である。よって Cahuchyの評価式より結論が得られる。

(14), Hp,n
c (MR, E) → Hp,n

c (M,E)の単射性: v ∈ Cp,nc (MR, E) ∩ Ker∂̄ に対し、Cp,n−1
c (M,E)

の元 u で ∂̄u = v をみたすものがあるとする。このとき R′ = supsuppv φ とし、λ, τ を上の

通りとすれば、計量 (g, heλ◦φ+µτ(φ−R
′))に関する Lp,n(2) (M,E)の元として v を見たとき、そのノ

ルム ∥v∥µ, µ = 1, 2, . . . はある定数を越えない。よって定理 4.6 と定理 4.7 より、定数 C と

uµ ∈ Lp,n−1
(2) (M,E)が存在して

∂̄uµ = v, ∥uµ∥µ ≤ C, µ = 1, 2, . . . .

よって弱極限をとって求める結論が得られる。

定理 3.2は 3.3で述べたような Stein多様体の特徴づけを導くという意味では最終定理ともいう

べき重要な結果であるが、そこでは「1-完備性」「∂̄コホモロジーの消滅」「近似定理」の三つが美

しく組み合わさっていることと、この調和が岡潔の第一論文 [O-1]の冒頭で次のようにはっきりと

示唆されていることに注意しておきたい。

Malgré le progrès récént de la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables complexes,

diverses choses importantes restent plus ou moins obscures, notamment: le type de domaines dans

lesquels le théorèmes de Runge ou ceux de M. P. Cousin subsistent, la relation entre la convexité de

M. F. Hartogs et celle de MM. H. Cartan et P. Thullen (voir l’Ouvrage de MM. H. Behnke et P.

Thullen: Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Veränderlichen, spécialement aux pages 54, 68,

79. [footnote]); parmi eux il y a des relations intimes. C’est à traiter ces problèmes que le présent
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mémoire et ceux qui suivront, sont destinés.

念のため、和訳 (www.nara-wu.ac.jp aic gdb nwugdb oka)も掲げておく。

複素多変数解析函数論の近年の進展にもかかわらず、いくつかの重要な事柄が大なり小なり解明されない

まま残されている。特に、Rungeの定理や P. Cousinの定理が成り立つ領域のタイプ、F. Hartogsの凸性と

H. Cartan と P. Thullen の凸性の関係 ( [脚注] H. Behnke と P. Thullen の著書 Theorie der Funktionen

mehrerer komplexer Veränderlichen,特に 54, 68, 79ページを見よ。); しかもそれらの間には深い関係があ

る。この論文およびこれに続く論文で予定されているのはこれらの問題の研究である。

定理 3.2において条件 ∂∂̄φ > 0を Θh > 0で置き換えたものが定理 4.4である。定理 4.4は岡・

Cartan理論と小平理論を統合している。擬凸多様体 (M,φ)がKähler計量 gを持てば完備なKähler

計量 g+∂∂̄eφを持つことから、その証明にも定理4.7を用いた同様の議論が適用できる。こういう一般

化は解析空間の改変の理論における必要からでもあったが (cf. [N-2], [F-N], [F])、小平の消滅定理の相

対版としての意味もある。たとえば複素多様体M からBm上へのプロパーな正則写像ϖ : M → Bm

があればM は (1−∥ϖ(z)∥2)−1に関して擬凸になり、このとき定理 4.4は定理 4.2を多様体の解析

族に拡張した形になる。一方、このような状況では dimϖ−1(0) > dimϖ−1(t) (t ∈ Bm \ {0})と

なる場合がしばしば起こる (例えばブローアップ)。よって定理 4.4の次の一般化にも意味がある。

定理 4.9. (コホモロジー有限性定理. cf. [N-R], [Abd]) n次元擬凸多様体 (M,φ)と正則ベクトル

束 π : E →M に対し、ある R0 ∈ Rに対して E|M\MR0
が中野正であれば

a)　　 dimHn,q(M,E) <∞, q ≥ 1であり、

b)　　 R > R0 のとき制限準同型

Hn,q(M,E) → Hn,q(MR, E) (q ≥ 1)

は同型写像であり、

c) 　　制限写像Hn,0(M,E) → Hn,0(MR, E)の像は稠密である。

系. 強擬凸多様体は正則凸である。

竹腰 [Tg-1,2]58による定理 4.1の一般化によれば、定理 4.9において E がさらにM 全体で中野

半正ならば a)はより強くHn,q(M,E) = 0, q ≥ 1となる。よってこの場合にも E∗ に対する接続

定理がある。これに似た方向であるが、[Oh-17] では L2 評価の方法で次を示した。

定理 4.10. M が Kähler 計量を持ち、D が相対コンパクトな Levi擬凸領域であり、かつ ∂D の

Levi 形式が恒等的に 0 でなければ H0,1
c (D) = 0 である。

系. 上の状況で ∂D は連結である。

Cn の有界領域上の解析接続に関する最近の結果がある。

58[Tg-2] には Hartogs 型の拡張定理への応用がある (cf. [Cl-Rp])。
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定理 4.11. (cf. [Ti-1,Theorem 1]) n ≥ 4とし、D は Cn 内の有界な領域であり、関数 φ : D →
(−∞, 0) は多重劣調和で C∞級であり、かつ z → ∂D のとき φ(z) → 0 であるとする。このとき

D の部分領域 V で supp(∂∂̄φ)n−3 を含むものに対し、制限写像 O(D) → O(V ) は全射である。

[L-N] では上の条件 n ≥ 4 が定理 4.10 の証明で用いられた双対性の議論によって n ≥ 3 に緩め

られ、さらに supp(∂∂̄φ)n−3 は supp(∂∂̄φ)n−2 でよいことが示された。また、∂D が滑らかな場

合に次が得られた。

定理 4.12. n ≥ 3とし、D はCn 内の滑らかな境界を持つ有界擬凸領域で、閉包D の近傍上で定義

された多重劣調和な C∞ 級の定義関数 φ を持つとする。このとき領域 V ⊂ Cn に対し、φ の Levi

形式のランクが n−2 以上である点全体の集合が V 内で相対コンパクトならばO(D) → O(V ∩D)

は全射である。

ちなみに定理 4.12 は n ≤ 2 でも自明な意味で成り立つ。

擬凸多様体M 上で Eと E∗が同時にコホモロジー有限性定理の仮定である「コンパクト集合の

外で中野正」という条件をみたすことは、M が強擬凸の場合を除けばありえない。よって E につ

いて接続定理が成立するが E の切断は 0だけという状況がままあり、解析接続の立場からは甚だ

物足りない。そこで一旦は強擬凸の場合に戻り、Hn,q(M)に対する結果がどこまでHp,q(M)に対

して拡がるかと考えた。より正確には、[G-R-1]を読み、Grauertと Riemenschneiderはそういう

ことを目ざしたのではないかと忖度した。その結果、Lieberman-Rossi[L-R]の拡張を示唆した藤

木明氏のアイディアに刺激を受けて生まれたのが [Oh-5,12]である。その要点を以下にまとめてお

きたい。

4.6 Hodge理論と解析接続

n次元の擬凸多様体 (M,φ)に対し、[Oh-5]ではM の ∂̄ コホモロジー群Hp,q(M), Hp,q
c (M)お

よび de Rhamコホモロジー群Hr(M,C), Hr
c (M,C)について次を示した。

定理 4.13. M がKähler計量を持ち、かつφのLevi形式のランクがあるコンパクト集合の外で k以

上であれば、入射準同型Hp,q
c (M) → Hp,q(M) (p+q ≤ k−1)および Hr

c (M,C) → Hr(M,C) (r ≤
k − 1)は単射である。

証明には完備なKähler多様体上のL2調和形式に対するHodge理論 (特に Lefschetz同型)をMR

上で用いた。より具体的には、MRの境界近くで ∂∂̄ log( 1
R−φ )と同様の挙動を持つ計量に対して ∂̄

作用素に対する L2調和形式の空間を考えたが、これが次数が k + 1以上の範囲で通常の ∂̄ コホモ

ロジーの空間に同型であることを示す必要があり、そのために新しい議論を必要とした。ポイント

は ∂̄ 作用素の値域の閉性で、そこで計量の境界挙動についての情報をフルに使う必要があったが、

この部分は後に Demailly[Dm-2]がもっと簡単な議論で示した。([Oh-T-2]でも別証を与えた。)

M の de Rham コホモロジーについても L2調和形式で表現可能であるという事情は同じで、そ

の結果、コンパクト Kähler多様体上の Hodge理論を引き写した同型

Hp,q(M) ∼= Hq,p(M) (Hodge対称性)

および

Hr(M,C) ∼= ⊕p+q=rHp,q(M) (Hodge分解)
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が 2n−k+1次以上で成立することが得られ、これを踏まえてKähler形式ωの外積によるLefschetz

同型

ωs : Hp,q
c (M) → Hp+s,q+s(M) (p+ q = n− s)

(resp. ωs : Hr
c (M,C) → Hr+2s(M,C) (r = n− s))

が n− s ≤ k − 1の範囲で得られるのである。これより入射準同型Hp,q
c (M) → Hp,q(M) (p+ q ≥

2n− k + 1) (resp. Hr
c (M,C) → Hr(M,C) (r ≥ 2n− k + 1))が全射であることがただちに従い、

Serre双対性およびポアンカレ双対性により所期の結果が得られる。

強擬凸多様体は適当にブローアップすれば強擬凸 Kähler多様体になり dimH0,q
c (M)はブロー

アップで不変なので、Eが自明束の場合には定理 4.１は定理 4.13に含まれる。同様の理由で次の

系が得られる。

系. M が強擬凸ならば制限準同型

Hp,q(M) → lim
K
Hp,q(M \K) (p+ q ≤ n− 2)

および

Hr(M,C) → lim
K
Hr(M \K,C) (r ≤ n− 2)

は全射である。

これは定理 4.1の系 1の一般化としてはほぼ満足すべき結果であろう。

4.7 L2消滅定理の応用

M のコンパクト集合の補集合上で定義された Eの切断をM 上に解析接続する問題にとって L2

理論は有効だが、拡張された切断の評価は Cauchyの評価式より自動的なので自明である。これに

対し、部分多様体上の正則関数を全体に拡張する問題においては、拡張された関数の増大度の評価

が重要な場合がある。定理 4.7, 定理 4.8がその目的のためにも有用であることを示す例をあげよ

う。そのために、定理 4.8を特別な場合に書き直しておく。

定理 4.14. (cf. [Oh-2, Theorem 1.5 and Corollary 1.6]) M は n次元の完備 Kähler多様体とし、

Φ ∈ SPSH(M)とする。このとき計量 ∂∂̄Φとウェイト Φに関するノルム

∥u∥Φ :=

(∫
M

e−Φ|u|2dV
) 1

2

についての Ln,1(2) (M) ∩ Ker∂̄ の元 f に対してM 上の (n, 0)形式 hで ∂̄h = f かつ

in
2

∫
M

e−Φh ∧ h ≤
∫
M

e−Φ|f |2dV

をみたすものが存在する。

この結果の一般的な使用法を述べよう。一点 x ∈M およびxのまわりの局所座標 z = (z1, . . . , zn)

を選んで xの近傍 U が Dn上に写像されるようにする。 χ : M → [0, 1]を C∞関数で suppχ ⊂ U

かつ x の近傍上で χ ≡ 1 をみたすものとし、α は M 上の C∞ 級の (n, 0) 形式で U 上で α =
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χdz1 ∧ · · · ∧ dznをみたすものとする。 Ψ を M \ {x}上の C∞級関数で suppΨ ⊂ U かつ U \ {x}
上で Ψ = 2nχ log ∥z∥をみたすものとする。 すると Ψ + mΦ ∈ SPSH(M \ {x}) (m ≫ 0)であ

る。M は完備なKähler計量 ∂∂̄(− log (1 − Ψ) +mΦ)を持つから、このようなmに対して、定理

4.13によりM \ {x}上の (n, 0)形式 u で ∂̄u = ∂̄α かつ

in
2

∫
M

e−Ψ−mΦu ∧ u <∞.

をみたすものが存在する。すると α− u はM 上の正則 n形式 α̃へと拡張され、 α̃(x) ̸= 0である。

同様に相異なる 2点 x, y ∈M に対してM 上の正則 n形式 β で β(x) = 0 かつ β(y) ̸= 0をみたす

ものが存在する。

x, yで値を与えてM 上の切断を作るために [K-2]ではM のブローアップ上の消滅定理が用いら

れたが、上の方法ではM \ {x, y}上で L2消滅定理を用いるのである。ちなみに、α− uを α̃に拡

張できる理由は一般的には次の命題に含まれる。

命題 4.3. 59　O(M,Cm)\{0} (m ∈ N)に対し、制限写像Ln,0(2) (M)∩Ker∂̄ → Ln,0(2) (M \f−1(0))∩
Ker∂̄ は全単射である。

M の閉集合Aが局所的にいくつかの正則関数の共通零点集合として書けるとき、Aは (複素)解

析的部分集合であるという。命題 4.3は解析的真部分集合が L2 正則関数に関して除去可能な特異

点集合であることを言っている。

上の Φが皆既関数であればやはり同様な方法で、集積点を持たない無限集合 Γ ⊂M に対して制

限写像 O(M) → CΓ が全射であることが導ける。これが 1-完備多様体の正則凸性の証明としては

一番の早道かもしれない。この議論は幾何学的な凸性と関数論的な凸性を補間問題を解くことによ

り結びつけている。

注意. 上の議論および定理 4.7 の証明をよく読めば明らかなように、条件 Φ ∈ SPSH(M) は

「Φ ∈ PSH(M)かつ Φは xの近傍で強多重劣調和」としても使える。以下では適宜、定理 4.14を

そのように読み直して用いる。

定義 16. (L2 ∂̄ コホモロジー群) Hermite 多様体 M 上の Hermite 束 E に対し、閉作用素 ∂̄ :

Lp,q(2)(M,E) → Lp,q+1
(2) (M,E)の核をN p,q

∂̄
、値域をRp,q+1

∂̄
としたとき、N p,q

∂̄
/Rp,q

∂̄
をM の E係数

の (p, q)型 L2 ∂̄ コホモロジー群と呼び、Hp,q
(2) (M,E)で表す。

定理 4.8を L2 コホモロジーを使って簡単に言うと次のようになる。

定理 4.15. n 次元完備 Kähler 多様体 M 上に正直線束 (E, h) があれば、計量 (Θh, h) に関して

Hn,q
(2) (M,E) = 0 (q ≥ 1)である。

系. 複素多様体M が完備な Kähler計量と正直線束を持てば、M の相対コンパクトな領域は射影

的である。

M 全体の射影性を結論付ける結果としては次がある。

定理 4.16. (cf. [Ty] ) 擬凸多様体が正直線束を持てば射影的である。

定理 4.14の最近の応用を紹介しよう。それは正則写像 π : M → N に関するもので、西野 [Nn-2]

によるつぎの結果の別証明である。
59証明は割愛するが何通りかあり、容易である (例えば [Oh-17, Proposition 1.14])。
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定理 4.17. M が 2次元の Stein多様体であり、N ∼= D, dπ ̸= 0, π−1(t) ∼= C (∀t ∈ D)であれば

M ∼= D× C.

証明 (cf. [Oh-24])．M ∼= D× Cをいうには次を示せば十分である。

∀t0 ∈ D ∃近傍 U ∋ t0 s.t. π−1(U) ∼= U × C.

実際、M がこのように局所的に直積になっていれば、AutC = {az + b; a ∈ C∗, b ∈ C}である
ことから、Dの開被覆 {Uj}j∈N および ajk ∈ O(Uj ∩ Uk,C∗), bjk ∈ O(Uj ∩ Uk)が存在して

M = (
⨿
j∈N

Uj × C)/ ∼ : (t, zj) ∼ (t, zk) ⇐⇒ t ∈ Uj ∩ Uk かつ zj = ajk(t)zk + bjk(t)

ただし Uj ∩ Uk ∩ Uℓ上で ajkakℓaℓj = 1かつ ajkbkℓ + bjk − bjℓ = 0. よって Dが単連結な Stein

多様体であることから

∃aj ∈ O(Uj ,C∗), ∃bj ∈ O(Uj) s.t. ajk = ak/aj かつ ajbjk = bk − bj .

従って (t, zj) 7→ (t, ak(t)zk + bk(t))が同型M ∼= D× Cを与える。
よって最初からO(D,M)の元 sで π ◦ s = idDをみたすものがあると仮定しても構わないし、さ

らに s(0)のまわりの局所座標 (t, z)で π(t, z) = tをみたし、かつ z|π−1(0)は π−1(0)から Cへの双
正則写像であり、(t, z)により s(0)の近傍 U が D2 に双正則に写像されるとしてよい。

L2 消滅定理を応用するため、次の補題を用意する。

補題 4.2. 　 U を上の通りとすると、任意の ϵ > 0 に対して π−1(0) 内の点 q ̸= s(0) および

φ ∈ PSH(π−1(D) \ s(D))が存在して、 sup
U

(φ+ (2 + ϵ) log |z|) < ∞、φ ∈ SPSH(U \ {q})、か

つ e−φ は qの任意の近傍上で非可積分となる。

証明は初学者向けの演習問題のレベルなので省略する。

定理 4.17の証明の続き: M の部分集合 A上で定義された実関数 ψに対して、ψ+ : M → Rを
A上では ψ+ = max{ψ, 0}、M \ A上では ψ+ = 0と定める。L2 消滅定理と上の補題により、任

意の ϵ > 0とそれに応じた q /∈ s(D)に対し

∃α ∈ H2,0(M \ s(D)) s.t. α(q) ̸= 0かつ
∫
M\s(D)

e−(2+ϵ) log+ 1/|z|α ∧ α <∞.

従ってさらに ϵ < 2のときには近傍W ∋ 0 を、 α/π∗dtが π−1(W ) \ s(W )上では πのファイバー

ごとに単葉な原始関数 F を持つようにとることができる。 (t, F ) は π−1(W ) からW × Ĉへの正
則写像になり、Riemannの写像定理と仮定 π−1(t) ∼= Cによれば、各 t ∈ W に対し F |π−1(t) の像

の補集合のMächtigkeitは 1である。従って、写像 (t, F ) の像の補集合は連続関数のグラフである

ので定理 2.2より複素部分多様体である。よって π−1(W ) ∼= W × Cでなければならない。

[Oh-24]では定理 4.17を同様の方法で次の定理へと一般化した。

定理 4.18. 完備 Kähler多様体M と全射正則写像 π : M → Dm で dπ ̸= 0をみたすものに対し、

π−1(t) ∼= C (t ∈ D)ならばM ∼= Dm × Cである。

ただし証明には定理 2.2を次のように一般化して用いる。
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定理 4.19. 連続関数Dm → Cが正則であるための必要十分条件は、グラフの補集合が完備なKähler

計量を持つことである。

ちなみに、複素構造の変形理論の出発点はコンパクトな複素多様体の可微分族 {Mt} (t ∈ (−1, 1))

に関するもので、H0,1(M0, TM ) = 0 ⇒ ∀Mt
∼= M0であった (cf. [K-6])。可微分族が自明であるよ

うなコンパクトな複素多様体は剛 (rigid)であるというが、射影多様体に限ればそのようなものの

同型類は高々可算個であることが志村 [Sm]により指摘された。L2消滅定理によりこの結果はある

種の開多様体へと拡張される (cf. [Mk-Zh], [Oh-11], [Mk])。

L2 評価の方法による複素幾何の展開はこれにとどまらないが、ここで一旦 [O-1]の序文に戻る

と、第一論文の内容に関わる記述が次のように続く。

ところで、私に次の考えが浮かんだ。すなわち、考えている空間の次元を適当に上げることによって、こ

れらの問題の困難さがときとして緩和されるのではないか。この論文では、この一般的なアイデアを特別な

場合に実現するために、表題の領域 (有理函数に関する凸状域 [筆者注])をより高い次元の筒状域60に帰着さ

せるという一つの原理を示そうと思う。(具体的な形は 1節の問題 1を見よ。)

このアイデアがいわゆる岡の上空移行原理である。問題 1とは領域Dの部分集合上の関数をD

上の正則関数に拡張する問題で、[O-1]では次の形で述べられている。

Xj ⊂ C (1 ≤ j ≤ n)および Yk ⊂ C (1 ≤ k ≤ ν)を有界な領域、Rk(z) (1 ≤ k ≤ ν)を有理関

数とし、開集合∆ ⊂
∏n
j=1Xj を∆ = {z;Rk(z) ∈ Yk, 1 ≤ k ≤ ν}によって定めるとき、∆上の正

則関数 f(z)を D :=
∏n
j=1Xj ×

∏ν
k=1 Yk の部分集合 Σ := {(z,R1(z), . . . , Rν(z)); z ∈ ∆}上の関

数とみなしたものをD上の正則関数として拡張せよ。

[O-1]ではこれが解かれて Théorème IIになっている。そしてこの拡張定理を通じて有理式凸な

領域上で Cousinの問題と Runge型の近似問題の「深い関係」が解き明かされたのであった。岡・

Cartan理論により Théorème IIは一般化され、「Stein多様体M 上では任意の連接イデアル層I

に対してH1(M,I ) = 0」という形で理解されるに至った。この消滅定理から、層O/I の台上の
正則関数 (局所的に正則関数の制限として書けるもの)がM 全体に正則に延びることが従う。一

方、このような拡張問題にも L2評価式の方法が有効であることは定理 3.2とその証明からも推し

て知るべしであろう。実際、[Oh-T-1]では L2理論を用いて関数の増大度に条件をつけた拡張定理

の一つの最良型を示すことに成功した。それがいわゆる「大沢・竹腰の定理」として知られる L2

拡張定理だが、次節ではこれとその二三の応用について述べよう。

Coffee Break 定理 4.7の原型は [Oh-2, Proposition 1.4]である。小平の消滅定理の開多様体への一般

化として定理 4.7は [A-V-1,2]や [Hm-1,2]を越えるものではないが、このように (再)定式化したのには理由

がある。動機は [G-1]で示された、Cn 内の Cω 級の領域に関しては擬凸性と完備 Kähler計量の存在が同値

であるという命題であった。定理 4.7を用いて Cω の仮定を C1 に弱めることができ、修論の次の論文 [Oh-2]

が書けた。そこでは自明束に対する L2 評価しか書かなかったが、それはベクトル束について無知だったか

らではなく、当面の応用にはそれで十分だったからである。[G-1]を見たきっかけは、当時 Siuと Yauの共

著論文 [Siu-Y-1,2] を中野セミナーで読んでいたことだった。[Siu-Y-1,2] の主結果は Cn の微分幾何的特徴
づけで、非正曲率の完備 Kähler 多様体が Cn に双正則同値であるためには、単連結でありかつ定点からの

60平面領域の直積集合。
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距離が Rの点におけるすべての断面曲率が常に −CR−2−ϵ 以上 (C > 0, ϵ > 0)であればよいという定理で

あった。単連結で完備な非正曲率のm次元 Riemann多様体が Rm に微分同相であるという有名な定理があ
り (Cartan-Hadamardの定理)、その類似が各方面で話題になった時期であった。PL(=piecewise linear)多

様体のバージョンもあり、口の悪い人は「ピエール・カルダン61の定理」と駄洒落を言っていた。

5 L2拡張定理とその応用

この節では [Oh-T-1]で示された次の定理の証明と、その一般化、精密化、および応用をめぐる

動きについて述べる。

定理 5.1. Ωを Cn の有界擬凸領域とし、ψ ∈ PSH(Ω), H = z−1
n (0)とおく。このとき Ωの直径

のみによるある定数 C に対して次が成り立つ。

f ∈ O(Ω ∩H)かつ ∫
Ω∩H

e−ψ|f |2dλz′ <∞

であれば、F ∈ O(Ω)があって F |Ω∩H = f かつ∫
Ω

e−ψ|F |2dλz ≤ C

∫
Ω∩H

e−ψ|f |2dλz′ (23)

となる。

5.1 証明の原型とBergman核

定理 5.1は [Oh-T-1]では次の定理の系として導かれた。

定理 5.2. M を n次元 Stein多様体、 S をM の n− 1次元解析的部分集合とし、 φ ∈ PSH(M)、

s ∈ O(M)かつ s−1(0) ⊃ Sとする。このとき Sの正則点の集合 Sreg 上で定義された正則 n− 1形

式 f が ∣∣∣∣∣
∫
Sreg

e−φf ∧ f

∣∣∣∣∣ <∞

をみたせば、M 上の正則 n形式 F が存在して、Sreg の各点で F = f ∧ ds をみたし、かつ∣∣∣∣∫
M

e−φ(1 + |s|2)−2F ∧ F
∣∣∣∣ ≤ 1620π

∣∣∣∣∣
∫
Sreg

e−φf ∧ f

∣∣∣∣∣
となる。

ただしM の解析的部分集合 S に対し、z ∈ S がその正則点であるとは zのまわりで S がM の

複素部分多様体になっていることをいう。S の次元とは Sreg の次元をいう。

ここでは定理 5.1を直接証明する。命題 4.3に注意すれば定理 5.2の証明への読み替えは容易で

ある (後述)。

(23)の左辺と右辺をそれぞれ ∥F∥2ψ, C∥f∥2ψ と書く。左辺のノルム ∥ ∥ψ は可測な (n, 0)形式 u

に対しては

∥u∥2ψ =
√
−1

n2
∫
Ω

e−ψu ∧ u

61Pierre Cardin(1922-, フランスのファッションデザイナー)。
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で定義される。このノルムに関する Ln,0(2) (Ω)を Ln,0(2),ψ(Ω)で表す。

定理 5.1の証明: 2.2で述べた多重劣調和関数の性質 5により、ψ は Ωϵ 上で C∞ 級の多重劣調

和関数の減少列 ψµ µ = 1, 2 . . .で近似できる。したがって、与えられた f に対し、Ωϵと C∞級の

ψに対して定理 5.1が成立することが言えさえすれば、各 ψµ に対して Ωϵ 上への f の評価式付き

の拡張 Fϵ,µ が得られるから ϵ ↘ 0としたときの弱収束部分列の極限として、Ωへの ψµ に関する

評価式付きの拡張 Fµ が得られ、µ→ ∞としてこれらの弱収束部分列の極限をとれば ψに対する

求める拡張 F が得られる。Ωは Cn 内で擬凸だから, 各 Ωϵ に対し Ωϵ ⊂ D ⊂ Ωをみたす C∞ 級

の強擬凸領域Dがとれる。よって最初から ψは Ωの近傍で C∞級かつ強多重劣調和であり、f は

Ω ∩H の近傍 U 上に正則に拡張されていると仮定しても構わない。簡単のため、f のこの拡張を

同じ記号 f で表す。

χ : R → [0, 1]を χ|[0,1] ≡ 1, χ|[2,3] ≡ 0をみたす C∞ 級関数とし、

vϵ =
∂̄
(
χ
(

|zn|
ϵ

)
f
)
∧ dz

zn
, 0 < ϵ≪ 1　　 dz := dz1 ∧ · · · ∧ dzn

とおく。

定数 C と方程式 ∂̄u = vϵ の解 uϵ で uϵ ∈ Ln,0(2),ψ(Ω)かつ

∥znuϵ∥ψ ≤ C∥f∥ψ (24)

をみたすものが存在することが言えれば、ϵ → 0として χ
(

|zn|
ϵ

)
f − znuϵ の部分列の極限をとっ

て求める F が得られる。

そのために、uϵのノルムではなく znuϵのノルムが評価されるべきことに注意して、∂̄作用素で

はなく正値 C∞ 級関数 c1, c2 に対する ∥u∥2ψ ≤ C ′(∥c1∂̄u∥2ψ + ∥c2∂̄∗u∥2ψ)の形の不等式を用いる。

この不等式を中野の等式から導く手順を示そう。

n次元完備Kähler多様体 (M, g)、M 上のHermite束 (E, h)、およびC∞級関数 η : M → [1,∞)

に対し、

∂̄ ◦ η ◦ ϑh + ϑh ◦ η ◦ ∂̄ − ∂h ◦ η ◦ ϑ− ϑ ◦ η ◦ ∂h

= η(□h −□h) + ∂̄η ◦ ϑh − ∂̄η∗ ◦ ∂̄ − ∂η ◦ ϑ+ ∂η∗ ◦ ∂h. (25)

ただし ∂ηや ∂̄ηはこれらを左から外積する作用素で、∗を付けたものは内積に関するそれらの点

ごとの共役を表す。計量 gの Kähler性により、中野の等式を導くのと同様の計算で

∂̄η∗ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂̄η∗ + ∂η ◦ ϑ+ ϑ ◦ ∂η

=
√
−1(∂∂̄η ◦ Λ − Λ ◦ ∂∂̄η) (26)

がわかるので、これと (25)および中野の等式より

∂̄ ◦ η ◦ ϑh + ϑh ◦ η ◦ ∂̄ − ∂h ◦ η ◦ ϑ− ϑ ◦ η ◦ ∂h

=
√
−1((ηΘh − ∂∂̄η)Λ − Λ(ηΘh − ∂∂̄η)) + ϑh ◦ ∂̄η − ∂̄η∗ ◦ ∂̄ − ϑ ◦ ∂η + ∂η∗ ◦ ∂h.62 (27)

よって特に v ∈ Cn,qc (M,E) (q ≥ 1)ならば部分積分により

∥√ηϑhv∥2 + ∥√η∂̄v∥2 ≥ (
√
−1(ηΘh − ∂∂̄η)Λv, v) + 2Re(∂̄η ∧ v, ∂̄v). (28)

62Θh や ∂∂̄η は作用素と見ている。
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右辺第二項を Cauchy-Schwarzの不等式で分けて

∥√ηϑhv∥2 + ∥2
√
η∂̄v∥2 ≥ (

√
−1(ηΘh − ∂∂̄η)Λv, v) − ∥ ∂̄η√

η
∧ v∥2.

従って、作用素 v 7→ (
√
−1(ηΘh − ∂∂̄η)Λ − |∂̄η|2

η )vが正であれば、定理 4.7と同様の理由で(
(
√
−1(ηΘh − ∂∂̄η)Λ − |∂̄η|2

η
)−1v, v

)
<∞

をみたすv ∈ Ln,q(2) (M,E)∩Ker∂̄に対して ∂̄(
√
ηu) = vかつ∥u∥2 ≤

(
(
√
−1(ηΘh − ∂∂̄η)Λ − |∂̄η|2

η )−1v, v
)

をみたす u ∈ Ln,q−1
(2) (M,E)が存在する。

これをM = Ω, E = Ω×Cに対して、supΩ |zn| < 1という無害な仮定をしてあてはめるのだが、Ω

上の完備Kähler計量gΩに対し、(|∂η|を押さえる都合上) g = gΩ+∂∂̄(− log (− log (|zn|2 + ϵ2))) (0 <

ϵ ≪ 1), h = e−ψ+log (− log (|zn|2+ϵ2)), η = − log (|zn|2 + ϵ2)とおけば上の vϵ に対して求める評価

付きの uϵ が得られる。

上の証明を定理 5.2の証明へと読み替えるには、まず h ∈ O(M)を h−1(0)が Sreg のどの連結成

分も含まないように選び、M の代わりにM \ h−1(0)に対して主張が示せれば十分であることに

注意する。これは、f の「拡張」である F がM \ h−1(0)上で評価式付きで求まれば、命題 4.3に

より保証される F のM への解析接続が求める拡張になるからである。よって最初から Sreg = S

であるとしてよく、さらに同様の理由により S 上で ds ̸= 0であるとしてもよい。すると上の議

論で zn の代わりに s を用い、仮定 supΩ |zn| < 1 をして関数 − log (− log (|zn|2 + ϵ2)) を用いて

h = e−ψ+log (− log (|zn|2+ϵ2)), η = − log (|zn|2 + ϵ2)とおく代わりに、直接

h = e−ψ+log (|s|2+ϵ2)−log (1+|s|2), η = − log
|s|2 + ϵ2

1 + |s|2
(0 < ϵ < 1)

とおけば同様の議論が進行し、所望の F が得られる。

[Oh-T-1]で L2拡張定理をまず定理 5.1の形で提示したわけは、次の応用を書きたかったからで

ある。

定理 5.1の系. Cn 内の C2 級有界擬凸領域Dの Bergman核KD(z, w)に対し、

lim inf
z→∂D

KD(z, z)δD(z)2 > 0. (29)

ただしDの Bergman核KD(z, w)は Ln,0(2) (D)∩Ker∂̄ の完全正規直交系 {fµ}∞µ=1 に対して

2−nKD(z, w)dzdw =

∞∑
µ=1

fµfµ

で定義される63。

例 5.1. KD(z, w) = 1
π(1−zw)2 .

Bergman核の基本的性質:

632−n は Euclid 計量に関して |dz|2 = 2 なので付いている。
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1)　　KD(w, z) = KD(z, w).

2) 双正則写像 f : D1 → D2 に対し∧n
k=1 dfk(z)∧n
k=1 dzk

KD2
(f(z), f(w))

∧n
k=1 dfk(w)∧n
k=1 dwk

= KD1
(z, w). (変換公式)

　　　　

3)　　 f ∈ O(D)かつ
∫
D

|f(z)|2dλz <∞ ⇒ f(z) =

∫
D

f(ζ)KD(z, ζ)dλζ .　　 (再生性)64

4) KD(z, w)は 1)と 3)で特徴づけられる。

(28)は Bergmanが n = 2の場合に述べた予想の一部を一般次元の場合も含めて肯定的に解決し

たことになっている (cf. [B-T])。L2拡張定理を目ざした直接的な動機は Hörmanderが L2理論の

応用例として [Hm-1]の最後で次の結果を示していたことだった。

定理 5.3. D ⊂ Cn が擬凸で z0 ∈ ∂Dのまわりで強擬凸であれば、

lim
z→z0

KD(z, z)δn+1
D (z) =

n!

πn
L(z0)

である。ただし L(z0)で −∂∂̄δD(z)|Ker∂δD の z0 における固有値の積65を表す。

これはBergmanの予想の主要部を一般次元で解決したものである。他方、DがC2級ならば ∂Dが

z0で強擬凸でなくても上からの評価 lim supz→z0 KD(z, z)δD(z)n+1 <∞はCauchyの評価式より明

白だが、Bergmanは2次元のLevi擬凸な有界領域に対し、下からの評価 lim infz→∂DKD(z, z)δD(z)2 >

0も成り立つことを予想していた。

Dが Cω 級の領域であれば Lは ∂D 上の非負 Cω 級関数になるから、定理 5.3が示された後で

はその零点の位数の分 KD(z, z)の発散の位数が減少するであろうことは十分に予測できるので、

Bergmanの残りの予想もこのために一層興味深い問題となったのである。定理 5.3は C∞ 級の強

擬凸領域に対して Fefferman[Ff-2] により精密化され、Bn を Bergman 核の漸近挙動で特徴づけ

る理論へと展開している (cf.[Hr], [C-E] )。定理 5.1の系を精密化する方向の研究も多い (例えば

[Cb-K-Oh])。

5.2 Demaillyの近似定理

L2 拡張定理は Bergman予想への応用のためだけなら ψ = 0の場合だけでも十分であるが、同

じ証明でウェイトつきの L2ノルムに関する結果が示せるのでその形で述べた。ところが定数 C が

ψの取り方によらないことが次の応用においては重要である。

定理 5.4. (cf. [Dm-3]) Ω を Cn の擬凸領域とし、φ ∈ PSH(Ω) かつ Ln,0(2),φ(Ω) ∩ Ker∂̄ ̸= {0}

とする。このとき Ln,0(2),mφ(Ω) ∩ Ker∂̄ (m ∈ N)の完全正規直交系 {fµ
√

2
−n
dz}に対して φm =

1
m log

∑
µ |fµ|2 とおけば、mに無関係な定数 C1, C2 で次の a), b)をみたすものが存在する。

a)　φ(z) − C1

m
≤ φm(z) ≤ sup

∥ζ−z∥<r
φ(ζ) +

1

m
log

C2

rn
, z ∈ Ω, r < δΩ(z).

b) ν(φ, z) − n

m
≤ ν(φm, z) ≤ ν(φ, z), z ∈ Ω.

64cf. [Ah,p.174] も見よ。
65n = 1 のときは L(z0) =

1
4
とおく。
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証明．{fµ
√

2
−n
dz}は　 Omφ := Ln,0(2),mφ(Ω) ∩ Ker∂̄ (m ∈ N)の完全正規直交系だから、Omφ

上の線形汎関数 f 7→ f(z)のノルムの二乗が
∑
µ |fµ(z)|2 である。これと Cauchyの評価式より、∑

|fµ|2 が Ω上局所一様収束して Ω上 Cω 級であることと

φm(z) = sup

{
1

m
log |f(z)|2; f

√
2
−n
dz ∈ Omφ,

∫
Ω

|f |2e−mφdλ = 1

}
(30)

であることが従う。よって f ∈ Omφ に対する不等式

|f(z)|2 ≤ n!

πnϵ2n

∫
∥ζ−z∥<ϵ

|f(ζ)|2dλζ

≤ n!

πnϵ2n
exp

(
m sup

∥ζ−z∥<ϵ
φ(ζ)

)∫
Ω

|f |2e−mφdλ

より a)の第二の不等式にあたる

φm(z) ≤ sup
∥ζ−z∥<r

φ(ζ) +
1

m
log

n!

πnϵ2n
(31)

が得られる。

次に定理 5.1を次元を上げながら n回適用すれば、任意の a ∈ Cに対して f ∈ O(Ω)が存在して∫
Ω

|f |2e−mφdλ ≤ Cn|a|2e−mφ(z)

となる。この右辺が 1となるように aを選ぶと (28)より φm(z) ≥ 1
m log |a|2となり、これより a)

の最初の不等式が得られる。これと Lelong数の定義から b)の二番目の不等式 ν(φm, z) ≤ ν(φ, z)

が従う。

(31)より、定数 C ′ があって

sup
∥ξ−z∥<ϵ

φm(ξ) ≤ sup
∥ζ−z∥<2ϵ

φ(ζ) +
1

m
log

C ′

ϵn
.

両辺を log ϵで割って ϵ→ 0とすれば求める不等式が得られる。

級数
∑
µ fµ(z)fµ(w)は Ω × Ω上で広義一様収束する。この関数を KΩ,mφ(z, w)で表す。特に

KΩ,0(z, w) =KΩ(z, w)である。Hilbert空間Ln,0(2),φ(Ω)∩Ker∂̄(= Oφ)をウェイトφのBergman空

間と呼ぶ。これは対応
√

2
−n
fdz 7→ f によって空間 {f ∈ O(Ω);

∫
Ω
e−φ|f |2dλ <∞}と同型である。

状況によってはこれらを区別せずに用いる。KΩ,φ(z, w)やKΩ,φ(z) := KΩ,φ(z, z)も Bergman核

と呼ばれる。L2理論が Bergman核の境界挙動だけでなく、ウェイトの高次化 φ→ mφ (m→ ∞)

における漸近挙動の解析を可能にしたという意味で、Demaillyの近似定理はHörmander理論の最

初の到達点を越えたと言えよう。

Bergman核がらみの進展はこの後も続くが、それらについては §6で紹介することにし、以下で
は定理 5.1の一般化で代数幾何への応用に適するものについて述べたい。

5.3 擬凸多様体上の L2拡張定理

すでに述べたように、定理 5.1の証明を一般化して、Stein多様体上で定理 5.2の形の L2拡張定

理を導くことは容易であった。

[Oh-16]では Bergman核以外への応用も念頭に置いて次の拡張定理を示したが、基本的には同

様の方法によっている。
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定理 5.5. (cf. [Oh-16, Theorem 4]) M を n次元 Stein多様体、φ ∈ PSH(M)、W はM の開集

合、s ∈ O(W )、W 上で ds ̸= 0とし、N = s−1(0)とおく。 連続関数 G : M → [−∞, 0) があり、

N = G−1(−∞)かつ φ+G ∈ PSH(M) で G− log |s|2 はW \N 上有界であるとする。このとき
N 上の正則 (n− 1)形式 ω が ∣∣∣∣∫

N

e−φω ∧ ω
∣∣∣∣ <∞,

をみたせば任意の δ > 0に対してM 上の正則 n形式 ω̃ で∣∣∣∣∫
M

e−(1+δ)φω̃ ∧ ω̃
∣∣∣∣ <∞

でありN 上で ω̃ = ω ∧ dsをみたすものが存在する。

命題 4.3より、定理 5.5はM が稠密な Stein開集合ΩでM \Ωが複素解析的であるようなものを

含む場合、M 上の中野半正なベクトル束を係数とする拡張定理へと一般化される (cf. [Oh-15])。特

にL2拡張定理は射影的な擬凸多様体に対して適用可能で、この形で Siu[Siu-2]により代数多様体の

多重種数66の変形不変性の証明に応用された。この証明はPăun[Pn]により簡単化され、Berndtsson

と Păun[B-P-2]はより多くの不変量の変形不変性を L2 拡張定理を一般化することにより導いた。

同様の理由で、L2拡張定理はMoishezon多様体67やある種のHopf多様体に対しても適用可能であ

る。Popovici[Pv]は代数幾何への応用を見込んで定理 5.5をN の「有限次の近傍」(cf. 7.3) 上の正

則切断に対する L2拡張定理へと一般化し、Demailly[Dm-4]はより一般に被約とは限らない解析的

部分空間からのL2拡張を論じ、Cao-Demailly-Matsumura[C-Dm-M]はさらにそれを拡げてコホモ

ロジー類の拡張定理を得た。これらの結果はごく最近、Zhou-Zhu[Z-Z-1,2]および Hosono[Hs-1,2]

によりそれぞれ Guan-Zhou[G-Z-1]および Berndtsson-Lempert[B-L]の方法で精密化された。 一

方、この方向の応用を拡げるにあたって注意すべき事実も発見された (cf. [G-L]68)。

Coffee Break 定理 5.1の証明の核心は L2 評価式 (28)であるが、これを見つけるためには実に多く

の試行錯誤を重ねた。在来型の道具を使うだけではできないので新しいタイプの評価式を用いる研究は何でも

参考にした。Donnelyと Feffermanの有名な論文 [D-Ff]は大いに参考になったがそれだけでは足りなかった。

中野の等式はファイバー計量によって通常の Laplace作用素を変形した結果を記述しているので、ゲージ変換

による Laplace作用素の変形をうまく用いたWittenの論文 [W]も読んだりした。当時はインターネットはな

かったが、もしあったら L2 estimateとかでググったりしていたであろう。そこで最近試しにこれでググって

みたところ、トップに出てきたのは Bo-Yong Chen（陳伯勇）氏の講演スライド“Hörmander’s L2-estimate

and the Ohsawa-Takegoshi extension theorem”であった。これは 2013年 7月に名古屋大学で開かれた研究

集会で話されたもので、筆者も聴いていた。Chen氏は新しい工夫により定理 5.1を、Hörmanderが [Hm-1]

で示した L2 消滅定理 (定理 4.8の原型にあたるもの) を用いるだけで証明したのだった。ちなみにこの講演

の元になった論文 [Cb]は arXivに載ってはいるが専門誌には掲載されなかった。しかし初学者にはこの証明

の方が読みやすいようで、評判の良い論文である。長さも文献を入れて 2ページ半である。聞くところによ

ると、査読者は米国の有名な教授で、掲載不支持の意見は 3ページ以上にわたるものだったそうである。69

66pµ := dimH0,0(M,Kµ
M ) をM の多重種数という。

67コンパクトな複素多様体で有理型関数体の C上の超越次数が多様体の次元に等しいものをMoishezon多様体という。
68定理 5.1 において H を Ω 内に特異点を持つ解析的部分集合でおきかえたものは成立しない。
692013 年に出版された安達謙三氏の論文 [AD] にも同様の趣旨の別証明がある。[Cb] と [AD] は 2011 年の同時期に独
立に書かれたようである。
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6 Bergman核の話題から

L2 理論は Bergman核の漸近挙動の解析に役立ったが、Bergman核に関する一つの微妙な問題

が L2理論の面目をさらに一新させた。すなわち B locki[B l-4]による吹田予想の解決と、Bergman

核の変分を中心とするその後の展開である。以下ではこの話題の要点を紹介したい。

6.1 多様体上のBergman核と吹田予想

複素多様体M上のBergman核をHn,0
(2) (M)の完全正規直交系{fµdz}µを使ってKM = KM (z, w) =∑

µ fµ(z)fµ(w)dzdwによって定義する。KM = KM (z, w)dzdw, KM (z) = KM (z, z)とおく。M

が Riemann面のとき、Bergman核と等角写像は密接に関係する。次の定理は Riemannの写像定

理と Bergman核の変換公式から直ちに従うが、この関係をよく表している。

定理 6.1. 単連結な Riemann面 Rに対し KR(z) ̸≡ 0ならば、任意の点 z0 ∈ Rおよび z0 のまわ

りの局所座標 wに対して

z 7→
√
π

∫ z

z0

KR(ζ, w)|w=0dζ√
KR(w)|w=0

は Rを D上に双正則に写像する。

この公式はRiemann写像を近似的に求めるアルゴリズムの存在を示唆している。Gram-Schmidt

の直交化法により Bergman核が近似できるからである70。

しかし Bergman核と Green関数の関係は一層興味深いものである。

定義 17. Riemann面 Rに対し、Rの Green関数とは関数 gR : R×R→ [−∞, 0)で

gR(z, w) = sup{u(z); u ∈ PSH(R), u < 0かつ lim sup
z→w

(u(z) − log |z − w|) <∞}

(ただし |z − w|は一つの座標近傍内で考える。)

Green関数の基本的性質 (cf. [Su-2, pp. 35∼ 37])

1) gR(z, w) ∈ [−∞, 0).

2) gR(z, w) = gR(w, z).

3) gR(·, w) ∈ PH(R \ {w}).

KD(z, w) = 1
π(1−zw)2 なので、D上では Bergman核と Green関数 gD(z, w) = log | z−w1−zw |の間

には
2

π

∂2gD
∂z∂w

= KD(z, w)

という関係式が成り立つ。Schiffer[Sf]は gR ̸≡ −∞でありさえすれば

2

π

∂2gR(z, w)

∂z∂w
= KR(z, w)

が成立することを発見した71。
70実際には Riemann 写像の実装可能な近似アルゴリズムが、Schwarz-Christoffel の公式や円充填法 (circle packing)
を用いて作られているようである。

71証明は左辺の再生性を確かめるだけのことであるが Schiffer にとっても驚きだったらしく、“a remarkable formula”
と呼んでいる。
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定義 18. R上の一次微分 cβ,R(z)|dz|を

cβ,R(z) = eγR(z), γR(z) = lim
w→z

(gR(z, w) − log |z − w|)

で定義し、対数容量と呼ぶ72。gR ≡ −∞のときは cβ,R ≡ 0とおく。

Rが Ĉ内の領域で∞ ∈ Rの場合

cβ,R(∞) = inf

∫
C\R

∫
C\R

log
1

|z − w|
dµzdµw

である。ただし µは C \ R 上に台を持つ確率測度を動く。右辺を E = C \ R の対数容量とも呼
び、capEで表す。capEには超越直径 (transfinite diameter)という幾何学的な言い換えがある (cf.

[Ca], [Sc-2])。

吹田の公式 gR ̸≡ −∞ならば 1

π

∂2γR(z)

∂z∂z
= KR(z).

　

例 6.1. γD(z) = − log (1 − |z|2), cβ,D(z) = 1
1−|z|2 .

よって πKD(z) = cβ,D(z)2 であるが、一般には πKR(z) ̸= cβ,R(z)2 であることが [Su-1]で R =

D \ rD (0 ≤ r < 1)の場合の計算結果73から示された。この場合には

πKR(z) = cβ,R(z)2 ⇐⇒ r = 0, r > 0 ⇒ πKR(z) > cβ,R(z)2 (∀z ∈ R)

となり、一般に次が成り立つことが予想された。

吹田予想　　 πKR(z) ≥ cβ,R(z)2 であり、

∃z0 ∈ R s.t. πKR(z0) = cβ,R(z0)2 ⇐⇒ ∃φ ∈ PSH(D) s.t.E ⊂ φ−1(−∞)かつ R ∼= D \ E.

吹田予想の等号条件の部分が解析接続に関連するので、その話を次節でまとめておこう。

6.2 L2正則関数の除去可能特異集合

すでに命題 4.3で述べたように、L2 正則関数に関しては解析的真部分集合は除去可能特異集合

であるが、平面領域上の関数の場合、Siciak [Sc-1]によればこのような除去可能性は酒井良 (まこ

と)氏とM.Skwarczyński [Sw] によって次のように特徴づけられた。

定理 6.2. 有界領域D ⊂ Cと閉集合 E ⊂ Dに対して

H1,0
(2) (D) → H1,0

(2) (D \ E)は全射 ⇐⇒ ∃φ ∈ PSH(D) \ {−∞} s.t. E ⊂ φ−1(−∞). (32)

　

証明には次の Carleson[Ca]の結果と L2 消滅定理を組み合わせればよい。

定理 6.3. 閉集合 E ⊂ Ĉに対して

H1,0
(2) (Ĉ \ E) = {0} ⇐⇒ ∃φ ∈ PSH(D) \ {−∞} s.t. E ⊂ φ−1(−∞). (33)

72γR(z) は Robin 関数と呼ばれる。
73℘ 関数を用いる興味深い計算である。
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(32)と (33)の右辺の性質を持つ E は極状 (きょくじょう, polar)であるという74。これと対数

容量の間には次の関係がある (cf. [Ca])。

cβ,Ĉ\E ≡ 0 ⇐⇒ E は極状.

一般の Riemann面に対しては [Sc-1]では定理 6.2が次の形に拡張された。

定理 6.4. 有界領域D ⊂ Cn と閉集合 E に対して

∃φ ∈ PSH(D) \ {−∞} s.t. E ⊂ φ−1(−∞) ⇒ Hn,0
(2) (D) → Hn,0

(2) (D \ E)は全射.

D \Eが擬凸でなければ L2条件がなくても正則関数は正則に広がりうるわけだから、L2条件付

きの除去可能性の問題は D \ E が擬凸の場合に論ずるのが適当であると思われる。この場合には
定理 5.1が使えるので次が一つの答えになる。

定理 6.5. 有界擬凸領域Dと擬凹閉集合 E ⊂ Dに対し、

Hn,0
(2) (D) → Hn,0

(2) (D \ E)は全射 ⇐⇒ ∃z0 ∈ Cn ∃ζ ∈ Cn \ {0} s.t.

{z ∈ Cn; (z + E) ∩ (z0 + Cζ)は z0 + Cζ 内で極状ではない }の Lebesgue測度は 0.

命題 4.3はこれの系となる。特に多重極状集合は L2正則関数に関して除去可能である。この性

質は多重劣調和関数をウェイトに持つ Bergman空間の元に対しても同様であることが、第 2節で

述べた多重劣調和関数の性質５と L2 消滅定理から示すことができる。

多重極集合の幾何学的性質については、定理 2.2の一般化で定理 4.18とやや相補的な位置にあ

るものが存在する。

定理 6.6. (cf. [Scb]) 連続関数 Dm → Cが正則であるためには、そのグラフが多重極状であるこ
とが必要かつ十分である。

ちなみに、ベクトル値関数に対する定理 2.2の一般化を T.Pawlaschyk氏が学位論文 [Pw]で証

明した。

定理 6.7. (cf. [Pw, Theorem 4.7.9]) 　　連続関数 Dm → Cnが正則であるためには、そのグラフ
の補集合が n-完備であることが必要かつ十分である75。

6.3 吹田予想の解決とその後の進展

L2拡張定理と吹田予想の関連を筆者が強く意識するようになったのは、D上の Bergman空間で

補間問題を解いた K.Seip氏の論文 [Sp]を見てからである。その結果 [Oh-14]で 750πKR ≥ c2β,R
が得られ、[B l-1,2]や [G-Z-Z-1,2]などを経て吹田予想はB locki [B l-3]とGuan-Zhou[G-Z-1]によっ

て完全に解決された。次の定理は平面領域Dに対する不等式 πKD ≥ c2β,D を含むとともに、定理

5.1の定数 C が supΩ|zn| ≤ 1の場合には πでよいことを意味している。

定理 6.8. (cf. [B l-3]) Dは C内の領域で 0を含むとし、Ωは Cn−1 ×Dに含まれる擬凸領域で、

Ω′ = Ω ∩ {zn = 0}とおく。このとき φ ∈ PSH(Ω)および f ∈ O(Ω′)に対し、f の Ωへの正則な

拡張 F で ∫
Ω

e−φ|F |2dλn ≤ π

(cβ,D(0))2

∫
Ω′
e−φ|f |2dλn−1

をみたすものが存在する。
74多重極状の定義も同様。
75定理の原型はこれよりも一般的である。
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[G-Z-1]では等号条件の部分が解決されるとともに、定理 5.2の精密化に関して [Oh-13]と [G-Z-

Z-1,2]の路線に沿い次の結果が示された。

定理 6.9. Mをn次元Stein多様体、φ,ψ ∈ PSH(M)とし、w ∈ O(M)は supM (ψ + 2 log |w|) ≤ 0

をみたし、かつ dwはw−1(0)のどの既約成分上でも恒等的には 0でないとする。H = w−1(0),H0 =

{x ∈ H; dw(x) ̸= 0} とおくとき、H0 上の (n− 1)形式 f が条件∣∣∣∣∫
H0

e−φ−ψf ∧ f
∣∣∣∣ <∞

をみたせば、H0 上で F = f ∧ dwをみたすM 上の正則 n形式 F で∣∣∣∣∫
M

e−φF ∧ F
∣∣∣∣ ≤ 2π

∣∣∣∣∫
H0

e−φ−ψf ∧ f
∣∣∣∣

となるものが存在する。

証明のポイントは φと ψ以外に補助的なウェイトで変形された L2 ノルムを考え、L2 評価の最

良化を実現するところである。この条件は連立常微分方程式になるが、それがたまたまきれいに解

けたので定理 6.8や定理 6.9が得られた。ところが「これにて一件落着」とはいかず、ここからの

展開が慌ただしく進行中である。一般的に言って、どんな難問でも一旦解かれてしまえば様々な別

解を許すようになるものだが、吹田予想も例外ではなかった。B lockiは [B l-4]で上空移行を思わ

せる別解を得、Lempertの別解は全文が [B l-5]の序文で紹介されてしまうほど短かった。こちら

は、Riemann面の Stein族R → D (R =
⨿
t∈DRt)に対して logKRt

∈ PSH(R)であるという米

谷・山口 [M-Y]の結果の応用であったが、[M-Y]を高次元化して Stein族 π : M → Dの相対標準
束KM ⊗ π∗K−1

D の順像の半正値性を示した Berndtssonの結果 [B-1,2]からは、さらに定理 6.8と

定理 6.9を含む L2拡張定理が導けることが判明した (cf. [B-L], [L])。この新しい視点からジェット

に対する精密な L2 拡張理論が展開し始めている (cf. [Hs-1,2])。米谷・山口理論が ∂̄ 方程式の L2

理論とはやや離れた地点で成立したことを思うと、これらはまことに想定外の出来事であった。そ

こでこの機会に [M-Y]の来歴をざっと概観しておこう。

6.4 西野理論の展開

Stein 族、つまり Stein 多様体 M から複素多様体 T への全射正則写像 π : M → T で臨界点

を持たないものの本格的な研究は、2変数整関数についての西野理論 [Nn-1∼5]を嚆矢とする76。

Ahlfors-BersのTeichmüller空間論でも Stein族が現れるが、これらはBeltrami微分の正則族に付

随するもの (平坦な Stein族)で、特殊である。

西野理論の意図するところは、2変数整関数 f が f−1(t)の等角構造たちによってどのように縛

られるかの記述77 にあり、その基礎として [Nn-2]で確立されたのが定理 4.16であった。念のため

少し一般化された形で再掲する (証明は同様)。

定理 6.10. (西野の剛性定理) Stein多様体 T 上の Stein族 π : M → T のファイバー π−1(t)がす

べて Cに等角同値であり、かつ H2(T,Z) = 0であれば、双正則同型 α : M → C × T があって

pT ◦ α = πとなる。ただし pT は T への射影を表す。

76[Hj] のように単発的なものが発掘されることはある。
77[Nn-2] : f ∈ O(C2) かつ cap{t;C ⊂ f−1(t)} > 0 ⇒ f ∈ O(C) ◦AutC2. [N-5]: {f−1(t)の既約成分 }⊂ {Σ \Γ;Σ
はコンパクトで Γ は有限集合 }⇒ f ∈ O(C) ◦ C[z, w] ◦AutC2。
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この種の剛性は、コンパクト複素多様体の解析族に対しては小平・Spencer理論 [K-S]をふまえて

Fischer-Grauert[F-G]で示されていたが、「正則域は擬凸状であることの影響78」として定理 6.10

が見出されたことは面白い。これが f ∈ O(C2)に対して意味するところは、f−1(t)の既約成分が

みなコンパクト化可能なときの、それに応じたC2のコンパクト化の存在である。C2のコンパクト

化については、[Nn-1∼5]に並行して小平 [K-5]が有理性を示し、Morrow[Mr]が分類を完成させて

いた79。このように、西野理論とアファイン複素幾何には関連性があり、鈴木 [Sz-1,2]や上田 [U-1]

はその影響を受けている80。アファイン複素幾何では Cn 内の代数的集合 (=ベクトル値多項式の

零点集合)が対象となるが、西野理論の射程には有限位数の整関数の零点集合の幾何も入っている

ようである (cf. [Nm], [F-Oh])。

定理 6.10の証明は既に述べたようにT が Steinなので局所的に示せば十分で、従って最初から正則

切断 σ : T →M および σ(T )を含む近傍上の局所座標 z = (z1, . . . , zn)で z−1
n (0) = σ(T )となるも

のが取れるとして構わない。この zに応じて正則同型 ft : π−1(t) → C (t ∈ T )を ft(0, . . . , 0) = 0,
∂ft
∂zn

(0, . . . , 0) = 1となるように定める (一意的)。すると Koebeの歪曲定理 (cf. [Ah-2, p. 72])か

ら、x 7→ (π(x), fπ(x)(x))がM から T ×Cへの同相写像であることが従う。ここまでは地道という
か自然な議論だが、こうして作った写像が正則であることの [Nn-2]における証明は、工夫に工夫を

重ねた技巧的なものである。この部分を簡単化したのが [Y-1]81で、一般の Riemann面の Stein族

に対する対数容量の変動の解析がここから始まった。[Y-1]をAbel微分の変動の解析に拡げたのが

[M]だが、これは平坦な Stein族に限る話としてであったため、一般の Stein族における Bergman

核の変動を解析し、logKMt
∈ PSH(M)を確立したのが [M-Y]であった。これの高次元化にあ

たって Berndtsson [B-1,2]が二通りの証明を与え、[G-Z]では定理 6.9を応用して新しい証明が与

えられていることからも、[M-Y]がいかにすばらしい breakthroughであったかが認められよう。

Berndtssonと Păun[B-P-1]は [M-Y]をさらに代数幾何の文脈で一般化している。この展開がある

意味で [O-5]の延長上にあり、高次元化とは別に、[Y-1]と対をなす現象が実 3次元領域上の静磁

場理論で発見されたり、[M-Y]が他の等角不変量の変動の解析へと広げられていることも興味深い

(cf. [Y-2], [Hn])。

既に述べたように、[G-Z-1]では定理 6.9の Stein族 π : M → D (Mt := π−1(t))への応用とし

て logKMt(z, z) ∈ PSH(M)が示された。Cao[C]はこれを Kähler族へと拡張した。ところが最

近現れた [D-W-Z-Z]によると、これらの結果はみな定理 5.1(最良でない L2拡張定理)の帰結であ

り、その理由は定理 5.4と同様だという。確かに定理 5.4を

φ ∈ PSH ⇐⇒ 一つの C0がすべてのmφ (m ∈ N)に対して拡張定理の定数として通用する

と読めば、「L2拡張あるところに正値性あり」という主張は正鵠を得ているように思える。この話

が今後どこまで広がるか予断を許さないが、あるいは複素解析の枠を超えた新しい変分原理のよう

なものを示唆しているのかもしれない。

Coffee Break Stefan Bergman prize(ベルグマン賞)というものがあり、毎年一名ないし二名に授

与される。実または複素解析における核関数の理論およびその応用において、または Bergmanの作用素論的

方法に結びついた楕円型偏微分方程式における関数論的方法において貢献度の高かった者が選ばれるとされ、

78cf. [Nn-6]。
79[Mr] の初等的証明が [F-N-O] にある。
80[Sz-1]ではCのC2への多項式埋め込みがAutC2で線形化できることが示された。また、[Sz-1]とは独立にAbhyankar-

Moh[A-B] が同じ結果に達した。これは Severi が不完全な証明とともに発表した命題であったそうである。[U-1] では
C × (C∗) のコンパクト化の有理性が示されるとともに (C∗)2 のコンパクト化が 3 種類に分けられ、[Sz-2] では C × C∗

と (C∗)2 の極小コンパクト化が分類された。
81[Y-1] とは違う方法で Chirka[Chk] も定理 6.10 の別証を与えた。
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Bergman夫人の遺言により遺産を管理する銀行の依頼でアメリカ数学会の選考委員会によって受賞者が選ば

れる。1989年の David Catlin以来、2019年 9月現在 37名がこれを受賞している。2015年 1月、筆者の元

に航空便で賞金の小切手とともに受賞通知が届いた。そこに書かれていた受賞理由は次のとおりである。

Takeo Ohsawa is recognized for his deep contributions to the theory of the ∂̄-equation leading to pre-
cise L2-estimates for the extensions of holomorphic functions from submanifolds of a complex manifold.
His work has led to important advances in a wide variety of areas, including local structure of plurisub-
harmonic functions, invariance of plurigenera, multiplier ideal sheaves, and estimates for the Bergman
kernel.

最初の文章で分かる通り、これは定理 5.1から定理 6.9に到る L2 拡張理論が評価された結果で、竹腰見昭

氏の協力をはじめ、Zbigniew B locki、Guan Qi’an(関啓安)、Zhou Xiangyu(周向宇)などの方々の大活躍が

あったおかげでいただけた賞である。応用としてあげられたもののうち“multiplier ideal sheaves(乗数イデア

ル層)”については本稿では触れなかったが、 Demailly-Ein-Lazarsfeld[Dm-E-L]による劣加法性定理82の発

見や Guanと Zhou[G-Z-2]による Demailly-Kollár予想83の解決を指すと思われる。少し遅れてアメリカ数

学会の広報誌 (Notices of AMS)に出すからとメールで個人情報の問い合わせがあり、その中に“Christmas

present”の文字があった。たしかに記憶に残る素敵な贈り物ではあった。クリスマス・プレゼントと言えば個

人的には家庭内のことしかなかったが、話としてなら O.Henryの「賢者の贈り物」が思い出される。ちなみ

に賞金は約 150万円で使い道を報告せよとのことだったので、気を付けなければと大学で科学研究費と同じ

扱いで使えるようにしてもらい、南範彦氏 (名古屋工業大学教授)の協力で研究集会を一つ開いた。親友だっ

た 故 大川哲介氏 (1951-2014, 専門はトポロジー)の追悼研究集会で、Bergman核に全く関係のない講演ばか

りだったが、報告集には定理 6.10を中心とするサーベイ [Oh-25]を出させてもらった。

7 幾何構造の接続

　境界上ないし境界の近傍上で定義された解析的な対象が領域内部に拡張する現象を、いくつか

の場合にやや広げて論じてみよう。最初に強擬凸領域の境界上のある種の不変量について、内部に

接続できるという理由からその値が実は０に限るという結果を紹介し、次に強擬凸領域でない強擬

凸多様体のコンパクト化における境界の退化の様相について述べる。最後に、与えられた同型が形

式的べき級数の範囲で拡張されれば実際に正則写像としても拡張できるかという形式化可能性の問

題を紹介し、最近 Jun-Muk Hwang氏によって得られた結果にふれたい。

7.1 解析接続とCR幾何

強擬凸多様体 (M,φ)においてMR が φ-例外集合を含み、かつ ∂MR が滑らかな実超曲面であ

れば lim
K
Hp,q(MR \K)は ∂MR の接触幾何的不変量であり、lim

K
Hr(MR \K,C) ∼= Hr(∂MR)で

ある。ここで ∂MR の接触構造として考えるのは、θ :=
√
−1(∂Φ − ∂̄Φ) を ∂MR の正則接空間

T ′
∂MR

:= T 1,0
M |∂MR

∩ (T∂MR
⊗ C)とその複素共役を零化する 1形式と見たもので、強擬凸性より

dθは非退化 2次形式になっている。強擬凸領域の境界上のこの構造を一般の奇数次元の多様体に

拡げて、強擬凸な CR(Cauchy-Riemann)構造が定義される。

82φ,ψ ∈ PSH(Bn) ⇒ limr↘0 Oφ+ψ(rBn) ⊂ limr↘0 Oφ(rBn) · limr↘0 Oψ(rBn)。
83φ ∈ PSH(Bn), f ∈ O(Bn),

∫
Bn |f |2e−φdλ <∞ ⇒ ∃ϵ > 0 s.t.

∫
1
2
Bn |f |2e−(1+ϵ)φdλ。
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定義 19. 連結な 2n− 1 次元の C∞ 級多様体X に対し、X の接ベクトル束 TX の複素化 TX ⊗ C
の複素部分束 T ′

X および TX の部分直線束 F があって

TX ⊗ C = T ′
X ⊕ T ′

X ⊕ CF

が成り立つとき、T ′
X をX上の概CR構造という。概CR構造で Lie bracket積に関して閉じている

ものをCR構造という。このときXはCR多様体であるという。さらに T ′
X の局所枠 e1, . . . , en−1

に対する Lie brackets
√
−1[ei, ej ]の F 成分のなす (n− 1)次 Hermite行列が正定値または負定値

であるとき、T ′
X をX 上の強CR構造といいX を強擬凸CR多様体と呼ぶ。

∂MR 上には T ′
∂MR

という標準的な CR構造があり、∂MR上の C∞関数でMRの内部に正則に

延びるものは T ′
∂MR

により零化される。これに応じて CR多様体X 上の関数で T ′
X で零化される

ものを考え、CR関数と呼ぶ。CR多様体から複素多様体またはCR多様体へのCR写像も同様に

定義され、CR同型の概念が定まる。

Boutet de Monvel[B]は次の基本的結果を示した。

定理 7.1. n ≥ 3のとき、コンパクトな (2n − 1)次元強擬凸 CR多様体は CR写像で C2n+1 に埋

め込める。

(2n− 1)次元の強擬凸 CR多様体X から CN への CR埋め込みがあれば、これに一般の方向へ

の射影を合成することにより、X は局所的には Cn内の実超曲面に標準的な CR構造を与えたもの

と同型であることがいえる。よって n ≥ 2の時には隣接する局所 CR埋め込みどうしを超曲面の

片側に解析接続することにより X を境界に持つ開複素多様体が作れる。この観察と定理 7.1を合

わせると次が得られる。

定理 7.2. (cf. [Oh-8,9]) 5次元以上のコンパクトな強擬凸 CR多様体は複素多様体内の実超曲面と

CR同型である。

定理 7.2と解析集合の Hartogs型接続および広中の特異点解消定理を合わせると、5次元以上の

コンパクトな強擬凸 CR多様体は ∂MR の形のものに限ることがわかる。

よって定理 4.13 で示したような Hr(M,C) → lim
K
Hr(M \K,C) (r ≤ n − 2) の全射性と

Hr
c (M,C) → Hr(M,C) (r ≥ n + 1)の全射性を合わせれば、[Bu]や [PP]でも指摘されたように

カップ積

Hr1(X,C) ⊗ · · · ⊗Hrm(X,C) → Hr(X,C) (r = r1 + · · · + rm）

は r1, . . . , rm ≤ n− 2かつ r ≥ n+ 1のときは 0になる。補足であるが、[Oh-5]ではこの理由によ

り 5次元以上の実トーラス上には強擬凸 CR構造が入らないことや、X = ∂MRが解析集合の孤立

特異点のリンクのときにはHn
0 (MR,C) → Hn(MR,C)が同型になることなどを指摘し、後者につ

いては [Oh-12]で詳しい証明を与えた84。

最近、この見方を進めて竹内 [Ta]は次を示した。

定理 7.3. 5次元以上のコンパクトな強擬凸 CR多様体X の k次 Chern類 ck について、カップ積

ck1 · · · ckm は 2(k1 + · · · + km) ≥ n+ 1のときH2(k1+···+km)(X,C)内で 0である。

証明. X = ∂MR とすると、ckは複素ベクトル束 T ′
X の k次Chern類 ck(T ′

X)であるが、T ′
X と自

明束の直和がM の正則接ベクトル束 T ′
M (= T 1,0

M )のX への制限に等しいことから ck = ck(T ′
M )|X

84[PP] はもっと詳しい。
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である。よって 2(k1 + · · · + km) ≥ n+ 1ならば上と同様の理由で ck1 · · · ckm = 0となる。　

この証明と上の補足から、X が孤立特異点のリンクであるときには 2(k1 + · · · + km) = nのと

きにも ck1 · · · ckm = 0となる。

また、千葉 [Ti-2]は次を示した。

定理 7.4. M を n次元 Stein多様体とし、n ≥ 3、φ ∈ PSH(M)かつ eφは連続で皆既的であると

する。 このときM 上の正則ベクトル束 E に対しH0,0(M,E) → lim
supp∂∂̄φ⊂V

H0,0(V,E) は同型写

像であり、 0 < q < n− 2のとき lim
supp∂∂̄φ⊂V

H0,q(V,E) = 0となる。

系. 定理 7.4の状況で、Hk(M,C) → lim
supp∂∂̄φ⊂V

Hk(V,C)は k < n－ 2のとき同型で k = n－ 2

のとき単射である。

これらは解析接続の定理が多様体の位相幾何に役立った例であるが、やや意外性がある。定理

7.3などは、定理 7.2や解析接続を使わずに証明できてもおかしくないような気がする。もちろん

その反対に、こういった議論を境界付き多様体の内部構造と境界構造の対応の一般論へと拡張する

ことにも意味があろう。

7.2 退化型境界について

強擬凸多様体 (M,φ)に対し、どんな場合にM が強擬凸領域と双正則同値となるかは自然な問

題であり、[N-Oh]や [Bl]でそのための φの条件が与えられた。これは強擬凸 CR多様体を付けて

コンパクト化できる場合であり、Bn に ∂Bn を付けるという自明な例の延長である。その一方で、
強擬凸領域に同型でない強擬凸多様体も多く、その中には然るべき幾何構造を持つ境界をつけてコ

ンパクト化できるものもある。これらの境界は ∂MR の極限であるので、対象としては強擬凸 CR

多様体が退化したものと考えられる。

例 7.1. (M,φ) = (Dn,
∑n
j=1 (1 − |zj |2)−1), n ≥ 2.このとき ∂Dn は ∂Bn と同相だが可微分同相

ではない。∂Dn の点で座標成分の絶対値が一つを除いてすべて 1未満であるものの近傍では ∂Dn

は Cω 級で、Levi形式は退化する。有界等質領域は Bn を除きすべてこのタイプである。

倉西正武氏はこのような例の一般化について、[Kr-2]でつぎのように述べておられる。

有界対称空間の場合,複素ユークリッド空間の単位球とはちがって,その境界は滑らか (smooth)ではない．

境界は滑層化 (stratify)されていて,その一番小さい滑層 (strata)は滑らかであり領域 XK のシロフ (Sylov)

境界 SK になっている．SK の近傍の正則函数はすべてXK の正則函数に拡張出来るので, XK の多変数函数

論は余次元の高いシロフ境界 SK の多変数函数論でおきかえることが出来る. 有界対称空間のリーマン化は,

複素領域X でそのシロフ境界 S の各点の近傍は上の SK の開集合の小さい変形になっているものを対象とす

ることになる．複素ユークリッド空間の単位球の場合には強擬凸な境界と云う条件で十分であった．有界対

称空間の場合, 上の条件に相当するものを導入することから出発することになると思う．このとき 2節にのべ

るカルタン (Cartan85)の考えが役にたつと思う．[9](=[Kr-1])である程度の準備がされている．

岡理論の一般化は今日盛んに研究されているが, 強擬凸を適当な弱擬凸に一般化することがその中心になっ

ている．上のような形での一般化も大変面白いと思う．

85Elie Cartan。
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Stein多様体内の領域Dが二つの複素多様体の直積であれば、∂Dは滑らかではありえない (cf.

[Hk-Om])。その一方で [Oh-6]では次の例が見出された。これは筆者などが弱擬凸に注目する一つ

の理由である。

例 7.2. Ĉ×(C/(Z+
√
−1Z)) = {(ζ, [z] = z+Z+

√
−1Z); ζ ∈ Ĉ, z ∈ C}の領域{(ζ, [z]); Im(ζe2π

√
−1z) >

0}は滑らかな境界を持つが直積 C∗ × {w; e−π < |w| < 1}と同型である。

この例の一般化としてコンパクト Kähler多様体上の D束の擬凸性が [Di-Oh-2]で示された。特

に閉 Riemann面のうち AutDの離散群 Γの作用により D/Γの形で書けるものに対し、Γの D2へ

の対角線作用

(z, w) 7→ (γ(z), γ(w)), γ ∈ Γ

による D束 D2/Γ → D/Γは強擬凸になる。この上の Bergman空間についての詳しい結果が足立

正訓氏 [Ad]によって得られた。

定義 20. 複素多様体M 内の C∞級の実超曲面X が Levi平坦であるとは、X の任意の C∞級局

所定義関数 ρ : U → R (U ⊂ M, dρ ̸= 0, X ∩ U = {x ∈ U ; ρ(x) = 0}) に対し、ρの Levi形式

∂∂̄ρが T ′
X∩U 上いたるところ 0であることをいう。このときX をM 内の Levi平坦面と呼ぶ。

Levi平坦面は擬凹である。擬凹な集合で、その各点のM における近傍を二つの連結成分に分け

るものを Levi平坦集合と呼ぶ。C2 級の実超曲面に対しては、Levi平坦集合であることは定義関

数を用いた上の条件と同等である。

強擬凸CR多様体の場合と同様にLevi平坦面を抽象化したものがLevi平坦CR多様体である。す

なわちCR多様体 (X,T ′
X , F )において、T ′

Xの局所枠 e1, . . . , en−1に対するLie brackets
√
−1[ei, ej ]

の F 成分のなす (n− 1)次Hermite行列が恒等的に 0であるとき、T ′
X をX 上の Levi平坦構造と

いいX を Levi平坦CR多様体と呼ぶ。2n− 1次元の Levi平坦 CR多様体は、Frobeniusの定理

より T ′
X が積分可能なので余次元が１の葉層構造を伴い、したがって局所的には Bn−1 × (−1, 1)と

CR同型である。この葉層構造を Levi葉層と呼ぶ。このように Levi平坦 CR構造は局所的には自

明であるから、複素多様体論の場合と同様、Levi平坦 CR多様体に関しても大域的な理論が興味

の対象となる。ここでもコンパクトな場合と Stein多様体に対応する場合があるわけだが、Levi葉

層における複素方向と実方向の相関は力学系の問題を含み、なかなか一筋縄ではいかない。

多変数複素解析において、Levi平坦面は Grauertの論文 [G-4]において複素多様体上の Levi問

題の反例として登場した。つまり Levi平坦な境界を持つ擬凸領域を用いて、ほとんどすべての境

界点で強擬凸であっても正則凸でない Levi擬凸な領域が作れる。[G-4]で示された Levi平坦面は

次の通り。

例 7.3. M を 1次元以上のコンパクトな複素多様体、 E →M を正則ベクトル束で変換関数系が

ユニタリ行列を値に持つものから成るとする。このとき E は曲率形式が恒等的に 0であるような

ファイバー計量を持ち、零切断の近傍で長さが定数R (> 0)未満のベクトルから成るもの URはす

べて擬凸である。これらは Stein多様体ではなく、境界 ∂UR は E が直線束のとき Levi平坦であ

る。 このとき ∂URの Levi葉層が稠密な葉から成るための必要十分条件は、 Ek (k ∈ Z) が k ̸= 0

のときすべて非自明なことである86。このとき最大値の原理より O(UR) = Cである。

例 7.4. (Hopf多様体内のLevi平坦面, I．cf. [Oh-19,p.551, Remark (2)]) H (n) = (Cn\{0})/Γ(n) (n ≥
2)とおく。ただし Γ(n)は Aut(Cn \ {0})の部分群で変換 z → 2z1 + zn, . . . , 2zn−1 + zn, 2zn)で生

86言い換えれば E はM の Picard 多様体の元として無限位数であることだが、さらに Ek が k → ∞ のとき自明束に
近づきうる度合いが次節で述べる Arnol’d-上田理論で重要な役割を果たす。
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成されるものとする。Dn = {zΓ(n); z ∈ Cn \ {0}, Imzn > 0} ⊂ H (n)とおく。すると ∂Dnが Levi

平坦であることは明白。Dn は対応

z 7→ (e4πiz1/zn , . . . , e4πizn−1/zn , zn2−2z1/zn) (34)

により Cn 上の不分岐局所擬凸領域として実現できるから Stein多様体である。

この型の Levi平坦面は、例 7.2の拡張としてNemirovski氏により [Nm]で示されたものである。

次の命題は山口博史氏と Levenberg氏による [L-Y]にヒントを得たものである。

命題 7.1. (Hopf 多様体内の Levi 平坦面, II．cf. [Oh-19,p.551, Remark (1)]) H n = (Cn \
{0})/Γa, Γa = {ak; k ∈ Z}, |a| > 1, z 7→ akz, π : H n → CPn は自然な射影とする。Cω

級の Levi平坦面X ⊂ H n の補集合が (n− 1)完備であれば、X は CPn−1内の Stein領域の境界

の πによる逆像である。

ちなみに [L-Y] は高次元の領域で一般化された Robin 関数を解析した [K-L-Y] の続きであり、

従って前節で述べたように L2 拡張定理ともつながっているわけである。

CPn上の不分岐領域D が局所擬凸なら、D ∼= CPnであるかまたはD は Steinである (cf. [FR],

[T-1,2], [Oh-15], [Oh-S])。従って CPn内に Levi平坦面があるとすれば、その補集合は (CPnが単
連結なので)正則領域になるが、このことから解析接続を経由してもろもろの不都合な真実が生じ

る。その結果、n ≥ 3のとき、LinsNeto[LN]は CPn が Cω 級の Levi平坦面を含まないことを示

し、Caoと Shaw[C-S]は CPnが Lipschitz級の Levi平坦集合を含まないことを示した。しかし次

の難問が残っている。

問題. CP2 は Levi平坦面を含むか。

退化した境界を持つ強擬凸多様体としては、この他に解析的集合を付けて複素多様体としてコン

パクト化できる族がある。この一族も端倪すべからざる多様性を持っている。最も標準的な例は超

平面断面によりコンパクト化できる場合であろう。

例 7.5. (M,φ) = (Cn, ∥z∥2). このときはコンパクト化としてCPnがとれ、境界としてはCPn−1が

とれる。このような対CPn ⊃ CPn−1の一般型は、閉部分多様体S ⊂ CPN と超平面断面S∩CPN−1

である。

Cn のコンパクト化を分類する問題が Hirzebruch[Hz]により提出され、すでにふれたように C2

のコンパクト化はMorrow[Mr]により分類された。C3のコンパクト化でKähler計量を持つものは

CP3 に限るという結果（cf. [Br-Mr])がある一方、Kählerでないものの例が数多く知られている

(cf. [Fr-1∼4])。Cnのコンパクト化はすべてMoishezon多様体であろうと予想されているが、線形

群の作用が伸びる場合にしか解かれていない (cf. [Gl])。小平は [K-7]で C×C∗のコンパクト化を

分類する問題を提出し、C × C∗ と (C∗)2 のコンパクト化は上田 [U-1]と鈴木 [Sz-2]により分類さ

れた。

C2 および C× C∗ のコンパクト化は有理曲面であり、CP2 から何回か適当にブローアップとブ

ローダウンを繰り返して得られる (双有理同型)が、(C∗)2 の場合は全く性質の違うコンパクト化

が 3種類現れる。その一つは (Ĉ)2 で CP2 と同様有理的であるが、他の二つはそうでない。

例 7.6. (Serreの例)

(C∗)2 ∼= C2/ ∼, (z, w) ∼ (z′, w′) ⇐⇒ ∃a, b ∈ Z s.t. z′ = z + a+
√
−1b, w′ = w + a.
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よって楕円曲線上の Ĉ束の構造を持つ (C∗)2 のコンパクト化が存在する。この場合、境界は法ベ

クトル束が自明であるような楕円曲線である。

この例で {Im w = 0}は Levi平坦面であり、C∗と円環領域の直積の境界になっている。これは

例 7.2と同種のものである。Hwangと Varolin[Hw-V]は Serreの例を 2次元トーラス上の C2束に

対して一般化して (C∗)4 のコンパクト化を作っている。

(C∗)2 のあと一つのコンパクト化は Hopf曲面である。

例 7.7. 対応 (34)はH (n) \ {zn = 0}を局所擬凸に Cn上の不分岐領域として実現している。実際
には　H (n) \ {zn = 0} ∼= Cn−2 × (C∗)2 であるのでH (2) は (C∗)2 のコンパクト化である。　

7.3 形式同型と本義同型

Grauertの論文の中でも傑作中の傑作である [G-3]の中で、強擬凸多様体上の関数論が古典的な

代数関数論の延長上にある問題と結ばれた。一般にコンパクトな複素多様体A、複素多様体M、お

よび正則な埋め込み ι : A ↪→M に対し、Aのイデアル層 IAのべきによるM の構造層OM の剰余

層OM/IµAを考え、環つき空間 (A/M)µ := (A, (OM/Iµ+1
A )|A)をAのM における µ次の近傍と呼

ぶ。また、(A/M)O := (A,OM |A)、(A/M)∞ := (A, limµ→∞ (OM/IµA)|A)とおく。この (A,M, ι)

と同様の三つ組 (Ã, M̃ , ι̃)に対する任意の同型 ψ : (A/M)∞ → (Ã/M̃)∞ および任意の µに対し、

ある同型 Ψ : (A/M)O → (Ã/M̃)O が存在して Ψ|(A/M)µ = ψ|(A/M)µ となるとき、(A,M, ι)は形

式化可能であるという87。便宜上、以下では Aと ι(A)を同一視し、略して (A,M)は形式化可能

という言い方をする。(A,M)がいつ形式化可能かという問題に対し、[G-3]では次の答が与えら

れた。

定理 7.5. 　 AがM 内で強擬凸な近傍を持てば (A,M)は形式化可能である。

実際にはより詳しく、このとき (A,M, ι)に応じたµがあり、(A/M)µ ∼= (Ã/M̃)µならば (A/M)O ∼=
(Ã/M̃)O であることが鮮やかな幾何学的議論により示されている88。

AのM における法ベクトル束NA/M について、そのランクが 1なら負 (=N∗
A/M が正)であるこ

とと零切断が強擬凸な近傍を持つことは同値である。このときAはM 内で強擬凸な近傍を持つ89。

一般に、零切断が強擬凸な近傍を持つベクトル束はGrauert負であるという。NA/M が Grauert

負なら AはM 内で強擬凸な近傍を持つ。

定理 7.5の系. NA/M が Grauert負であれば (A,M)は形式化可能である。

歴史的にはNA/M が正の場合が先に調べられた。それには Poincaré[P-2,3]や Severi[S-1,2]の仕

事を背景に、この問題が小平消滅定理との関連性から [K-3,4]や [K-S]などで浮かび上がった経緯

が絡んでいる。詳細は割愛するが、[N-S]を受けた Griffiths[Gf]は、NA/X の曲率が一定の正値性

を持つ場合に解析接続の問題としてこの問題を解いている。(A,M)が形式化不能な例は Aが楕円

曲線でNA/M が平坦束の場合にArnol’d[A]によってはじめて与えられ、一般の閉Riemann面の場

合、上田 [U-2]で詳しく調べられた。A ∼= CPn のときは NA/M の如何に関わらず常に形式化可能

87英語では“formal principle holds” という表現であるが意訳した。
88定理 7.5は、[H-Rs]で AやM が特異点を持つ解析空間の場合にも、Aが強擬凸な近傍系を持てば正しいことが示さ
れた。

89この逆には簡単な反例がある (cf.[G-3,§3.8])。
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であろうと予想されるが、n = 1の場合にさえ未解決である。ここに切り込んできたのが Hwang

氏の論文 [Hw]であり、特に次が示された。

定理 7.6. A ∼= CP1 であり、NA/M の切断全体の共通零点はないとする。このときM の Douady

空間90内の点 {A}の近傍内の稠密な開集合 U があって、{A′} ∈ U ならば (A′,M)は形式化可能で

ある。

証明は、局所幾何構造の形式的同型の収束性に関する森本理論 [Mm]と閉複素部分多様体の族が

なす Douady空間の一般論を、次の条件下で組み合わせて行う。

定義 21. 複素多様体 B,U ,X が正則写像 ρ : U → B, σ : U → X で結ばれているとする。
(B,U ,X , ρ, σ) は以下の条件をすべて満たすとき順分離族 (nicely separating family) であるとい

う。

(1) ρはプロパーで臨界点を持たない全射である。

(2) σは臨界点を持たない全射で、ρの各ファイバーを X の部分多様体として埋め込む。
(3) p = dimU − dimX とし、ρ′ : U → Gr(p, T 1,0B)を ρが誘導するGrassmann束への写像とすれ

ば、ρ′ は単射である。

形式化可能性が U 内の点に限るということは森本理論を使う以上避けられないが、順分離性が

みたされる自然な状況は多く、[Hw]においてはA.Hirschowitz氏が [Hi]で挙げた予想が定理 7.6と

同様の意味で「一般の点において」正しいことも示されている。

ちなみに、Arnol’d[A]が与えた形式化可能性条件の応用として K3曲面の新たな構成法が小池

貴之氏と上原崇人氏の共同研究 [Ko-Uh]によって見出され、Arnol’d-上田理論のさらなる一般化が

[Ko-1]や [Ko-2]などにより進行中である。

Epilogue(あとがきに代えて)　　集中講義のために短いレジュメを書くつもりで始めた原稿が意外に長

くなってしまった。稿が進むにつれ書きたいのに書けないことばかりが増えていく感じであり、筆をおくにあ

たり、あれも書けなかったこれも書けなかったと長嘆息することしきりである。その一方で、高木貞治先生の

名著「解析概論」の序文にあるような、「数学の解説法において、講義式は数学上の概念発生の源をたずね、

理論進展の跡を追う方法であるが、その短所は冗長、一般に粗雑、細目においてはほとんど常に未完成なと

ころにある」という形容がぴったり当てはまる講義録 (のようなもの)が出来上がった。「念のため」と言いな

がら同じことを繰り返し述べた個所がいくつもある反面、重要な命題の証明を文献の参照だけで済ませた個

所も多かった。未解決問題をいくつか提示したが、これは細目において未完成なことの証明のようなもので

ある。講義式の長所として挙げられた「数学を活き物として、その成長の一つのフェイズを捕えようとする

ところに若干の新鮮味があり得るであろう」については、当然筆者においても理想はこうだったが、書く分

量が増えるにつれてどこに何を書いたかさえ記憶するのが難しくなるありさまで、この点がどれだけ実現で

きているかは甚だ心もとない。とはいえ解析接続に現れた諸問題をたどるうち、実はこれがすべての数学に

通じる道ではないかと思えたことは一つの収穫だった。次は「解析接続に現れる代数の問題」にも挑戦して

みようかと思う (冗談です)。
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Math. 11 (1970), 263-292.

[G-W] Greene, R. E.and Wu, H., Embedding of open Riemannian manifolds by harmonic functions,
Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 25 (1975), no. 1, vii, 215-235.

[Gf] Griffiths, P.- A., The extension problem in complex analysis. II. Embeddings with positive normal
bundle, Amer. J. Math. 88 (1966), 366-446.

[G-L] Guan, Q.-A. and Li, Z.-Q., A characterization of regular points by Ohsawa-Takegoshi extension
theorem, J. Math. Soc. Japan 70 (2018), no. 1, 403-408.

[G-Z-1] Guan, Q.-A. and Zhou, X.-Y., A solution of an L2 extension problem with optimal estimate and
applications, Ann. of Math. 181 (2015), 1139-1208.

[G-Z-2] ——, A proof of Demailly’s strong openness conjecture, Ann. of Math. (2) 182 (2015), no. 2,
605-616.

59



[G-Z-Z-1] Guan, Q.-A., Zhou, X.-Y. and Zhu, L-F., On the Ohsawa-Takegoshi L2 extension theorem and
the twisted Bochner-Kodaira identity, C. R. Math. Acad. Sci. Paris 349 (2011), no. 13-14, 797-800.

[G-Z-Z-2] ——, On the Ohsawa-Takegoshi L2 extension theorem and the Bochner-Kodaira identity with
non-smooth twist factor, J. Math. Pures Appl. (9) 97 (2012), no. 6, 579-601.

[Gn-Rs] Gunning, R. C. and Rossi, H., Analytic functions of several complex variables, Reprint of the
1965 original. AMS Chelsea Publishing, Providence, RI, 2009. xiv+318 pp.

[Hn] Hamano, S., Log-plurisubharmonicity of metric deformations induced by Schiffer and harmonic
spans, Math. Z. 284 (2016), no. 1-2, 491-505.

[H-1] Hartogs, F., Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhängiger Veränderlichen ins-
besondere über die Darstellung derselben durch Reihen, welche nach Potenzen einer Veränderlichen
fortschreiten, Math. Ann. 62 (1906), 1-88.
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