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第０章 はじめに

1 ロボット動作設計と位相的複雑さ

1.1 ロボット動作設計

固定された点（原点）から自由な端点へ伸びる Robot Arm が n−1 個の完全に自由に動く節を持

つとき、その状態の全体は、数学的には原点から続く n+1 個の点列で、隣り合う点が一定の距離

r1 > 0, · · · , rn > 0 にある点列のなす、次の配置空間（configuration space） B と見なされる。

B =
©

(x0, x1, · · · , xn) ∈ (Rk)n+1 x0 = 0, |xi − xi−1| = ri, 1 ≤ i ≤ n
™

例えば k = 2 の場合、これは平面上の点列についての配置空間となり、

T n = S1 × S1 × · · · × S1 （n 個の S1 の直積）

と同相になる。 また k = 3 の場合は 3 次元空間内の点列についての配置空間となり、

S2 × S2 × · · · × S2 （n 個の S2 の直積）

と同相になる。 さて、 Robot Arm の二つの状態の間の動作は、配置空間 B の中の道 — path —

と考えることができる。 このような Robot Arm の動作をロボット動作 (Robot Motion) と呼び、

その為の設計アルゴリズムをロボット動作設計 (Robot Motion Planning) などということがある。

このロボット動作は数学的には閉区間 [0, 1] から B への連続写像とみなされる。 そのような閉区間

[0, 1] から B への連続写像全体を P(B) で表すと、後で見るように P(B) は自然に位相空間の構造を持

ち、以下のような Serre による path fibration π が付随する：
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π : P(B) −→ B×B, π(`) = (`(0), `(1)).

2003 年に M. Farber [38] は、Robot Arm の状態間の動作を与える設計アルゴリズムの定義を提案した：

それは最初と最後の二つの状態が任意に与えられたときに、それらを繋ぐ Robot Arm の動作を

与えるものであり、数学的には B×B から P(B) への連続写像 s : B×B → P(B) で s(b)(0) ∈ B と

s(b)(1) ∈ B が各々与えられた最初と最後の Robot Arm の状態となるものである。 言い換えれば、

s : B×B −→ P(B) は fibration π : P(B) −→ B×B の section である。

さて、M. Farber は同時に次のような問題を提出した：

与えられた二つの状態間を動作する設計アルゴリズムは存在するのか？

これに対して Farber 自身の与えた解答は次のように述べられる：

定理 1.1 単一の設計アルゴリズムが存在するには配置空間が可縮である事が必要かつ十分である。

すなわち、可縮でない十分に複雑な配置空間においては、単一の設計アルゴリズムによってはすべての

Robot Arm の動作をカバーする事はできないのである。 Farber は、さらに次の問題を提出した：

全ての状態をカバーするにはいくつのアルゴリズムが必要になるのか？

これはいわゆる L–S カテゴリ数（L–S の猫）とは少し違うものの、思想的にかなり同質な問題提起

を含む、空間の複雑さを測る不変量を与えることが知られている。

数学的には、配置空間が多面体の構造を持つなどの「良い空間」であれば次に述べる Schwartz

genus（後に James により sectional category と呼ばれることになる）という不変量により記述される：

定義 1.2 (Schwartz) ファイバー空間 p : E → X の位相不変量 Genus(p) = secat(p) + 1 とは、以下

の条件を満たす最小の自然数 m ≥ 1（もし無ければ m = 1 とする）のことである： 空間 X の m

個の開集合からなる族が X を覆い、各々の開集合上で p の section が存在する。

定義 1.3 (Farber [39]) 空間 B の ‘位相的複雑さ (Topological Complexity)’ T C(B) とは、π の

Schwartz genus Genus(π) のことである。

注 1.4 小論では sectional category の定義としていわゆる normalize したものを考える為に、Schwartz

genus とは 1 ずれることになり、 T C(B) = Genus(π) = secat(π) + 1 となる。
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1.2 対称動作設計と単位動作設計

さらに 2006 年には, Farber [39] はもう少し強い ‘動作設計 (Motion Planning)’ を提唱し、‘対称動作設計

(Symmetric Motion Planning)’ と呼んだ。 これは original の Robot Motion を与える section si に次の

２条件を課すものである：

(M) もし最初と最後の状態が同じなら、その状態遷移は静止したものである。

(S) 最初と最後の状態を入替えた場合、状態遷移は元の状態遷移の逆になる。

実はごく最近になって個人的な興味からこのロボット動作設計を勉強し、その過程でむしろ次の

ような、通常の動作設計と対称動作設計のちょうど中間に位置する動作設計が一つの安定な概念 —

‘単位動作設計 (Monoidal Motion Planning)’ として提出可能であることに気がついた：

定義 1.5 与えられた空間 B に対して、 ‘単位位相的複雑さ (Monoidal Topological Complexity)’

T CM(B) とは、以下の条件を満たす最小の自然数 m ≥ 1（もし無ければ m = 1 とする）のことであ

る： 積空間 B×B の m 個の開集合からなる族 Ui ⊃ ∆(B) が B×B を覆い、各々の開集合上で Serre

path fibration π : P(B) → B×B の section si : Ui → P(B) が存在すし、任意の b ∈ B に対して条件

si(b, b) = cb（cb は b で静止する道 — constant path at b）を満たす。

実は、単位位相的複雑さという位相不変量は通常の意味ではホモトピー不変量ではない。 また 2006

年以後、L–S 理論との類似から、次のような位相的複雑さに対する不変量が導入された：

定義 1.6 (Farber [38, 39] and Farber-Grant [40]) 位相空間 B と単位的環 R 3 1 に対して定義され

るイデアル IR = ker ∆∗ : H∗(B×B, R) → H∗(B; R) に対する二つの不変量、zero-divisors cup-length

ZR(B) と TC-weight wgtπ(u; R) for u ∈ IR が次のように定義される。

(1) (Farber) ZR(B) = Max {m≥0 H∗(B×B, R) ⊃ Im
R 6= 0}

(2) (Farber-Grant) wgtπ(u; R) = Max
©

m≥0 ∀f :Y →B×B, secat(f∗π)<m f∗(u) = 0
™

これらの不変量は L–S 理論における同様な不変量である cup-length と category weight の変位形と

して定義されたものである。 小論では、この L–S 理論について反省してみることで、最近の L–S

理論の成果をロボット動作設計の位相的複雑さという新しい理論に結びつけられる可能性を探りたい。
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2 圏論から

2.1 圏と双対圏

二つのクラス O と M の組 C = (O, M) が圏であるとは次の四条件が成立することであり、 クラス O

の要素は圏 C の対象と呼ばれ OC と、 クラス M の要素は圏 C の射と呼ばれ MC と表される：

(A1) 一意な対応 I : O → M が存在する。 — 対象の恒等射

(A2) 二つの一意な対応 S, T : M → O が存在する。 — 射の定義域と値域

(A3) 新たなクラス M×OM を圏 C の二つの射 g, f の順序対 (g, f) で S(g) = T (f) を満たすもの

全体のなすクラスとするとき、 一意な対応 C : M×OM → M が存在する。 — 合成射

(A4) (1) SI(X) = TI(X) = X — 対象 X の恒等射の定義域と値域は X 自身

(2) SC(g, f) = S(f), TC(g, f) = T (g) — g◦f の定義域は f の定義域で、 値域は g の値域

(3) C(f, IS(f)) = C(IT (f), f) = f — 恒等射と合成射を作っても変わらない

(4) C(h, C(g, f)) = C(C(h, g), f) — 三つの射の合成射は、 合成射の作り方によらない

(A5) 圏 C のいかなる二つの対象 X , Y に対しても、 対象 X を定義域とし対象 Y を値域とする

射全体のなすクラス MC(X, Y ) は集合である。 — 局所小

注 2.1 圏 C = (OC, MC) に対して、 IC = I , SC = S , TC = T , CC = C を圏 C の構造と呼ぶ。

与えられた圏 C = (O(C), M(C)) に対して、 その構造 IC , SC , TC , CC をとる。 そこで

O(Co) = O(C)、 M(Co) = M(C) とし、 その構造を ICo = IC , SCo = TC , TCo = SC , CCo = CC◦t とす

る。 ただし、 t : MC×OMC → MC×OMC は t(f, g) = (g, f) により与えられる対応である。

問題 2.2 圏 C に対して、 Co も圏となることを示せ。 この圏 Co を圏 C の双対圏という。

例えば O を集合全体のクラス、 M を写像全体のクラスをとれば、 それらの組は圏をなす。

ここではこれを集合の圏と呼び記号 S で表し、 弱 Hausdorff 空間と連続写像のなす圏を記号 T

で表し、 また群と準同型のなす圏を記号 G で、 さらにアーベル群と準同型のなす圏を記号 A で表す。

問題 2.3 圏 S , T , G , A が実際に圏をなすことを示せ。

4



2.2 関手と自然変換

二つの圏 C , D に対して、 二つの対応 FO : OC → OD , FM : MC → MD の組 F = (FO, FM) : C → D

が共変関手であるとは、 次の三条件が成立することである：

(B1) FM(IC(X)) = ID(FO(X)) — 対象 X の恒等射の像は恒等射

(B2) (1) FO(SC(f)) = SD(FM(f)) — 射 f の定義域の像は射 f の像の定義域

(2) FO(TC(f)) = TD(FM(f)) — 射 f の値域の像は射 f の像の値域

(B3) FM(g◦f) = FM(g)◦FM(f) — 射 g, f の合成射の像は射 g, f の像の合成射

X F (X)

=>

Y Z F (Y ) F (Z)
≤≤

f

¬¬

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

g◦f

≤≤

F (f)

¬¬

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

F (g◦f)=F (g)◦F (f)

//

g
//

F (g)

同様に次の三条件が成立するとき、 F = (FO, FM) : C → D を反変関手と呼ぶ：

(B1o) FM(IC(X)) = ID(FO(X)) — 対象 X の恒等射の像は恒等射

(B2o) (1) FO(SC(f)) = TD(FM(f)) — 射 f の定義域の像は射 f の像の値域

(2) FO(TC(f)) = SD(FM(f)) — 射 f の値域の像は射 f の像の定義域

(B3o) FM(g◦f) = FM(f)◦FM(g) — 射 g, f の合成射の像は射 f , g の像の合成射

X F (X)

=>

Y Z F (Y ) F (Z)
≤≤

f

¬¬

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

g◦f

//

g

OO

F (f)

oo

F (g)

__?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

F (g◦f)=F (f)◦F (g)

例えばホモロジー群は圏 T から圏 A への共変関手であり、 コホモロジー群は反変関手である。

また自然な忘却関手 ES = 1S : S → S , ET : T → S , EG : G → S , EA : A → S は共変関手である。

定義 2.4 特に FO が単射であるとき、 関手 F を忠実 (faithful) と呼ぶ。

問題 2.5 反変関手 F : C → D は自然に双対圏 Co から圏 D への共変関手と見なせることを示せ。

問題 2.6 対象X, Y ∈ C に対して集合 MC(X, Y ) を対応させ、 関手 MC : Co×C → S を定義せよ。
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これ以後、文脈から紛れの無い限り共変関手を単に関手と呼び、反変関手は双対圏からの共変関手とし

て扱うことがある。

関手 F, G : C → D に対し、 自然変換 Φ : F → G とは次を満たす対応 Φ : OC → MD である：

(C1) 圏 C の対象 X に対して、 S(Φ(X)) = F (X) かつT (Φ(X)) = G(X) が成立する。

(C2) 圏 C の射 f に対して、 CD(Φ(TC(f)), F (f)) = CD(G(f), Φ(SC(f)) が成立する。

X F (X) G(X)

=>

Y F (Y ) G(Y )
≤≤

f

≤≤

F (f)

//

Φ(X)

≤≤

G(f)

//

Φ(Y )

注 2.7 関手 F, G は、 自然変換 Φ : F → G で Φ(X) が常に同型となるものが存在するとき自然同値

であると呼ばれる。 またこのような Φ が自然同値と呼ばれることもある。

定義 2.8 関手 F : C → D が G : D → C の右随伴関手とは Do×C から S への関手 MC(G(X), Y ) と

MD(X, F (Y )) が自然同値であることである。 このとき、G は F の左随伴関手と呼ばれる。

2.3 豊穰圏 — 強化された圏 (enriched category)

合成射をつくる写像 CC(X, Y, Z) : MC(Y, Z)×MC(X, Y ) → MC(X, Z) は、 対応 CC : OC×OC×OC

→ MS と同一視できる。 直積を持つ圏 R と直積を保つ共変関手 ER : R → S に対して、 圏 C

がER で R まで強化された圏 (豊穰圏) であるとは次の条件が成立することである：

(A5) 対応 MR
C : OC×OC → OR と対応 CR

C : OC×OC×OC → MR が存在し次を満たす。

(1) MC = ER
O ◦MR

C , CC = ER
M◦CR

C かつ CR
C (X, Y, Z) : MR

C (Y, Z)×MR
C (X, Y ) → MR

C (X, Z)

(2) CR
C (X, Y, Z)(h, CR

C (X, Z, W )(g, f)) = CR
C (X, Y, W )(CR

C (Y, Z, W )(h, g), f)

OR MR

OC×OC OS OC×OC×OC MS

≤≤

ER
O

≤≤

ER
M

//

MC

77

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

MR
C

//

CC

77

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

CR
C

ここで、 R まで強化された圏は、 MR
C や CR

C を忘れると通常の圏と見なせることを注意する。

注 2.9 忘却関手 ET : T → S で位相空間の圏 T まで強化された圏は、 位相圏と呼ばれる。

問題 2.10 アーベル群の圏 A はEA : A → S で A まで強化された圏であることを示せ。
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次に圏 C , D が ER : R → S で R まで強化された圏のとき、 その間の関手には、 いかなる

条件が付随すべきであろうか？ まず F = (FO, FM) が通常の意味で圏 C から圏 D への共変関

手であったとする。 このとき、 圏 C のいかなる二つの対象 X , Y に対しても、 FM は写像

FM(X, Y ) : MC(X, Y ) → MD(FO(X), FO(Y )) を誘導し、 対応 FM : OC×OC → MS を与える。

さて F が次の条件を満たすとき、 ER : R → S で強化された構造を保つ共変関手である呼ぶ：

(B4) 対応 F R
M : OC×OC → MR が存在し次が成立する。

(1) FM = ER
M◦F R

M かつ F R
M(X, Y ) : MR

C (X, Y ) → MR
D(FO(X), FO(Y ))

(2) F R
M(X, Z)(CR

C (X, Y, Z)(g, f)) = CR
D (FO(X), FO(Y ), FO(Z))(F R

M(Y, Z)(g), F R
M(X, Y )(f)

MR
C (X, Y ) MR

D(FO(X), FO(Y )) in R

OC 3 (X, Y )

MC(X, Y ) MD(FO(X), FO(Y )) in S

//

F R
M(X,Y )

≤≤

ER
O

≤≤

ER
M

≤≤

ER
O

33F R
M

++FM

//

FM(X,Y )

同様に F = (FO, FM) が通常の意味で圏 C から圏 D への反変関手であったとする。 このとき、 圏 C

のいかなる二つの対象 X , Y に対しても、 FM は写像 FM(X, Y ) : MC(X, Y ) → MD(FO(Y ), FO(X))

を誘導し、 対応 FM : MC → MD◦(FO×FO)◦τ を与える。 ただし、 τ(X, Y ) = (Y, X) である。

そこで F が次の条件を満たすとき、 ER : R → S で強化された構造を保つ反変関手であるとよぶ：

(B4o) 対応 F R
M : OC×OC → MR が存在し次が成立する。

(1) FM = ER
M◦F R

M かつ F R
M(X, Y ) : MR

C (X, Y ) → MR
D(FO(Y ), FO(X))

MR
C (X, Y ) MR

D(FO(Y ), FO(X)) in R

OC 3 (X, Y )

MC(X, Y ) MD(FO(Y ), FO(X)) in S

//

F R
M(X,Y )

≤≤

ER
O

≤≤

ER
M

≤≤

ER
O

33F R
M

++FM

//

FM(X,Y )

特に強化された構造を保つ反変関手は、 双対圏からの強化された構造を保つ共変関手とみなせる。

問題 2.11 強化された構造を保つ関手の間の強化された構造を保つ自然変換の定義を与えよ。
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3 位相空間論から

3.1 位相空間の基礎

集合 X に対し、次の公理系を満たす部分集合族 Top(X) (開集合族) が与えられているとき、組

(X, Top(X)) を単に X で表し、位相空間と呼ぶ。

(T1) ∅ ∈ Top(X) かつ X ∈ Top(X) である。

(T2) Top(X) の任意の有限部分族 {O∏ ; ∏ ∈ Λ} に対し
T

∏∈Λ O∏ ∈ Top(X) である。

(T3) Top(X) の任意の部分族 {O∏ ; ∏ ∈ Λ} に対し
S

∏∈Λ O∏ ∈ Top(X) である。

位相空間 X に対して、次の条件を満たす部分集合族 U を X の 「準開基」 と呼ぶ。

(準開基) 任意の点 x ∈ X と任意の開集合 O ⊆ X に対して x ∈ O ならば、U の有限部分族

{U∏ ; ∏ ∈ Λ} が存在して x ∈
T

∏ U∏ ⊆ O を満たす。

また部分集合と (同値関係 ∼ による) 商集合の位相は次のように与えられる。

(相対位相) A
i

↪→ i(A) ⊆ X のとき、位相 Top(A) = {i−1(O) | O ∈ Top(X)} を A に導入する。

(等化位相) Y
p

≥ Y/ ∼= B のとき、位相 Top(B) = {O | p−1(O) ∈ Top(Y )} を B に導入する。

また K ⊆ X がコンパクトとは、次の性質が満たされることである：

(compact) Top(X) の任意の部分族 {O∏ ; ∏ ∈ Λ} に対し、K ⊆
S

∏∈Λ O∏ ならば Λ の有限部分集合

{∏1, ..., ∏n} ⊆ Λ で K ⊆
Sn

i=1 O∏i を満たすものが取れる。

さて、位相空間には様々な分離公理が考えられるが、ここでは次の弱 Hausdorff 性を採用する：

(弱 Hausdorff) 任意のコンパクト部分集合は相対位相に関して Hausdorff である。

演習 3.1 弱 Hausdorff 空間の任意のコンパクト集合が閉集合となることを示せ。

さらに、空間 X から Y への連続写像の全体 MT (X, Y ) に位相を導入し、MT
T (X, Y ) で表す：

(CO) 部分集合族 U = {W (C, O) ⊆ MT (X, Y ) ; C は X のコンパクト集合で O は Y の開集合} を

W (C, O) = {f : X → Y ; f(C) ⊆ U} により定め、U を準開基とする位相を導入する。
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演習 3.2 X ⊂ Rn をコンパクト集合とし、Y = Rm とするとき、上の compact-open 位相が sup

ノルムによる位相に一致することを示せ。

演習 3.3 コンパクトな位相空間から弱 Hausdorff 空間への全単射は同相写像であることを示せ。

3.2 コンパクト生成空間

すべての弱 Hausdorff 空間は、コンパクト生成位相を持つものにコンパクト集合族を変更せずに取り換

えることができ、従って、この変更でホモトピー群や(コ)ホモロジー群は不変に保たれる。

定義 3.4 弱 Hausdorff 空間 X がコンパクト生成であるとは、次の条件が満たされることである。

(CG) 位相空間 X の部分集合 A が閉集合である為には、任意のコンパクト集合 C に対して A ∩ C

がコンパクトであることが必要十分である。

コンパクト生成空間は k-space とも呼ばれ、よく知られているように、任意のコンパクト集合が閉集合

となる。 ここでは、(弱 Hausdorff) コンパクト生成空間と連続写像のなす圏を K で表す。

演習 3.5 (1) 局所コンパクトな弱 Hausdorff 空間がコンパクト生成空間であることを示せ。

(2) 第一加算公理を満たす Hausdorff 空間はコンパクト生成空間であることを示せ。 特に距離空間

はコンパクト生成空間である。

さて、前節の compact-open 位相により写像空間はめでたく位相空間 MT
T (X, Y ) となり、圏 T は

ET : T → S で T まで強化されたのだが、残念ながらこのままでは圏論的には良い構造とは言えない：

例えば MT
T (X, MT

T (Y, Z)) と MT
T (X×T Y, Z) は同相になるとは限らない。 ただし、X×T Y は直積

集合 X×Y に通常の直積位相により位相空間の構造を入れたものである。 つまり、写像空間を作る関

手と直積をとる関手が随伴関手にならないという致命的な欠陥を持つ。 そこで、次のような標準的な

コンパクト生成位相を与える共変関手を定義する。

定義 3.6 共変関手 c : T → K を次で定める：

(1) X = (X, Top(X)) に対して c(X) = (X, \Top(X)) とする。 ただし

(2) O ∈ \Top(X) ⇐⇒ 任意のコンパクト集合 C に対して (XrO) ∩ C はまたコンパクトである。

このとき、f : K → T を忘却関手、k = f◦c として次の命題 (証明しない) が成立する。

命題 3.7 (1) 弱 Hausdorff 空間 X がコンパクト生成なら、k(X) = X である。
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(2) 任意の弱 Hausdorff 空間 X に対して、k(X) はコンパクト生成空間である。

(3) コンパクト生成空間 X, Y に対して MK
K(X, Y ) = c(MT

T (f(X), f(Y ))) とおくと、圏 K は忘却関

手 EK : K → S で K まで強化された圏となる。

(4) 任意のコンパクト生成空間 X と弱 Hausdorff 空間 Y に対して、MK
K(X, c(Y )) と MT

T (f(X), Y )

は自然に同相となる。 従って、関手 c は関手 f の右随伴関手である。

次に、直積は X×KY = c(f(X)×T f(Y )) と g×Kh = c(f(g)×T f(h)) により定義され次を満たす。

命題 3.8 (1) 直積空間 X×KY は、圏論的な意味での圏 K での 「直積」 を与える。

(2) 自然な同相により、直積空間 X×KY は可換かつ結合的と見なせる。

(3) 任意の局所コンパクトな Hausdorff 空間と任意のコンパクト生成空間に対して、X×KY

は通常の直積空間 X×T Y に一致する。

圏 K において、i : A → X が 「中への同相」 とは、「i が単射かつ X から定まる A の相対位相が

コンパクト生成空間 A の位相と一致」 することである。 また p : Y ≥ B が 「商写像」 とは、「p

が全射かつ Y から定まる B の等化位相がコンパクト生成空間 B の位相と一致」 することである。

命題 3.9 (1) コンパクト生成空間の閉集合や正則開集合の包含写像は、中への同相である。

(2) コンパクト生成空間 Y からの全射 p : Y → B が任意のコンパクト集合 C ⊆ Y に対して

p−1(p(C)) を Y の閉集合とすれば、p は商写像となる。

(3) 圏 K での中への同相 i : A → X , i0 : A0 → X 0に対し、i×Ki0 : A×KA0 → X×KX 0 もそうなる。

(4) 圏 K での商写像 p : Y ≥ B, p0 : Y 0 ≥ B0 に対し、p×Kp0 : Y ×KY 0 ≥ B×KB0 もそうなる。

最後に、写像空間と直積の関係 — 指数法則に話を戻す。

命題 3.10 (1) 圏 K の中で、MK
K(X, Y ×KZ) と MK

K(X, Y )×KMK
K(X, Z) は自然に同相である。

(2) 圏 K の中で、代入写像 e : MK
K(X, Y )×KX → Y (e(f, x) = f(x)) は常に連続である。

(3) 圏 K の中で、MK
K(X×KY, Z) と MK

K(X, MK
K(Y, Z)) は自然に同相である。

系 3.10.1 関手 MK
K(Y, ) は関手 ( )×Y の右随伴関手である。
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コンパクト生成空間の系統的な解説と上記の各命題の証明は、MacLane [100], Whitehead [152],

Hirashima [61] 等を参照されたい。 ただし、[100], [152] では弱 Hausdorff ではなく、Hausdorff の枠

組みを用いているが、証明はほぼそのままで、弱 Hausdorff のみを仮定したものに置き換えられる。

小論ではこれ以後特に断らない限り、コンパクト生成空間の圏 K の枠組みの下で進み、紛れの恐れ

の無い場合には MK
K を MK あるいは M と、また ×K を × と略記することがある。

3.3 連続写像の構成

分かりやすい場所で与えられた連続写像から新たな連続写像を構成することを考える。

閉部分集合有限個の和集合で表される場合： X =
Sn

i=1 Fi で、Fi が X の閉集合であったとする。

対応 f : X → Y が有限個の写像の族 fi : Fi → Y を用いて f |Fi = fi により定義されるとき、f

が連続写像である必要十分条件が次で与えられる。

(1) 任意の i, j に対して 「fi|Fi∩Fj = fj|Fi∩Fj」 が成立し、f は一意となる。

(2) 任意の i に対して、写像 fi は連続である。

開部分集合の和集合で表される場合： 対応 f : X → Y が写像の族 f∏ : U∏ → Y を用いて f |U∏
= f∏

により定義されるとき、f が連続写像である必要十分条件が次で与えられる。

(1) 任意の ∏, µ に対して 「f∏|U∏∩Uµ = fµ|U∏∩Uµ」 が成立し、f は一意となる。

(2) 任意の ∏ に対して、写像 f∏ は連続である。

商集合として表される場合： 商写像を p : eX ≥ X とし、対応 f : X → Y が写像 ef : eX → Y を用

いて f◦p = ef により定義されるとき、対応 f が連続写像である必要十分条件が次で与えられる。

(1) 任意の a, b ∈ eX に対して 「p(a) = p(b) =⇒ ef(a) = ef(b)」 が成立し、f は一意となる。

(2) 合成写像 f◦p : eX → Y は連続である。

3.4 写像を基点とする基点付き空間の圏

定義 3.11 写像 φ : A → B に対して、次で与えられる圏を Kφ で表し、φ 基点付き空間と φ

基点付き写像の圏と呼ぶ。
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(φ 基点付き空間) 写像 ρX : X → B と σX : A → X が存在して ρX◦σX = φ を満たすとき、組

(ρX , σX) を φ 基点付き空間と呼び、単に X などと表す。

(φ 基点付き写像) 写像 f : X → Y が φ 基点付き空間 X から Y への φ 基点付き写像であるとは、

条件 ρY ◦f = ρX および f◦σX = σY が成立することである。

ここで、圏 Kφ においては、(φ, 1A) は始対象であり (1B, φ) は終対象である。

注 3.12 (1) A = ∅ かつ B = ∗ のとき、圏 K∅
∗ は自然に K それ自体と同一視される。

(2) 圏 K∗
∗ はいわゆる基点付き空間と基点付き写像の圏であり、K∗ で表されることがある。

φ 基点付き空間の写像 i : K ↪→ X が空間 X の中への同相であるとき、(X, K) などと表して (φ

基点付き) 相対空間あるいは空間対と呼ことがある。 特に (X, A) は X と同一視する。

注 3.13 同様に φ 基点付き空間の写像 p : X ≥ K が空間 X の商写像であるとき、X/K などと表し

て (φ 基点付き) 等化空間あるいは空間商と呼ことがある。 特に X/B は X と同一視する。

φ 基点付き空間の包含関係 K ∪ L ⊆ X を三系 (X; K, L) で、あるいは φ 基点付き空間の包含関係

L ⊆ Y ∩ K ⊆ Y ∪ K ⊆ X を φ 基点付き空間対の包含関係 (Y, L) ⊆ (X, K) で表す。

定義 3.14 (φ 基点付き) 空間対 (X, K), (X 0, K 0) に対し、(φ 基点付き) 写像 f : X → X 0 が (φ

基点付き) 対写像とは、f(K) ⊆ K 0 が成立することであり、f : (X, K) → (X 0, K 0) で表す。 φ

基点付き空間の圏 Kφ での空間対と対写像のなす圏を Kφ
2 で表す。

このとき、圏 Kφ
2 での対写像 g : (X, K) → (X 0, K 0) と (Y, L) ⊆ (X, K) に対して、g の Kφ

2で

の(Y, L) への制限を g|(Y,L) : (Y, L) → (X 0, K 0) などと表すことがある。 特に g|X で Kφ での

写像 g : X → X 0 を、g|K で Kφ での写像 g|K : K → K 0 を表す。 また g|XrK で K での写像

g|XrK : XrK → X 0rK 0 を表すことがある。

定義 3.15 g|XrK : XrK → X 0rK 0 を同相写像とする g : (X, K) → (X 0, K 0) を相対同相と呼ぶ。

注 3.16 (1) 特に B = {∗} のとき、φ 基点付き空間を A 相対空間と呼び、圏 Kφ, Kφ
2 を各々 KA,

KA
2 などで表すことがある。 さらに A = {∗} のとき、これらを各々 K∗, K∗

2 などで表す。

(2) 特に A = ∅ のとき、φ 基点付き空間を B 等化空間と呼び、圏 Kφ, Kφ
2 を各々 KB , K2

B などで表す

ことがある。 さらに B = {∗} のとき、これらを各々 K, K2 などで表す。
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第１章 ホモトピー論

4 ホモトピー論の基礎

4.1 直積と対角線写像

二つの空間 X, Y の直積 X×Y は次の性質を持つ。

命題 4.1 (1) 自然な同相 X×{∗} ≈ X ≈ {∗}×X が存在する。 ただし、記号 ≈ は同相を表す。

(2) 自然な同相 (X×Y )×Z ≈ X×(Y ×Z) が存在する。

(3) 自然な同相 X×Y ≈ Y ×X が存在する。

そこで、例えば X1, · · · , Xn の直積は括弧の付け方を区別せず X1× · · · ×Xn あるいは

nY

i=1

Xi

などと表す。 特にX1 = · · · = Xn = Xのとき、

nY

i=1

Xi を

nY
X などと表すことがある。

定義 4.2 次で与えられる連続写像を空間 X の対角線写像と呼ぶ。

(対角線写像) 式 ∆X(x) = (x, x) で写像 ∆ = ∆X : X → X×X を定義する。

(多重対角線写像) 写像 ∆n = ∆X
n : X →

nY
X を次式で帰納的に定義する。

(1) ∆X
2 = ∆X (2) ∆X

i+1 = (∆X
i ×1X)◦∆X : X → X×X → (

iY
X)×X =

i+1Y
X

また無限個の空間族 {X∏ ∏ ∈ Λ} に対し F(Λ) = {Λ0 Λ0 は Λ の有限部分集合} とし、次で無限直積を

定める：

Y

∏∈Λ

X∏ = proj lim
Λ0∈F(Λ)

Y

∏∈Λ0

X∏

ここで、無限集合 Λ に対する逆極限 X = proj limΛ0∈F(Λ)

Q
∏∈Λ0

X∏ とは、集合としての逆極限に弱位

相をいれたものとする。 すなわち、全ての α ∈ Λ に対して自然な射影 πα : X → Xα が商写像になる

最も弱い位相を入れる。

4.2 位相和と折重ね写像

二つの空間 X , Y に対して、これらを含む十分大きな空間 E があるとする。 この E の中では X, Y

が共通部分を持つ可能性があるが、これを分離し共通部分が無い状態での和集合 (位相和) を定義する。

これは直積の双対的な概念を与えるものである。
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定義 4.3 空間 X, Y に対して、X q Y = X×{0} ∪ Y ×{1} ⊆ E×{0, 1} という形の部分空間 X q Y

を位相和と呼ぶ。 ただし、集合 {0, 1} は離散位相によりコンパクト生成空間とみなす。

このとき、直積と同様に次の性質が導かれる。

命題 4.4 (1) 自然な同相 Xq ∅ ≈ X ≈ ∅ qX が存在する。

(2) 自然な同相 (XqY ) qZ ≈ Xq (Y qZ) が存在する。

(3) 自然な同相 XqY ≈ Y qX が存在する。

そこで、例えば X1, · · · , Xn の位相和は括弧の付け方を区別せず X1q · · · qXn あるいは

na

i=1

Xi

などと表す。 特に X1 = · · · = Xn = X のとき、

na

i=1

Xi を

na
X などと表すことがある。

定義 4.5 次で与えられる連続写像を空間 X の折重ね写像と呼ぶ。

(折重ね写像) 式 ∇X(x, t) = x で写像 ∇ = ∇X : XqX = X×{1, 2} → X を定義する。

(多重折重ね写像) 写像 ∇n = ∇X
n :

na
X → X を次式で帰納的に定義する。

(1) ∇X
2 = ∇X , (2) ∇X

i+1 = ∇X◦(∇X
i q1X) :

i+1a
X = (

ia
X) q X → XqX → X.

また無限個の空間族 {X∏ ∏ ∈ Λ} に対し F(Λ) = {Λ0 Λ0 は Λ の有限部分集合} とし、次で無限位相和

を定める：

a

∏∈Λ

X∏ = inj lim
Λ0∈F(Λ)

a

∏∈Λ0

X∏

4.3 空間の結 (join)

さて、ユークリッド空間内の空でない二つの図形 X0 ⊆ E0, X1 ⊆ E1 を E = E0×R×E1に次のように

埋め込むことで、X0, X1 を E の中の (一般の位置にある) 図形と考えることができる：

X0 ⊆ E0 ≈ E0×{0}×{0} ⊆ E0×R×E1 = E,

X1 ⊆ E1 ≈ {0}×{1}×E1 ⊆ E0×R×E1 = E.

このとき、次の様に定義されるユークリッド空間 E 内の図形 X0∗X1 を X0, X1 の 「結」 と呼ぶ。

X0∗X1 = {tx + (1 − t)y ∈ E | x ∈ X0, y ∈ X1, 0 ≤ t ≤ 1}

ここで、標準 n-単体と呼ばれるコンパクトな凸集合 ∆n の定義を思い出してみよう。
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定義 4.6 ∆n =

(
(t0, · · · , tn) ∈ [0, 1]n+1

ØØØØØ

nX

i=0

ti = 1

)

演習 4.7 ∆n は ∆n−1 と一点との結に同相であることを示せ。

一般の空間 X0, X1 に対して、次の様に定義される空間 X0∗X1 を X0, X1 の 「結」 と呼ぶ。

X0∗X1 = (X0 q ∆1×X0×X1 q X1)/ ∼join, (4.1)

ただし、∼join は次の関係で生成される同値関係である：

X0 3 x0 ∼join (1, 0; x0, x1) ∈ ∆1×X0×X1, X1 3 x1 ∼join (0, 1; x0, x1) ∈ ∆1×X0×X1.

演習 4.8 ユークリッド空間内の空でない二つの図形 X0 ⊆ E0, X1 ⊆ E1 に対して、上の二種類の結の

定義が同相な空間を定めることを確かめよ。

さて n + 1 個の空間 X0, · · · , Xn に対して、次で帰納的に与えられる等化空間 ∆n×X0× · · · ×Xn

≥ X0∗ · · · ∗Xn =
n∗

i=0
Xi を X0, · · · , Xnの「結 (join)」と呼ぶ：

X0∗ · · · ∗Xn = (∆n×X0× · · · ×Xn q
na

i=0

Ei)/ ∼mjoin, Ei = X0∗ · · · ∗Xi−1∗Xi+1∗ · · · ∗Xn.

ただし、∼mjoin は次の n + 1 個の関係で生成される同値関係である：

(t0, ..., ti−1, 0, ti+1, ..., tn; x0, ..., xn) ∼mjoin [t0, ..., ti−1, ti+1, ..., tn; x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn] ∈ Ei.

ただし、i は 0 ≤ i ≤ n の範囲を動く。 このとき、空間の結 X0∗X1 は次の性質を持つ。

命題 4.9 (1) 自然な同相 ∅∗X ≈ X ≈ X∗∅ が存在する。

(2) X0, X1, X2 が全て空でないとき、自然な同相 (X0∗X1)∗X2 ≈ X0∗(X1∗X2) が存在する。

(3) X0, X1 が共に空でないとき、自然な同相 X0∗X1 ≈ X1∗X0 が存在する。

演習 4.10 X0, · · · , Xn が全て空でないとき、自然な同相 X0∗ · · · ∗Xn ≈ (X0∗ · · · ∗Xn−1)∗Xn が存在

することを示せ。

5 基点付きの場合

5.1 基点付き指数法則
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基点付きの空間の圏 K∗ における指数法則について、ここで補足しておく。

直積空間 X×Y の部分空間 X∨Y = X× ∗Y ∪ ∗X ×Y を一点に潰してできる空間を X∧Y

で表すと、( )∧Y は圏 K∗上の共変関手となる。 また、空間 X から Y への基点を保つ写像の全

体MK∗(X, Y ) は MK(X, Y ) の部分集合であり、これは位相空間 MK
K(X, Y ) に強化することができ

るので、その部分空間としての位相を導入しコンパクト生成空間としたものを MK∗

K∗(X, Y )で表す。

これにより、圏 K∗ も圏 K∗ まで強化された圏としての構造を持つことになる。

このとき次の形で圏 K∗ での指数定理が成立する。

定理 5.1 関手 MK∗

K∗(Y, ) は ( )∧Y の右随伴関手である。

また、( )+ : K → K∗ を基点となる一点を位相和するという関手とし、F : K∗ → K を基点を忘れ

る忘却関手とすると、F は ( )+ の右随伴関手となる：

定理 5.2 MK∗
K∗

(X+, Y ) ≈ MK
K(X, F (Y )).

5.2 一点和と折畳み写像

基点付きの空間 X , Y に対して、位相和をとると基点が二つになってしまう。 そこで、基点付きの空

間の圏 K∗ では X, Y の圏論的な和集合として、次のような 「一点和」 を採用する。

定義 5.3 空間 X, Y に対し X ∨ Y = (X q Y )/ ∼sum (∗X ∼sum ∗Y ) により一点和 X ∨ Y を定める。

このとき、位相和と同様に次の性質が導かれる。

命題 5.4 (1) 自然な同相 X∨∗ ≈ X ≈ ∗∨X が存在する。

(2) 自然な同相 (X∨Y )∨Z ≈ X∨(Y ∨Z) が存在する。

(3) 自然な同相 X∨Y ≈ Y ∨X が存在する。

そこで、例えば X1, · · · , Xn の一点和は括弧の付け方を区別せず X1∨ · · · ∨Xn あるいは

n_

i=1

Xi などと

表す。 特に X1 = · · · = Xn = X のとき、

n_

i=1

Xi を

n_
X などと表すことがある。

定義 5.5 次で与えられる連続写像を空間 X の折畳み写像と呼ぶ。

(折畳み写像) 写像 ∇̄ = ∇̄X : X∨X → X を、等化空間 XqX → (XqX)/ ∼base= X∨X により

∇X : XqX
∇→ X が X∨X の上に誘導する写像とする。

(多重折畳み写像) 写像 ∇̄n = ∇̄X
n :

n_
X → X を次式で帰納的に定義する。
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(1) ∇̄X
2 = ∇̄X , (2) ∇̄X

i+1 = ∇̄X◦(∇̄X
i ∨1X) :

i+1_
X = (

i_
X)∨X → X∨X → X .

また空間の無限族 {X∏ ∏ ∈ Λ} に対し F(Λ) = （Λ の有限部分集合全体）とし、

_

∏∈Λ

X∏ = inj lim
Λ0∈F(Λ)

_

∏∈Λ0

X∏

と定める。 ここで、無限集合 Λ に対する順極限 X = inj limΛ0∈F(Λ)

W
∏∈Λ0

X∏ とは、集合としての順

極限に弱位相をいれたものとする。 すなわち、全ての α ∈ Λ に対して自然な包含写像 ∂α : Xα → X

が中への同相写像になる最も弱い位相を入れる。

演習 5.6 各 X∏ ∈ K (∏ ∈ Λ) のとき、次を示せ：
_

∏∈Λ

(X∏)+ = (
a

∏∈Λ

X∏)+

5.3 スマッシュ積と簡約対角線写像

二つの空間 X, Y に対し、空間 X∧Y = X×Y/X∨Y (スマッシュ積) は次の性質を持つ。

命題 5.7 (1) 自然な同相 X∧S0 ≈ X ≈ S0∧X が存在する。

(2) 自然な同相 (X∧Y )∧Z ≈ X∧(Y ∧Z) が存在する。

(3) 自然な同相 X∧Y ≈ Y ∧X が存在する。

そこで例えば X1, · · · , Xn のスマッシュ積は括弧の付け方を区別せず、X1∧ · · · ∧Xn あるいは

n̂

i=1

Xi

などと表す。 特に X1 = · · · = Xn = X のとき

n̂

i=1

Xi を

n̂

X と表すことがある。

定義 5.8 次で与えられる連続写像を空間 X の簡約対角線写像と呼ぶ。

(簡約対角線写像) 式 ∆X(x) = [(x, x)] で写像 ∆̄ = ∆̄X : X → X×X → X∧X を定義する。

(簡約多重対角線写像) 写像 ∆̄n = ∆̄X
n : X →

n̂

X を次式で帰納的に定義する。

(1) ∆̄X
2 = ∆̄X (2) ∆̄X

i+1 = (∆̄X
i ∧1X)◦∆̄X : X → X∧X → (

î

X)∧X =
i+1̂

X

基点付き空間 X の直積
Qm X には、次の様な特別な部分空間を定義することができる。

定義 5.9
Qm

m−1 X = {(x1, · · · , xm) ∈
Qm X |どれか一つの xi は基点に等しい} (fat wedge)

演習 5.10 各 Xi ∈ K∗ のとき、次を示せ：
Vm X ≈

Qm X/
Qm

m−1 X , (スマッシュ積)
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また無限個の空間族 {X∏ ∏ ∈ Λ} に対し

T∏∈Λ X∏ =
[

∏∈Λ

π−1
∏ (∗∏)

とし、次で無限スマッシュ積を定める：

^

∏∈Λ

X∏ =
Y

∏∈Λ

X∏/ T∏∈Λ X∏

演習 5.11 各 X∏ ∈ K∗ (∏ ∈ Λ) のとき、次を示せ：
^

∏∈Λ

(X∏)+ ≈ (
Y

∏∈Λ

X∏)+

演習 5.12 有限個の空間 Xi ∈ K∗ (1 ≤ i ≤ n) に対して次を示せ：

n̂

i=1

(Xi)+ ≈ (
nY

i=1

Xi)+

5.4 空間の約結 (reduced join)

n+1 個の空間 X0, · · · , Xn ∈ K∗ に対して、次で帰納的に与えられる等化空間 ∆n×X0× · · · ×Xn ≥

X0∗̄ · · · ∗̄Xn =
n
∗̄

i=0
Xi を X0, · · · , Xn の「約結 (reduced join)」と呼ぶ：

X0∗̄ · · · ∗̄Xn = (∆n×X0× · · · ×Xn q
na

i=0

Ēi)/ ∼mjoin, Ēi = X0∗̄ · · · ∗̄Xi−1∗̄Xi+1∗̄ · · · ∗̄Xn.

ただし、∼rjoin は次の n+1 個の関係で生成される同値関係である：

(t0, ..., ti=0, ..., tn; x0, ..., xn) ∼rjoin [t0, ..., ti−1, ti+1, ..., tn; x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn] ∈ Ēi, n≥i≥0,

(t0, ..., tn; x0, ..., xi=∗, ..., xn) ∼rjoin [t0, ..., ti−1+ti, ti+1, ..., tn; x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn] ∈ Ēi, i>0,

(t0, ..., tn; x0=∗, ..., xn) ∼rjoin [t1, ..., tn−1, tn + t0; x1, ..., xn−1, xn] ∈ Ē0.

このとき、空間の約結 X0∗̄X1 は次の性質を持つ。

命題 5.13 (1) X0, X1, X2 に対し、自然な同相 (X0∗̄X1)∗̄X2 ≈ X0∗̄(X1∗̄X2) が存在する。

(2) X0, ..., Xn に対し、自然な同相 X0∗̄ · · · ∗̄Xn ≈ (X0∗̄ · · · ∗̄Xn−1)∗̄Xn が存在する。

演習 5.14 各 Xi ∈ K∗ のとき、次を示せ：
n
∗̄

i=0
Xi ≈ Σn(

n
∧

i=0
Xi) (同相)

演習 5.15 各 Xi ∈ K∗ のとき、次を示せ：
n
∗̄

i=0
Xi ' n∗

i=0
Xi (ホモトピー同値)

注 5.16 上の二つの演習から、各 Xi ∈ K∗ のとき
n∗

i=0
Xi ' Σn(

n
∧

i=0
Xi) が成立することが分かる。
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第２章 ホモトピー論（続）

6 空間の構成

6.1 写像のホモトピーと空間のホモトピー同値

A 相対空間対の圏 KA
2 の対写像 f, f0, f1 : (X, K) = (X, K; A) → (Y, L; A) = (Y, L) を考える。

(相対ホモトピック) f ∼relA g : (X, K; A) → (Y, L; A) ⇐⇒ ∃連続写像F :X×[0,1]→Y s.t. F (k, t) ∈ L,

(k, t) ∈ K×[0, 1] & F (x, 0) = f(x), x ∈ X & F (x, 1) = g(x), x ∈ X & F (a, t) = f(a) = g(a),

(a, t) ∈ iX(A)×[0, 1]. 特に A について明示する必要が無いときには、∼ でホモトピーを表す。

(相対レトラクト) fがレトラクト写像 ⇐⇒ ∃g:(Y,L;A)→(X,K;A) s.t. f◦g ∼relA 1(Y,L;A).

(相対ホモトピー同値) f がホモトピー同値写像 ⇐⇒ ∃g:(Y,L;A)→(X,K;A) s.t. f◦g ∼relA 1(Y,L;A) &

g◦f ∼ 1(X,K;A). また、このとき g を f のホモトピー逆写像という。

空間対 (X, K) から空間対 (Y, L) へのレトラクト写像が存在するとき、(X, K) は (Y, L)を支配すると

言う。 また空間 (X, K) から空間 (Y, L) へのホモトピー同値写像が存在するとき、(X, K) と (Y, L)

はホモトピー同値であると呼ばれ、記号で (X, K) 'relA (Y, L) などと表される。

(可縮) X が可縮 ⇐⇒ X ' ∗

演習 6.1 (相対) ホモトピー同値であるという関係は同値関係であることを示せ。

6.2 接着空間とその双対

圏 KA において、中への同相 i : K ↪→ X により定まる相対空間 (X, K) と写像 f : K → Y に対し、位

相和 X q Y の商空間 Z を次のように定める：

Z = (X q Y )/ ∼attach, A 3 a ∼attach f(a) ∈ Y.

この商空間 Z を f による接着空間と呼び、記号 X ∪f Y で表す。 このとき、自然な包含写像

j : Y ↪→ X ∪f Y は (閉部分空間に像を持つ) 中への同相写像となり、相対空間 (X ∪f Y, Y ) を定める。

さらに、相対空間 (X, K)は自然に相対空間 (X q Y, K q Y ) に埋め込まれ、商写像との合成を取ること

で、相対空間の写像 f 0 : (X, K) → (X ∪f Y, Y ) が誘導され f 0|X◦i = j◦f を満たす。
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演習 6.2 写像 f 0 : (X, K) → (X ∪f Y, Y ) が相対同相であることを示せ。

(柱 — cylinder) 空間 X に対して、I(X) = ([0, 1]×X q {∗})/ ∼syl とする。 ただし ∼syl は

(t, ∗X) ∼syl ∗ により生成される同値関係である。 このとき包含写像 it : X ≈ {t}×X ⊆

[0, 1]×X → I(X) (0 ≤ t ≤ 1) は中への同相を与え、従って ∂ : X∨X
i0∨i1−→ i0(X)∪i1(X) ⊆ I(X)

も中への同相である。 また I(−) は明らかに共変関手である。

(写像柱 — mapping cylinder) 写像 f : X → Y に対して、対 (I(X), i1(X)) と写像 f : i1(X) =

X → Y をとれば、対 (I(X) ∪f Y, Y ) が得られ (I(X), i1(X)) と相対同相となる。 このとき

If = I(X) ∪f Y とおくと、中への同相写像 i : X
i0→ I(X) → If と j : Y ↪→ I(X) ∪f Y = If

が付随する。 特に f = 1X のとき If = I(X) である。

(二重写像柱 — double mapping cylinder) 写 像 f : X → Y と g : X → Z に 対 し て、 対

(I(X), X∨X) と 写 像 F = f∨g : X∨X → Y ∨Z を と れ ば、 対 (I(X) ∪F (Y ∨Z), Y ∨Z)

が得られ (I(X), X∨X) と相対同相となる。 このとき I(f, g) = I(X) ∪F (Y ∨Z) とおく

と、中への同相写像 j : Y ∨Z ↪→ I(X) ∪F (Y ∨Z) = I(f, g) と等化空間 q : I(X) ≥ I(f, g)

が付随する。 また I(f, g) ≈ I(g, f) であり、特に f = 1X のとき I(f, g) = Ig である。

(錐 — cone) 空間 X に対して、自明な写像 ∗ : X → ∗ から対 (I(∗), X) を得る。 このとき

C(X) = I(∗) とおくと、対 (C(X), X) を得る。 また C(−) は明らかに共変関手である。

(写像錐 — mapping cone) 写像 f : X → Y に対して対 (C(X), X) と写像 f : X → Y から対

(C(X) ∪f Y, Y ) を得る。 このとき Cf = C(X) ∪f Y とおくと、対 (Cf , Y ) を得る。

(懸垂 — suspension) 空間 X に対して、自明な写像 ∗ : X → ∗ から対 (C(∗), ∗) を得る。 このとき

Σ(X) = C(∗) とおくと、対 (Σ(X), ∗) を得る。 また Σ(−) は明らかに共変関手である。

補題 6.3 (HPO) 写像 f : X → Y , g : X → Z , h : Y → W , k : Z → W に対し、次が成立する。

∑ ∃H : I(X) → W
s.t. h◦f ∼H k◦g

∏
⇐⇒

(J◦q=H)





∃J : I(f, g) → W
s.t. J◦j0 = h, J◦j1 = k

X Y

Z I(f, g)

W

//

f

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

g

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

j0

∫∫

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

h
//

j1

''

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

k

¬¬

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

J




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圏 KA において、双対的に商写像 p : Y ≥ L により定まる等化空間 Y/L と写像 f : X → L

に対し、積空間 X × Y の部分空間 Z を次のように定める：

Z = {(x, y) ∈ X × Y | f(x) = p(y)} ⊆ X × Y.

この部分空間を f による fibre 積と呼び、記号 X ×f Y で表す。 このとき、自然な射影

f̂ : X ×f Y → Y は商写像となり、等化空間 (X ×f Y )/Y を定める。 さらに、自然な射影

q : X ×f Y → X も商写像となり、等化空間 (X ×f Y )/X を定め、p◦f̂ = f◦q を満たす。 さて、以

下の５種類の構成では X が弧状連結 (π : P(X) → X×X が全射) であることを仮定する：

(余柱 — path) 空間 X に対して、P(X) = {f : [0, 1] → X} とする。 このとき、代入写像

pt : P(X) → X (pt(f) = f(t), 0 ≤ t ≤ 1) は 商写像であり、従って π : P(X) ≥ X×X

(π(f) = (f(0), f(1))) も商写像である。 また P(−) は明らかに共変関手である。

(写像余柱 — mapping path) 写像 f : Y → X に対して、商写像 p1 : P(X) ≥ X と写像 f : Y → X

をとれば、商写像 Y ×f P(X) ≥ Y を得る。 このとき Pf = Y ×f P(X) とおくと、商写像

p : Pf ⊆ P(X)
p0

≥ X と q : Pf ≥ Y が付随する。 特に f = 1X のとき Pf = P(X) である。

(二重写像余柱 — double mapping path) 写 像 f : Y → X と g : Z → X に 対 し て、 商 写 像

π : P(X) ≥ X×X と写像 f×g : Y ×Z → X×X をとれば、商写像 (Y ×Z)×f×gP(X) ≥ Y ×Z

が得られる。 このとき P(f, g) = (Y ×Z)×f×gP(X) とおくと、商写像 q : P(f, g) =

(Y ×Z)×f×gP(X) ≥ Y ×Z と中への同相写像 j : P(f, g) ↪→ P(X) が付随する。 また

P(f, g)≈P(g, f) であり、特に f = 1X のとき P(f, g) = Pg である。

(余錐 — fibre) 空間 X に対して自明な写像 ∗ : ∗ → X から商写像 P(∗) ≥ X を得る。 このとき

F(X) = P(∗) とおくと、商写像 F(X) ≥ X を得る。 また F(−) は明らかに共変関手である。

(写像余錐 — mapping/homotopy fibre) 写像 f : Y → X に対して商写像 F(X) ≥ X と写像

f : Y → X から商写像 Y ×f F(X) ≥ Y を得る。 このとき、Ff = Y ×f F(X) とおくと、商

写像 Ff ≥ Y を得る。

(ループ — loop) 空間 X に対して自明な写像 ∗ : ∗ → X から商写像 F (∗) ≥ ∗ を得る。 このとき

≠(X) = F (∗) とおくと、商写像 ≠(X) ≥ ∗ を得る。 また ≠(−) は明らかに共変関手である。
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補題 6.4 (HPB) 写像 f : Y → X , g : Z → X , h : W → Y , k : W → Z に対し、次が成立する。

∑ ∃H : W → P(X)
s.t. f◦h ∼H g◦k

∏
⇐⇒

(j◦J=H)





∃J : W → P(f, g)
s.t. q0◦J = h, q1◦J = k

W

P(f, g) Y

Z X

''

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

k

¬¬

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

J

∫∫

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

h
//

q0

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

q1

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

f

//

g





7 Fibration とco-fibration
7.1 Puppe 系列

まず、懸垂とループの各関手について、次の補題を用意する。

補題 7.1 (1) 写像 f : X → Y の写像錐を j : Y ↪→ Cf とするとき、Σ(f) : Σ(X) → Σ(Y ) の写像

錐はホモトピー同値を除けば Σ(j) : Σ(Y ) → Σ(Cf) (' CΣ(f)) に一致する。

(2) 写像 f : Y → X の写像余錐を q : Ff → Y とするとき、≠(f) : ≠(Y ) → ≠(X) の写像余錐はホ

モトピー同値を除けば ≠(q) : ≠(Ff) (' F≠(f)) → ≠(Y ) に一致する。

写像 f : X → Y に対して、写像錐 j : Y ↪→ Cf を f の (homotopy) cofibre と呼ぶことがある。

同様に写像 f : Y → X に対して、写像余錐 q : Ff → Y を写像 f の (homotopy) fibre と呼ぶ。

それでは j の cofibre、あるいは q の fibre はさらに訳の分からないものとなるのであろうか？

定理 7.2 (Puppe) (1) j の cofibre はホモトピー同値を除いて j1 : Cf → Cf/Y = Σ(X) に一致

し、さらに、j1 の cofibre はホモトピー同値を除いて −Σ(f) : Σ(X) → Σ(Y ) に一致する。

ただし、−Σ(f) は (−Σ(f))(t, x) = (1 − t, f(x)) により与えられる。

(2) q の fibre はホモトピー同値を除いて q1 : ≠(X) ↪→ Ff に一致し、さらに q1 の fibre

はホモトピー同値を除いて −≠(f) : ≠(Y ) → ≠(X) に一致する。 ただし、−≠(f) は

(−≠(f))(u)(t) = f◦u(1 − t) により与えられる。

従って δ = j1, @ = q1 とおいて、次の長い (co) fibre 列を得る：

(cofibre 列) X
f→ Y

j→ Cf
δ→ Σ(X)

−Σ(f)−→ Σ(Y )
−Σ(j)−→ ΣCf

−Σδ−→ Σ2X
Σ2f−→ Σ2Y

Σ2j−→ Σ2Cf → · · · ,

(fibre 列) · · · → ≠2Ff
≠2q−→ ≠2Y

≠2f−→ ≠2X
−≠@−→ ≠Ff

−≠q−→ ≠Y
−≠f−→ ≠X

@→ Ff
q→ Y

f→ X .
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7.2 fibration と co-fibration

ファイバー束や被覆空間を特徴づける性質として局所自明性があるが、その一つの帰結として、与

えられた束準同型の底空間での変形が束準同型の全空間での変形に持ち上がるという事実がある。

これが「Homotopy Lifting Property (HLP)」あるいは「Covering Homotopy Property (CHP)」であり、

その双対が「Homotopy Extension Property (HEP)」として知られる。

定義 7.3 (Fibration) 等化空間 p : Y ≥ B が fibration とは、次の条件が成立することである。

写像 f : X → Y と G : I(X) → B が等式 G◦i0 = p◦f を満たすなら、写像 K : I(X) → Y

で等式 p◦K = G, K◦i0 = f を満たすものが存在する。

X I(X)

Y B
≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

f

ƒ¬ //

i0

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

G

ƒƒ

K

//

p

(Cofibration) 中への同相 i : A ↪→ X が cofibration とは、次の条件が成立することである。

写像 f : X → Y と H : I(A) → Y が等式 p0◦ ad(H) = f◦i を満たすなら、写像 K : I(X) → Y

で等式 ad(K)◦i = ad(H), p0◦ ad(K) = f を満たすものが存在する。

A X

P(Y ) Y
≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

ad(H)

¬ ƒ
//

i

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

f

ƒƒ

ad(K)

//

p0





X ∪i I(A) I(X)

Y

ƒ¬ //

i0∪I(i)

≤≤

f∪H

zz

K





ただし、ad : M(I(X), Y )
≈−→ M(X, P(Y )) は随伴写像を対応させる同相写像である。

これらを組み合わせることで次の定理が得られる：

定理 7.4 与えられた fibration p : Y → B と cofibration i : A ↪→ X に対して、次が成立する。

(HLEP/HELP) 写像 f : X → Y と H : I(A) → Y と G : I(X) → B が等式 G◦i0 = p◦f , p0◦ ad(H)

= f◦i および G◦I(i) = p◦H を満たすなら、写像 K : I(X) → Y で等式 ad(K)◦i = ad(H),

p0◦ ad(K) = f , p◦K = G を満たすものが存在する。

A X I(X) I(A)

P(Y ) Y B Y

¬ ƒ
//

i

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

ad(H)

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

f

//

i0

ƒƒ

ad(K)

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

G

ƒƒ

K

_?
oo

I(i)

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

H

//

p0
//

p
oo

p





X ∪i I(A) I(X)

Y B

ƒ¬ //

i0∪I(i)

≤≤

f∪H

zz

K
≤≤

G

//

p




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7.3 相対 CW 複体と胞体近似定理

圏 Kφ における位相空間の対 (X, A) に対する胞体構造を考える。

定義 7.5 φ 相対空間 (X; A) が相対 CW 複体であるとは、次の条件を満たす X の閉部分空間族 Xi

(i-骨格と呼ばれる) i ≥ −1 が存在することである。

(1) X−1 = A, X =
1[

i=0

Xi (弱位相を持つ)

(2) Xi = C(Bi) ∪fi Xi−1, fi : Bi =
W

∏ Si−1
∏ → Xi−1 (連続写像) , i ≥ 0.

(注1) X0 = A q (discrete set)

(注2) Xi r Xi−1 =
`

∏ Ei の各連結成分 Ei ≈ Ri を X の i-胞体と呼び、ei などと表すことがある。

(注3) 特に A = ∅ のとき、X を CW 複体と呼び、A = ∗ のとき、X を基点付き CW 複体と呼ぶ。

このような胞体構造を保つ写像を考える。

定義 7.6 対写像 f : (X, A) → (Y, B) が相対胞体写像であるとは、(X, A) の i-骨格を Xi とし (Y, B)

の i-骨格をYi とするとき、f(Xi) ⊆ Yi, i ≥ 0 を満たすことである。

例 7.7 (1) Sn = C(Sn−1) ∪ {∗} より Sn は CW 複体であり、Sn = e0 ∪ en となる。

(2) RP i = C(Si−1) ∪ RP i−1 より RP n は CW 複体であり、RP n = e0 ∪ e1 ∪ · · · ∪ en となる。

(3) CP i = C(S2i−1) ∪ CP i−1 より CP n は CW 複体であり、CP n = e0 ∪ e2 ∪ · · · ∪ e2n となる。

(4) HP i = C(S2i−1) ∪ HP i−1 より HP n は CW 複体であり、HP n = e0 ∪ e4 ∪ · · · ∪ e4n となる。

しかし、胞体写像であるという条件はきつく、CW 複体と胞体写像の圏を考えることは却って取り扱い

が困難になる。 次の胞体近似定理がホモトピー的にその難点を取り除くことを可能にする。

定理 7.8 (相対胞体近似定理) 相対 CW 複体の間の対写像 f : (X, A) → (Y, B) に対して、胞体写像

g : (X, A) → (Y, B) で g ∼relA f をみたすものが存在する。

系 7.8.1 (胞体近似定理) CW 複体の間の写像 f : X → Y に対して、胞体写像 g : X → Y で g ∼ f

をみたすものが存在する。

CW 複体にホモトピー同値な空間対とその間の対写像のなす圏を CW2 で表し、基点付き CW

複体にホモトピー同値な基点付き空間とその間の写像のなす圏を CW∗ などと表す。
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第３章 ホモトピー不変量
8 簡約 (コ) ホモロジー論

8.1 簡約 (コ) ホモロジー群

単 位 元 1 を 持 つ 環 Λ に 対 し て、 アー ベ ル 群 M が 次 の 条 件 を 満 た す Λ の M へ の 作 用

Λ×M 3 (a, m) 7→ a·m ∈ M を持つとき、M を Λ-加群 (Λ を作用域とする加群) と呼ぶ。

(1) 1·m = m, m ∈ M ,

(2) a·(b·m) = (ab)·m, a, b ∈ Λ, m ∈ M ,

(3) (a + b)·m = a·m + b·m, a, b ∈ Λ, m ∈ M ,

(4) a·(m + n) = a·m + a·n, a ∈ Λ, m, n ∈ M .

また、Λ-加群 M から N への加群としての準同型 φ が条件 φ(a·m) = a·φ(m) を満たすとき、Λ-準同

型と呼ぶ。

さて、d を 2 以上の自然数または無限大 1 とし、Z/d = {i ∈ Z | 0 ≤ i < d} とおく。 従って、

例えば Z/1 = N̄ となる。 このとき、単位的可換環 R に対して、圏 RGMd を次で定め、次数付き

R-加群の圏と呼ぶ。 ここで R それ自体も、次数 0 に集中した次数付き R-加群とみなす。

(O) 圏 RGMd の対象は {Mi (R-加群) | i ∈ Z/d} (これを M∗ =
L

i∈Z/d Mi で表す)

(M) 圏 RGMd の M∗ から N∗ への射は {φi : Mi → Ni (R-準同型) | i ∈ Z/d} (φ∗ =
L

i∈Z/d φi)

次の七つの定理は、常 (コ) ホモロジーの７つの公理系をCW複体と簡約 (コ) ホモロジーの言葉で言い換

えたものである。

定理 8.1 (関手性) 単位的可換環 R 上の加群 G に対し、次が成立する。

(簡約ホモロジー) H̃∗( ; G) = H∗( , ∗; G) は圏 CW∗ から圏 RGM1 への共変関手である。

(簡約コホモロジー) H̃∗( ; G) = H∗( , ∗; G) は圏 CW∗ から圏 RGM1 への反変関手である。

定理 8.2 (ホモトピー不変性) 単位的可換環 R 上の加群 G に対し、次が成立する。

(簡約ホモロジー) f ∼ g ならば同じ準同型 H̃∗(f ; G) = H̃∗(g; G) を誘導する。
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(簡約コホモロジー) f ∼ g ならば同じ準同型 H̃∗(f ; G) = H̃∗(g; G) を誘導する。

定理 8.3 (長完全性) 単位的可換環 R 上の加群 G に対し、次が成立する。

(簡約ホモロジー) H̃∗( ; G) は定理 7.2 で得られた cofibre 列から長完全列を誘導する。

(簡約コホモロジー) H̃∗( ; G) は定理 7.2 で得られた cofibre 列から長完全列を誘導する。

定理 8.4 (切除性) 単位的可換環 R 上の加群 G と相対 CW 複体 (X, A) に対して、次が成立する。

(簡約ホモロジー) H∗(X, A; G) = H̃∗(X+/A+; G) で、特に H∗(X; G) = H̃∗(X+; G) となる。

(簡約コホモロジー) H∗(X, A; G) = H̃∗(X+/A+; G) で、特に H∗(X; G) = H̃∗(X+; G) となる。

定理 8.5 (懸垂同型) 単位的可換環 R 上の加群 G と CW 複体 X に対して、次が成立する。

(簡約ホモロジー) 自然同型 H̃i(ΣX; G) ∼= H̃i−1(X; G), (i ∈ Z) が成立する。

(簡約コホモロジー) 自然同型 H̃ i(ΣX; G) ∼= H̃ i−1(X; G), (i ∈ Z) が成立する。

定理 8.6 (加法性) 単位的可換環 R 上の加群 G とCW 複体の族 X∏, ∏ ∈ Λ に対して、次が成立する。

(簡約ホモロジー) 自然同型 H̃∗(
W

∏∈Λ X∏; G) ∼=
L

∏∈Λ H̃∗(X∏; G) が成立する。

(簡約コホモロジー) 自然同型 H̃∗(
W

∏∈Λ X∏; G) ∼=
Q

∏∈Λ H̃∗(X∏; G) が成立する。

定理 8.7 (次元性) 単位的可換環 R 上の加群 G に対して、次が成立する。

(簡約ホモロジー) H̃0(S0; G) = R かつ H̃i(S0; G) = 0, (0 6= i ∈ Z) である。

(簡約コホモロジー) H̃0(S0; G) = R かつ H̃ i(S0; G) = 0, (0 6= i ∈ Z) である。

8.2 （余）積の構造

これ以後、単位的可換環 R に対して G = R であるものとする。 まず R-加群 M , N の R 上の tensor

積 M⊗RN が次で与えられる。

(tensor 積) M⊗RN = hM×N の要素で生成される自由R-加群i/ ∼tensor ,
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ただし、∼tensor は (a·m + a0·m0, b·n + b0·n0) ∼tensor ab(m, n) + ab0(m, n0) + a0b(m0, n) + a0b0(m0, n0)

で生成される同値関係である。 このとき、(m, n) の同値類を m⊗n で表す。

次に、次数付き R-加群 M∗, N∗ に対して、その tensor 積 M∗⊗RN∗ を次の式で定める。

(次数付き tensor 積) (M∗⊗RN∗)i =
P

j, k ∈ Z/d
i=j+k mod d

Mj⊗RNk (有限直和) , i ∈ Z/d.

さらに、準同型 t = tA : A⊗RA → A⊗RA を t(x⊗y) = (−1)deg(x)deg(y)y⊗x で定義する。

また、同型 R⊗RA ∼= A ∼= A⊗RR により、これらを同一視することがある。

(次数付き可換結合的 R-代数) 次数付き R-加群 A が次数付き可換結合的 R-代数とは、次の条件を

満たす R-準同型 µ : A⊗RA → A が存在することである。

(1) µ◦(1⊗η) = 1 = µ◦(η⊗1) をみたす R-準同型 η : R → A が存在する。

(2) µ(µ(x⊗y)⊗z) = µ(x⊗µ(y⊗z)) を満たす。

(3) µ(x⊗y) = µ◦t(x⊗y) を満たす。

(次数付き可換結合的 R-余代数) 次数付き R-加群 A が次数付き可換結合的 R-余代数とは、次の条

件を満たす R-準同型 √ : A → A⊗RA が存在することである。

(1) (1⊗ε)◦√ = 1 = (ε⊗1)◦√ を満たす R-準同型 ε : A → R が存在する。

(2) (√⊗1)◦√ = (1⊗√)◦√ を満たす。

(3) √ = t◦√ を満たす。

さて常 (コ) ホモロジーはさらに次の構造を持つことが知られている。

定理 8.8 (外部積) 単位元を持つ可換環 R に対し、次が成立する。

(簡約ホモロジー) 自然な鎖準同型 ρ : C̃∗(X∧Y ; R) → C̃∗(X; R)⊗RC̃∗(Y ; R) （Alexander-Whitney

の写像） が存在し、ρ∗ : H̃∗(X∧Y ; R) → H̃∗(X; R)⊗RH̃∗(Y ; R) は次を満たす。

(1) ρ は X = {∗}+ または Y = {∗}+ のとき恒等写像を与える。

(2) (ρ∗⊗1)◦ρ∗ = (1⊗ρ∗)◦ρ∗ : H̃∗(X∧Y ∧Z; R) → H̃∗(X; R)⊗RH̃∗(Y ; R)⊗RH̃∗(Z; R)

(3) 交換写像 T : X∧Y → Y ∧X は ρ∗◦T∗ = t◦ρ∗ を満たす。
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(簡約コホモロジー) 自然な準同型 ρ∗ : H̃∗(X; R)⊗H̃∗(Y ; R) → H̃∗(X∧Y ; R) が次を満たす。

(1) ρ∗ は X = {∗}+ または Y = {∗}+ のとき恒等写像を与える。

(2) ρ∗◦(ρ∗⊗1) = ρ∗◦(1⊗ρ∗) : H̃∗(X; R)⊗H̃∗(Y ; R)⊗H̃∗(Z; R) → H̃∗(X∧Y ∧Z; R)

(3) 交換写像 T : X∧Y → Y ∧X は ρ∗◦t = T∗◦ρ∗ を満たす。

系 8.8.1 (1) R-準同型 µ = ρ∗◦∆∗ : H∗(X; R) = H̃∗(X+; R)
ρ∗◦∆̄∗−−−→ H̃∗(X+; R)⊗RH̃∗(X+; R) =

H∗(X; R)⊗RH∗(X; R) により、H∗(X; R) は次数付き可換結合的 R-余代数となる。

(2) R-準同型 √ = ∆∗◦ρ∗ : H∗(X; R)⊗RH∗(X; R) = H̃∗(X+; R)⊗RH̃∗(X+; R)
∆̄∗◦ρ∗
−−−→ H̃∗(X+; R) =

H∗(X; R) により、H∗(X; R) は次数付き可換結合的 R-代数となる。

上の性質から H∗(X; R) = H̄∗(X+; R) と H∗(X×X; R) = H∗(X∨X; R) ⊕ H∗(X∧X; R) が成立し、

H∗(X; R)⊗RH∗(X; R) = H∗(X∨X; R) ⊕ H̄∗(X; R)⊗RH̄∗(X; R)

より、準同型 ∆∗ の H̄∗(X; R)⊗RH̄∗(X; R) への制限は準同型 ∆̄∗ と同一視される。 同様に

H∗(X; R)⊗RH∗(X; R) = H∗(X∨X; R) ⊕ H̄∗(X; R)⊗RH̄∗(X; R)

より、準同型 ∆∗ の像の H̄∗(X; R)⊗RH̄∗(X; R) への射影は準同型 ∆̄∗ と同一視される。

定理 8.9 R が体のとき、ρ は鎖ホモトピー同値を与え、ρ∗ (ρ∗) は（コ）ホモロジー群の同型となる。

8.3 一般 (コ) ホモロジー論とコホモロジー作用素

Λ を次数付き可換結合的 R-代数として、次数付きの意味での Λ の作用を受ける次数付き加群すなわち

Λ-加群の圏を ΛGMd とし、M∗ ∈ ΛGMd とする。 このとき、h∗ が係数 M∗ の一般コホモロジー論

であるとは、定理 8.1 ∼ 定理 8.6 の簡約コホモロジーの性質が、H̃∗( ; G) を h∗( ) に、また定理

8.7の簡約コホモロジーの性質が、G を M∗ に置き換えて成立することである。 同様に、h∗ が係数

M∗ の一般ホモロジー論であるとは、定理 8.1 ∼ 定理 8.6 の簡約ホモロジーの性質が、H̃∗( ; G) を

h∗( ) に、また定理 8.7の簡約ホモロジーの性質が、G を M∗ に置き換えて成立することである。

ただし、定理 8.4 は簡約でない（コ）ホモロジー論の定義とみなす。

注 8.10 0 次元に集中した次数付き加群 G を係数とする一般コホモロジー論は H̃∗( ; G) に限る。

次を満たす自然な準同型 ∑ が存在するとき、h∗ は（係数 Λ の）乗法的コホモロジー論と呼ばれる。
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(1) ∑ は X = {∗}+ または Y = {∗}+ のとき恒等写像を与える。

(2) ∑◦(∑⊗1) = ∑◦(1⊗∑) : h∗(X)⊗Rh∗(Y )⊗Rh∗(Z) → h∗(X∧Y ∧Z)

(3) 交換写像 T : X∧Y → Y ∧X は ∑◦t = T∗◦∑ を満たす。

このとき、h∗(X+) は自然に次数付き可換結合的Λ-代数の構造を持つ。

定義 8.11 (非安定) コホモロジー作用素を定義する。

(コホモロジー作用素) k, n を整数とするとき、θ(X) : hk(X) → hk+n(X) という形の自然変換

θ : hk → hk+n を次数 n のコホモロジー作用素とよぶ。

(安定コホモロジー作用素) n を整数と、次数 n のコホモロジー作用素の列 θk : hk → hk+n が

θk(ΣX) = θk−1(X) を満たすとき、θ = {θk} を次数 n の安定コホモロジー作用素という。

h∗h を安定コホモロジー作用素の全体とし、次数 n の安定コホモロジー作用素全体を (h∗h)n とおく。

演習 8.12 h∗ が係数 Λ の乗法的コホモロジー論のとき、h∗h が次数付き Λ-代数となることを示せ。

9 ホモトピー群

9.1 基本群

定理 9.1 群の圏 G においては、与えられた二つの準同型 f1 : G0 → G1 と f2 : G0 → G2 に対して、

次を満たす群 G = G1 ∗G0 G2 (融合積) と準同型 j1 : G1 → G と j2 : G2 → G が存在する。

(1) 準同型 g1 : G1 → G0 と g2 : G2 → G0 が条件 g1◦f1 = g2◦f2 を満たすならば、g◦j1 = g1 かつ

g◦j2 = g2 を満たす準同型 g : G → G0 が一意的に存在する。

G0 G1

G2 G

G0

//

f1

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

f2

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

j1

∫∫

∀g1
//

j2

''

∀g2
¬¬

∃g

小論では、 Van Kampen の定理として知られる定理の最も弱い形しか必要としないので、一般の

融合積の構成についてはここでは述べないが、自由積は次のように構成される： G0 = 1 で、群
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G1, G2 の表示が Gi = hSi | Rii (i = 1, 2) と与えられているとき、G1 ∗ G2 = G1 ∗G0 G2 の表示が

G1 ∗ G2 = hS1∪S2 | R1, R2i で与えられる。

定理 9.2 (Van Kampen) CW∗ の三系 (X; K, L) に対し、K , L, K ∩ L が全て弧状連結ならば、同型

π1(K ∪ L) ∼= π1(K) ∗π1(K∩L) π1(L) が存在する。 特に π1(X ∨ Y ) ∼= π1(X) ∗ π1(Y ) である。

系 9.2.1 三系 (X; K, L) において、K , L が単連結かつ K ∩ L が弧状連結ならば X は単連結である。

従って、例えば S1 の n 個の一点和の基本群は n 個の要素を生成元とする自由群である。

9.2 高次ホモトピー群と Hurewicz の定理

基点付き空間 X 上の基点での loop 全体の空間 ≠(X) の連結成分は X 上の基点での loop のホモト

ピーによる同値類であると見なされる。 従って、π0(≠(X)) は X の基本群 π1(X) と同一視される。

この π0 と π1 の関係を次のように拡張する形で、高次のホモトピー群 πn(X) が帰納的に与えられる：

(1) π0(X) = hX の連結成分の全体i,

(2) πi+1(X) = πi(≠(X)) ∼= π0(≠i+1X).

空間 X の基本群の要素 [u] を取れば、u は連続写像 u : S1 → X と見なせ、1 次元ホモロジー群の間に

準同型 u∗ : H1(S1) → H1(X) を誘導する。 そこで、ρ(u) = u∗([S1]) とおく。

定理 9.3 (Hurewicz) X が弧状連結のとき、ρ : π1(X) → H1(X) は全射準同型であり、その核は交

換子群に一致する。 従って π1(X)ab
∼= H1(X) である。

空間や写像に対する連結性を次のように定義する。

定義 9.4 (空間) 空間 X が d-連結であるとは、X にホモトピー同値な CW 複体 Y でその d-骨格

が基点のみからなるものが存在することとする。

(写像) 写像 f : X → Y が d-連結であるとは、homotopy fibre Pf が d-連結であることとする。

(空間対) 空間対 (X, K) が d-連結であるとは、包含写像 i : K ↪→ X が d-連結であることとする。

例 9.5 例えば n 次元球面 Sn は Sn = {∗} ∪ en という CW 分割を持つから、n−1 連結である。

空間 X の πn(X) = π0(≠n(X)) の要素 [u] を取れば、u は連続写像 u : Sn → X と見なせ、n

次元ホモロジー群の間に準同型 u∗ : Hn(Sn) → Hn(X) を誘導する。 そこで、ρn(u) = u∗([Sn])

とおく。 このとき、定理 9.3 を拡張した次の定理が成立する：
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定理 9.6 (Hurewicz) n が 2 以上で X が n−1 連結のとき、ρn : πn(X) → Hn(X) は同型であ

り、ρn+1 : πn+1(X) → Hn+1(X) は全射である。

9.3 ホモトピー集合

空間対 (X, K), (Y, L) に対して、(X, K) から (Y, L) への対写像の全体をホモトピーで分類して得られ

る集合を [X, K; Y, L] で表す。 特に K = L = ∅ の場合は集合 [X, ∅; Y, ∅] を [X, Y ]free で表し (自由)

ホモトピー集合といい、K = L = (一点集合) の場合は集合 [X, ∗; Y, ∗] を [X, Y ] で表し (基点付き)

ホモトピー集合と呼ぶ。 ここでは基点付きの集合の圏を S∗ で表すことにする。

空間 X の懸垂が ΣX = X×[0, 1]/ ∼susp= X∧S1 という形で与えられ、基点付きの指数定理を用い

れば、[X∧S1, Y ] ∼= [X, ≠Y ] となる。 従って次の命題を得る。

命題 9.7 基点付き空間 X , Y に対して、[ΣX, Y ] と [X, ≠Y ] は自然に同一視できる。

さらに ΣX = X∧S1 = X∧ ○より、S1 = ○の中央をピンチする写像 µ : ○ → ８ = ○ ∨ ○

は、1X∧µ : X∧ ○ → X∧ ○ ∨X∧ ○を誘導するから、任意の写像 f, g : X∧○ → Y に対して

f + g = (f∨g)◦(1X∧µ) により二項演算が [ΣX, Y ] に与えられ、次が成立する：

命題 9.8 空間 X , Y に対して、基点付き集合 [ΣX, Y ] ∼= [X, ≠X] は、自然に群の構造を持

ち、[Σ2X, Y ] ∼= [ΣX, ≠X] ∼= [X, ≠2X] はアーベル群の構造を持つ。

ここで ΣSi = Si+1 であることに注意すれば、 任意の空間 X と整数 i に対して πi(X) ∼= [S0, ≠iX]

が成立する。 ただし、πi(X) ∼= [Si, X] (i-次元ホモトピー群) とする。

系 9.8.1 πi(X) は、i = 0 で基点付き集合、i = 1 で群、i ≥ 2 でアーベル群となる。

基点付き空間 X を固定し、Y ∈ CW∗ に対して集合 [Y, X] を対応させる対応を [−, X] で表す。

演習 9.9 対応 [−, X] は圏 CW∗ から圏 S∗ への反変関手を与えることを示せ。

基点付き空間 X を固定し、Y ∈ CW∗ に対して集合 [X, Y ] を対応させる対応を [X, −] で表す。

演習 9.10 対応 [X, −] は圏 CW∗ から圏 S∗ への共変関手を与えることを示せ。

さて、基点付きの集合の列

· · · fi−2−→ Ai−1
fi−1−→ Ai

fi−→ Ai+1
fi+1−→ · · · , i ∈ Z

が条件 im fi−1 = (fi)−1(∗), i ∈ Z を満たすとき、ここではこの列を (長) 完全列と呼ぶ。

命題 9.11 (1) 関手 [−, X] は、Puppe の cofibre 列を長完全列にうつす。
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(2) 関手 [X, −] は、Puppe の fibre 列を長完全列にうつす。

さて、K∗ における指数法則を用いれば Puppe の fibre 列より次を得る。

系 9.11.1 写像 f : Y → X に対して次は長完全列である。

· · · −→ πi+1(Y )
f∗−→ πi+1(X) −→ πi(Pf) −→ πi(Y )

f∗−→ πi(X) −→ · · ·

特に f が中への同相のとき、この系列の πi(Pf) を πi+1(X, Y ) などと表示する。

· · · −→ πi+1(Y )
f∗−→ πi+1(X) −→ πi+1(X, Y ) −→ πi(Y )

f∗−→ πi(X) −→ · · ·

定義 9.12 全ての次元でホモトピー群の同型を誘導する写像を弱 (ホモトピー) 同値写像と呼ぶ。

空間 X , Y が弱同値とは、空間 Z と弱同値写像 φ : Z → X と √ : Z → Y が存在 することである。

写像 f1 : X1 → Y1, f2 : X2 → Y2 が弱同値とは、写像 f0 : X0 → Y0 と弱同値写像 φi : X0 → Xi と

√i : Y0 → Yi (i = 1, 2) で fi◦φi ∼ √i◦f0 (i = 1, 2) を満たすものが存在することである。

弱同値な空間はホモトピー同値となるであろうか？ CW 複体でない場合には反例が存在する

が、 CW 複体の場合には次の J. H. C. Whitehead の定理がこれに肯定的に答えるものである。

定理 9.13 (J. H. C. Whitehead) 弧状連結な CW 複体 X , Y の間の写像 f : X → Y が全ての次元の

ホモトピー群の同型を誘導するならば、f はホモトピー同値である。

定義 9.14 特に fibration に弱同値な写像を弱 fibration (quasi-fibration) などと呼ぶことがある。

9.4 Blakers-Massey の定理

次の定理は Freudenthal の懸垂定理と呼ばれる。

定理 9.15 (Freudenthal) 懸垂の誘導する準同型 Σ∗ : πq−1(Sr−1) → πq(Sr) は、q < 2r−2 で同型で

q = 2r−2 で全射である。

さて、次の homotopy pullback を考える：

F(f, g) Y

Z X

//

q0

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

q1

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

f

//

g
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系 9.15.1 このとき、次の長完全列が従う。

· · · −→ πi+1(Y )⊕πi+1(Z)
f∗−→ πi+1(X) −→ πi(F(f, g)) −→ πi(Y )⊕πi(Z)

f∗−→ πi(X) −→ · · ·

特に f, g が中への同相のとき、この系列の πi(F(f, g)) を πi+1(X; Y, Z) などと表示する。

· · · −→ πi+1(Y )⊕πi+1(Z)
f∗−→ πi+1(X) −→ πi+1(X; Y, Z) −→ πi(Y )⊕πi(Z)

f∗−→ πi(X) −→ · · ·

Freudenthal の懸垂定理は、次の Blakers-Massey のホモトピー切除定理の特別な場合である。

定理 9.16 (Blakers-Massey) 空 間 A が連結で空間対 (Y, A) が n 連結かつ (Z, A) が m 連結

(n, m ≥ 1) のとき、写像 f : A → Y , g : A → Z に対し homotopy pushout X = I(f, g) は、 Van

Kampen の定理より単連結である。 そこで自然な包含写像 h : Y ↪→ X と k : Z ↪→ X の homotopy

pullback F(h, k) をとる。

A

F(h, k) Y

Z X

''

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

f

¬¬

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

j

∫∫

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

g
//

q0

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

q1

_ƒ

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

h

¬ ƒ
//

k

このとき、自然な包含写像 j : A ↪→ F(h, k) に対して次が成立する。

j∗ : πi(A) ∼= πi+1(X; Y, Z), (同型) if i < n+m−1,

j∗ : πn+m−1(A) ≥ πn+m(X; Y, Z). (全射) if i = n+m−1,

この定理から直ぐに導かれ、特に有用と思われる二つの系を挙げておく。

系 9.16.1 CW 複体 K が (r−2)-連結のとき、懸垂の誘導する準同型 Σ∗ : πq−1(K) → πq(ΣK) は

q < 2r−2 で同型で q = 2r−2 で全射である。 特に K = Sr−1 の場合が Freudenthal の定理である。

系 9.16.2 CW 複体 X が (n−1)-連結かつ Dim(X) ≤ 2n−1 のとき、次の条件を満たす CW 複体 K

が存在する。

(1) ホモトピー同値 X ' ΣK がある。

(2) K は (n−1) 連結かつ hK の次元i = hX の次元i−1 である。
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第４章 L–S の猫
10 Lusternik とSchnirelmann の猫たち

10.1 幾何的な猫たち

問題 10.1 閉多様体 M 上の smooth function f : M → R の critical points は、最小限、いったいいく

つあるであろうか？

その最少数を Crit(M) で表すことにする。 もしさらにこの critical points に 「非退化」 という条件

を付け加えた場合、上の問題は次のように変化する。

問題 10.2 閉多様体 M 上の Morse function f : M → Rの critical points は、最小限、いったいいく

つあるであろうか？

Morse function ならば critical points はハンドル分解に対応し、従ってそのホモトピー論的な下限として

は M の胞体分解での胞体の個数が対応する。 しかし始めに述べたような critical points での Hessian

の退化があり得る状況では、むしろ embedded closed balls による被覆の枚数に対応する。

定理 10.3 (Takens 1968 [139]) 閉多様体 M に対し Crit(M) ≤ Dim(M)+1 が成立する。

さて閉多様体 M は、いったい何枚の embedded closed balls で覆い尽くせるであろうか？ その最少数

を Ball(M) で表すと、[139]の証明から次の不等式が得られる。

定理 10.4 (Takens [139]) 閉多様体 M に対し Ball(M) ≤ Crit(M) ≤ Dim(M)+1 が成立する。

定義 10.5 位相空間 X の単体分割は、いったい何枚の可縮な閉集合で覆い尽くせるであろうか？

その最少数から 1 を引いた数を gCat(X) で表す。

これもホモトピー不変でない幾何的な猫の一種である。

10.2 古典的な猫たち

さて幾何的な猫 gCat(−) をホモトピー不変量としたものが Lusternik と Schnirelmann の猫たちであ

る： まず次の言葉を用意する。 位相空間Xの部分集合 A は、その包含写像 i : A ↪→ X が定置写像に

homotopic であるとき categorical (猫的) と呼ばれる。 この概念を 「可縮」 のかわりに用いること

で、次の不変量が得られる。

定義 10.6 (Lusternik-Schnirelmann [97]) 閉多様体 M は、いったい何枚の猫的な閉集合で覆い尽く

せるであろうか？ その最少数から 1 を引いた数を cat(M) で表す。
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R. Fox [47] によれば、閉多様体 M の Lusternik-Schnirelmann の猫 cat(M) の定義において、

「閉集合」を「開集合」に置き換えても、値は変わらない。 さらに G. W. Whitehead [151, 152],

Berstein-Ganea [13] によれば、多様体 M に対しては L– S の猫の定義において、「閉集合」 を

「包含写像が homotopy 拡張性質を持つ (= NDR) 閉集合」 に置き換えても、値は変わらない。

ところが猫的な NDR 閉集合 A に対する包含写像 iA : A ↪→ X の null-homotopy は、恒等写像

1X : X → X を変形して、A を基点に潰す写像 rA : X → X , rA(A) = {∗} にする homotopy に拡張さ

れる。 従って m+1 枚の猫的な NDR 閉集合によって X が覆われるとき、上の拡張された homotopy

を並べることで m+1 重対角写像 ∆m+1 : X →
Qm+1 X を 「 fat wedge」 と呼ばれる部分空間

Qm+1
m X = {(x0, x1, ..., xm) ∃i s.t.xi = ∗} ⊆

Qm+1 X に圧縮する homotopy が得られる。 本稿では

ホモトピー論で標準的な次の定義を L–S の猫の定義として採用する：

定義 10.7 (G. W. Whitehead [151, 152])

cat(X) = Min

Ω
m ≥ 0

The m+1-fold diagonal map ∆m+1 : X →
Qm+1 X is

compressible into
Qm+1

m X ⊆
Qm+1 X.

æ

(この
Qm+1

m (X) = {(x0, x1, ..., xm) ∃ixi = ∗} は「fat wedge」などと呼ばれる)

定理 10.8 (L–S [97], Takens [139], James [83], Whitehead [152]) (1) 閉多様体 M に対して不等

式 「cat(M)+1 ≤ gCat(M)+1 ≤ Ball(M) ≤ Crit(M) ≤ Dim(M) + 1」 が成立する。

(2) CW 複体 X に対して不等式 「cat(X) ≤ gCat(X)」 が成立する。

上の (2) に挙げた不等式を用いて、 Ganea の 「強い」 猫が次のように与えられる：

定義 10.9 (Ganea [50]) 位相空間 X に対して、X とホモトピー同値な CW 複体 Y 全体を考

え、gCat(Y ) の最小値を Cat(X) で表すことにする。

Ganea は cone-length などと呼ばれる「強い」猫のもう一つの定義を与えている。

定義 10.10 (Ganea [50]) 位相空間 X に対して、CW 複体の連続写像の有限集合 {hn : An → Yn−1 m

≥ n ≥ 1} で、Y0 = {∗} と Yn = Chn−1 (m ≥ n ≥ 1) をみたし Ym ' X となるものをすべて考える。

各々の集合はいったいいくつの写像からなるのであろうか？ その最少数を Cone(X) で表す。

定理 10.11 (Ganea [50]) 位 相 空 間 X に 対 し て 常 に Cone(X) = Cat(X) で あ り、 等 式

cat(X) = Min{Cat(Y ) ; Y ' X ∨ Z for some Z} が成立し、従って Cat(X) ≤ cat(X) + 1 である。
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略証: (前半) Cone(X) の値による帰納法を用いて 「Cone(X) ≥ Cat(X)」 が示される。

また逆向きの不等号は、Cat(X) の値による帰納法で示される。

(後半) cat(X) ≤ m となる為には、Cone(Y ) ≤ m をみたす空間 Y で Y ' X ∨ Z となるものが存

在することが必要十分であることが示される。 終り.

系 10.11.1 cat(X) = Min{Cat(Y ) ; Y は X を支配する}

Cornea は An = ΣnBn に限定して 「強い」 猫の新たな定義を与えた。

定義 10.12 (Cornea [25]) 位 相 空 間 X に 対 し て、 CW 複 体 の 連 続 写 像 の 有 限 集 合

{hn : ΣnBn → Yn m ≥ n ≥ 0} で、Y0 = {∗} と Yn+1 = Chn (m−1 ≥ n ≥ 0) をみたし Ym ' X

となるものをすべて考える。 各々の集合はいったいいくつの写像からなるのであろうか？

その最少数から 1 を引いた数を Cl(X) で表すことにする。

定理 10.13 (Cornea [27]) 位相空間 X に対して 「Cl(X) = Cat(X)」 が成立する。

以上のように 「強い猫」 は本質的には unique であることが分かっている。

さらに ΣnBn として球面の一点和をとることで有理ホモトピー論における cone-length cl(X)

に類似した不変量 CatS(X) が得られ、これを用いて catS(X) が次のように定義される。

定義 10.14 catS(X) = Min{CatS(Y ) ; Y は X を支配する}.

定理 10.15 (L–S [97], James [83], Takens [139, 140], Ganea [50]) (1) 閉多様体 M に対して、次

の不等式が成立する。

Cat(M) ≤ cat(M)+1 ≤ Cat(M)+1 ≤ gCat(M) + 1 ≤ Ball(M) ≤ Crit(M) ≤ Dim(M)+1.

(2) CW 複体 X に対して、次の不等式が成立する。

Cat(X)−1 ≤ cat(X) ≤ Cat(X) ≤ gCat(X) ≤ Dim(X).

定理 10.16 (1) 閉多様体 M に対して、次の不等式が成立する。

catS(M)+1 ≤ CatS(M)+1 ≤ CV(M) ≤ Dim(M)+1.

(2) CW 複体 X に対して、不等式 「catS(X) ≤ CatS(X) ≤ Dim(X)」 が成立する。

| CatS(X)− catS(X)| などについては不明な点が多く、これらについてこれ以上は立ち入らない。

10.3 古典的な弱い猫たち

L–S の猫や強い猫たちに比べてより弱い不変量ではあるが、より計算の可能性が高い猫たちが幾つか知

られている。 そのうちの古典的なものを以下に述べる。
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定義 10.17 (G. W. Whitehead [151, 152])

wcat(X) = Min
©

m ≥ 0
ØØ∆̄m+1 : X →

Qm+1 X →
Vm+1 X is null-homotopic

™

このとき
Vm+1 X =

Qm+1 XQm+1
m X

に注意すれば位相空間 X に対して次が成立する。

定理 10.18 (G. W. Whitehead [151, 152]) (1) wcat(X) ≤ cat(X).

(2) h∗ を乗法的な一般コホモロジー論とする。 h̃∗(X) のどれかの m 個の元の積が 0 でないなら

ば、wcat(X) ≥ m が成立する。

略証: まず (1) は、cat(X) = m とすると、∆m+1 : X →
Qm+1 X が

Qm+1
m X に compressible

であることから、 reduced diagonal ∆̄m+1 : X → ∧m+1X は零ホモトープであり、従って定義から

wcat(X) ≤ m = cat(X) が成立する。 次に (2) は対偶を示す： wcat(X) < m とすると、定義から

∆̄m : X → ∧mX は零ホモトープである。 さらに h̄∗(X) の任意の m 個の元の積は

h̄∗(X)⊗h∗· · ·⊗h∗h̄∗(X) −→ h̄∗(X∧· · ·∧X)
∆̄m∗
−−→ h̄∗(X)

の像に入り、∆̄m∗ = 0 なのですべて 0 である。 終り.

定義 10.19 位相空間 X に対して cup-length を定める。 cup-length は有理ホモトピー論では c(−)

と表示されるが、ここでは (total) Chern class との競合を避けて cup(−) と表示する：

(1) h を乗法的コホモロジー論とするとき、

cup(X; h) = Min
n

m ≥ 0
ØØØ∀{u0,··· ,um∈h̃∗(X)} u0·u1·· · ··um = 0

o
と定める。

(2) cup(X) = Max {cup(X; h) |h は乗法的コホモロジー論}と定める。

定理 10.20 任意の乗法的コホモロジー論 h∗(−) に対し次の不等式／等式が成立する：

(1) cup(X; h) ≤ cup(X) ≤ wcat(X) ≤ cat(X).

(2) cup(X) = Min
n

m ≥ 0
ØØØ∆̃m+1 : X → ∧m+1X は stably trivial

o

証明: (1) は定義より明らかである。 そこでここでは (2) を証明する： 始めに m = (右辺)

とすれば、 cup-length の定義より直ちに cup(X) ≤ m を得る。 次に、逆向きの不等号を示す：

まず、空間 X の懸垂 spectrum の多重スマッシュ積
Vi(X) =

ViΣ1X = Σ1ViX (i ≥ 0) の無限

wedge 和で表される次のような乗法的 spectrum EX をとり、hX(−) = {(−), EX} と定義する：
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EX = (S0) ∨ (X) ∨
V2(X) ∨ · · · ∨

Vm(X) ∨
Vm+1(X) ∨ · · · .

そして ∂ ∈ h̃∗
X(X) = {(X), EX} を wedge 和についてEX の 2 番目の因子 (X) の EX への包含写像で表

される要素とすると、∂m = ∆̄m∗(∂⊗ · · · ⊗∂) ∈ h̃∗
X(X) = {(X), EX} は ∆̄m : X →

Vm X で代表される

EX の m+1 番目の因子
Vm(X) の EX への包含写像で表される要素なので、m の取り方から non-trivial

である。 従って cup(X) ≥ cup(X; hX) ≥ m を得る。 終り.

また位相空間が単連結の場合、これらの弱い猫たちと L–S の猫は全てを p-local で考えることによ

り、p-local version である cupp(−),wcatp(−), catp(−), Catp(−) とその間の不等式を得る。

cup(X) ≤ wcat(X) ≤ cat(X) ≤ Cat(X), cupp(X) ≤ wcatp(X) ≤ catp(X) ≤ Catp(X),

cupp(X) ≤ cup(X), wcatp(X) ≤ wcat(X), catp(X) ≤ cat(X), Catp(X) ≤ Cat(X).

11 L–S の猫の計算

11.1 L–S の猫の一般的性質

例 11.1 (1) cat({∗}) = 0. より一般に可縮な空間 D に対し cat(D) = 0 が成立する。

(2) cat(Sn) = 1. より一般に懸垂空間 ΣV に対し cat(ΣV ) ≤ 1 が成立する。

(3) 位相空間 X が位相空間 Y を支配すれば、cat(X) ≥ cat(Y ) が成立する。 特に、位相空間 X

が位相空間 Y とホモトピー同値ならば、cat(X) = cat(Y ) が成立する。

(4) (Varadarajan [148], Hardie [57]) F を fibre と す る fibre 束 p : E → B は 不 等 式

cat(E)+1 ≤ (cat(F )+1)·(cat(B)+1) をみたす。

(5) (Fox [47]) 位相空間 X, Y に対して、cat(X×Y ) ≤ cat(X)+ cat(Y ) が成立する。

定理 11.2 (Ganea [50]) (d−1) 連結 (d ≥ 2) な位相空間 X は Cat(X) ≤ Dim(X)

d
を満たす。

略証: X の (d−1)- skeleton は {∗} であるとしてよい。 まず k ≥ 0 に対し Xk を X

の ((k+1)d − 1)- skeleton と す る。 商 空 間 Xk+1/Xk の 次 元 と 連 結 性 の 関 係 か ら、 こ れ

は何らかの空間 Kk の懸垂である：X0 = {∗}、X1 ' ΣK1 また Xk+1/Xk ' ΣKk。 よって

X1 ' X0 ∪h0 C(K0), h0 = ∗ : K0 → {∗} である。 さて k ≥ 1 のとき Blakers-Massey の定理から商
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写像 p : (Xk+1, Xk) → (Xk+1/Xk, {∗}) は q < (k+2)d−1 で同型となり、q = (k+2)d−1 で全射となる

準同形 p∗ : πq(Xk+1, Xk) → πq(Xk+1/Xk) を誘導する。 従って ≠(p) : ≠(Xk+1, Xk) → ≠(Xk+1/Xk)

は (k+2)d−2 連結である。 Dim(Kk) ≤ (k+1)d − 2 より、J. H. C. Whitehead の定理より

[C(Kk), Kk; Xk+1, Xk] = [Kk, ≠(Xk+1, Xk)] → [Kk, ≠(Xk+1/Xk)] = [ΣKk, ΣKk]

は全射となる。 右辺の ΣKk の恒等写像に対応する写像 χk ∈ [C(Kk), Kk; Xk+1, Xk] を左辺

から選び、hk = χk|Kk
: Kk → Xk とおけば Xk+1 ' Xk ∪hk

C(Kk), hk : Kk → Xk (k ≥ 1) を得

る。 これは Cat(Xm) ≤ m (m ≥ 0) を意味する。 そこで Dim(X) = nd + r, 0 ≤ r < d とする

と、Dim(X) ≤ (n+1)d − 1 より Cat(X) = Cat(Xn) ≤ n ≤ Dim(X)
d を得る。 終り.

懸垂空間 ΣA は co-group-like なコホップ空間であり、it : ΣA ↪→ ΣA∨ΣA を第 t 成分への包含写像

(t = 1, 2)、pt : ΣA∨ΣA → ΣA を第 t 成分への射影 (t = 1, 2) とすると、 ps∗it = δs,t·1ΣA (δs, t は

Kronecker の δ) が成立する。 また evX : Σ≠(X) → X は代入写像とする。

定理 11.3 (Ganea [51]) 位相空間 A, B に対する次の群の系列は、短完全列である：

1 → [ΣB, ≠(ΣA)∗≠(ΣA)]
[e1,e2]∗−−−−→ [ΣB, ΣA∨ΣA]

p1∗×p2∗−−−−−→ [ΣB, ΣA] × [ΣB, ΣA] → 1.

(写像 i1∗×i2∗ が p1∗×p2∗ の右逆写像を与える) 　 ただし [e1, e2] は e1=i1◦evΣA と e2=i2◦evΣA との一

般 Whitehead 積である。 ΣA×ΣA 上にあるこの fibration を diagonal map ∆ : ΣA → ΣA×ΣA

によって ΣA 上に誘導してできる Ganea [51]の fibration ≠(ΣA)∗≠(ΣA)
p≠ΣA

1−−−→ Σ≠ΣA
eΣA

1−−→ ΣA は、

Hopf 空間 ≠ΣA に対する Sugawara の Hopf fibration に一致し、次の短完全列を導く：

1 → [ΣB, ≠(ΣA)∗≠(ΣA)]
p≠ΣA

1 ∗−−−→ [ΣB, Σ≠ΣA]
eΣA

1 ∗−−−→ [ΣB, ΣA] → 1,

(写像 Σ∗ ad∗ と準同形 σ(ΣA)∗ とがともに eΣA
1 ∗ の右逆写像を与える) ただし σ(ΣX)はσ(ΣX)(t, x) =

(t, `x), `x(u) = (u, x) により与えられる。 従っていかなる写像 f : ΣB → ΣA に対しても

eΣA
1 ◦σ(ΣA)◦f ' f ' eΣA

1 ◦Σ ad f = eΣA
1 ◦Σ≠f◦σ(ΣB), ad(f)(b) = f◦`b が成立する。

定義 11.4 (B-H [14]) 任意の写像 f : ΣB → ΣA に対し p≠ΣA
1 ◦g ' σ(ΣA)◦f − Σ≠f◦σ(ΣB) をみた

す g : ΣB → ≠(ΣA)∗≠(ΣA) が up to homotopy で一意的に存在する (Saito [120]) 。 この g を H1(f)

で表し、Berstein-Hilton の (一次の) Hopf 不変量と言う。

注 11.5 Berstein-Hilton に よ る 本 来 の (高 次) Hopf 不 変 量 Hm は Whitehead の criterion

に 従 い、 ホ モ ト ピー 集 合 [C(Σ(B)), Σ(B);
Qm+1 X,

Qm+1
m X] (m=1 & X=Σ(A) の 場 合 は
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[C(Σ(B)), Σ(B); Σ(A)×Σ(A), Σ(A)∨Σ(A)]) に値を持つ。 一方で定義 11.4 における H1 の定義も

ループ空間の A1 構造を用いて一般化され高次 Hopf 不変量のもう一つの定義を与える。 これら二つ

の定義が等価であることも I [73], Stanley [130]) により明らかにされたが、新しい定義にはいくらかの

利点がある。 なぜなら我々は A1 構造の強力な性質を使えるようになるからである。

定理 11.6 (B-H [14]) 任意の写像 f : Sq → Sr に対して、接着空間 Q = Sr ∪f eq+1 の L–S の猫は

「cat(Q) = 1 ⇐⇒ H1(f) = 0」 かつ 「cat(Q) = 2 ⇐⇒ H1(f) 6= 0」 をみたす。

11.2 L–S の猫の計算と問題

例 11.7 (1) cat(Sn1×Sn2× · · · ×Snr) = r, ni ≥ 1, (1 ≤ i ≤ r). 特に cat(T r) = r, r ≥ 1.

(2) (Singhof [126, 127]) n ≥ 1 に対して

cup(U(n)) = cat(U(n)) = Cat(U(n)) (= n = cup(U(n); Z),

cup(SU(n)) = cat(SU(n)) = Cat(SU(n)) (= n−1 = cup(SU(n); Z).

(3) (James-Singhof [85]) 2 ≤ n ≤ 8 に対して

cup(SO(n)) = cat(SO(n)) = Cat(SO(n)) (= cup(SO(n); Z/2Z).

(4) (I-Mimura [77], I-Mimura-Nishimoto [78]) 3 ≤ n ≤ 8 に対して

cup(Spin(n)) = cat(Spin(n)) = Cat(Spin(n)) (= cup(Spin(n); KO)?)

(5) (Schweitzer [124], Fernándes Suárez-Gómez Tato-Tanré-Strom [44], I-M [77])

cup(Sp(n)) = cat(Sp(n)) = Cat(Sp(n)) (= 2n−1), n ≤ 3.

演習 11.8 2 次元 torus T 2 上に、T 2 を覆う 3 枚の closed disks を図示せよ。

問題 11.9 Cat(M×S`) = cat(M)+1, (` ≥ 1) は成立するか？
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第５章 A1 構造と L–S の猫

12 Ganea の空間

12.1 Ganea の fibre-cofibre 構成と homotopy pullback

CW 複体の間の写像 f : K → X に対して、fibre 空間 Ff

if
↪→ Pf

qf−→ X をとると、自明な包含写像

K ↪→ Pf はホモトピー同値を与え、商写像 qf : Pf → X は f : K → X の拡張であり、かつ

if : Ff → Pf との合成写像は自明である：

qf◦if = ∗ : Ff ↪→ Pf −→ X, qf |K = f, K
'
↪→ Pf .

そこで if : Ff → Pf の homotopy cofibre jf : Pf ↪→ Cif
= Pf ∪ C(Ff) を取り、G(f) = Cif

とお

けば、qf : Pf → X は G(f) ⊃ Pf への自明な拡張 e(f) : G(f) → X , e(f)(C(Ff)) = ∗ を持つ。

そこで、写像 f : K → X からその拡張 e(f) : G(f) → X を与える構成法を、Ganea の fibre-cofibre

構成と呼ぶ。

定義 12.1 CW 対 (X, A) に対してその包含写像を f : A ↪→ X とするとき、Ganea の fibre-cofibre

構成を f に対して m 回繰り返して得られる写像を e(X,A)
m : Gm(X, A) → X で表す：

(1) G0(X, A) = A かつ e(X,A)
0 = f である。

(2) Gm+1(X, A) = G(e(X,A)
m ) かつ e(X,A)

m+1 = e(e(X,A)
m ) である。

定理 12.2 (Ganea) 基点付き空間 X に対して、cat(X) ≤ m となるには、e(X,A)
m : Gm(X) → X

にホモトピー右逆写像が存在することが必要十分である。 ただし、Gm(X) = Gm(X, ∅) である。

注 12.3 与えられた写像 f : K → X に対する拡張 f 0 : G(f) → X は一意では無いことを注意する。

従って Ganea の fibre-cofibre 構成はその様な拡張の中に自然なものが存在することを示したものと

考えることができるが、その構成はホモトピー圏の中での圏論的な構成とは言い難い。 実は Gm(X)

には、ホモトピー圏の中で圏論的にも自然な構成法 (cf. I [71]) が存在する：

定義 12.4 CW 対 (X, A) に対して、包含写像 k : Tm+1(X, A) ↪→
Qm+1(X, A) と対角線写像

∆m+1 : X →
Qm+1 X の homotopy pullback を Gm(X, A) とし、誘導される X への自然な射影を

e(X,A)
m : Gm(X, A) → X とする。
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この定義を採用すると、定理 12.2 は補題 6.4 から自明となる。

これ以後小論では、定義 12.4 による Ganea の空間の構成法を Ganea の fibre-cofibre 構成の繰り返

しの代わりに採用する。 実は、その標準的な構成が空間 X のループ空間の A1 構造で与えられる：

定理 12.5 (Stasheff) CW 複体 X のループ空間 ≠(X) に随伴する「標準的」な A1 構造は、

(1) fibre 列 Em+1(≠(X))
p≠(X)

m→ P m(≠(X))
eX

m→ X , (m ≥ 0) と

(2) cofibre 列 Em+1(≠(X))
p≠(X)

m→ P m(≠(X)) ↪→ P m+1(≠(X)), (m ≥ 0) および

(3) P 0(≠(X)) = ∗, E1(≠(X)) = ≠(X) を満たすものとして与えられる。

実はこの標準的な A1 構造は、定義 12.4 の構成と本質的には一致することが分かる。

定義 12.6 位相空間 G に対して、 以下の３条件を満たす {(Ek, Bk, pk : Ek → Bk) ; 1≤k<1}

が存在する時、 これを G の A1 構造と言う。

(1) B1 = {∗} かつ E1 = G であり、 p1 : E1 → B1 は自明な写像である。

(2) Ek は Ek+1 の 中で可縮となり、J. H. C. Whitehead の定理より E1 は可縮である。

(3) pk : Ek → Bk は G を fibre とする quasi-fibration である。

定理 12.7 (Stasheff [131]) CW 複体 X に対して、与えられた ≠(X) の A1-構造 {(Ek, Bk, pk :

Ek → Bk) ; 1≤k≤m} が B1 ' X を満たすならば、 ≠(X) の標準的な A1-構造に付随する写像

Bk(X) ⊂ B1(X) ' X は、与えられた A1-構造に付随する写像 Bk ⊆ B1 ' X を経由する。

系 12.7.1 CW 複体 X に対して、≠(X) の標準的 A1-構造 {Bk+1(X)} は B1(X) ' X をみたす。

例 12.8 (1) Bk+1(S0) = RP k、 Bk+1(S1) = CP k、 B̃k+1(S3) = HP k (0 ≤ k ≤ 1) 。

(2) B1(S7) = ∗、 B2(S7) = S8、 B̃3(S7) = OP 2 (Cayley plane)。

注 12.9 古典的な射影空間との類比から、 Bk+1(X) を P k(X) により表すことがある。

系 12.9.1 Cat(P m(≠(X))) ≤ m であり、 従って cat(P m(≠(X))) ≤ m である。

定理 12.10 (Cornea [25]) cat(X) = m のとき、 i ≤ m ならば cat(P i(≠(X))) = i であり、 i ≥ m

ならば cat(P i(≠(X))) = m である。
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12.2 pushout-pullback 補題

CW 対 (X, A), (Y, B) をとり、i : A ⊂ X と j : B ⊂ Y を包含写像とする。 さらに与えられた写像

f : Z → X と g : Z → Y に対して写像余錐と（二重）写像余柱をとる：

F i = {(a, `X) ∈ A × P(X)|∗ = `X(0), i(a) = `X(1)} ' {`X ∈ P(X)|∗ = `X(0), `X(1) ∈ A},

F j = {(b, `Y ) ∈ B × P(Y )|∗ = `Y (0), j(b) = `Y (1)} ' {`Y ∈ P(Y )|∗ = `Y (0), `Y (1) ∈ B},

P i,f = {(z, `X) ∈ Z × P(X)|f(z) = `X(0), `X(1) ∈ A},

Pj,g = {(z, `Y ) ∈ Z × P(Y )|g(z) = `Y (0), `Y (1) ∈ B},

同様に写像 i×j : A×B ⊂ X×Y , k : X×B∪A×Y ⊂ X×Y と (f, g) = (f×g)∆Z : Z → X×Y に対し

F i×j = {(`X , `Y ) ∈ P(X) × P(Y )|∗ = `X(0), ∗ = `Y (0), `X(1) ∈ A, `Y (1) ∈ B} = F i×F j,

Fk = {(`X , `Y ) ∈ P(X) × P(Y )|∗ = `X(0), ∗ = `Y (0) and (`X(1), `Y (1)) ∈ A×Y ∪X×B},

P i×j,(f,g) = {(z, `X , `Y ) ∈ Z × P(X) × P(Y )|f(z) = `X(0), g(z) = `Y (0), (`X , `Y ) ∈ F i×j},

Pk,(f,g) = {(z, `X , `Y ) ∈ Z × P(X) × P(Y )|f(z) = `X(0), g(z) = `Y (0), (`X , `Y ) ∈ Fk}.

をとり、自然な射影 φ : P i×j,(f,g) → P i,f と √ : P i×j,(f,g) → Pj,g を次で与える：

φ(z, `X , `Y ) = (z, `X), √(z, `X , `Y ) = (z, `Y ).

このとき、次の補題を得る。

補題 12.11 CW 対 (X, A), (Y, B) と CW 複体 Z、および写像 f : Z → X , g : Z → Y に対し

て、写像 (f, g) : Z → X×Y と k : X×B∪A×Y ⊂ X×Y の homotopy pull-back Pk,(f,g) は自然に

φ : P i×j,(f,g) → P i,f と √ : P i×j,(f,g) → Pj,g の homotopy push-out のホモトピー型を持つ：

P i×j,(f,g) P i,f

HPO

Pj,g Pk,(f,g) X×B ∪ A×Y

HPB

Z X×Y

//

φ

≤≤

√

_ƒ

≤≤

ƒ¬ // //

≤≤

_ƒ

≤≤

k

//

(f,g)
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略証: まず E = Pk,(f,g) の部分空間 E1, E2 および E0 を次のように定める：

E1 ={(z, `X , `Y ) ∈ E `Y (1) ∈ B} ⊃ {(z, k(f(z)), `Y ) ∈ E `Y (0) = g(z), `Y (1) ∈ B} ' Pj,g,

E2 ={(z, `X , `Y ) ∈ E `X(1) ∈ A} ⊃ {(z, `X , k(g(z))) ∈ E `X(0) = f(z), `X(1) ∈ A} ' P i,f ,

E0 ={(z, `X , `Y ) ∈ E `X(0) = f(z), `Y (0) = g(z), `X(1) ∈ A, `Y (1) ∈ B} = P i×j,(f,g),

ただし k(w) は点 w での全く動かない道を表す。 このとき、E = E1 ∪ E2, E1 ∩ E2 = E0 が直ちにえら

れ、さらに Pj,g および P i,f が E1 および E2 の強変位レトラクトであることがわかる。 一方で E0 の

E1 あるいは E2 への包含写像は各々 √ あるいは φ とホモトピックとなる。 従って E は (unreduced)

homotopy push-out ≠j,g ∪ {[0, 1] × ≠i×j,(f,g)} ∪ ≠i,f のホモトピー型を持つことが分かる。 終り.

loop 空間 ≠(X) に対する Stasheff による A1-構造と元の空間 X の関係が次のように与えられる。

定理 12.12 連結な CW 複体 X に対し、次が成立する。

(1) Ganea の空間 {Gm(X)} は ≠(X) の A1 構造を与える。

(2) 自然なホモトピー同値 P 1(≠X) ' X が存在する。

略証: まず Em+1 を包含写像 X [m+1] → Xm+1 の homotopy fibre とし、P m を次の homotopy

pull-back で定義する：

X [m+1]

X Xm+1,

_ƒ

≤≤

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

¬

//

∆m+1

ただし X [m+1] = Tm+1 X = {(x0, ...xm) ∈ Xm+1|xt = ∗ for some t} (fat wedge) であり、∆m+1 は対

角線写像である。

次に Z = X , Y = Xm, f = 1X , g = ∆m, A = {∗}, B = X [m] とすれば、直ちに ≠k,(f,g) = P m,

≠i,f ' ∗, ≠j,g = P m−1 および、次の pull-back 図式を得る：

F j P i×j,(f,g) P i,f

PB

F j Pj,g Z.

//

≤≤

//

≤≤

// //

ただし j は包含写像 X [m] ⊂ Xm であり、従って定義から Pj = Em である。
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ここで f = 1X かつ A = {∗} であるので、P i,f は可縮であり、P i×j,(f,g) はこの場合、Pj,g → Z の

fibre Pj にホモトピー同値である。 従ってこれらのデータに対して 補題 12.11 を用いれば、次のよう

な pushout-pullback 図式が得られる：

Em P m−1

HPO

{∗} P m X×X [m] ∪ {∗}×Xm

HPB

X X×Xm

//

≤≤

_ƒ

≤≤

ƒ¬ // //

≤≤

_ƒ

≤≤

k

//

∆m+1

ここで P m, m ≥ 1 は標準的な包含写像 Em ⊂ P m−1 の (unreduced) 写像錐のホモトピー型を持つこ

とに注意すれば、同様に補題 12.11 を用いて、次の pushout-pullback 図式を得る：

≠X×Em Em

HPO

≠X Em+1 X×X [m] ∪ {∗}×Xm

HPB

{∗} X×Xm

//

pr2

≤≤

pr1

_ƒ

≤≤

ƒ¬ // //

≤≤

_ƒ

≤≤

k

//

∗

従っ て Em+1 は ≠X と Em の (unreduced) 結 の ホ モ ト ピー 型 を 持 つ。 こ れ は そ の ま

ま、{(Em+1, P m); m ≥ 0} が Stasheff の意味での ≠X の A1-構造を与えることを意味する。 従って

1-次の ≠X-射影空間 P 1(≠X) は hocolim
−→

P m ' X のホモトピー型を持つことがわかる。 終り.

系 12.12.1 Cat(P m(≠(X))) ≤ m であり、従って cat(P m(≠(X))) ≤ m である。

定理 12.13 (Cornea [25]) cat(X) = m のとき、i ≤ m ならば cat(P i(≠(X))) = i であり、i ≥ m

ならば cat(P i(≠(X))) = m である。

13 L–S の猫の評価

13.1 A1 構造による特徴づけ

定理 13.1 (Ganea [50], Gilbert [53], I [71], Sakai [122]) 空間 X に対して cat(X) ≤ m となる為に

は eX
m : P m(≠(X)) ↪→ P 1(≠(X)) ' X が右ホモトピー逆写像 σ : X → P m(≠(X)) を持つことが必要

十分である：

cat(X) = Min{m ≥ 0 | ∃σ:X→P m(≠(X)) such that eX
m◦σ ∼ 1 = X}.
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定理 13.2 (Fox [47]), I [71]) 常に cat(X×Y ) ≤ cat(X)+ cat(Y ) であり、等号が成立する為には

S
i+j<m+n P i(≠(X))×P j(≠(Y )) ↪→ P 1(≠(X))×P 1(≠(Y )) ' X×Y (cat(X)=m, cat(Y )=n は共に

1 以上) が右ホモトピー逆写像を持たないことが必要十分である。

略証: まず
S

i+j<m+n P i(≠(X))×P j(≠(Y )) ↪→ P 1(≠(X))×P 1(≠(Y )) ' X×Y が右ホモ

トピー逆写像を持つとする： k についての帰納法で Cat(
S

i+j<k P i(≠(X))×P j(≠(Y ))) ≤ k

が 得 ら れ る か ら、cat(
S

i+j<k P i(≠(X))×P j(≠(Y ))) ≤ k − 1 で あ り、X×Y は 仮 定 か ら

S
i+j<m+n P i(≠(X))×P j(≠(Y )) に支配されるので cat(X×Y ) < cat(X)+ cat(Y ) がわかる。

次に cat(X×Y ) < cat(X)+ cat(Y ) とすると、定理 13.1からX×Y は P j(≠((X×Y ))) に支配され

る。 ここで、
S

i+j≤k P i(≠(X))×P j(≠(Y )) は P 1(≠(X))×P 1(≠(Y )) ' X×Y の標準的ではない

A1-構造を与え、Stasheff による標準的な A1 構造の普遍性により標準的な写像P j(≠((X×Y ))) ↪→

P 1(≠(X))×P 1(≠(Y )) は
S

i+j≤k P i(≠(X))×P j(≠(Y )) ↪→ P 1(≠(X))×P 1(≠(Y )) を経由する。

従って
S

i+j≤k P i(≠(X))×P j(≠(Y )) は X×Y を支配する。 終り.

系 13.2.1 (I [71]) cat(X×Sn) = cat(X) となる為には、写像 P m(≠(X))×{∗}∪P m−1(≠(X))×Sn

↪→ P 1(≠(X))×Sn ' X×Sn (m = cat(X) ≥ 1) が右ホモトピー逆写像を持つことが必要十分である。

略証: まず P m(≠(X))×{∗}∪P m−1(≠(X))×P 1(≠(Sn)) ∪ · · · ∪ P 1(≠(X))×P m−1(≠(Sn)) ∪

{∗}×P m−1(≠(Sn)) ⊆ P m(≠(X))×{∗} ∪ P m−1(≠(X))×P 1(≠(Sn)) ⊂ P 1(≠(X))×P 1(≠(Sn)) に注

意する。 定理 13.2 から cat(X×Sn) = cat(X)ならば P m(≠(X))×{∗} ∪ P m−1(≠(X))×P 1(≠(Sn))

が X×Sn を支配し、従って P m(≠(X))×{∗}∪P m−1(≠(X))×Sn が X×Sn を支配する。 逆は

Cat(P m(≠(X))×{∗}∪P m−1(≠(X))×Sn) ≤ mより明か。 終り.

13.2 Cone 分解と L–S の猫

定理 13.3 (Ganea) cat(X) ≤ Cat(X) ≤ cat(X)+1.

略 証: cat(X) = m と し、σ : X → P m(≠(X)) を 定 理 13.1 に よ り 与 え ら れ る も の

と す る。 σ : X → P m(≠(X)) と 包 含 写 像 P i(≠(X)) ↪→ P m(≠(X)) の homotopy pull-back

を Bi とし、σ : X → P m(≠(X)) と写像 Ẽi+1(≠(X)) → P i(≠(X)) ↪→ P m(≠(X)) の homotopy

pull-back を Ai とし、σ の homotopy fibre を F する。 このとき、Xi = Bi/F, Yi = Ai/F とおけ

ば、X0 ' {∗}, Xm ' X∨ΣF であり、 Yi → Xi → Xi+1 は up to homotopy で cofibration となる。
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従って Cat(X) ≤ m+1 = cat(X)+1 が成立する。 終り.

定理 13.4 (Varadarajan, Hardie) F → E → B を fibration とする。 このとき次式が成立する：

cat(E)+1 ≤ (cat(F )+1)·(cat(B)+1)

略証: cat(B) = m, cat(F ) = n とすると、定理 13.1 より必要なら B を P m(≠(B)) に取り替

えることにより Cone(B) = m と仮定してよい。 そこで {hi : Hi → Bi | 0≤i≤m} を B の cone

decomposition とし、Ei = p−1(Bi) とおく：

Bi+1 = Bi ∪ CHi , B0 = {∗} and Bm = B,

Ei+1 = Ei ∪ CHi×F, E0 = F and Em = E.

ここで帰納法を用いて cat(Ei)+1 ≤ (cat(F )+1)·(i+1) を示す。 まず i = 0 の場合は明らかである。

(i≤j まで正しかったとして i=j+1 の場合) Ej+1 = Ej ∪ CHj ×F であり、この式の中の F を定

理 13.1 より F 0 = P n(≠(F )) に取り替えれば、E0
j+1 = Ej ∪ CHj ×F 0 は E を支配する。 そこで

{ki : K 0
i → F 0

i | 0≤i≤m} を F 0 の cone decomposition とする：

F 0
i+1 = F 0

i ∪ C(Ki), F 0
0 = {∗} and F 0

n = F 0,

さらに E0
j,i = Ej ∪ CHj ×F 0

i とおけば、次のような Ej+1 の cone decomposition を得る：

E0
j,i+1 = Ej,i ∪ CHj ×C(K 0

i), E0
j,0 = Ej and E0

j,n = E0
j+1,

従って cat(E) ≤ (cat(F )+1)·i + cat(F )+1 = (cat(F )+1)·(i+1) となり帰納法が成立する。 終り.

14 計算可能な不変量を用いて良い状況を捉える

14.1 Toomer 不変量とその仲間たち

定義 14.1 Toomer 不変量とその改良版を導入する。 Toomer 不変量は有理ホモトピー論では e(−)

と表示されるが、Adams e 不変量との競合を避けて wgt(−) と表示する：

(1) h を乗法的なコホモロジー論とする。

i) wgt(X; h) = Min
©

m ≥ 0
ØØ (eX

m)∗ : h∗(X) → h∗(P m(≠(X))) は単射
™
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ii) Mwgt(X; h) = Min

Ω
m ≥ 0

ØØØØ
(eX

m)∗ : h∗(X) → h∗(P m(≠(X))) はh∗h-
modules の間の split mono

æ

(2) i) wgt(X) = Max {wgt(X; h) | h は乗法的なコホモロジー論}

ii) Mwgt(X) = Max {Mwgt(X; h) | h は乗法的なコホモロジー論}

(3) i) wgtp(X) = Max {wgt(X; h) | h は乗法的な p-local コホモロジー論}

ii) Mwgtp(X) = Max {Mwgt(X; h) | h は乗法的な p-local コホモロジー論}

定理 14.2 cup(X; h) ≤ wgt(X; h) ≤ Mwgt(X; h) ≤ cat(X)が成立する。

さて Rudyak と Strom は Fadell-Husseini [37] (1992) の与えた位相不変量 category weight をホモト

ピー不変量となるように再定義し、L–S の猫を近似計算する仕組みを与えた：

定義 14.3 (Rudyak 1997 [117, 118], Strom 1998 [135]) u ∈ h̃∗(X) に対して

wgt(u; h) = Min
©

m ≥ 0
ØØ (eX

m)∗(u) 6= 0
™

と定義する (h は乗法的コホモロジー論) 。

定理 14.4 (Rudyak [117, 118], Strom [135]) h を乗法的なコホモロジー論とする。

(1) uv 6= 0 in h∗(X) ならば wgt(u; h) + wgt(v; h) ≤ wgt(uv; h) が成立する。

(2) wgt(X; h) = Max{wgt(u; h) | u ∈ h̃∗(X)} が成立する。

定義 14.5 {(E∗∗
r (X; h), dr) | r ≥ 1} を X ' P 1(≠(X)) の filtration {P m(≠(X)) | m ≥ 0} に asso-

ciate し、h∗(X) に収束する Rothenberg-Steenrod 型の spectral sequence とする。

定理 14.6 (G. W. Whitehead [151], Ginsburg [54], McCleary [104]) X を単連結とする。

(1) h∗(≠(X)) が h∗ 上 free ならば、 E∗∗
2 (X; h) ∼= Cotor∗,∗

h∗(≠X)(h
∗, h∗)

(2) dr : Es,t
r (X; h) → Es+r,t−r+1

r (X; h) であり、H(E∗,∗
r (X; h), dr) ∼= E∗,∗

r+1(X; h)

(3) E∗,∗
1 (X; h) ∼= E0h∗(X), Es,t

1 (X; h) ∼= Fshs+t(X)/Fs+1hs+t(X)

Fmhn(X) = ker
©

(eX
m)∗ : hn(X) → hn(P m(≠(X)))

™

(4) (Whitehead) r > cat(X) ならば Es,t
r (X; h) ∼= Es,t

1 (X; h) である。

(5) (Ginsburg) s > cat(X) ならば Es,t
1 (X; h) = 0 である。
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注 14.7 任意の [u] (6= 0) ∈ Es,∗
1 (X; h), (u ∈ h̃∗(X)) に対して wgt(u; h) = s である。

例 14.8 (1) wgt(Ln(p)) = cat(Ln(p)) = Dim(Ln(p)) = n (p > 1 は任意) である。

(2) Symplectic 多様体 M が π2(M)=0 を満たせば wgt(M) = cat(M) = 2n である。

(3) wgt(Sp(2); HZ/2) = 2 < 3 = Mwgt(Sp(2); HZ/2) = cat(Sp(2)) である。

14.2 二つの 「安定」 な猫

最近になって、cup(−) とは異なる形で安定化された L–S の猫たちが導入された：

定義 14.9 (Rudyak [118]) rcat(X) = Min{m ≥ 0 | ∃(stably) σ:X→P m(≠(X)) eX
m◦σ ∼ 1X}.

定義 14.10 (Vandembroucq [147])

Qcat(X) = Min{m ≥ 0 | ∃σ:X→(QP )m(≠(X)) (Qe)X
m◦σ ∼ 1X},

ただし、fibration Em+1(≠(X)) −→ P m(≠(X))
eX

m−→ X を安定化関手 Q = ≠1Σ1 を用いて fibrewise

に安定化したものが Q(Em+1(≠(X))) −→ (QP )m(≠(X))
(Qe)X

m−−−→ X である。

定理 14.11 (Rudyak [118, 119], Vandembroucq [147]) (1) Qcat(X) ≤ cat(X).

(2) 有理化された空間 X0 はwgt(X0) = rcat(X0) ≤ Qcat(X0) = cat(X0) をみたす。

(3) cup(X) ≤ wgt(X) = Mwgt(X) = rcat(X) ≤ cat(X).

注 14.12 一般に cat(X) の近似としては、cup(X; h) より wgt(X; h) の方が、wgt(X; h) より

Mwgt(X; h) の方が良い近似を与える。

15 必要十分条件を用いて微妙な状況を探る

15.1 高次の Hopf 不変量と L–S の猫

Berstein-Hilton [14] (1960) は R 係数のホモトピー群の元に対して高次の Hopf 不変量

Hm : πn(X; R) → πn+1(
Qm X,

Qm
m−1 X; R), n≥2, m≥1,

を用いて基点以外に二つだけ胞体を持つ複体の L–S 猫を決定した。 Stanley と Iwase はこの高次

Hopf 不変量を ≠X の A1 構造を用いて集合に値を持つ不変量として再定義した：
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定義 15.1 (I [73], Stanley [130]) σ : X → P m(≠(X)) を 定 理 13.1 で 定 ま る cat(X) ≤ m の

構 造 を 与 え る 写 像 と す る。 任 意 の f : ΣV → X に 対 し て 次 の 可 換 図 を 考 え る：

(eX
m◦Σ ad(f) = ev◦Σ ad(f) = f = 1X◦f = eX

m◦σ◦f )

ΣV

Hσ
m(f)

ßß

f
≤≤

Σ ad(f)

øø

9

9

9

9

9

9

9

9

9

9

9

9

9

9

9

9

9

ªª

f

%%

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

X

σ

øø

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

8

Σ≠(X)ƒ _

≤≤

ev

**

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

Ẽm+1(≠(X))
p≠(X)

m+1

// P m(≠(X))
eX

m

// X.

そ こ で σ◦f と Σ ad(f) の 差 dσ
m(f) = σ◦f − Σ ad(f) の 持 ち 上 げ (p≠(X)

m+1 ◦Hσ
m(f) = dσ

m(f)) を

Hσ
m(f) ∈ [ΣV, Ẽm+1(≠(X))] とし、Hσ

m(f) = Σ1Hσ
m(f) ∈ {ΣV, Ẽm+1(≠(X))} とする。

問題 15.2 ΣV がホモトピー可換な co-Hopf 空間ならば Hσ
m が準同型となるか？

定理 15.3 (I [73]) V が co-Hopf 空間ならば任意の σ に対して Hσ
m は準同型である。

略証: f, g : ΣV → Xに対してその adjoints をad(f), ad(g) : V → ≠(X)とする：

Σ ad(f) : ΣV → Σ≠(X), Σ ad(g) : ΣV → Σ≠(X), Σ ad(f+Sg) : ΣV → Σ≠(X)

ここで +S は suspension 構造によるホモトピー集合の積である。 ところが ΣV と V は、V の

co-Hopf 構造によるホモトピー集合の積をもつので、これを +V で表せば

ad(f+Sg) ∼ ad(f+V g) ∼ ad(f)+V ad(g)

を得る。 従ってこれらの懸垂をとることで次のホモトピーを得る。

Σ ad(f+Sg) ∼ Σ(ad(f)+V ad(g)) ∼ Σ ad(f)+SΣ ad(g)

従って Σ ad(f+Sg) ∼ Σ ad(f) +S Σ ad(g) となり、定義から Hσ
m(f + g) ∼ Hσ

m(f) + Hσ
m(g) が成立す

る。 終り.

演習 15.4 任意の σ に対して Hσ
m(f◦(Σg)) = Hσ

m(f)◦(Σg) が成立することを確かめよ。
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例えば Ãm 空間 G に対して X = P m(G) とおけば、標準的な構造写像 σ : P m(G) →

P m(≠(P m(G))) に対して Hσ
m : [ΣV, P m(G)] → [ΣV, Ẽm+1(≠(P m(G)))] が定まる (I [73]) 。

定理 15.5 球面 Sn−1 (n = 1, 2, 4, 8)はノルムを保つ (非結合的) 積を持つ R 代数の単元の全体として

の積構造を持つ。 このとき高次 Hopf 不変量 HS
m : πn(m+1)−1(P m(Sn−1)) → Z が 1 となる元の存在が

Sn−1 の Am+1 構造の存在と同値である。

略証: まず HS
m : πn(m+1)−1(P m(Sn−1)) → πn(m+1)−1(Ẽm+1(≠(P m(Sn−1)))) であり、

πn(m+1)−1(Ẽm+1(≠(P m(Sn−1)))) ∼= πn(m+1)−1(Sn(m+1)−1) ∼= Z

となるから、HS
m : πn(m+1)−1(P m(Sn−1)) → Z と考えて良い。

HS
m(f) = 1 となる f : Sn(m+1)−1 → P m(Sn−1) が存在すれば、f の homotopy fibre が Serre spectral

sequence を用いて Sn−1) にホモトピー同値であることが分かり、X の Stasheff の意味の Am+1-構造が

作られ、定理 12.7 から X は Am+1-空間である。 逆は明らかである。 終り.

15.2 Ganea 予想の反例

定義 15.6 (I [73]) 位相空間 X は cat(X) = m をみたす空間であるとする。 高次の (非安定および

安定) Hopf 不変量は





HS

m(α) = {Hσ
m(α) | σ is a structure of cat(X) = m} ⊆ [ΣV, Ẽm+1(≠(X))],

HS
m(α) = {Hσ

m(α) | σ is a structure of cat(X) = m} ⊆ {ΣV, Ẽm+1(≠(X))}.

という集合として各々定義される。

演習 15.7 d· cat(X)+d−2 ≥ Dim(X) ≥ d· cat(X) ならば σ は一意的であることを示せ。

例 15.8 X = Sn, RP n, CP n, HP n (各々 n ≥ 1) は上の条件をみたす。

定理 15.9 (I [73]) CW 複体 X が cat(X) = m (m ≥ 1) かつ (d−1) 連結 (d ≥ 2) で条件「Dim(X) ≤

d cat(X)+d−2」 を満たすとき W = X ∪α De+1 i←- X (e ≥ d) とおく。

(1) 「cat(W ) = cat(X)+1 である」 為には 「HS
m(α) 6= 0 である」 が必要十分である。

(2) また cat(W ) = cat(X)+1 のとき、「すべての n ≥ 1 に対して cat(W×Sn) = cat(W )+1 であ

る」 為には 「HS
m(α) 6= 0 である」 が必要十分である。

51



略証: (2) は省略し、(1) のみを示す： P m(≠(i))◦σ : X → P m(≠(X)) ↪→ P m(≠(W )) が W に

extend できるための障害が

P m(≠(i))◦σ◦α ' P m(≠(i))◦σ◦α − Σ ad (i◦α) ' P m(≠(i))◦σ◦α − P m(≠(i))◦Σ ad α

' P m(≠(i))◦(σ◦α − Σ ad α) ' pm
≠(W )◦Ẽm+1(≠(i))◦Hσ

m(α)

で与えられ、pm
≠(W )∗ は単射であるので本質的には Ẽm+1(≠(i))◦Hσ

m(α) である。 ここで m≥1 で

≠(i) : ≠(X) ↪→ ≠(W ) は (e−1) 連結かつ ≠(W ) は連結であるので、Ẽm+1(≠(i)) は (e+1) 連結とな

る。 従ってẼm+1(≠(i))∗も単射であり、P m(≠(i))◦σ が W 上に拡張されるための障害は Hσ
m(α)

で与えられる。 終り.

定理 15.10 (I [71]) CW 複体の族 {Q` ; `≥2 は素数} で次を満たすものが存在する。




cat(Q2×Sn) = cat(Q2) for all n ≥ 1,

cat(Q`×Sn) = cat(Q`) for all n ≥ 2 and ` > 2.

` = 2 の場合 の略証: σ ∈ π15(S8) を Hopf 不変量 1 を与える元とすると、H1(σ) = 1 ∈

π15(≠(S8)∗≠(S8)) ∼= Z である。 S15 に対する Hopf 不変量 1 の元の非存在は、Toda [142] によっ

て証明され，特に [∂15, ∂15] ∈ π29(S15) は懸垂準同型 E : π28(S14) → π29(S15) の像に含まれる自明で

ない元である。 問題 15.4 に挙げた事実から H1(σ◦[∂15, ∂15]) = i∗[∂15, ∂15] (i : S15 ↪→ ≠(S8)∗≠(S8)

は bottom cell の包含写像) となり、≠(S8)∗≠(S8) は無限個の球面の一点和にホモトピー同値であ

るから i∗ は split mono である。 従って H1(σ◦[∂15, ∂15]) 6= 0 であり、 Berstein-Hilton の定理から

Q2 = S8 ∪σ◦[∂15,∂15] e30 は cat(Q2) = 2 をみたす。

一方で Whitehead 積の懸垂は必ず 0 になることから、Σ([∂15, ∂15]) = 0 である。 また

Q2×Sn = Q2×{∗}∪S8×Sn∪√nen+30 というCW 分割を考えると cat(Q2×{∗}∪S8×Sn) = 2であり、√n

は σ◦[∂15, ∂15] と ∂n ∈ πn(Sn) の相対Whitehead 積で与えられる。 従って cat(Q2×Sn) = 3 となる為に

は、HS
2 (√n) が 0 を含んではならない。 しかし HS

2 (√n) 3 Sn−1∗H1(σ◦[∂15, ∂15]) = ±Σn[∂15, ∂15] = 0

(n ≥ 1) となるので、cat(Q2×Sn) = cat(Q2) = 2 (n ≥ 1) が成立する。 終り.

CP 3 は S4 上の S2 束の構造を持つことに注意して、うまく自明でない co-Hopf 写像 β : Sq → S3

を選び、Σβ : Sq+1 → S4 を smooth map で近似する。 E(β) を Σβ による CP 3 の引き戻しとして

定義すれば、E(β) = S2 ∪η◦β eq+1 ∪√(β) eq+3 となる。 これに対して HS
3 の計算を自明でない Toda

bracket (cf. [143]) を用いて実行することで次の二つの定理を得る。
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定理 15.11 (I [73], L–S-V [98]) 単連結な閉多様体 N で次を満たすものが存在する。

cat(N r {∗}) = cat(N).

定理 15.12 (I [73]) 単連結な閉多様体 M で次の条件を満たすものが存在する。

cat(M×Sn) = cat(M) for all n ≥ 2,

従って、[105] に挙げられた Problems 642 と 643 は閉多様体に限定しても共に否定的に解決されたこと

になる。 しかし、これらすべての計算例は次の予想を支持している。

問題 15.13 (I [71]) n(X) = Max{n | cat(X×Sn)= cat(X)+1 or n=0} は次をみたすか？

cat(X×Sn) =





cat(X)+1 for all n ≤ n(X),

cat(X) for all n > n(X).

これについては最近、次の結果がアナウンスされた。

定理 15.14 (Stanley-Strom-I. [81]) 単連結有限複体 X が十分大きな n(X) に対し cat(X×Sn0(X)) =

cat(X) をみたすならば次式が成立する。

cat(X×Sn) =





cat(X)+1 for all n ≤ n(X),

cat(X) for all n ≥ n0(X),

ただし n0(X) は X の連結性、次元そして L–S の猫に依存する非常に大きな自然数である。

さらに Lie 群 Spin(9) に対する結果 cat(Spin(9)) = 8 が Kono-I. [94] によりアナウンスされ、その

中で cat(Spin(9)) = Mwgt(Spin(9); F2) = 8 > 6 = wgt(Spin(9); F2) が示されている。 この事実は

Mwgt(−; F2) が実際に wgt(−; F2) より実際に強い不変量であることを裏付けている。
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第６章 位相的複雑さ

16 一般の場合の評価

16.1 上からの評価

一般に sectional category について、次の事実がよく知られている。

定理 16.1 (Schwartz) Fibration F ↪→ E
p−→ X に対して、secat(p) ≤ cat(X) が成立する。 従って

T C(B) ≤ cat(B×B) + 1 ≤ 2 cat(B) + 1 である。

証明: 底空間 X の L–S の猫の値が m ≥ 0 であったとすると、m+1 枚の開集合 {Ui ; 0 ≤ i ≤ m}

による X の被覆 X = ∪m
i=0Ui が存在し、各々の Ui は X で可縮となる。 従って p を Ui 上に引き

戻せば自明な fibration pi : Ui×F → Ui となるから、 up to homotopy で Ui における p の section

ŝi : Ui → E を持つ。 そこで fibration p の HLP (CHP) によりそのホモトピーを持ち上げて Ui における

p の本物の section si : Ui → E を得ることができる。 従って secat(p) ≤ m = cat(X) を得る。 終り.

系 16.1.1 T C(Sn) ≤ 3 である。

定理 16.2 空間 B が位相群のとき、T C(B) ≤ cat(B) + 1 が成立する。

証明: 位相群 B の L–S の猫の値が m ≥ 0 であったとすると、m+1 枚の開集合 {Ui ; 0 ≤ i ≤ m}

による B の被覆が存在し、各々の Ui ⊂ B の包含写像 ∂i : Ui ↪→ B は零ホモトープとなる。 このとき

Ui×B は B×B の開集合である。 位相群は A2 空間であるので、いわゆる Cooke の shear map

φ : B×B → B×B, φ(x, y) = (xy, y)

を取れば、一般性を失わずに φ(∗, b) = (b, b) と仮定して良い。 ここで φ の（ホモトピー）逆写像を

√ : B×B → B×B とすると、∆(b) = (b, b) = φ(∗, b) = φ◦in2(b) より

√◦∆ = √◦φ◦in2 ∼ in2 : B → B×B

となるので、√(b, b) = (∗, b) と仮定して良い。 そこで Vi = √−1(Ui×B) とおくと、B×B = ∪m
i=1Vi

は明らかであり、さらに Vi ⊂ B×B の包含写像 ∂̂i : Vi ↪→ B×B は

∂̂i ∼ φ◦√◦∂̂i = φ|Ui×B◦√|Vi = φ◦(∂i×1B)◦√|Vi ∼ φ◦(∗×1B)◦√|Vi ,

φ◦(∗×1B)(a, b) = φ(∗, b) = (b, b) ∈ ∆(B)
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となるので、∂̂i は ∆(B) ⊂ B×B に compressible である。 従って Vi 上で π : P(B) → B×B の section

si : Vi が存在する。 これは T C(B) = secat(π) + 1 ≤ m + 1 = cat(B) + 1 を意味する。 終り.

16.2 下からの評価

一般に path fibration について次の事実がよく知られている。

事実 16.3 Serre の path fibration π : P(B) → B×B の in1 : B ↪→ B×{∗} ⊂ B×B による引き戻し

π0 : P0(B) → B（π0(`) = `(0)）の全空間 P0(B) は可縮であり、従って secat(π0) = cat(B) となる。

これから topological complexity について知られている次の事実が導かれる。

定理 16.4 (Farber [38]) T C(B) ≥ cat(B) + 1 である。 従って cat(B) + 1 ≤ T C(B) ≤ 2 cat(B) + 1

である。

証明: 事実 16.3 から secat(π0) ≤ secat(π) であり、cat(B) + 1 ≤ T C(B) を得る。 終り.

系 16.4.1 空間 B が位相群のとき、T C(B) = cat(B) + 1 が成立する。

系 16.4.2 T C(Sn) = 2 or 3.

系 16.4.3 任意の n ≥ 1 に対し T C(
Qn S1) = cat(

Qn S1)+1 = n+1 である。

Farber と Grant はこの位相的複雑さを代数的に評価する為に zero-divisors cup-lenth と TC-weight

という二つの不変量を定義した：

定義 16.5 (Farber [38, 39] and Farber-Grant [40]) 空間 B と環 R 3 1 に対して、 zero-divisors

cup-length ZR(B) と（u ∈ IR = ker ∆∗ : H∗(B×B, R) → H∗(B; R) に対する）TC-weight wgtπ(u; R)

が次で与えられる：

(1) (Farber) ZR(B) = Max {m≥0 H∗(B×B, R) ⊃ Im
R 6= 0}

(2) (Farber-Grant) wgtπ(u; R) = Max
©

m≥0 ∀f :Y →B×B, secat(f∗π)<m f∗(u) = 0
™

便宜的に wgtπ(B; R) = Max {wgtπ(u; R) u ∈ IR} とおくことにすると、次が成立する。

定理 16.6 (1) (Farber) T C(B) ≥ ZR(B) + 1,

(2) (Farber-Grant) T C(B) ≥ wgtπ(B; R) + 1.

(3) (Farber-Grant) u = v·w 6= 0 ならば wgtπ(u; R) ≥ wgtπ(v; R) + wgtπ(w; R).
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証明: (1) 対角線集合 ∆(B) ⊂ B×B はレトラクトであるので、自然に

IR = H∗(B×B, ∆(B); R)

と見なされる。 T C(B) = m+1 とすると、B×B の開被覆 {Ui ; 0 ≤ i ≤ m} で包含写像 Ui ↪→ B×B

が null-homotopic となるものが取れる。 そこで勝手な m+1 個のコホモロジー類 ui ∈ IR, 0 ≤ i ≤ m

をとると、Ui が ∆(B) に compressible であるので、ui|Ui = 0 ∈ H∗(Ui, ∆(B); R) として良いから

ui ∈ im {H∗(B×B, Ui ∪ ∆(B); R) → H∗(B×B, ∆(B); R)}

となる。 従って

u0u1· · ·um ∈ im {H∗(B×B,
Sm

i=0 Ui ∪ ∆(B); R) → H∗(B×B, ∆(B); R)} = 0.

を得るから、Im+1 = 0 となる。

(2) ある 0 6= u ∈ IR が wgtπ(u; R) = m を満たすとする。 もし secat(π) < m とすると、f =

idB×B : B×B → B×B としても secat(f∗π) = secat(π) < m となるので、仮定から u = f∗(u) = 0

となり u の取りかたに矛盾する。 従って T C(B) = secat(π) + 1 ≥ m + 1 = wgtπ(u; R) + 1 を得る。

ここで、0 6= u ∈ IR の取り方の任意性より T C(B) ≥ wgtπ(B; R) + 1 が成立する。

(3) wgtπ(v; R) = m かつ wgtπ(w; R) = n とする。 任意の写像 f : Y → B×B, (secat(f∗π) <

m + n) に対して、仮定から Y の開被覆 {Ui ; 1 ≤ i ≤ m + n} と各々の開集合上の section

si : Ui → f∗P(B) (1 ≤ i ≤ m+n) が存在する。 そこで、V = ∪m
i=1Ui, W = ∪n

i=1Um+i とおくと、

仮定から secat((f |V )∗π) ≤ m かつ secat((f |W )∗π) ≤ n となり、v, w の取り方から (f |V )∗(v) = 0 と

(f |W )∗(w) = 0 を得る。 従って f∗(u·v) = f∗(u)·f∗(v) = 0 ∈ H∗(V ∪ W ; R) = H∗(Y ; R) を得る。

ここで、f と Y の取り方の任意性より wgtπ(u; R) ≥ wgtπ(v; R) + wgtπ(w; R) が成立する。 終り.

17 球面の位相的複雑さ

17.1 奇数次元球面の位相的複雑さ

定理 17.1 任意の n ≥ 1 について T C(S2n−1) ≤ 2 であり、従って T C(S2n−1) = 2 である。

証明: S2n−1×S2n−1 を覆う二つの開集合 U , V を次のように定める。

U = {(x, y) kx − yk < 2kx + yk} , V = {(x, y) kx + yk < 2kx − yk} .
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もし (x, y) ∈ U ならば x 6= −y より、x から y へ向かう大円を通る path（x = y の時は定置

path）が唯一つ定まり、この道は (x, y) ∈ U に関して連続となる。 また (x, y) ∈ V ならば x 6= y

より、x から −y へ向かう大円を通る path（x = −y の時は定置 path）が唯一つ定まり、この道も

(x, y) ∈ V に関して連続である。 ここで、2n−1 次元球面の対称点を与える写像は 2n 次の（−1

倍を与える）スカラー行列であり、その行列式は 1 となり、連結 Lie 群 SO(m+1) の要素となる。

従ってこの写像は恒等写像に homotopic となるので、V の各元 (x, y) に対してもこのホモトピーから定

まる道を繋げば、x から y への道が (x, y) ∈ V に関して連続に与えられる。 従って、U および V 上で

π : P(S2n−1) → S2n−1×S2n−1 は sections を持ち、T C(S2n−1) ≤ 2 となる。 終り.

問題 17.2 χ(B) = 0 のとき、T C(B) ≤ 2 cat(B) となるか？

17.2 偶数次元球面の位相的複雑さ

定理 17.3 任意の n ≥ 1 について T C(S2n) ≥ 3 であり、従って T C(S2n) = 3 である。

証明: u ∈ H2n(S2n) を生成元とすると、w = u⊗1−1⊗u ∈ H2n(S2n×S2n) は ∆∗(w) = u−u = 0

より w ∈ IR = ker{∆∗ : H∗(S2n×S2n) → H∗(S2n)} となる。 ここで u は偶数次数であるので

I2
R 3 w2 = (u⊗1 − 1⊗u)2 = −2u⊗u 6= 0 ∈ H4n(S2n×S2n) ∼= Z と な り、 定 理 16.6 よ り

T C(S2n) ≥ ZZ(S2n) ≥ 2+1 = 3 が分かる。 終り.

演習 17.4 任意の m ≥ 1 に対し T C(
Qm S2) ≥ 2m+1 であり、T C(

Qm S2) = 2m+1 が成立するこ

とを示せ。

演習 17.5 (1) 任意の n ≥ 1 に対し T C(CP n) ≥ 2n+1 であり、T C(CP n) = 2n+1 が成立するこ

とを示せ。

(2) 任意の n ≥ 1 に対し T C(HP n) ≥ 2n+1 であり、T C(HP n) = 2n+1 が成立することを示せ。

(3) Cayley 射影平面 OP 2 に対し T C(OP 2) ≥ 5 であり、T C(OP 2) = 5 が成立することを示せ。
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