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♡ 今回のテーマは積分の初歩です．

記号 このプリントにおいては常に (X,F , µ)は測度空間だとする．また問題に登場するX 上の関数は全て F 可
測だとする．R := [−∞,∞] = R ∪ {±∞}とおく．

問題 4-1 非負の単関数 ϕ : X → [0,∞)に対して，
∫
X
ϕdµは矛盾なく定義されている (well-definedな)ことを示せ．

HINT: すなわち同じ ϕが複数の表示を持つ時に，どの表示を使って定義した積分値も同じになるかどうかを問

題にしている．

問題 4-2 f ≥ 0 かつ
∫
X
fdµ < ∞ とする．このとき任意の ε > 0 に対して，有限の重みを持つ A ∈ F で∫

A
fdµ >

∫
X
fdµ− εとなるものが存在することを示せ．

HINT: まず f を非負値の単関数で近似する．

問題 4-3 簡単のため µを有限測度とする．可積分関数 f ≥ 0を用いて ν(A) =
∫
A
fdµとおく (A ∈ F)．このとき，

ν は測度であり任意の可測関数 g ≥ 0に対して,
∫
X
g dν =

∫
X
gf dµが成立することを示せ．

HINT: 後半は gを非負値の単関数で近似して，なんらかの極限定理を使う．

問題 4-4 可測関数 f : X → [0,∞]に対して，An = {x ∈ X : f(x) ≥ n}とおく．このとき，

∞∑
n=1

µ(An) ≤
∫
X

fdµ ≤ µ(X) +
∞∑

n=1

µ(An)

となることを示せ．特に µが有限測度のときは，f の可積分性は
∑∞

n=1 µ(An) < ∞と同値である．

問題 4-5 N = {1, 2, . . .}とし，{ai}i∈N を非負数列とする．A ⊂ Nに対して, ν(A) =
∑

i∈A ai とおく．

(1) (N, 2N, ν)は測度空間になることを示せ．

(2) f : N → [0,∞]に対して，
∫
N
fdν =

∑
i∈N fiai であることを示せ．

問題 4-6 可測関数 f : X → [0,∞]はある a > 2に対して

µ({x ∈ X : f(x) ≥ n}) ≤ n−a (n ∈ N)

を満たし，さらに µ({x ∈ X : f(x) ≤ 1}) < ∞ を満たすとする．このとき，g :=
∑∞

n=1 n1{n−1≤f≤n}および f は

可積分であることを示せ．

問題 4-7 可測関数 f : X → [0,∞]はある a > 0に対して

µ({x ∈ X : f(x) ≤ n}) ≤ ean (n ∈ N)

を満たする．このとき，任意の c > 0に対して exp(−cf2)は可積分であることを示せ．



問題 4-8 f がX 上で定義された非負値可測関数で，
∫
X
fdµ = 0とする．このとき，f = 0 (µ-a.e.)であることを

示せ．

問題 4-9 この問題では λは (Rd,B(Rd))上のルベーグ測度だとする．（一意的な存在を認める）．これは d次元立

方体
∏d

i=1(ai, bi]の重みが
∏d

i=1(bi − ai)であるような唯一のボレル測度である．

(1) Cn = (−n, n]d \ (−(n− 1), n− 1]d とおく (n = 1, 2, . . .). このとき，λ(Cn) ≤ d2dnd−1 を示せ.

(2) 可測関数 f : Rd → Rはある α > 0に対して supx∈Rd(1 + |x|)d+α|f(x)| < ∞をみたすとする．このとき，f

は λ可積分であることを示せ．

問題4-10この問題ではλは (R,B(R))上のルベーグ測度だとする．（問題 4-9を参照せよ）．連続関数 f : R → [0,∞)

で，λ可積分だが lim|x|→∞ f(x) = 0とはならない例を作れ．

問題 4-11 この問題では λは (R,B(R))上のルベーグ測度だとする．（問題 4-9を参照せよ）．閉区間 [0, 1]上の関

数 gを以下のように定めると,
∫ 1

0
gdλ = 1/9であることを示せ．

g(x) =

{
0　 (x ∈ Qのとき)

n　 (x /∈ Qかつ 10進法表示すると小数点直後から連続して 0が n個並ぶとき)

問題 4-12 引き続き λは (R,B(R))上のルベーグ測度だとする．g(x) = exp(−|[x]|)とおく．ただし，[x]は実数

xのガウス記号である（すなわち xを超えない最大の整数である）．このとき，
∫
R
gdλ = (e+ 1)/(e− 1)である

ことを示せ．

問題 4-13 (X,F , µ)は確率測度空間だとし，0 < δ < 1する．f は X 上で定義された非負値可測関数で至る所

f(x) > 0とする．このとき，次の命題が成り立つことを示せ．

∃M = Mδ > 0 s.t. A ∈ F , µ(A) ≥ δ =⇒
∫
A

f(x)dµ(x) ≥ M.


