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概 要
この 1年，SARS-CoV-2による新型肺炎 COVID-19が猛威を奮っています．少し収まっていましたが，ま

た変異株が問題を起こしそうです．現場で戦っておられる医療関係者，物流を支えてくださってる皆さん，全て
のみなさんに感謝します．
この稿では，数学（確率論）のモデルである「パーコレーション」を用いて，感染症の拡大についての一つ

の見方（描像）を解説します．本文で詳しく述べるように，この見方には様々な限界があり，とてもじゃないけ
ど，疫学の専門家の方々の研究の代替になるものではありません．
しかし，このような描像を持つことにより，大きな時間スケールでの状況をある程度理解でき，その結果と

して，専門家会議などがおっしゃっている「みなさんがどう行動すべきか」の理由を理解するのに役立つことを
期待します．特に，「臨界確率」と呼ばれる量があり，これと感染確率の大小が運命の分かれ目であることは，強
調したいと思っています．（その後，どのように行動するかは，みなさん一人ひとりの判断です．）

∗2020-2021 年の COVID-19 の蔓延に際して
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1 初めに：COVID-19について
CONID-19については不明な点も多い．以下はあくまで，現時点での暫定的なものである．

• 現在，全世界に感染が拡がっているのはご存知の通り．

• 厄介（拡がりやすい）な性質

– かなりの人は「軽症」または「無症状」で回復　→ 知らぬ間に感染させるかも

– 潜伏期も長め？

– 感染力はインフルより少し強め？

• ちょっとマシな性質：幸い，致死率はそれほど高くないようだ．人々が冷静であれば，社会インフラが破壊
されるまでには至らないと期待できる．

• 結論：エボラや SARS ほどではないにしても，ほどほどに厄介だ．

可能な（考えうる）対策：

• 基本は「予防（病気にかからない）」と「治療（かかっても治す）」

• 予防については，ワクチンの開発が急務だが，いま漸く，できてきたところ．行き渡るには時間がかかる．

• 治療薬も模索中（最近の分子設計技術に期待）．こちらはどうも芳しくない．

• 患者が増えすぎると，病院が一杯になって，助かる人も助からなくなる（医療崩壊）．これが今現在，危惧
されていること．

• だから，患者数（重症者数）をできるだけ下げることが最重要．

• そのためには，実質的な感染率を下げることが最重要だ．（病気そのものの感染率は変えられないが，みん
なで注意して，かかり易い行動を避ける．）

ということで，実質的な感染率を下げることの必要性，およびそのためにどうすれば良いのか，の原理を納得し
てもらうべく，病気の感染の簡単な数理モデルを説明する．

なお，実際の対策を考えるには，社会的な影響は無視できない．

• 現代社会は，様々な国，地域，企業，人，が複雑に絡み合って，ギリギリのところで関係を保ちつつ動いて
いる．

• どこか一箇所が弱くなると一気に崩れる可能性が大．

• 例えば，極端な政策として「全員，家から出ないで 1ヶ月耐える（食料，インフラはあるとの前提で）」こ
とをすれば，COVID-19はやっつけられても，経済的なダメージが計り知れず，結果として間接的な死者
がより多くなるかもしれない．

• 本稿ではこれらの複雑な問題には触れない．あくまで，「病気にかからないためには，どうすべきか」（の基
礎になる考え）を論じる．
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2 基本的な考え方：感染症の伝播をパーコレーションでモデル化すること
本稿では，感染症の伝播を「パーコレーション」と呼ばれる確率論のモデルで定性的に理解することをめざす．
おいおい述べて行くように，この方法には限界もたくさんある．しかし，「感染がどのように拡がるか？」特に「長
時間経った後ではどうなっているのか？」「変異株にはどう対応すべきか？」などについては，ある程度の理解
（描像）が得られることを期待する．

2.1 はじめに
通常，感染症の拡がりは微分方程式で記述して研究する．特に有名なのは SIR model だが，もっともっと複雑
なモデルも多々ある．これらは疫学の専門家の方々が解析されており，その結果は，もちろん，信頼できる．
ここでは，これらとは異なる，確率論（パーコレーション）の視点からの理解（定性的な描像）を述べる．

この見方の利点：

• 定性的な理解（描像）が得られる

• 特に，感染確率が低い場合と高い場合で，本質的に様相が異なることが理解できる．

– 感染確率が低い（「臨界確率」よりも低い）場合は，少数の人間しか感染しないが，

– 感染確率が高い（「臨界確率」よりも高い）場合は，多数（人口比で見て正の割合）が感染する

– もちろん，感染者の割合は，感染確率が高くなると 1に近づく（ほぼ全員が感染する）

• 結果として，「一人一人が感染確率を下げよう」という動機付けが得られる（はず）

• 変異株への正しい対応もわかる

• 「集団免疫」のイメージもわかる

この方法の欠点とお断り：

• 問題を簡単化しすぎたので，時間変化（どのように増えるか）を追うことが難しい（本稿では時間変化は
扱わない）

• これだけでは定量的な議論は難しい（種々のデータ不足；特に医学的見地が必要）．あくまで定性的な理
解のみを目標とする

• かなり粗い近似であり，細部では正しくないことも多い

• 感染爆発を起こしている状況では「ランダムグラフ」の考え方が有効だが，本稿ではほとんど立ち入らない．

• ということなので，あくまで一つの理解の仕方として見て頂きたい．

2.2 基本的な考え方（モデル化）
パーコレーションを無理やり感染症に応用（モデル化）する場合の基本的な考え方は：
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2.2.1 最も簡単（？）な例

非常に簡単化した，以下の問いを考察しよう．

Q1. 以下の状況を考える．

• A, B, C, D の 4人は，家が隣同士で，一直線に並んでいる．

• 彼らは隣の人とは交流（会話，一緒に遊ぶなど）があるが，それ以外には交流はない．つまり，「Aと
B」「Bと C」「Cと D」の間にのみ交流がある．

• この交流を通して，感染症が感染する確率は全て pであると仮定する（感染確率の解釈については，後
の「注意 2」参照）．

最初に A君が感染していた時，最終的に D君が感染する確率はいくらか？　なお，最初の A君の感染以外
は，外部からの感染はないものとする．

（注意 1）「人が 4人しかいない」「隣の人としか交流がない」「外部からの感染がない」などはもちろん．考え
やすくするための簡単化．実際の交流はもっともっと複雑だが，ここは追い追い，一般化する．

（注意 2）「感染確率」pの解釈について：このモデルで一番引っかかるのは，「感染確率」の解釈だろう．少し
強引な解釈は以下の通り．

かなり多くの感染症では，感染後に一定時間が経てば，その人から感染することはない．「その人が 回
復/死亡する」「症状が酷いと仕事や遊びでの交流もできなくなる」「隔離される」などの理由で，ウ
イルスがばら撒かれなくなるから．なので，感染確率 pとは，「一人の感染者が，回復/死亡/隔離 さ
れるまでに隣の人に感染させる確率」と思ってほしい．

（注意 3）免疫について：上の（注意 2）では，「回復した人は免疫を獲得し，2度とウイルスを撒き散らさない」
ことも仮定している．もし，いつまでもウイルスを撒き散らし続けるなら，上の感染確率 pは 1になってしまい，
全員，確実に感染する．本稿では，そんな悪夢の世界は考えない．（その場合でも，治療薬ができれば我々は生き
残れます．医学に期待しましょう！）
（注意 3′）なお，COVID-19については，再感染した例も報告されているようだ．それでも，「一旦罹患して
治ってしまえば，しばらくは再感染しない」のも確かなようだ．であるので，半年程度のタイムスパンを考える
限りでは，「感染後に一定時間が経てば，その人から感染することはない」と思っても，まあ，良いだろう．

2.2.2 パーコレーションの定義（Q1の場合）

上の Q1は，確率論でグラフ上のボンドパーコレーションという問題の簡単な例になっている．その定義を述
べよう．
まず，Q1での人の交流を「グラフ」で表す1．つまり，A, B, C, D の人を点で，その間の交流を線で表す．下
図の左のようになるだろう．

bonds

<latexit sha1_base64="HSGcuB9TVAtU2OA1uhKUEOqbhak=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKYI8FLx4rmLbQhrLZbNqlm92wuxFK6G/w4kERr/4gb/4bN20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz326lsbe/s7lX3aweHR8cn9dOznpaZItQnkks1CLGmnAnqG2Y4HaSK4iTktB/O7gq//0SVZlI8mnlKgwRPBIsZwcZKfihFpMf1htt0l0CbxCtJA0p0x/WvUSRJllBhCMdaDz03NUGOlWGE00VtlGmaYjLDEzq0VOCE6iBfHrtAV1aJUCyVLWHQUv09keNE63kS2s4Em6le9wrxP2+Ymbgd5EykmaGCrBbFGUdGouJzFDFFieFzSzBRzN6KyBQrTIzNp2ZD8NZf3iS9VtO7abYfWo1Ou4yjChdwCdfgwS104B664AMBBs/wCm+OcF6cd+dj1Vpxyplz+APn8wfxe47B</latexit>

sites

<latexit sha1_base64="Km499rI4d2X64gtSQSewzSeM1tE=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKYI8FLx4rmLbQhrLZTtqlm03Y3Qgl9Dd48aCIV3+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSq4Nq777ZS2tnd298r7lYPDo+OT6ulZRyeZYuizRCSqF1KNgkv0DTcCe6lCGocCu+H0buF3n1BpnshHM0sxiOlY8ogzaqzka25QD6s1t+4uQTaJV5AaFGgPq1+DUcKyGKVhgmrd99zUBDlVhjOB88og05hSNqVj7FsqaYw6yJfHzsmVVUYkSpQtachS/T2R01jrWRzazpiaiV73FuJ/Xj8zUTPIuUwzg5KtFkWZICYhi8/JiCtkRswsoUxxeythE6ooMzafig3BW395k3Qade+m3nxo1FrNIo4yXMAlXIMHt9CCe2iDDww4PMMrvDnSeXHenY9Va8kpZs7hD5zPHw0RjtM=</latexit>

A

<latexit sha1_base64="Amnfan25DpYdYwzLpyDgJuRvFoQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4qXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJKHjMM=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="bMuOvM+wuB0MuudFX2Gdd0hGmvs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJQLjMQ=</latexit>

C

<latexit sha1_base64="NBNRVyYUWJOT86KgfU7SGp5CQCw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokU1FuhF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9djY2t7Z3dgt7xf2Dw6Pj0slpW8epYthisYhVN6AaBZfYMtwI7CYKaRQI7AST+tzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipWR+Uym7FXYCsEy8nZcjRGJS++sOYpRFKwwTVuue5ifEzqgxnAmfFfqoxoWxCR9izVNIItZ8tDp2RS6sMSRgrW9KQhfp7IqOR1tMosJ0RNWO96s3F/7xeasJbP+MySQ1KtlwUpoKYmMy/JkOukBkxtYQyxe2thI2poszYbIo2BG/15XXSvq541cpds1quVfM4CnAOF3AFHtxADe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWzdcPKZM/gD5/MHlY+MxQ==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="vbwhcSG8Ipggg7dDVm2ogouYzTE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KevDYgq2FNpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcMWi0WsOgHVKLjEluFGYCdRSKNA4EMwvpn5D0+oNI/lvZkk6Ed0KHnIGTVWat72yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4HTUi/VmFA2pkPsWipphNrP5odOyZlVBiSMlS1pyFz9PZHRSOtJFNjOiJqRXvZm4n9eNzXhlZ9xmaQGJVssClNBTExmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYlG4K3/PIqaV9UvVr1ulmr1Gt5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAWMEB4hld4cx6dF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8AZcTjMY=</latexit>

A

<latexit sha1_base64="Amnfan25DpYdYwzLpyDgJuRvFoQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4qXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJKHjMM=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="bMuOvM+wuB0MuudFX2Gdd0hGmvs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJQLjMQ=</latexit>

C

<latexit sha1_base64="NBNRVyYUWJOT86KgfU7SGp5CQCw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokU1FuhF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9djY2t7Z3dgt7xf2Dw6Pj0slpW8epYthisYhVN6AaBZfYMtwI7CYKaRQI7AST+tzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipWR+Uym7FXYCsEy8nZcjRGJS++sOYpRFKwwTVuue5ifEzqgxnAmfFfqoxoWxCR9izVNIItZ8tDp2RS6sMSRgrW9KQhfp7IqOR1tMosJ0RNWO96s3F/7xeasJbP+MySQ1KtlwUpoKYmMy/JkOukBkxtYQyxe2thI2poszYbIo2BG/15XXSvq541cpds1quVfM4CnAOF3AFHtxADe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWzdcPKZM/gD5/MHlY+MxQ==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="vbwhcSG8Ipggg7dDVm2ogouYzTE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KevDYgq2FNpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcMWi0WsOgHVKLjEluFGYCdRSKNA4EMwvpn5D0+oNI/lvZkk6Ed0KHnIGTVWat72yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4HTUi/VmFA2pkPsWipphNrP5odOyZlVBiSMlS1pyFz9PZHRSOtJFNjOiJqRXvZm4n9eNzXhlZ9xmaQGJVssClNBTExmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYlG4K3/PIqaV9UvVr1ulmr1Gt5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAWMEB4hld4cx6dF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8AZcTjMY=</latexit>

1ここでの「グラフ」は高校までの「函数のグラフ」とは意味が違う
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人を表す点をサイト (site)と呼ぶ．また，人の間の交流を表す線（＝サイトのペア）をボンド (bond)と呼ぶ（上
図の右）．
ボンドパーコレーションモデル（の一番簡単バージョン）とは，上の「ボンド」が確率的に　通行可能/通行不
可能　になるモデルである．つまり，それぞれのボンドは独立に

• 確率 pで「通行可能」（open）

• 確率 (1− p)で「通行不可能」（closed）

なると想定する．そして（例えば）「Aの点から Dの点まで『通行可』になる確率は何？」と言った問いを考え
る．（数学的にきちんとした定義は，節を改めて述べる．）

上の問い「Aの点から Dの点まで『通行可』になる確率は何？」とはまさに，「最初に Aが感染していた時に，
最終的に Dも感染する確率」を問うている．つまり，上のボンドパーコレーションモデルは，Q1と数学的に等
価である．（この意味で，「bondが open」は「この交流を通して感染した」，「bondが closed」は「この交流では
感染しなかった」と思って良い．）

この定式化では，人と人との「交流」の有無と交流を通しての感染確率だけが必要な情報で，それらの人が「ど
こに住んで，どのような交流をしているか」は問題ではない．例えば：

Q1′. 以下の状況を考える．

• A, B, C, D の四人は，ある会社で働いている．
• 仕事上，「Aと B」「Bと C」「Cと D」の間にのみ交流（会話，資料のやりとりなど）があるが，これ
以外の交流はない（挨拶もしない）．

• この交流を通して，感染症が感染する確率は全て pであると仮定する．

最初に Aさんが感染していた時，最終的に Dさんが感染する確率はいくらか？　なお，最初の Aさんの感
染以外は，外部や他の社員からの感染はないものとする．

Q1と Q1′は数学的には全く同じである．A, B, C, Dが隣同士に住んでいてもいなくても，「誰と誰の交流がど
の程度か」を見れば，答えは出る．このように，人と人との交流（の深さ）に注目して感染症の伝播を見て行こ
う，というのが本稿の目的である．

2.2.3 パーコレーションの定義（もう一つの例）

念のため，もう一つ例をあげておこう．

Q2. 以下の状況を考える．

• A, B, C, D, E の 5人は，ある会社で働いている．
• 仕事上，「Aと B」「Bと C」「Cと D」「Dと A」「Cと E」の間にのみ交流（会話，資料のやりとりな
ど）があるが，これ以外の交流はない（挨拶もしない）．

• この交流を通して，感染症が感染する確率は全て pであると仮定する．

最初に Aさんが感染していた時，最終的に Eさんが感染する確率はいくらか？　なお，最初の Aさんの感
染以外は，外部や他の社員からの感染はないものとする．

Q2が以下のグラフを用いて表現できるのは，Q1を理解した方には大丈夫ですね．
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A

<latexit sha1_base64="Amnfan25DpYdYwzLpyDgJuRvFoQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4qXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJKHjMM=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="bMuOvM+wuB0MuudFX2Gdd0hGmvs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJQLjMQ=</latexit>

C

<latexit sha1_base64="NBNRVyYUWJOT86KgfU7SGp5CQCw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokU1FuhF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9djY2t7Z3dgt7xf2Dw6Pj0slpW8epYthisYhVN6AaBZfYMtwI7CYKaRQI7AST+tzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipWR+Uym7FXYCsEy8nZcjRGJS++sOYpRFKwwTVuue5ifEzqgxnAmfFfqoxoWxCR9izVNIItZ8tDp2RS6sMSRgrW9KQhfp7IqOR1tMosJ0RNWO96s3F/7xeasJbP+MySQ1KtlwUpoKYmMy/JkOukBkxtYQyxe2thI2poszYbIo2BG/15XXSvq541cpds1quVfM4CnAOF3AFHtxADe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWzdcPKZM/gD5/MHlY+MxQ==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="vbwhcSG8Ipggg7dDVm2ogouYzTE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KevDYgq2FNpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcMWi0WsOgHVKLjEluFGYCdRSKNA4EMwvpn5D0+oNI/lvZkk6Ed0KHnIGTVWat72yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4HTUi/VmFA2pkPsWipphNrP5odOyZlVBiSMlS1pyFz9PZHRSOtJFNjOiJqRXvZm4n9eNzXhlZ9xmaQGJVssClNBTExmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYlG4K3/PIqaV9UvVr1ulmr1Gt5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAWMEB4hld4cx6dF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8AZcTjMY=</latexit>

E

<latexit sha1_base64="dk0JuoncNsJQ0j0+8Ne1+3MUAYo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KInhswdZCG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR2nimGLxSJWnYBqFFxiy3AjsJMopFEg8CEY38z8hydUmsfy3kwS9CM6lDzkjBorNW/75Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n80On5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiazr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuSDcFbfnmVtC+qXq163axV6rU8jiKcwCmcgweXUIc7aEALGCA8wyu8OY/Oi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AJiXjMc=</latexit>

2.2.4 より現実的な例に向けて

より現実的なモデル化には，様々な要素を考慮する必要がある．

• まず，現実の人間関係は非常に複雑である．

– 「幼稚園に通っている子供」に限定しても，その友達関係は Q1のように簡単なものではないだろう．
「A君と B君，B君と C君，C君とD君は大変仲が良い」「A君と C君，B君とD君もそこそこ仲が
良い」「これ以外の組み合わせは仲が悪くて交流なし」などの無数の可能性が無数に考えられる．

– さらに，幼稚園ならともかく，大学生や働いている人なら，大学や会社のみならず，それぞれの家庭，
恋人関係，など様々な交流がある．さらに，通勤途中での（望まぬ）交流などもあるだろう．

本気で解析するなら，これらの複雑な交流（人と人のネットワーク）を考える必要がある．

• 次に，感染症の伝播には，かならず時間的遅れが生じる．瞬時に感染して瞬時に伝染する病はないだろう．
実際には（数日などの）潜伏期間をへて発症し，伝染が始まる（新型コロナでは「潜伏期間中にも伝染す
るかもしれない」とも言われているが）．本稿では，「十分に時間が経ったあとに感染がどこまで拡がってい
るか」を考え，「時間とともに感染がどのように拡がるか」にはほとんど触れられない．

本来は，これらの複雑な要素をすべて考えることが必要だが，本稿ではそこまではできない．ただし，問題の定
性的な様相はこれから述べる簡単化されたモデルと（大体）同じである．本稿の目的は，簡単化されたモデルを
通して，感染症の伝播の定性的な理解を（少し）深めていただくことだ．

次節で，パーコレーションの数学的側面に簡単に触れたあと，その感染症への応用に触れる．

3 確率論のモデル：パーコレーション
本節では，典型的なグラフにおけるパーコレーションモデルの性質とその感染症への応用（解釈）を解説する．
その感染症への応用（解釈）については，次の節でも述べる．

3.1 一般のグラフ上のパーコレーション（定義）
人と人との交流に着目して感染症の伝播を考える際の基本的な考え方を 2.2節で示した．キーは，人と人との
交流を「グラフ」で表現して，そのグラフ上のパーコレーションを考えるというものだった．ここでは一般のグ
ラフ上のパーコレーションを定義する．次の小節から，典型的なグラフについて，そのパーコレーションの性質
を解説する．

まず一般のグラフを定義する．

定義 3.1 グラフ (graph)というのは，V と E という二つの集合からなる集合である．記号では (V,E)と書
く．ここで，

• V とは頂点 (vertex)の集合
• E とは辺（edge）の集合：辺とは頂点のペアである．

Q2で考えた例を再掲すれば：
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A

<latexit sha1_base64="Amnfan25DpYdYwzLpyDgJuRvFoQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4qXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJKHjMM=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="bMuOvM+wuB0MuudFX2Gdd0hGmvs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJQLjMQ=</latexit>

C

<latexit sha1_base64="NBNRVyYUWJOT86KgfU7SGp5CQCw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokU1FuhF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9djY2t7Z3dgt7xf2Dw6Pj0slpW8epYthisYhVN6AaBZfYMtwI7CYKaRQI7AST+tzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipWR+Uym7FXYCsEy8nZcjRGJS++sOYpRFKwwTVuue5ifEzqgxnAmfFfqoxoWxCR9izVNIItZ8tDp2RS6sMSRgrW9KQhfp7IqOR1tMosJ0RNWO96s3F/7xeasJbP+MySQ1KtlwUpoKYmMy/JkOukBkxtYQyxe2thI2poszYbIo2BG/15XXSvq541cpds1quVfM4CnAOF3AFHtxADe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWzdcPKZM/gD5/MHlY+MxQ==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="vbwhcSG8Ipggg7dDVm2ogouYzTE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KevDYgq2FNpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcMWi0WsOgHVKLjEluFGYCdRSKNA4EMwvpn5D0+oNI/lvZkk6Ed0KHnIGTVWat72yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BzNIIpWGCat313MT4GVWGM4HTUi/VmFA2pkPsWipphNrP5odOyZlVBiSMlS1pyFz9PZHRSOtJFNjOiJqRXvZm4n9eNzXhlZ9xmaQGJVssClNBTExmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYlG4K3/PIqaV9UvVr1ulmr1Gt5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAWMEB4hld4cx6dF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8AZcTjMY=</latexit>

E

<latexit sha1_base64="dk0JuoncNsJQ0j0+8Ne1+3MUAYo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KInhswdZCG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR2nimGLxSJWnYBqFFxiy3AjsJMopFEg8CEY38z8hydUmsfy3kwS9CM6lDzkjBorNW/75Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n80On5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rwys+4TFKDki0WhakgJiazr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuSDcFbfnmVtC+qXq163axV6rU8jiKcwCmcgweXUIc7aEALGCA8wyu8OY/Oi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AJiXjMc=</latexit>

頂点の集合は V = {A,B,C,D,E}，辺の集合は E = {AB,BC,CD,DA,DE} である2．

定義 3.2 グラフ G上のボンドパーコレーションモデルでは以下の考察を行う．

• グラフの辺（ボンド）は，互いに独立に

– 確率 p でボンドが通行可 (bond open)

– 確率 (1− p) でボンドが通行不可 (bond closed)

になるとする．ここで pは 0以上 1以下の数で，全てのボンドに共通．

• 各ボンドごとにサイコロを振って，「通行可」か「通行不可」を決める．このように決めたボンドの状態
をボンドの配位 (bond configuration)と呼ぶ．

• ボンドの配位が決まった時，特に以下の事象や量に注目する：

– サイト xと yはつながっている (x and y are connected)事象：サイト xから yまで『通行可』のボ
ンドを通っていける事象のこと．x←→ y と表す．

– （上への補足）xは自分自身といつでもつながってるとみなす．つまり，ボンドの配位には関係なく，
常に x←→x．

– サイト xの連結成分 (connected cluster of x)：サイト xからつながっているサイトの全体．C(x)で
表す．C(x)内のサイトの数を |C(x)|と書き，C(x)の大きさ (size of C(x)) と呼ぶ．

• 記号を導入する．

– ボンドの配位の確率分布に関して，ある事象 Aが起こる確率を P [A]と書く．
– ボンドの配位の確率分布でに関して，ある量 X の期待値を E [X] と書く．

これらはもちろん，パラメーター pに依存するが，その依存性はあらわには書かない．

• 我々が特に注目したいのは，

– サイト xとサイト yがつながっている確率 P [x←→ y]

– サイト xの連結成分の大きさの期待値 E [ |C(x)| ]
– サイト xが無限遠までつながる確率（percolation density） θp(x) := P [ |C(x)| =∞]

の 3つの量である．（最後の θpは，グラフが無限グラフの場合のみ定義される；具体例はこの後で．）これ
らがパラメーター pの函数としてどう変化するか，に注目する．

3.2 A warm up：1次元のパーコレーション
この「1次元モデル」は実際の人々の交流とは程遠い．しかし，計算しやすく，また，後から述べる，より現
実的なモデルとの対比が際立っているため，解説する．
より複雑かつ現実的な例は 3.3節以降で扱う．

2辺はサイトのペアなので，通常は {A,B} などと集合の記号を使って書くが，ここでは簡単に AB と書く
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3.2.1 1次元のパーコレーション：定義

このモデルの定義は以下の通りで，Q1の 4人をたくさん（無限）の人に拡張したものになっている．

Q1′′. 以下の状況を考える．

• 無限にたくさんの人がいる．便宜上，人を非負の整数 xで番号づけて区別しよう．
• どの人 xも，(x− 1)および (x+ 1)の人とは交流があるが，これ以外の交流はない（ただし，x = 0の
人は，x = 1の人とのみ交流）．

• この交流を通して，感染症が感染する確率は全て pであると仮定する．

最初に 0番の人が感染していた時，最終的に xの人が感染する確率はいくらか？

このモデルのグラフ G = (V,E)は，以下のもの：

• 頂点（サイト）の集合：V = {数直線上の座標が整数である点 }
• 辺（ボンド）の集合：E = {隣り合ったサイトのペア }

要するに下図のように，一直線に人が並んでいる，わけだ．簡単ですね．
0

<latexit sha1_base64="XqZ2E3l3FjMCNkQBgVck75OzvNo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkYI8FLx5bsB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RS2tnd294r7pYPDo+OT8ulZR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbTu4XffUKleSwfzCxBP6JjyUPOqLFSyx2WK27VXYJsEi8nFcjRHJa/BqOYpRFKwwTVuu+5ifEzqgxnAuelQaoxoWxKx9i3VNIItZ8tD52TK6uMSBgrW9KQpfp7IqOR1rMosJ0RNRO97i3E/7x+asK6n3GZpAYlWy0KU0FMTBZfkxFXyIyYWUKZ4vZWwiZUUWZsNiUbgrf+8ibp3FS9WrXeqlUa9TyOIlzAJVyDB7fQgHtoQhsYIDzDK7w5j86L8+58rFoLTj5zDn/gfP4AeaWMtQ==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="vlHBMlKiPJioEH2AFyWQEvJtt3U=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkYI8FLx5bsB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RS2tnd294r7pYPDo+OT8ulZR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbTu4XffUKleSwfzCxBP6JjyUPOqLFSyxuWK27VXYJsEi8nFcjRHJa/BqOYpRFKwwTVuu+5ifEzqgxnAuelQaoxoWxKx9i3VNIItZ8tD52TK6uMSBgrW9KQpfp7IqOR1rMosJ0RNRO97i3E/7x+asK6n3GZpAYlWy0KU0FMTBZfkxFXyIyYWUKZ4vZWwiZUUWZsNiUbgrf+8ibp3FS9WrXeqlUa9TyOIlzAJVyDB7fQgHtoQhsYIDzDK7w5j86L8+58rFoLTj5zDn/gfP4AeymMtg==</latexit>

2

<latexit sha1_base64="I4FCFggGH+v4XZvgDW3cnFdDCK8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kkkp2GPBi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0IJ/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O1vbO7t7+4WD4uHR8clp6ey8o+NUMWyzWMSqF1CNgktsG24E9hKFNAoEdoPp3cLvPqHSPJYPZpagH9Gx5CFn1FipVR2Wym7FXYJsEi8nZcjRHJa+BqOYpRFKwwTVuu+5ifEzqgxnAufFQaoxoWxKx9i3VNIItZ8tD52Ta6uMSBgrW9KQpfp7IqOR1rMosJ0RNRO97i3E/7x+asK6n3GZpAYlWy0KU0FMTBZfkxFXyIyYWUKZ4vZWwiZUUWZsNkUbgrf+8ibpVCterVJv1cqNeh5HAS7hCm7Ag1towD00oQ0MEJ7hFd6cR+fFeXc+Vq1bTj5zAX/gfP4AfK2Mtw==</latexit>

3

<latexit sha1_base64="+SXt4WaM7woteW914afZUf45xzo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokW7LHgxWML9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nY3Nre2d3cJecf/g8Oi4dHLa1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8Hkbu53nlBpHssHM03Qj+hI8pAzaqzUvBmUym7FXYCsEy8nZcjRGJS++sOYpRFKwwTVuue5ifEzqgxnAmfFfqoxoWxCR9izVNIItZ8tDp2RS6sMSRgrW9KQhfp7IqOR1tMosJ0RNWO96s3F/7xeasKan3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNkUbgrf68jppX1e8aqXWrJbrtTyOApzDBVyBB7dQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFs3nHzmDP7A+fwBfjGMuA==</latexit>

4

<latexit sha1_base64="ttE4XdjTkOCikmiDCvWqHcS368w=">AAAB5HicbVBNS8NAEJ3Urxq/qlcvi0XwVBIp2GPBi8cK9gPaUDbbSbt2swm7m0IJ/QVePChe/U3e/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqeDaeN63U9rZ3ds/KB+6R8cnp2cV97yjk0wxbLNEJKoXUo2CS2wbbgT2UoU0DgV2w+n90u/OUGmeyCczTzGI6VjyiDNqrPRYH1aqXs1bgWwTvyBVKNAaVr4Go4RlMUrDBNW673upCXKqDGcCF+4g05hSNqVj7FsqaYw6yFeHLsi1VUYkSpQtachK/T2R01jreRzazpiaid70luJ/Xj8zUSPIuUwzg5KtF0WZICYhy6/JiCtkRswtoUxxeythE6ooMzYb14bgb768TTq3Nb9ea1SbjSKMMlzCFdyAD3fQhAdoQRsYILzAG7w7z86r87FuLDnFxAX8gfP5AxVHi48=</latexit>

5

<latexit sha1_base64="qr/L7Xb4z6sJshKlQYOkDA89hJk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEsceCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipeTMoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ1P+MySQ1KtlwUpoKYmMy/JkOukBkxtYQyxe2thI2poszYbEo2BG/15XXSvqp619Va87pSr+VxFOEMzuESPLiFOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MHgTmMug==</latexit>

sites

<latexit sha1_base64="Km499rI4d2X64gtSQSewzSeM1tE=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKYI8FLx4rmLbQhrLZTtqlm03Y3Qgl9Dd48aCIV3+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSq4Nq777ZS2tnd298r7lYPDo+OT6ulZRyeZYuizRCSqF1KNgkv0DTcCe6lCGocCu+H0buF3n1BpnshHM0sxiOlY8ogzaqzka25QD6s1t+4uQTaJV5AaFGgPq1+DUcKyGKVhgmrd99zUBDlVhjOB88og05hSNqVj7FsqaYw6yJfHzsmVVUYkSpQtachS/T2R01jrWRzazpiaiV73FuJ/Xj8zUTPIuUwzg5KtFkWZICYhi8/JiCtkRswsoUxxeythE6ooMzafig3BW395k3Qade+m3nxo1FrNIo4yXMAlXIMHt9CCe2iDDww4PMMrvDnSeXHenY9Va8kpZs7hD5zPHw0RjtM=</latexit>

bonds

<latexit sha1_base64="HSGcuB9TVAtU2OA1uhKUEOqbhak=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKYI8FLx4rmLbQhrLZbNqlm92wuxFK6G/w4kERr/4gb/4bN20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz326lsbe/s7lX3aweHR8cn9dOznpaZItQnkks1CLGmnAnqG2Y4HaSK4iTktB/O7gq//0SVZlI8mnlKgwRPBIsZwcZKfihFpMf1htt0l0CbxCtJA0p0x/WvUSRJllBhCMdaDz03NUGOlWGE00VtlGmaYjLDEzq0VOCE6iBfHrtAV1aJUCyVLWHQUv09keNE63kS2s4Em6le9wrxP2+Ymbgd5EykmaGCrBbFGUdGouJzFDFFieFzSzBRzN6KyBQrTIzNp2ZD8NZf3iS9VtO7abYfWo1Ou4yjChdwCdfgwS104B664AMBBs/wCm+OcF6cd+dj1Vpxyplz+APn8wfxe47B</latexit>

6

<latexit sha1_base64="mnMvSbffsM7W6LGzwtj/x7KVUNQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEtMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipeTMoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ1P+MySQ1KtlwUpoKYmMy/JkOukBkxtYQyxe2thI2poszYbEo2BG/15XXSvqp619Va87pSr+VxFOEMzuESPLiFOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MHgr2Muw==</latexit>

7

<latexit sha1_base64="YH8AB4tX39bETIjQP3KX2p4JA7M=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mk0B4LXjy2YFuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbe/s7hX3SweHR8cn5dOzro5TxbDDYhGrh4BqFFxix3Aj8CFRSKNAYC+Y3i783hMqzWN5b2YJ+hEdSx5yRo2V2vVhueJW3SXIJvFyUoEcrWH5azCKWRqhNExQrfuemxg/o8pwJnBeGqQaE8qmdIx9SyWNUPvZ8tA5ubLKiISxsiUNWaq/JzIaaT2LAtsZUTPR695C/M/rpyZs+BmXSWpQstWiMBXExGTxNRlxhcyImSWUKW5vJWxCFWXGZlOyIXjrL2+S7k3Vq1Ub7Vql2cjjKMIFXMI1eFCHJtxBCzrAAOEZXuHNeXRenHfnY9VacPKZc/gD5/MHhEGMvA==</latexit>

8

<latexit sha1_base64="SH/QVItZ2tZm5c4Hw+OrrxLCVlI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkYI4FLx5bsB/QhrLZTtq1m03Y3Qil9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSq4Nq777RS2tnd294r7pYPDo+OT8ulZWyeZYthiiUhUN6QaBZfYMtwI7KYKaRwK7ISTu4XfeUKleSIfzDTFIKYjySPOqLFS0x+UK27VXYJsEi8nFcjRGJS/+sOEZTFKwwTVuue5qQlmVBnOBM5L/UxjStmEjrBnqaQx6mC2PHROrqwyJFGibElDlurviRmNtZ7Goe2MqRnrdW8h/uf1MhP5wYzLNDMo2WpRlAliErL4mgy5QmbE1BLKFLe3EjamijJjsynZELz1lzdJ+6bq1ap+s1ap+3kcRbiAS7gGD26hDvfQgBYwQHiGV3hzHp0X5935WLUWnHzmHP7A+fwBhcWMvQ==</latexit>

3.2.2 1次元のパーコレーション：解きましょう

1次元モデルは高校数学の知識で完全に解ける．

原点とサイト xがつながる確率 xを正の整数として，原点とサイト xがつながる確率を計算しよう．この事象
が起こる必要十分条件は

01, 12, 23, · · · , (x− 1)x (3.1)

のすべてのボンドが通行可になってること，だ（0の左，xの右はどうなっていても良い）．ここには x本のボ
ンドがあり，これらが独立に確率 pで「通行可」になるので，この事象の確率は，pxだ．x = 0の時はいつでも
connected と定義したので確率は 1だが，これも p0 = 1に合致している．以上から，以下が得られる：

P [0←→x] = px (3.2)

p = 1の場合を除いて，この確率は xの増大と共に，ゼロに近づく．つまり，p < 1なら，原点と遠くの xがつな
がってる確率は，非常に小さくなる．

Percolation density xの人に伝わる確率が px なのだから，直感的に考えても「無限遠まで伝わる」確率は
ゼロだろう．実際，

P [ |C(0)| =∞] = 0 (3.3)

だ．
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原点の connected clusterの大きさの期待値 今度は，原点の connected cluster の大きさの期待値を考えよう．
そのために，nを正の整数として，|C(0)| = nとなる確率を求める．Connected clusterの定義から，|C(0)| = n

となるためには，「原点の connected clusterが，(1)ちょうど x = n− 1まで届くが，(2)その先にはつながってい
ない」ことが必要十分であるとわかる．(1)の方は，すぐ上で考えた．「原点と xがつながっている」事象と同じ．
(2)の方は，「ボンド {x, x+ 1}が closed」であることと同じ．(1)と (2)は独立なので，積事象の確率を用いて

P [|C(0)| = n] = pn−1 (1− p) (3.4)

が得られる．|C(0)|の期待値は

E [|C(0)|] =
∞∑

n=1

n pn−1 (1− p) = (1− p)×
∞∑

n=1

n pn−1 = (1− p)× 1

(1− p)2
=

1

1− p
(3.5)

とわかる．この期待値は，「何人の人が感染するか」の期待値と考えられる．

3.2.3 1次元のパーコレーション：まとめ

1次元のまとめ：せっかく解析したのだが，1次元ではあんまり大変なことは起きなかった．

• 原点とサイト xがつながる確率は px である．これは，p < 1なら，x → ∞でゼロになる．無限遠ま
で届くことはない．

• 原点の connected cluster の期待値は (1− p)−1である．これも p < 1なら有限である．つまり，p < 1

なら，原点からある程度の有限の距離までは繋がってるけども，その先にはつながらない．

（感染症での解釈）

• 原点にいた人だけが最初に感染していた場合，xにいる人まで感染が伝わる確率は px ．p < 1なら，遠い
人（xが大）はまあ，安心！

• 原点にいた人だけが最初に感染していた場合，最終的に感染する人の集合が C(x)だった．|C(0)|の期待値
は，「最初，原点にいた人が感染していた場合に最終的に感染する人の数」の期待値に他ならない．この期
待値が有限である（かつ，p ≈ 1でない限りは，大きな数ではない）ことは，最終的な感染者数は大きくな
い（なので，大多数の人にとっては安心！）ということ．

2次元以上では全くことなる（恐ろしい）様相になることを，次節以降で見よう．
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3.3 本題：2次元のパーコレーション
では漸く，本題です．先に考えた 1次元のモデルを 2次元に拡張します．
感染症を扱うには，2次元よりももっと次元が高く複雑なモデルを考える必要があるが，2次元を十分に理解す
れば，複雑なモデルの理解も容易だ．なので，ともかく 2次元を考えよう．（より複雑なモデルは，この 2次元の
後，3.4節で考える）．

3.3.1 2次元のパーコレーション：定義

このモデルのグラフ G = (V,E)は，以下のものになる：

• 頂点（サイト）の集合 V：2次元平面上で，座標が整数である点の全体
• 辺（ボンド）の集合 E：「隣り合ったサイトのペア」の全体

0

<latexit sha1_base64="zV/psJr8cBginQS4pebsNQUaWVc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkYI8FLx5bsB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RS2tnd294r7pYPDo+OT8ulZR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbTu4XffUKleSwfzCxBP6JjyUPOqLFSyx2WK27VXYJsEi8nFcjRHJa/BqOYpRFKwwTVuu+5ifEzqgxnAuelQaoxoWxKx9i3VNIItZ8tD52TK6uMSBgrW9KQpfp7IqOR1rMosJ0RNRO97i3E/7x+asK6n3GZpAYlWy0KU0FMTBZfkxFXyIyYWUKZ4vZWwiZUUWZsNiUbgrf+8ibp3FS9WrXeqlUabh5HES7gEq7Bg1towD00oQ0MEJ7hFd6cR+fFeXc+Vq0FJ585hz9wPn8Adz2MrQ==</latexit>

イメージとしては，上図のように碁盤目状に家が並んでいて，「隣の家とのみ交流する」場合に相当．

3.3.2 2次元が 1次元より格段に難しい理由

この 2次元モデルは簡単には解けない．その理由は以下の通り．
1次元の場合，原点から x > 0 につながる条件は「原点と xを結ぶ道の上のボンドがすべて open」であるこ
と3．「原点と xを結ぶ道」は一通りしかないので，この確率は px と計算できた．
ところが，2次元では事情が全く異なる．下図には，原点と (2, 1) の点がつながるボンドの配位の例をいくつ
か示した（太線が open bonds）．

0

<latexit sha1_base64="zV/psJr8cBginQS4pebsNQUaWVc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkYI8FLx5bsB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RS2tnd294r7pYPDo+OT8ulZR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbTu4XffUKleSwfzCxBP6JjyUPOqLFSyx2WK27VXYJsEi8nFcjRHJa/BqOYpRFKwwTVuu+5ifEzqgxnAuelQaoxoWxKx9i3VNIItZ8tD52TK6uMSBgrW9KQpfp7IqOR1rMosJ0RNRO97i3E/7x+asK6n3GZpAYlWy0KU0FMTBZfkxFXyIyYWUKZ4vZWwiZUUWZsNiUbgrf+8ibp3FS9WrXeqlUabh5HES7gEq7Bg1towD00oQ0MEJ7hFd6cR+fFeXc+Vq0FJ585hz9wPn8Adz2MrQ==</latexit>

(2, 1)

<latexit sha1_base64="rNqlvCbIoc98nxOfRcxqrizf0xQ=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahgpTdUrDHghePFdy20C4lm2bb0CS7JFmhLP0NXjwo4tUf5M1/Y9ruQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuFre2d3b3ifung8Oj4pHx61tFxqgj1Scxj1QuxppxJ6htmOO0limIRctoNp3cLv/tElWaxfDSzhAYCjyWLGMHGSn61fuNdD8sVt+YugTaJl5MK5GgPy1+DUUxSQaUhHGvd99zEBBlWhhFO56VBqmmCyRSPad9SiQXVQbY8do6urDJCUaxsSYOW6u+JDAutZyK0nQKbiV73FuJ/Xj81UTPImExSQyVZLYpSjkyMFp+jEVOUGD6zBBPF7K2ITLDCxNh8SjYEb/3lTdKp17xGrfnQqLSqeRxFuIBLqIIHt9CCe2iDDwQYPMMrvDnSeXHenY9Va8HJZ87hD5zPHxUOjX0=</latexit>

0

<latexit sha1_base64="zV/psJr8cBginQS4pebsNQUaWVc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkYI8FLx5bsB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RS2tnd294r7pYPDo+OT8ulZR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbTu4XffUKleSwfzCxBP6JjyUPOqLFSyx2WK27VXYJsEi8nFcjRHJa/BqOYpRFKwwTVuu+5ifEzqgxnAuelQaoxoWxKx9i3VNIItZ8tD52TK6uMSBgrW9KQpfp7IqOR1rMosJ0RNRO97i3E/7x+asK6n3GZpAYlWy0KU0FMTBZfkxFXyIyYWUKZ4vZWwiZUUWZsNiUbgrf+8ibp3FS9WrXeqlUabh5HES7gEq7Bg1towD00oQ0MEJ7hFd6cR+fFeXc+Vq0FJ585hz9wPn8Adz2MrQ==</latexit>

(2, 1)

<latexit sha1_base64="rNqlvCbIoc98nxOfRcxqrizf0xQ=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahgpTdUrDHghePFdy20C4lm2bb0CS7JFmhLP0NXjwo4tUf5M1/Y9ruQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuFre2d3b3ifung8Oj4pHx61tFxqgj1Scxj1QuxppxJ6htmOO0limIRctoNp3cLv/tElWaxfDSzhAYCjyWLGMHGSn61fuNdD8sVt+YugTaJl5MK5GgPy1+DUUxSQaUhHGvd99zEBBlWhhFO56VBqmmCyRSPad9SiQXVQbY8do6urDJCUaxsSYOW6u+JDAutZyK0nQKbiV73FuJ/Xj81UTPImExSQyVZLYpSjkyMFp+jEVOUGD6zBBPF7K2ITLDCxNh8SjYEb/3lTdKp17xGrfnQqLSqeRxFuIBLqIIHt9CCe2iDDwQYPMMrvDnSeXHenY9Va8HJZ87hD5zPHxUOjX0=</latexit>

0

<latexit sha1_base64="zV/psJr8cBginQS4pebsNQUaWVc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkYI8FLx5bsB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RS2tnd294r7pYPDo+OT8ulZR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbTu4XffUKleSwfzCxBP6JjyUPOqLFSyx2WK27VXYJsEi8nFcjRHJa/BqOYpRFKwwTVuu+5ifEzqgxnAuelQaoxoWxKx9i3VNIItZ8tD52TK6uMSBgrW9KQpfp7IqOR1rMosJ0RNRO97i3E/7x+asK6n3GZpAYlWy0KU0FMTBZfkxFXyIyYWUKZ4vZWwiZUUWZsNiUbgrf+8ibp3FS9WrXeqlUabh5HES7gEq7Bg1towD00oQ0MEJ7hFd6cR+fFeXc+Vq0FJ585hz9wPn8Adz2MrQ==</latexit>

(2, 1)

<latexit sha1_base64="rNqlvCbIoc98nxOfRcxqrizf0xQ=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahgpTdUrDHghePFdy20C4lm2bb0CS7JFmhLP0NXjwo4tUf5M1/Y9ruQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuFre2d3b3ifung8Oj4pHx61tFxqgj1Scxj1QuxppxJ6htmOO0limIRctoNp3cLv/tElWaxfDSzhAYCjyWLGMHGSn61fuNdD8sVt+YugTaJl5MK5GgPy1+DUUxSQaUhHGvd99zEBBlWhhFO56VBqmmCyRSPad9SiQXVQbY8do6urDJCUaxsSYOW6u+JDAutZyK0nQKbiV73FuJ/Xj81UTPImExSQyVZLYpSjkyMFp+jEVOUGD6zBBPF7K2ITLDCxNh8SjYEb/3lTdKp17xGrfnQqLSqeRxFuIBLqIIHt9CCe2iDDwQYPMMrvDnSeXHenY9Va8HJZ87hD5zPHxUOjX0=</latexit>

一番左のは最短なつながり方だが，右例のように，「遠回りして漸くつながる」配位もたくさんある．遠回りする
配位の確率は小さいが，場合の数は大きいので，バカにならない．このような配位を全て数え上げ，確率を計算
するのは実質上，不可能．これが 2次元モデルが格段に難しくなる理由である．

3ここでの「道」としては，「同じボンドは一回しか使わない」もののみを考える．このような道は self-avoiding walk と呼ばれる
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3.3.3 2次元のパーコレーション：数学の定理

2次元のパーコレーションについては，ここ 70年くらいの研究の結果，色々なことがわかっている．特に基本
的なことは：

定理 3.3 ２次元のパーコレーションモデルには臨界値 (critical value) pc （0 < pc < 1）があって，

• p < pcでは無限クラスターは存在しない：P [ |C(0)| =∞ ] = 0．原点から無限までつながる確率はゼロ！
• p > pcでは無限クラスターができる：θp := P [ |C(0)| =∞ ] > 0．正の確率で，原点から無限遠までつ
ながってしまう！

この結果だけではわかりにくいという人は，先に 3.3.4節をご覧ください．

（補足）2次元なら，上の pc は厳密に 1/2 = 0.5 であることが証明されているが，この値は（本稿では）重要
ではない．重要なのは，0 < pc < 1であることだ．

θp = P [ |C(0)| =∞ ] (percolation density) を，pの函数として模式的に表すと，以下のようになる．定理で述
べたように，p < pc では P [ |C(0)| =∞ ]がゼロだが，p > pc では P [ |C(0)| =∞ ]が正になっている．

p0 1pc

1

percolation density

<latexit sha1_base64="4By4aNSAFK4ziOGGjSrGh2OJJ7I=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ34rPUV7dLNYBFclaQI7bLgxmUF+4A2lMnkph06mYSZiRBC/RU3LhRx64e482+cpllo64GBM+fce+fO8RPOlHacb2tre2d3b79yUD08Oj45tc/O+ypOJYUejXkshz5RwJmAnmaawzCRQCKfw8Cf3y79wSNIxWLxoLMEvIhMBQsZJdpIE7uWgDRTihsOQCims4lddxpOAbxJ3JLUUYnuxP4aBzFNIxCacqLUyHUS7eVEakY5LKrjVEFC6JxMYWSoIBEoLy+WX+ArowQ4jKU5QuNC/d2Rk0ipLPJNZUT0TK17S/E/b5TqsO3lTCSpBkFXD4UpxzrGyyRwwCRQzTNDCJXM7IrpjEhCtcmrakJw17+8SfrNhnvTaN036512GUcFXaBLdI1c1EIddIe6qIcoytAzekVv1pP1Yr1bH6vSLavsqaE/sD5/AEbQlSc=</latexit>

3.3.4 2次元のパーコレーション：シミュレーションの結果

以下の色々な図の見方を最初に説明しよう．わかりやすいように，20× 20の有限の格子に制限し，p = 0.20の
場合を示した．配位の一つの例は，以下のようになる（図の見方は図の後で）．

• まず，左側の図は，この格子上の，ボンドの配位を示している（openなボンドは黒線で描いているが，closed
なボンドは描いていない；この描き方の方が，「つながってるか否か」が一目瞭然だろう）．サイト同士はこ
の open bonds （黒線）で互いにつながったりつながらなかったりしている．

• 特に，原点（大きな黒丸）の connected cluster C(0)を取り出したのが，真ん中の図．
• さらに「C(0)が格子の中でどんな格好をしてるか」を強調するため，この C(0) を赤点で，それ以外のサ
イトを黒点で描いたのが，右側の図．ボンドの配位はここでは描いていない．
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これからの議論では，原点の connected cluster C(0)が主役になるので，上の右側の描き方をする．つまり，
ボンドの配位は描かず，「C(0)が全体の中でどんな形になってるか」だけを表す．

では，もう少し大きな格子の例をお見せしよう．最初に，100 × 100の格子で，p = 0.46の，一つの配位の例
を示す．赤が C(0)．

r rr rr r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r r r r r r rr r r r r r rr r rr
t
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やはり，p = 0.50 付近を境にして，定性的な変化がみられそうだ．つまり，p < 0.5 なら C(0) は有限だが，
p > 0.5なら C(0)は無限大？？この事情を述べたのが先の定理 1である．
かつ，赤の領域（C(0)）の増えかたは，p = 0.5付近でかなり急速だ．（この 2次元ボンドパーコレーションで
は，臨界値がちょうど 1

2 であることが数学的に証明されていることはすでに述べた．）

3.4 3次元以上，またさらに一般の，パーコレーション
3.3節では 2次元平面に限定した話をした．感染症への応用を考えると，さらに一般のモデルを考える必要が
ある．
段階を追って説明しよう．

3.4.1 3次元以上の（超）立方格子における percolation

拡張の一つの方向は，モデルの空間の次元を上げることだ．d次元（d > 2）パーコレーションの舞台は，その
名の通り，d次元の世界である．
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• d 次元空間上で，座標が整数である点をサイトと呼び，サイトの全体を Λ で表す．数学の記号では Λ =

{x
∣∣xは座標が整数である d次元空間の点

}
となる．

• 隣り合ったサイトの組み（ペア）をボンドと呼び，ボンドの全体を Bで表す．数学の記号では B =
{
{x, y}

∣∣x, y ∈
Λ, |x − y| = 1

}
となる（|x − y|は xと y の距離）．各ボンドは，両端のサイトをつなぐ橋（または通路，

道）のようなものと思ってほしい．

サイトの集合とボンドの集合を定義したので，これでグラフを定義したことになる．今回はこのグラフが d次
元的に広がっていることに注意しよう．このあとは 1次元と全く同じなので，繰り返さない．
d ≥ 4はイメージしにくいが，d = 3（3次元）からの類推でイメージしよう．
このように次元を増やしても，定性的には 2次元のパーコレーションとほとんど変わらない．実際，以下の定
理が成り立つ．

Theorem 3.4 d次元（d ≥ 2）のパーコレーションモデルには臨界値 (critical value) pc （0 < pc < 1）が
あって，

• p < pcでは無限クラスターは存在しない：P [ |C(0)| =∞ ] = 0．原点から無限までつながる確率はゼロ！
• p > pcでは無限クラスターができる：P [ |C(0)| =∞ ] > 0．正の確率で，原点から無限遠までつながっ
てしまう！

がなりたつ．pc の値は dに依存するが，dが大きい場合は pc ≈ 1
2d である．

3.4.2 隣同士以外のボンドも加えた percolation

これまでに主に考えてきた 2次元のパーコレーションモデルでは，ボンドは「隣り合った」サイトのペアとし
ていたので，「隣り合ったサイトの間のみがつながれる」状況だった．結果として，遠くのサイトまで行きたけれ
ば，互いにつながっているサイトを一つ一つ経由して行く必要があった．
この点を緩める拡張として，「2次元世界にいることは同じだが，隣合わないサイトのペアもボンドとみなす」
ことが考えられる．そのようにしても，モデルの定性的な性質はほとんど変わらない．やはり，臨界値 pcがあっ
て，定理 3.4が成り立つ．
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4 感染症の伝播とパーコレーションの関係
前節のパーコレーションの描像を基にして，感染症の伝播を考えよう．ある程度は復習の要素もあるが，段々
と現実の感染に近づくことを目指す．
まず，簡単にパーコレーションモデルの性質を復習すると，

• 1次元のモデル（人や家が 1直線上に並んでいて，隣にしか感染しない）では，感染確率 pが 1でない限り，
感染は有限のところで止まる．遠くにいる人は，ほぼ，安全．

• 2次元以上のモデルでは，グラフ（人と人との繋がり）の構造から決まる臨界確率 pc < 1があって，感染
確率 pが pc よりも大きい場合には，総人口の θp > 0の割合の人が感染する．

ということになっていた．
これからも再々述べるように，我々の実社会での人の繋がりは 2次元以上（実質，かなり高次元）のものだと
考えられる．なので，上の 2つ目の場合（臨界確率 pc < 1がある場合）が重要になる．これをこれから見て行く．

4.1 2次元パーコレーションを例にした感染症の伝播の復習
まずは 2次元のパーコレーションモデルに忠実な仮想的な世界を考え，復習がてら，感染について考察する．
我々の実際の世界により適合した考察は，節を改めて行う．

前章では，以下のようなモデル化を行った．

• 人は２次元正方格子の頂点に住んでいる．（それぞれの家が，碁盤目の頂点にある．）
• 最初，中心の人が感染する．
• 感染した人は，隣の人（４人）に，独立に確率 pで感染させる．．
• 感染した隣の人からは，自分の隣の人に独立に確率 pで感染する．
• 以下，くり返し．

3

4

4 3

p p

p

p

3 34

図 1: 感染の時間発展のイメージ例．
（上図）中心の人（赤）から隣の人に確率 p で感染する可能性を示した．
（下図）左側（中心のみ感染）から始まって，感染が拡がる概念図（数字は感染した順番）

実際の時間変化は，次の図で示すように，中心から段々と感染が拡がるものになるだろう．しかし，十分に時
間が経った後を考えると，「一人の感染者が回復／隔離／死亡までに隣の人にうつす確率を p」として，前章で述
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べたパーコレーションモデルになっていることがわかる．この意味で，この節で考えている限定されたモデルに
関しては，感染の様子をパーコレーションで近似して考えるのは，それほど悪いことではない．

さてこの場合，どのように感染が拡がって行くかは，前章に simulation の結果と数学の定理を示した通りであ
る．つまり，

Theorem 4.1 人の配置が２次元以上なら，上のパーコレーションモデルには臨界値
pc （0 < pc < 1）があって，

• p < pc では無限までは拡がらない．（被害，つまり感染者数は有限）．
• p > pcでは無限遠まで拡がる！（無限に人がいるなら，無限人感染する！ただし，感染者の割合 θpは 0

と 1の間）

ということだった．

上で注目した　感染者比率　＝　（感染者の数）／（全人口）　を，pの函数として模式的に表すと，以下の
ようになることは既に述べた．Percolation density = ratio of patients というのが感染者の比率で，定理で述べ
たように，p < pcでは感染者比率がゼロだが，p > pcでは感染者比率が正になる．また，pcにおける感染者比率
のゼロからの立ち上がりはかなり急4であり，p が pc よりも少し大きいだけで，人口の 1/10 が感染したりする．

p0 1pc

percolation density

= ratio of patients

1

4.2 より現実的なモデル化に向けて
今まで考えてきた 2次元のモデルは，我々の実生活とは全く違うように思う人も多いだろう．この節では，そ
の部分を少し説明したい．
現実社会と 2次元のパーコレーションモデルの乖離については，難点はいくらでも思いつく．特に大きなもの
は以下の 2点だろう．

• 中世じゃあるまいし，今の人が隣の人とだけ付き合ってるなんて現実的じゃない！学校や仕事に行って学校
や職場での交流もある．電車やバスにも乗るから，たくさんの人とたくさん繋がってる．

• 我々は知恵があるんだから，やばいと思ったら行動を変える．これまでもそうやってきたのに，このモデル
にはそれが入ってない．

4θp ≈ (p− pc)β と表した時の指数（臨界指数）β については，β ≤ 1 がかなり広範なモデルについてなりたつ．また格子の次元が高い
場合には，β = 1であることも証明されている（Mean Field Behavior）．実際の感染症の伝播は，後述のように格子の次元がかなり大きい
場合に相当するだろうから，この場合の β は，ほぼ 1 であると考えられる
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このうち，2番目の論点については，「その通り」である．最初に断った通り，このモデルには時間発展（時間
変化）は入っていない．あくまで，「人々の行動が一切変わらなかったらどうなるか」を記述している．しかし，
ここまで読んできた人はわかってくれることを期待するが，そのような記述にも十分に意味はあろう．特に，「今
のままでいたらどうなるのか」「今のままでダメなら，どのように行動様式を改善すべきか」などを考えるには役
に立つと思われる．

問題なのは第 1の論点だろう．おっしゃる通りで，現実の人の繋がりは全くもって複雑で，かつ，実際の感染
で重視すべきは，物理的な家の配置ではなく，学校や職場での人の繋がりの方だろう．これらに加えて，「時々行
われる呑み会」「何かのイベントに行った」「通勤や通学の電車やバス」さらには，「気晴らしに旅行した」など，
様々な人の繋がりが存在する．
そうなのだが，「それならば，その繋がりをすべてグラフで表しなさい」というのが，本稿でお勧めしたい方向
である．つまり，

• グラフの頂点は，これまで通りに，個々の人

• グラフの辺は，辺の頂点の人がどのくらい繋がってるか，を表すもの

と考えれば良い（もし，Aさんと Bさんが全く没交渉なら，そもそも A, B の間には辺を引かない）．
ただしこの場合，繋がりを表す辺の全てが同じ感染確率ということはないだろう．Aさんと Bさんが親密なら，
当然，感染確率は高くなるだろう．いっぽうで，通学電車でちょっと乗り合わせるくらいの C さんと D さんな
ら，感染確率はほぼゼロと言っても良いかもしれない（ただし，電車の換気がしっかり行われ，C, Dさんともに
マスクをしているとして）．
というわけで，考えるべきは

• グラフの頂点 xは，個々の人

• グラフの辺 xyは，xさんと yさんがどのくらい繋がってるか，を表す

• 辺 xyは，確率 pxy で open（感染），確率 (1− pxy)で closed（感染しない）

というような，それぞれの辺によって感染確率が異なるパーコレーションモデルになる．
正直，このようなモデルを厳密に，特に定量的に考えるのは，かなり難しい．しかし，定性的な性質は，2次
元モデルとほとんど変わらない．すなわち，

• pxy がすべて十分に小さければ，θp = 0である．つまり，感染者数の期待値は有限に止まる．

• いろいろな pxy がそこそこ大きいなら，θp > 0である．つまり，全人口のうち，正の割合の人たちが感染
する．

ということだ．
「そこそこ大きい」とか非常にええ加減な記述だが，ここをしっかり書くと非常に大変なので省略する．ただ
大きさの目安としては，以下のようなものがある：

ある人 xを固定した時に，この人から感染させられる人数の期待値（の近似値）

qx :=
∑
y

pxy (4.1)

を考える．この qxが，（大多数の xに対して）1より大きいなら θp > 0である．なお，この qx（の平
均値のようなもの）が，だいたい，「基本再生産数」R0 にあたる．

このように考えれば，現実の感染も，ある程度はパーコレーションの描像で理解できることがわかる．特に，
「臨界値が重要」「p < pc となるように，pを下げるか pc を上げるように努力する」ことは変わらない．
すでに述べたこととも重複するが「マスクをする」「電車やバスの中では会話を控える」などは pxy そのもの
を下げるために効果的だろう．一方，「誘われた呑み会に行かない」「気分転換したいけど旅行しない」などは，も
し我慢しなかったら生じたはずの人との繋がり（グラフの辺）を最初から排除するということで，実質的に pc を
上げることに寄与する．どちらも有効だ．
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4.3 以上から読み取りたい教訓
すでに述べたこととも重複する部分もあるが，強引に教訓を読み取りたい．

4.3.1 臨界確率の重要性

パーコレーションモデルによる教訓の一つは以下のようになろう：

• 人と人の繋がりの様子から決まる，パーコレーションの臨界確率 pc < 1があって，

• 感染確率 p が pc よりも小さいならば，それほど困ったことではない（感染者数の期待値は有限）．

• しかし，感染確率 p が pc よりも大きいならば，大変に困る．事態を放置すれば，全人口の θp の割合の人
が感染してしまう（θp > 0）．

たとえ θp = 1/10であっても，日本の場合，これは 1000万人もの感染者ということになるから，大変．つま
り，臨界確率と実際の感染確率の大小が最重要なのだ．

4.3.2 じゃあどうすれば良いのか？　 p < pc を目指そう！

では感染を抑えるにはどうすべきか？答えは至極，常識的なもので，上の pを小さくするか，pcを大きくする
か（その両方か）を努力して，最終的に p < pc となるようにすれば良い．しつこいかもしれないけど，ここの
事情をもう少し書いておくと，

• パーコレーションの臨界確率 pcは，人と人のつながりの様子から決まる．2次元の例では，「各人は隣の家
と付き合う」としていた（この場合は pc = 1/2であることはすでに述べた）．しかしここで「感染が怖い
から 4軒とも付き合うのをやめて，3軒にします」とするだけで，pc の値は上がる．そうすれば，例えば
p = 0.55であったとしても，新しい pc なら p < pc を満たさせられるかもしれない．
より現実的な例では，「誘われていた呑み会をキャンセル」するだけで，それに相当するグラフの辺がなく
なるから，効果的だ．

• 一方，感染確率 p とは，「一人の感染者が回復／隔離／死亡までに隣の人にうつす確率」のつもりだった．
これを下げるためには，まさに，我々の行動を変えることが有効だ．例えば，「マスクをする」「換気をす
る」「対面での会話を避け，Zoom を使う」など色々考えられる．それらを頑張れば，pを下げて，結果的
に p = 0.4などとできるかもしれない．

「何を当たり前のことを言ってるんだ！」と思った人が大半だろうが，ここで強調したいのは，あくまで，

（感染確率 = p）<（pc =臨界確率） (4.2)

を満たさせることが至上命題である，ということだ．

4.3.3 変異株の脅威と対応について

このところ，世界各地が原産らしい変異株が報告されている．そのうちのいくつかは感染力が高いと言われて
いる．僕は医学者ではないので，確実なことは言えないが，仮に感染力が 2倍5の変異株があったとしてどうなる
のかを少し述べたい．
そもそも「感染力」がどういう意味かもよくわからないのだが，ここでは仮に「従来株の 1/2 の量を吸い込ん
でも感染する」くらいの意味にとっておこう．もうややこしいから，我々がこれまで使ってきた感染確率 pが 2

倍になるような変異株があったとして話を進めたい．

5イギリスで見つかった変異株は，感染力が 1.5 倍から 1.7 倍との報道を見た．2 倍というのは，議論を簡単にするための仮の設定だ
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これまでに何度も，「臨界確率 pcと感染確率 pの大小が重要」であることは注意してきた．例えば，変異株が来
る前は p = 0.4だったとすると，変異株のために，p = 0.8になるだろう．2次元のモデルでは pc = 0.5だから，
p = 0.8は pc を軽く超えてしまうことになる．前章の simulationを思い出せば，p = 0.8が非常にヤバイ（古い
意味で）ことは明らかだろう（ほぼ全員感染！）
特に日本の場合，国民のかなりの犠牲と努力により，感染者数はそこそこ抑えられてきた —— 感染爆発が起
こりそうになっても，なんとかギリギリで踏みとどまっているような感じがあった．これは要するに，国民の行
動変容により，「感染確率 pが pc の少し下に（意図せず）調節されている」ことを示唆している．
さてここで変異株が登場するとどうなるか？上で見たように，新しい感染確率は pcを大幅に上回る可能性が高
く，感染爆発の危険性がある．感染力が変化することの恐ろしさはここにある．「感染力が 2倍になったら感染者
数も 2倍」では決してない．感染確率が 2倍になっても，それが pc 以下なら，あまり怖くない．しかし一方で，
2倍になった感染確率が pcを超えたら大変で，感染者は爆発的に増える．かつ，これは今の時期（2021年 4月），
十分に起こりうることである —— いや，大阪などでは既に起こっているのかも．

なお，このような変異株が来た場合，我々のすべきことは単純である．新しい変異株を用いて計算した感染確
率 p̃が pcよりも小さくなるように，我々の行動を変えるしかない．最も単純には，「従来と比べて，人と会う機会
を全て半分にする」ことが有効な対策だろう．しかし，これは我々に更なる犠牲を強いることになる．特に，こ
れまで辛抱に辛抱を重ねてきた我々が更に頑張れるのか，かなり疑問だ．このようなことにならないためにも，
変異株をたくさん国内に持ち込ませないような対策が重要であると原は考える67．

4.3.4 集団免疫の可能性

パーコレーションの描像からは，「集団免疫」についても定性的に理解することができる．前章の simulation結
果，特に p = 0.52の場合などは，
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のようになっている．人口のほとんどがやられてしまっているのだが，ところどころ，「赤くならずに取り残され
た島」が存在する．
これは幸運にも感染せずに済んだ人だが，このモデルの範囲では，これらの人が再び感染することはない．な
ぜなら，「一旦感染して回復したら，再感染はしない」という仮定を認める限り8，周りの赤い人には，これ以上
感染させる力はない．なので，「赤くならずに取り残された島」の人たちは安全なのだ．
また，ワクチンが有効で，結果的に「ワクチンを打った人は，自分も感染しないし，他の人にもうつさない」
となったとしよう．この場合は，図の赤の部分がワクチンを打った人であったとして，全く同じ議論が成り立つ．
つまり，人口のかなりの割合が，感染するかワクチンを打つかで抗体を持てば，集団免疫が成立することになる．

6変異株はもちろん，突然変異によって起こる．これはほぼランダムな現象と思われるが，当然，試行回数に比例して起こりやすくなる．
世界の感染者状況を見ると，日本以外で変異株が生じやすいと考えるのはおかしなことではないだろう

7この直前の分は，2021 年 2 月に書いたものだ．残念ながら，2021 年 4 月の初めにおいて，全国各地で変異株がたくさん見つかってい
る —— どころか，兵庫では 8 割が変異株のようだ．非常に残念だが，変異株を水際で食い止めることには，完全に失敗した模様である

8この仮定が怪しいのではないか，と言われているのも事実
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ただし，あくまでこれは，「一旦感染して回復したら（または，ワクチンを 1セット打てば），再感染はしない」
という仮定に基づいたものである．ここが崩れれば，周りの赤い人たちも再感染して，「赤くならずに取り残され
た島」にも感染が拡がるかもしれないので，集団免疫が成り立たなくなるだろう．

5 まとめ
• 感染症の数理モデルを見た．

• 感染率がある臨界値を超えると，全体にひろがって，どうしようもなくなる．

• 実質的感染率を下げる（pc を上げる），結果として p < pc を実現することが肝要

• 変異株への理想的な対応も理解できる
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