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複素函数論（原）　第 4回：対数函数とべき乗函数，複素積分の定義

1.5.3 対数函数と羃乗函数

対数函数と羃乗函数については，これまでにないややこしい問題があるので，注意しよう．まず，複素数の極表
示と偏角についての注意から始める．

極表示と偏角に関する注意： 任意の複素数 z = x+ iy （x, yは zの実部と虚部）は，極表示（極形式），つまり

z = r eiθ = r (cos θ + i sin θ) (1.5.21)

と書くこともできる．ここで r = |z|は zの絶対値，θは（z ̸= 0の時には），
x

r
= cos θ,

y

r
= sin θ (1.5.22)

を満たす実数であり，この θを偏角 (argument)と呼んだ．
ややこしいことに，上の偏角 θは一意に決まらない．つまり

z = r eiθ1 (1.5.23)

となる θ1 があれば，この θ1 から θ2 = θ1 + 2mπを作っても（mは整数），

z = r eiθ2 (1.5.24)

がなりたつ．このmの自由度込みで，ともかく (1.5.21)のように書ける θのどれでも「zの偏角」と呼び，arg zと
書いたのだった．
「どの θを使うのか」を明確にした方が良いこともあり，その場合には −π < θ ≤ πと取る．このようにとった

θを「zの偏角の主値」と呼び，Arg zで表す．

例：z = −1の場合，arg z は π,−π, 3π, 5π,−7π, . . . など無数にある．そして，arg z と書いただけでは，このう
ちのどれなのかわからない．Arg zは一意に決まって，この場合は πである．

以下の対数函数の議論では，この偏角の議論，および以下の補題を用いる：

補題 1.5.5 ゼロでない複素数 zの極表示が 2通りあったとして，それらを

z = r1 exp
(
iθ1

)
= r2 exp

(
iθ2

)
(1.5.25)

としよう．この時，
r1 = r2 かつ θ1 − θ2

2π
は整数 (1.5.26)

である．

（証明）まず，zの絶対値を比べて
r1 = |z| = r2 (1.5.27)

が結論できる．次に，z ̸= 0だから r1 = r2 ̸= 0なので

r1 e
iθ1 = r2 e

iθ2 (1.5.28)

の両辺を r1 = r2 で割ると，
eiθ1 = eiθ2 (1.5.29)

を得る．両辺に e−iθ2 をかけると
ei(θ1−θ2) = 1 (1.5.30)

が得られる．これが成り立つには，(θ1 − θ2)が 2πの整数倍であることが必要十分である．
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対数函数について． まず，実数の時の対数函数の定義を思い出そう．対数函数は指数函数の逆函数として定義し
た．つまり，y > 0に対して，ex = yとなる実数 xが一意に決まったので，この y から x への対応関係を対数函数
と呼んで，x = log y と書いたのだった．
複素函数としての対数函数も同じノリで作る．つまり複素数 z に対して eα = z となる複素数 α を見つけて，

α = log z と書き，「zの対数」と呼ぶ6．ところが以下に見るように，このような αは一意に決まらないので少し注
意が必要だ．まず，結論は以下の通りである．

定義 1.5.6 (対数函数, logarithmic function) ゼロでない任意の複素数 zに対し，その対数函数 log z を，

log z = log |z|+ i arg z (1.5.31)

によって定義する．（arg zは一意に定まらないことに注意．）
なお，偏角の主値を用いたものを Log z と書き，対数函数の主値という．つまり主値とは

Log z = log |z|+ i Arg z (1.5.32)

である．

（注意）この対数函数は，その値が一意に定まらないという意味で，普通の意味での数学の函数ではない．このよ
うに，たくさんの値を取りうる函数を多価函数 (multi-valued function)ということがある．

（上の定義の理由）なぜ上のように定義するのかは，具体的に計算すればわかる．元の数 zを極表示で

z = r eiθ r = |z| は z の絶対値， θ = arg z は z の偏角 (1.5.33)

と書いてみる．実数の場合の対数函数を用いて，zの絶対値を r = elog r と表すと，zは

z = r eiθ = exp
(
log r + iθ

)
(1.5.34)

のように，指数函数で書ける．log z = αは，eα = zとなるような αのことなので，αを求めるには，

r eiθ = eα (1.5.35)

を解けば良い．これには補題 1.5.5を用いれば良く，

α = log r + i (θ + 2πm) （mは適当な整数） (1.5.36)

がわかる．結果として，
log z = log |z|+ i (arg z + 2πm) （mは適当な整数） (1.5.37)

がわかった．
ところが，上の「偏角に関する注意」を踏まえると，arg z+2πm自身も zの偏角の一つであるので，これも arg z

と書いて良い．最終結果として，
log z = log |z|+ i arg z (1.5.38)

が結論できる．
なお，既に上の議論に含まれていることだが，偏角の主値を用いて書くと，(1.5.38)は

log z = log |z|+ i arg z = log |z|+ iArg z + 2mπ i (1.5.39)

となる（mは arg z = Arg z + 2mπと書けるような整数m）．このmは任意だから，これは log zの値が一意に決
まらず，むしろ 2mπi だけの自由度（多価性）を持ってることを意味する．これが対数函数の特殊性である．

教科書 p.44-45 の「log zによる等角写像」は学期の終わり頃にやるので，今は跳ばします．

6解析接続の考えを用いて対数函数を定義することも可能だが，これはかなり厄介なので，後に回す
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羃乗函数について 一般の羃乗函数は，いまさっき定義したばかりの対数函数と指数函数を用いて定義する：

定義 1.5.7 (羃乗函数, power function) ゼロでない任意の複素数 zと，任意の複素数 cに対して，羃乗函数
「zの c-乗」zc を，

zc = exp
(
c log z

)
(1.5.40)

によって定義する．（log zは一意に定まらないので，zc も一意に定まらないことに注意．）
また，対数函数と同様に，偏角の主値を用いて定義したもの，つまり

exp
(
c Log z

)
(1.5.41)

をこの羃乗函数の主値という．これについては特別の記号はなく，同じ zc で表す．

なお，うえの定義での zを a，cを zと書くと，一般の指数函数に対する式になる：

az = exp
(
z log a

)
(1.5.42)

この式は，a, zが実数（かつ a > 0）の場合には高校で習ったと思うが，上の式はこれが任意の（ただし a ̸= 0）複
素数に拡張できることを意味している．

これらの式は眺めているだけでは身につかない．教科書の 1.8節の問題（ただし，等角写像は除く）をやること
を勧める．いくつかはレポートとして出題予定．

教科書 1.9節，1.10節は後回しにします．
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2 Cauchy の積分定理
Cauchyの積分定理は複素函数論の神髄とも言うべき，非常に重要な定理である．また，その定理には「線積分」
と言う，新しい題材が登場する．なので心して学習して欲しい．
Cauchyの積分定理の一般的な主張はそれなりに複雑である．しかし，この講義のレベルでは，あまり厳密に一般
の場合をやってもしょうがないと思う．それよりも基本的な簡単な場合に限定してでも元になるアイディアを理解
する方が余程大切である．（そうしておけば，将来にもっと複雑なことをやる必要が出てきたときにも対応できる．）
以下の講義もそのような方針で進む．

2.1 複素平面上での線積分（教科書の 2.1節）
まず，複素線積分の定義と基本的な性質を述べる．これは新しい概念だから少し練習しないとしっくりこないだ
ろう．心して取りかかって欲しい．

まず，曲線などの定義をしよう．何かヤヤコシイ書き方をしているが，要するに皆さんが普通に思っている「曲
線」を数学的に定義するとこうなる，と言うだけである．

定義 2.1.1 (曲線)

• 複素平面での曲線 (curve) γ とは適当な閉区間 [a, b] から複素平面への連続写像 γ （のグラフ）のこと．
（これを始点・終点を含めて表すために γ : [a, b] → C と書くことが多い．）

• 閉曲線 (closed curve) γ : [a, b] → C とは曲線のうち，始点と終点が同じもののこと（γ(a) = γ(b)）．
• 単純な閉曲線 (simple closed curve)とは，自分自身と交わらない閉曲線のこと
• なお，γ(t) が t について微分可能の時，曲線 γ は滑らかであると言う．

a curve a simple closed curve a closed curve (not simple)t = a

t = b

さて，複素平面上の曲線 γ と連続函数 f(z) に対して，γ に沿っての f の線積分 (line integral, contour integral)∫

γ
f(z)dz を以下のように定義する（ノリはリーマン積分と同じだ）．教科書に従い，まずは一般の場合の定義を

述べ，後から曲線が滑らかな時に成立する簡単な定義（計算法）を述べる．以下の一般の定義 2.1.2がヤヤコシイ
と思う人は，最低限，「滑らかな曲線」の場合の命題 2.1.3を理解すれば良い．

定義 2.1.2 (複素線積分, contour integral) 複素平面内の領域Dで定義された複素函数 f と，その領域D内に
ある曲線 γ : [a, b] → C があるとき，函数 f の，曲線 γ に沿った線積分を，以下のように定義する（下図参照）：

• [a, b] を任意に n個の区間に分けたものを a = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = b とする．
• 各 [tj−1, tj ] 内に sj ∈ [tj−1, tj ] を任意にとる（j = 1, 2, 3, . . . , n）．
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• 通常の積分のリーマン和に相当する量

Sn

(
{tj}, {sj}

)
:=

n∑

j=1

f
(
γ(sj)

) {
γ(tj)− γ(tj−1)

}
(2.1.1)

を定義する．
• maxj |tj − tj−1| がゼロになるように曲線の分割を細かくして行ったときの Sn({tj}, {sj}) の極限を考える．
• もし， Sn({tj}, {sj}) の極限が，分割や {sj} の取り方に依存しない共通の一つの値に収束する場合，「函数

f は曲線 γ に沿って線積分可能」という．またその極限値を「γ に沿っての f(z) の線積分の値」と定義し，∫

γ
f(z) dz と書く．

�(t0)
<latexit sha1_base64="BaMa9YUSx96UIlYrLRrmVGsr2uw=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAgVpCRWfOwKblxWsA9IQ5lMJ+3QmUyYuRFK6Ge4caGIW7/GnX9jkgZR64ELh3Pu5d57/EhwA7b9aS0tr6yurZc2yptb2zu7lb39jlGxpqxNlVC65xPDBA9ZGzgI1os0I9IXrOtPbjK/+8C04Sq8h2nEPElGIQ84JZBKbn9EpCQ1GNgng0rVrts58CJxClJFBVqDykd/qGgsWQhUEGNcx47AS4gGTgWblfuxYRGhEzJibkpDIpnxkvzkGT5OlSEOlE4rBJyrPycSIo2ZSj/tlATG5q+Xif95bgzBlZfwMIqBhXS+KIgFBoWz//GQa0ZBTFNCqObprZiOiSYU0pTKeQjXGS6+X14knbO606g37s6rzdMijhI6REeohhx0iZroFrVQG1Gk0CN6Ri8WWE/Wq/U2b12yipkD9AvW+xdkEZC8</latexit>

�(tn)
<latexit sha1_base64="TXd/kNmoxJqMVSjuSuEdEPhXaTs=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ34rPVVdekmWIQKUhIrPnYFNy4r2AekoUymk3bozCTM3Agl9DPcuFDErV/jzr9xkgZR64ELh3Pu5d57gpgzDY7zaS0tr6yurZc2yptb2zu7lb39jo4SRWibRDxSvQBrypmkbWDAaS9WFIuA024wucn87gNVmkXyHqYx9QUeSRYygsFIXn+EhcA1GMiTQaXq1J0c9iJxC1JFBVqDykd/GJFEUAmEY60914nBT7ECRjidlfuJpjEmEzyinqESC6r9ND95Zh8bZWiHkTIlwc7VnxMpFlpPRWA6BYax/utl4n+el0B45adMxglQSeaLwoTbENnZ//aQKUqATw3BRDFzq03GWGECJqVyHsJ1hovvlxdJ56zuNuqNu/Nq87SIo4QO0RGqIRddoia6RS3URgRF6BE9oxcLrCfr1Xqbty5ZxcwB+gXr/QvCR5D6</latexit>

�(t1)
<latexit sha1_base64="5MtDQpa/tGktghU2vXgxY+it8pk=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAgVpCRWfOwKblxWsA9IQ5lMJ+3QmUyYuRFK6Ge4caGIW7/GnX9jkgZR64ELh3Pu5d57/EhwA7b9aS0tr6yurZc2yptb2zu7lb39jlGxpqxNlVC65xPDBA9ZGzgI1os0I9IXrOtPbjK/+8C04Sq8h2nEPElGIQ84JZBKbn9EpCQ1GDgng0rVrts58CJxClJFBVqDykd/qGgsWQhUEGNcx47AS4gGTgWblfuxYRGhEzJibkpDIpnxkvzkGT5OlSEOlE4rBJyrPycSIo2ZSj/tlATG5q+Xif95bgzBlZfwMIqBhXS+KIgFBoWz//GQa0ZBTFNCqObprZiOiSYU0pTKeQjXGS6+X14knbO606g37s6rzdMijhI6REeohhx0iZroFrVQG1Gk0CN6Ri8WWE/Wq/U2b12yipkD9AvW+xdllpC9</latexit>

�(t2)
<latexit sha1_base64="O41EzM1J91edJ9/xZow9QH+FpkA=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0WoICVpxceu4MZlBfuANJTJdNIOncmEmRuhlH6GGxeKuPVr3Pk3JmkQtR64cDjnXu69x48EN2Dbn1ZhZXVtfaO4Wdra3tndK+8fdIyKNWVtqoTSPZ8YJnjI2sBBsF6kGZG+YF1/cpP63QemDVfhPUwj5kkyCnnAKYFEcvsjIiWpwqB+OihX7JqdAS8TJycVlKM1KH/0h4rGkoVABTHGdewIvBnRwKlg81I/NiwidEJGzE1oSCQz3iw7eY5PEmWIA6WTCgFn6s+JGZHGTKWfdEoCY/PXS8X/PDeG4Mqb8TCKgYV0sSiIBQaF0//xkGtGQUwTQqjmya2YjokmFJKUSlkI1ykuvl9eJp16zWnUGnfnleZZHkcRHaFjVEUOukRNdItaqI0oUugRPaMXC6wn69V6W7QWrHzmEP2C9f4FZxuQvg==</latexit>

�(t3)
<latexit sha1_base64="KuPER9SgakbUAmFH5fqr6peaIqw=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ34rPVVdekmWIQKUhIrPnYFNy4r2AekoUymk3boTCbM3Agl9DPcuFDErV/jzr9xkgZR64ELh3Pu5d57gpgzDY7zaS0tr6yurZc2yptb2zu7lb39jpaJIrRNJJeqF2BNOYtoGxhw2osVxSLgtBtMbjK/+0CVZjK6h2lMfYFHEQsZwWAkrz/CQuAaDBong0rVqTs57EXiFqSKCrQGlY/+UJJE0AgIx1p7rhODn2IFjHA6K/cTTWNMJnhEPUMjLKj20/zkmX1slKEdSmUqAjtXf06kWGg9FYHpFBjG+q+Xif95XgLhlZ+yKE6ARmS+KEy4DdLO/reHTFECfGoIJoqZW20yxgoTMCmV8xCuM1x8v7xIOmd1t1Fv3J1Xm6dFHCV0iI5QDbnoEjXRLWqhNiJIokf0jF4ssJ6sV+tt3rpkFTMH6Bes9y9ooJC/</latexit>

�(s3)
<latexit sha1_base64="wlz/QfnEaqo0DK+cYkVzmZzyGlQ=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAgVpCRWfOwKblxWsA9IQ5lMJ+3QeYSZiVBCP8ONC0Xc+jXu/BsnaRC1HrhwOOde7r0njBnVxnU/naXlldW19dJGeXNre2e3srff0TJRmLSxZFL1QqQJo4K0DTWM9GJFEA8Z6YaTm8zvPhClqRT3ZhqTgKORoBHFyFjJ748Q56imB42TQaXq1t0ccJF4BamCAq1B5aM/lDjhRBjMkNa+58YmSJEyFDMyK/cTTWKEJ2hEfEsF4kQHaX7yDB5bZQgjqWwJA3P150SKuNZTHtpOjsxY//Uy8T/PT0x0FaRUxIkhAs8XRQmDRsLsfzikimDDppYgrKi9FeIxUggbm1I5D+E6w8X3y4ukc1b3GvXG3Xm1eVrEUQKH4AjUgAcuQRPcghZoAwwkeATP4MUxzpPz6rzNW5ecYuYA/ILz/gVnGZC+</latexit>

�(s2)
<latexit sha1_base64="PvdGHKKOfgCdsrI0n1eCzaEm78s=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0WoICVpxceu4MZlBfuANJTJdNIOnUeYmQil9DPcuFDErV/jzr9xkgZR64ELh3Pu5d57wphRbVz30ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DjpaJwqSNJZOqFyJNGBWkbahhpBcrgnjISDec3KR+94EoTaW4N9OYBByNBI0oRsZKfn+EOEdVPaifDsoVt+ZmgMvEy0kF5GgNyh/9ocQJJ8JghrT2PTc2wQwpQzEj81I/0SRGeIJGxLdUIE50MMtOnsMTqwxhJJUtYWCm/pyYIa71lIe2kyMz1n+9VPzP8xMTXQUzKuLEEIEXi6KEQSNh+j8cUkWwYVNLEFbU3grxGCmEjU2plIVwneLi++Vl0qnXvEatcXdeaZ7lcRTBETgGVeCBS9AEt6AF2gADCR7BM3hxjPPkvDpvi9aCk88cgl9w3r8AZZSQvQ==</latexit>

�(s1)
<latexit sha1_base64="BTDIO05FuhC29C86pytwk/+5Dm0=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAgVpCRWfOwKblxWsA9IQ5lMJ+3QeYSZiVBCP8ONC0Xc+jXu/BsnaRC1HrhwOOde7r0njBnVxnU/naXlldW19dJGeXNre2e3srff0TJRmLSxZFL1QqQJo4K0DTWM9GJFEA8Z6YaTm8zvPhClqRT3ZhqTgKORoBHFyFjJ748Q56imB97JoFJ1624OuEi8glRBgdag8tEfSpxwIgxmSGvfc2MTpEgZihmZlfuJJjHCEzQivqUCcaKDND95Bo+tMoSRVLaEgbn6cyJFXOspD20nR2as/3qZ+J/nJya6ClIq4sQQgeeLooRBI2H2PxxSRbBhU0sQVtTeCvEYKYSNTamch3Cd4eL75UXSOat7jXrj7rzaPC3iKIFDcARqwAOXoAluQQu0AQYSPIJn8OIY58l5dd7mrUtOMXMAfsF5/wJkD5C8</latexit>

�(sn)
<latexit sha1_base64="F1zz2bo7U9rDJnANPL8ynd1jNjw=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAgVpCRWfOwKblxWsA9IQ5lMJ+3QeYSZiVBCP8ONC0Xc+jXu/BsnaRC1HrhwOOde7r0njBnVxnU/naXlldW19dJGeXNre2e3srff0TJRmLSxZFL1QqQJo4K0DTWM9GJFEA8Z6YaTm8zvPhClqRT3ZhqTgKORoBHFyFjJ748Q56imB+JkUKm6dTcHXCReQaqgQGtQ+egPJU44EQYzpLXvubEJUqQMxYzMyv1EkxjhCRoR31KBONFBmp88g8dWGcJIKlvCwFz9OZEirvWUh7aTIzPWf71M/M/zExNdBSkVcWKIwPNFUcKgkTD7Hw6pItiwqSUIK2pvhXiMFMLGplTOQ7jOcPH98iLpnNW9Rr1xd15tnhZxlMAhOAI14IFL0AS3oAXaAAMJHsEzeHGM8+S8Om/z1iWnmDkAv+C8fwHAwJD5</latexit>

この定義はなかなか計算しにくい格好をしているが，曲線が滑らかの場合には，以下のように非常に簡単になる：

命題 2.1.3 (滑らかな曲線に沿った複素線積分) 上の線積分の定義において，曲線 γ : [a, b] → C が滑らか，か
つ f(z)が連続の場合には，函数 f は曲線 γに沿って線積分可能となる．さらに，その線積分の値は以下のよう
にも計算できる： ∫

γ
f(z)dz =

∫ b

a
f
(
γ(t)

)
γ′(t) dt (2.1.2)

これはまた，いつものように実部と虚部を用いて，f(γ) = u(γ) + iw(γ), γ(t) = x(t) + iy(t) と表すと，
∫

γ
f(z)dz =

∫ b

a

[{
u(γ)x′(t)− w(γ)y′(t)

}
+ i

{
u(γ)y′(t) + w(γ)x′(t)

}]
dt (2.1.3)

となる（上の u(γ) などは勿論，u(γ(t)) の意味であるが，式を複雑にしないために tは略した）．

証明のアイディア：
以下の議論（特に「だろう」の部分）は完全に厳密化できるが，アイディアが大事なので細部は書かない．
定義 2.1.2に出ている曲線上の点の差 γ(tj)− γ(tj−1) は，滑らかな函数 γ(t)の，2点 t = tj と t = tj−1での差で
ある．実部虚部を別々に考えれば，実数函数の平均値の定理と同じで

γ(tj)− γ(tj−1) ≈ γ′(tj) (tj − tj−1) (2.1.4)

が成り立つだろう．従って，曲線の分割が十分に細かい場合は，リーマン和の表式を

Sn

(
{tj}, {sj}

)
≈

n∑

j=1

f
(
γ(sj)

)
γ′(tj) (tj − tj−1) ≈

n∑

j=1

f
(
γ(tj)

)
γ′(tj) (tj − tj−1) (2.1.5)

と書いて良いだろう（二つ目の=では，分割が細かい場合には，sj ≈ tj だから，f
(
γ(sj)

)
≈ f

(
γ(tj)

)
とみなした）．
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この右辺に出ている量は，実数 tの函数 f
(
γ(t)

)
γ′(t) の tによる積分を，リーマン和で近似して書いた形になっ

ている．なので，分割を細かくした極限では，このリーマン和は積分になるだろう：
n∑

j=1

f
(
γ(tj)

)
γ′(tj) (tj − tj−1) →

∫
f
(
γ(t)

)
γ′(t) dt (2.1.6)

積分の範囲は a ≤ t ≤ bであることを思い出すと，(2.1.2)になる．

問 2.1.1： 線積分
∫

γ
f(z)dz を以下の f(z) と γ の組に対して求めよ．（類題はかならず試験に出します！）．

• f(z) = z2，曲線 γ は，原点 0 と点 1 + i を結ぶ直線．
• f(z) = z2，曲線 γ は，原点 0 と点 1 + i を以下のように結ぶ折れ線：まず 0 と 1 を線分で結び，次に 1 と
1 + i を線分で結ぶ．

• f(z) = z2，曲線 γ は，原点 0 と点 1 + i を結ぶ放物線，γ(t) = t+ it2，ここで（0 ≤ t ≤ 1)．

問 2.1.2： 上の問題は定義の case 1 か case 2 として処理できるが，無理矢理，「一般の時の定義」を適用して解い
てみよう．


