
多様体論　演習問題

授業で出題した問題をまとめたものです．

ベクトル空間

問 1. V を体K上のベクトル空間とする．このときV 上の2次線形形式のなす空間B(V,K)

は自然にK上のベクトル空間となることを示し，B(V,K)は双対空間のテンソル積V ∗⊗V ∗

と同型になることを示せ．

位相空間

問 2. π : X → X ′を全射，Xを位相空間とする．このとき，次のO′はX ′の位相である
ことを示せ（商位相という）．

O′ = {O ⊂ X ′ | π−1(O) ⊂ Xは開集合 }

また，位相空間の間の連続写像 f : X → Y および写像 f̄ : X ′ → Y が f̄ ◦ π = f を満たす
ならば，f̄ もまた連続となることを示せ．

問 3. Γを有限群，XをHausdorff空間とする．ΓのXへの作用 ρ : Γ×X → Xが連続で
あるとは，任意の γ ∈ Γに対し，x 7→ ρ(γ, x)が連続となることである．また，作用 ρが
自由であるとは，ある γ ∈ Γと x ∈ Xに対し ρ(γ, x) = xならば，γ = 1となることであ
る．有限群ΓがHausdorff空間Xに自由かつ連続に作用するとき，自然な全射X → X/Γ

による商空間X/ΓはHausdorff空間となることを示せ．

多様体の定義

問 4. 2次元球面 S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 + x23 = 1}に対し，開集合

U+
i = {(x1, x2, x3) ∈ S2 | xi > 0}, U−

i = {(x1, x2, x3) ∈ S2 | xi < 0}

および

φ±
1 (x1, x2, x3) = (x2, x3), φ±

2 (x1, x2, x3) = (x1, x3), φ±
3 (x1, x2, x3) = (x1, x2),

で定まる写像φ±
i : U

±
i → B2を考える (i = 1, 2, 3)．ここでB2 = {(y1, y2) ∈ R2 | y21 + y22 <

1}は単位開円板である．このとき，{(U±
i , φ

±
i )}iは S2の C∞級座標近傍系であることを

示せ．

問 5. 2次元球面 S2に対し，開集合

V + = S2 − {(0, 0,−1)}, V − = S2 − {(0, 0, 1)}

を考える．このとき各x ∈ V +に対し，(0, 0,−1)とxを結ぶ直線が平面P = {(x1, x2, x3) ∈
R3 | x3 = 0}と交わる点の第 1,2成分を ψ+(x) ∈ R2と書く．同様に各 x ∈ V −に対し，
(0, 0, 1)と xを結ぶ直線が平面 P と交わる点の第 1,2成分を ψ−(x) ∈ R2と書く．すると，
写像 ψ± : V ± → R2が定まる．

(1) ψ+(x1, x2, x3)および ψ−(x1, x2, x3)を座標で表し，ψ±の逆写像を求めよ．



(2) {(V +, ψ+), (V −, ψ−)}は S2のC∞級座標近傍系であることを示せ．

問 6. 問 4と問 5の S2のC∞級座標近傍系が同値であることを示せ．

問 7. 次の二つのRのC∞級座標近傍系を考える．

(i) {(R, idR)},

(ii) {(R, ϕ)}，ただし ϕ : R → Rは ϕ(x) = x3で与える．

このとき，これらは実際に Rの C∞級座標近傍系になっていることを確認し，これらの
座標近傍系は同値でないことを示せ．

問 8. 次のR2の同値関係∼を考える．

(x1, x2) ∼ (y1, y2) ⇔ y1 − x1, y2 − x2はともに整数．

同値関係∼による商集合を T 2と書き，同値類を対応させる全射 f : R2 → T 2に関する商
位相により T 2を位相空間と思う（2次元トーラスという）．このとき，T 2はコンパクト
Hausdorff空間であることを示せ．また，これがなぜ「ドーナツの表面」と思えるのか簡
単に説明せよ．

問 9. 前問の設定の下で，開集合

V0 = (−1
2
, 1
2
)×(−1

2
, 1
2
), V1 = (0, 1)×(−1

2
, 1
2
), V2 = (−1

2
, 1
2
)×(0, 1), V3 = (0, 1)×(0, 1),

に対し包含写像 ψ̃i : Vi → R2を考え，ψi : Vi → T 2を ψi = f ◦ ψ̃iで定める．

(1) ψiの行き先を制限した ψ′
i : Vi → ψi(Vi)は同相写像であることを示せ．

(2) ψ′
iの逆写像を ϕi，Ui = ψi(Vi)としたとき，{(Ui, ϕi)}i=0,1,2,3は T 2のC∞級座標近傍
系となっていることを示せ．

問 10. 同じ次元のC∞級多様体M , N に対し，その disjoint union M ⊔N は自然にC∞

級多様体となることを示せ．

問 11. C∞級多様体M , N に対し，直積空間M ×N もまた自然にC∞級多様体となるこ
とを示せ．

問 12. 次のR2の相対位相による位相空間Xは多様体の構造を持たないことを示せ．

X = {(x, y) ∈ R2 | xy = 0}.

問 13. Rに，Rに含まれない点 0′を付け加えて得られる集合をM = R⊔{0′}とする．こ
こで Ua,b = {0′} ∪ (a, 0) ∪ (0, b) ⊂ M（a < 0 < bであり，(a, 0), (0, b)は開区間）とする．
このとき，M にRの位相と {Ua,b}a,bで生成される位相を入れて位相空間と思う．

(1) 任意の x ∈M に対し，開区間と同相な開近傍が存在することを示せ．

(2) M はHausdorff空間でないことを示せ．

C∞級写像



問 14. C∞級多様体M の開部分集合 U ⊂ M は自然に C∞級多様体となることを示せ．
さらに，包含写像 U →M はC∞級写像となることを示せ．

問 15. C∞ 級多様体 L,M,N と C∞ 級写像 f : L → M , g : M → N に対し，合成写像
g ◦ f : L→ N もC∞級写像となることを示せ．

問 16. 関数 pi : S
2 → Rを pi(x1, x2, x3) = xiで定めるとき，各局所座標による piの局所

座標表示を求めて，piはC∞級関数であることを示せ．

問 17. 問 7で考えた通常とは異なるC∞級多様体構造 (R, ϕ)を与えたRをMとする．こ
のとき，通常のRとM は微分同相であることを示せ．

問 18. 円周 S1 = {(x.y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}に対し，写像 f : S1 × (0,∞) → R2 を
((x, y), t) = (tx, ty)とおく．次の問いに答えよ．

(1) S1 × (0,∞)の座標近傍系を具体的に与えてC∞級多様体となることを示せ．

(2) f の局所座標表示を求めて f はC∞級写像であることを示せ．

(3) f の各点での局所座標による Jacobi行列を求めよ．

(4) f の像を求めよ．

(5) f は像との間の微分同相写像を与えることを示せ．

問 19. C∞級多様体M , N に対し，次のような性質を満たす C∞級多様体 Lおよび C∞

級写像 p : L → M , q : L → N が存在することを示せ．また，このような Lは微分同相な
ものを除いてただ一つであることを示せ：任意のC∞級写像 f : K →M , g : K → N に対
し，ただ一つのC∞級写像 h : K → Lが存在して，f = p ◦ hおよび g = q ◦ hをみたす．

接ベクトル

問 20. C∞級多様体M 上のC∞級の曲線 c : (−ϵ, ϵ) →M を考える．このとき，c(0)の近
傍で定義されたC∞級関数 f に対して以下で定まる対応 dc

dt

∣∣
t=0
はM の c(0)における接ベ

クトルを与えることを示せ（cの t = 0における速度ベクトルという）：

dc

dt

∣∣∣∣
t=0

(f) =
d(f ◦ c)
dt

∣∣∣∣
t=0

問 21. C∞級多様体M の点 p ∈ M における接ベクトル v ∈ TpM を任意にとる．このと
きC∞級曲線 c : (−ϵ, ϵ) →M であって， dc

dt

∣∣
t=0

= vとなるものが存在することを示せ．

問 22. 次の S2上の曲線 c : R → S2を考える：

c(t) = (cos t, sin t, 0).

(1) t ∈ Rにおける速度ベクトルを dc
dt

∣∣
t
を問 2で考えた座標近傍 (U±

1 , φ
±
1 ), (U

±
2 , φ

±
2 )か

ら定まる基底の一次結合で表せ．

(2) pi(x1, x2, x3) = xiで定まる関数 pi : S
2 → Rの t ∈ Rにおける微分 dc

dt

∣∣
t
(pi)を求めよ．



問 23. n次元C∞級多様体M に対し，

TM =
∪
p∈M

TpM

とおき，π : TM → M を v ∈ TpM のとき π(v) = pなる写像とする．M の各座標近傍
(U,φ : U → V )に対しΦ: π−1(U) → V × RnをΦ(v) = (φ(π(v)); dx1(v), . . . , dxn(v))で定
める．ただし dxi : π

−1(U) → Rは次で定まる関数とする．

v = dx1(v)
∂

∂x1
+ · · ·+ dxn(v)

∂

∂xn

このとき，ふたつの座標近傍 (U,φ), (U ′, φ′)に対し，Φ′ ◦Φ−1 : φ(U ∩ U ′)×Rn → φ′(U ∩
U ′)× Rn が定義できて，C∞級写像であることを示せ．（このことを用いると TM に適当
な位相が入ってC∞級多様体となることが示せる．TM をM の接束という．）

問 24. C∞級多様体M の点 p ∈ M の開近傍で定義された C∞級実数値関数の全体を Sp

とおく．Spの元 f1 : U1 → Rと f2 : U2 → Rが同値であるとは，pの開近傍 V ⊂ U1 ∩ U2

が存在して f1|V = f2|V となることとする．

(1) Spのこの同値関係による商集合 C∞
p （pにおける C∞級関数の茎（stalk）という）

には自然に可換環（できればR上の可換代数）の構造が入ることを示せ．

(2) 接ベクトル v ∈ TpMを与えることと，次を満たすR-線形写像 v : C∞
p → Rを与える

ことは同値であることを示せ：

v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) (∀f, g ∈ C∞
p ).

写像の微分

問 25. M,N をC∞級多様体，f : M → N をC∞級写像とする．このとき，M 上のC∞

級曲線 c : (−ϵ, ϵ) →M に対し，次の等式を示せ．

(df)c(0)
dc

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d(f ◦ c)
dt

∣∣∣∣
t=0

問 26. c(t) = (cos t, sin t)で定まるC∞級曲線 c : R → R2の点 t ∈ Rにおける微分 (dc)tの
行列表示を与えよ．

問 27. 複素平面Cに座標 x+ iy 7→ (x, y)を入れて 2次元C∞級多様体と思う．このとき
正則関数 f : C → Cに対し，各 z0 ∈ Cにおける微分 (df)z0 の基底 ( ∂

∂x
, ∂
∂y
)に関する行列

表示（表現行列）を求めよ．

問 28. M,N を C∞級多様体とし，f : M → N を C∞級写像とする．点 pでの微分の階
数が rank(df)p = rならば，pの近傍 V が存在して，任意の q ∈ V に対し rank(df)q ≥ rと
なることを示せ．

陰関数定理

問 29. 次の定理を以下の手順に従って証明せよ．「(n+ k)次元C∞級多様体M と n次元
C∞級多様体N の間のC∞級写像 f : M → N と点 p ∈M に対し，微分 (df)pが全射なら
ば，pの開近傍W が存在して，f−1(f(p)) ∩W ⊂M は k次元C∞級部分多様体である．」



(1) pにおける f の Jacobi行列が (
In O

)
となる（Inは n次の単位行列）ような pの座標近傍 (U,φ)および f(p)の座標近傍
(V, ψ)が存在することを示せ（線形代数の内容を思い出すとよい）．

(2) (1)のような座標近傍 (U,φ)，(V, ψ)に対し，

F (x1, . . . , xn+k) = ((ψ ◦ f ◦ φ−1)(x1, . . . , xn+k), xn+1, . . . , xn+k)

の φ(p)における Jacobi行列を求めよ．

(3) 逆関数定理を用いて，φ(p)の近傍W ′ ⊂ Rn+kと ((ψ ◦ f)(p), 0, . . . , 0)の近傍 V ′ ⊂
Rn+kの間のC∞級微分同相写像Φ: V ′ → W ′であって，Φ(((ψ ◦ f)(p)×Rk)∩V ′) =

φ−1(f−1(f(p)) ∩W )となるものが存在することを示せ．

問 30. f : M → RをC∞級多様体MからのC∞級関数とする．このとき，(df)p : TpM →
Tf(p)Rが全射ならば，pの開近傍 U が存在してW = f−1(f(p)) ∩ U はM の C∞級部分
多様体となるが，包含写像 i : W → M から誘導される写像 (di)p : TpW → TpM の像は
ker(df)pに一致することを示せ．

問 31. Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x21 + · · ·+ x2n+1 = 1}はRn+1のC∞級部分多様体で
あることを，関数 f(x1, . . . , xn) = x21 + · · ·+ x2n+1の微分を調べることにより示せ．また，
問 30の主張を用いて各 p ∈ Snで包含写像から誘導される TpS

n → TpRn+1の像を求めよ．

問 32. ϵ ∈ Rと多項式 p(x, y) = x2 − y2に対し，集合Mϵ = p−1(ϵ) ⊂ R2の概形を描け．
また，MϵがC∞級部分多様体となるかを Jacobi行列の計算から論じ，部分多様体となら
ないときはそのことを証明せよ．

問 33. ϵ ∈ Rと多項式 p(x, y) = y2 − x3 + 3xに対し，Mϵ = p−1(ϵ) ⊂ R2の概形を描け．
また，MϵがC∞級部分多様体となるかを Jacobi行列の計算から論じ，部分多様体となら
ないときはそのことを証明せよ．

はめ込みと埋め込み

問 34. g(x1, x2, x3) = (x1, x2)で定まる写像 g : S2 → R2と問 2の座標近傍系について，次
の問いに答えよ．

(1) gの局所座標表示を求め，C∞級写像であることを示せ．

(2) 問 2の座標近傍系に属する各座標近傍に関して，(dg)p(
∂

∂y1
)p, (dg)p(

∂
∂y2

)pを求めよ．

(3) ker(dg)pの次元を求めよ．また，f ははめ込みとなっているか答えよ．

問 35. 包含写像 h : S2 → R3について，次の問いに答えよ．

(1) hはC∞級写像であることを示せ．

(2) hは埋め込みであることを示せ．

問 36. 次の曲線 c : R → R2ははめ込み，埋め込みとなるか？各点での速度ベクトルを求
め，その結果を用いて答えよ．また，曲線の概形を描け．

(1) c(t) = (t, t2) (2) c(t) = (cos t, sin t) (3) c(t) = (t2, t3)



問 37. α ∈ Rを無理数とし，t 7→ (t, αt)で定まる写像R → R2と射影R2 → T 2を合成し
て得られる写像を f : R → T 2とおく．このとき，f は単射かつはめ込みだが，埋め込み
ではないことを示せ．

問 38. 位相空間の間の連続写像 f : M → N が固有（proper）であるとは，任意のコンパ
クト部分集合K ⊂ Nに対し，f−1(K)がコンパクトとなることである．また，C∞級写像
が沈め込み（submersion）であるとは各点での微分が全射となることである．C∞級多様
体の間のC∞級沈め込み f : M → Nが固有であるとする．このとき任意の q ∈ Nに対し，
qの開近傍 U が存在して f−1(U)は U × f−1({q})とC∞級微分同相であることを示せ．

部分多様体

問 39. M = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 = 1, x3 = 0}は S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 |
x21 + x22 + x23 = 1}のC∞級部分多様体であることを，定義を確認することにより示せ．

多様体の局所的な操作と張り合わせ

問 40. M をC∞級多様体，U ⊂M を開集合とし，p ∈ U とする．このとき，C∞級関数
h : M → Rであって，次の 2つの条件を満たすものが存在することを示せ．

(i) hの取る値は 0以上 1以下．また，hは pの近傍で 1となる．

(ii) supp(h)を hの値が 0でないような点の集合の閉包とするとき，supp(h) ⊂ U．

また，このことを用いて相異なる有限個の点 p1, . . . , pn ∈ M と実数 a1, . . . , an ∈ Rに対
し，f(pi) = aiとなるC∞級関数 f : M → Rが存在することを示せ．

問 41. M を σ-コンパクトなC∞級多様体，{Ui}i∈IをM の開被覆とするとき，次のよう
なC∞級関数の族 {ρj}∞j=1が存在することを示せ．

(1) 各 ρjはM の各点で 0以上 1以下の値をとる．

(2) {supp(ρj)}∞j=1は局所有限なM の被覆で，各 j に対し supp(ρj) ⊂ Uiなる i ∈ I が
存在．

(3) 各点 p ∈M で
∑∞

j=1 ρj(p) = 1．

ベクトル場

問 42. M をC∞級多様体とするとき，M 上のC∞級ベクトル場であって，少なくとも 1

点では 0ではないものが存在することを示せ．

問 43. XをC∞級多様体M 上のC∞級ベクトル場とする．

(1) 点 p ∈ M を含む二つの座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)，(V ; y1, . . . , ym)があるとき，各
( ∂
∂xi

)pを ( ∂
∂yj

)pたちの一次結合で表せ．

(2) X の座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)に関する局所座標表示が与えられたとき，座標近傍
(V ; y1, . . . , ym)に関するXの局所座標表示を求めよ．



問 44. S2上の時刻 t = 0で点 p0 = (x0, y0, z0)を通る緯線方向の円周

cp0(t) = (r0 cos(t+ θ0), r0 sin(t+ θ0), z0)

を考える．ここで r0 =
√
x20 + y20，x0 = r0 cos θ0, y0 = r0 sin θ0．また，接ベクトルXp0を

cp0の時刻 t = 0における速度ベクトルとする．

(1) 各点 pに対し，Xp ∈ TpS
2 を問 2の座標近傍に関する ( ∂

∂y1
)p, (

∂
∂y2

)p の一次結合で
表せ．

(2) Xは S2上のC∞級ベクトル場であることを示せ．

(3) Xp = 0となる p ∈M をすべて求めよ．

問 45. X,Y をC∞級多様体M上のC∞級ベクトル場とする．X,Y の座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)

に関する局所座標表示が与えられたとき，かっこ積（Lie括弧 (Lie bracket) ともいう）
[X,Y ]の局所座標表示を求めよ．

積分曲線と 1パラメーター変換群

問 46. R2上のC∞級ベクトル場Xを次で定める．

Xp =

(
∂

∂x1

)
p

.

(1) c(0) = p0 = (x0, y0)となるXの極大積分曲線 cを求めよ．

(2) Xに対応する1パラメーター変換群{φt}t∈Rを求めよ（Xを無限小変換 (infinitesimal

transformation) とする 1パラメーター変換群という）．

問 47. R× (0,∞)上のC∞級ベクトル場

X =
∂

∂x2

は完備ではないことを示し，各点を始点とする極大積分曲線を求めよ．

問 48. R× (0,∞)上のC∞級ベクトル場

X = x2
∂

∂x2

は完備であることを示し，対応する 1パラメーター変換群を求めよ．

問 49. 問 44で与えた S2上のC∞級ベクトル場Xは完備であることを示せ．また，対応
する 1パラメーター変換群を求めよ．

問 50. MをコンパクトなC∞級多様体とし，{Xt}t∈Rを tについてもC∞級なM上のC∞

級ベクトル場の族とする．このとき，C∞級写像 φ : R×M → M が存在して，次の 2条
件を満たすことを示せ．

(i) 任意の p ∈M に対し，φ(0, p) = p，

(ii) C∞級曲線 t 7→ φ(t, p)の速度ベクトルは (Xt)φt(p)．



Riemann計量

問 51. (M, g)をRiemann多様体，f : N →M をC∞級はめ込みとする．このとき，2次
線形形式 f ∗g : TpN × TpN → Rを

(f ∗g)(X,Y ) = ((df)pX, (df)pY )

で定める．このとき，f ∗gの局所座標表示を求め，f ∗gがC∞級であることと，Riemann

計量となっていることを確認せよ．

問 52. 問 51のようにして S2のRiemann計量をR3の標準的なRiemann計量から誘導す
る．このとき，問 2の座標近傍系に関するRiemann計量の局所座標表示を求めよ．

問 53. f : M → RをC∞級多様体M 上のC∞級関数とし，gをM 上のRiemann計量と
する．各 p ∈M に対し，(grad f)p ∈ TpM を

X(f) = g((grad f)p, X)

が任意のX ∈ TpM について成り立つものとして特徴づける．

(1) この条件により (grad f)pがただ一つに定まることを示せ．

(2) f と gの局所座標表示から grad f の局所座標表示を求め，grad f はC∞級ベクトル
場であることを示せ（grad f を勾配 (gradient)という）．ただし，gの局所座標表示
が

∑
i,j gijdxi ⊗ dxjのとき，行列 (gij)の逆行列を (hij)と表してよい．

(3) (df)p = 0と (grad f)p = 0は同値であることを示せ．

問 54. M上のRiemann計量 g0, g1が与えられたとき，各点で 0以上 1以下の値を取るC∞

級関数 ϕ : M → Rに対し，gϕを

gϕ(X,Y ) = (1− ϕ(p))g0(X,Y ) + ϕ(p)g1(X,Y )

で定める（X,Y ∈ TpM）．このとき，gϕはM 上のRiemann計量であることを示せ．

問 55. M を σ-コンパクトなC∞級多様体とする．このとき，M 上のRiemann計量が存
在することを示せ．

問 56. (M, g)を連結なRiemann多様体とする．曲線c : [a, b] →Mが区分的(piecewise)C∞

級とは，cは連続であって，分割 a = a0 < a1 < · · · < an = bが存在して，各 [ai−1, ai]上
で cがC∞級となること．またこのとき，

L(c) =
n∑

i=1

∫ ai

ai−1

∥∥∥∥dcdt
∥∥∥∥ dt.

によって長さ L(c)を定義し，関数 d : M ×M → Rを次で定める．

d(p, q) = inf{L(c) | cは pと qを結ぶ区分的C∞級曲線 }

(1) M の任意の 2点は区分的C∞級曲線で結べることを示せ．

(2) dは距離の公理を満たすことを示せ．



射影空間

問 57. 射影 π : Sn → RP nの点 p ∈ Snでの Jacobi行列を適当な座標近傍に関して求めよ．

問 58. (n+1)次実正則行列Aをかける作用 x 7→ Ax（xは成分に (x0, . . . , xn)をもつ列ベ
クトル）はC∞級微分同相写像 fA : RP n 7→ RP nを誘導することを示せ（Aによる射影変
換という）．

問 59. 次で定義される複素射影平面CP 2上の関数 f : CP 2 → Rについて考える．

f [z0 : z1 : z2] =
|z0|2 + 2|z1|2 + 3|z2|2

|z0|2 + |z1|2 + |z2|2

(1) f はwell-definedで，C∞級関数となることを示せ．

(2) (df)p = 0となる点 p ∈ CP 2をすべて求めよ．

問 60. R× Rに次で生成される同値関係∼を考える．

(x, y) ∼ (x+ 1,−y)

このとき，商空間M = (R×R)/∼を開いたMöbiusの帯（open Möbius band）という．

(1) M は自然にC∞級多様体となることを示せ．

(2) 実射影平面から 1点を除いて得られるRP 2 − [0 : 0 : 1]はM とC∞級微分同相であ
ることを示せ．

問 61. 写像 f : RP 1 → RP 2を f [x0, x1] = [x0, x1, 0]と定義したい．次の問いに答えよ．

(1) f はwell-definedであることを示せ．

(2) f の局所座標表示を与え，C∞級写像となることを示せ．

(3) f の各点での Jacobi行列を計算し，埋め込みとなることを示せ．

問 62. M = {ℓ ∈ RP 3 | ℓはR3に含まれる }はRP 3のC∞級部分多様体であることを，定
義を確認することにより示せ．

問 63. 2変数複素関数 f : C2 → Cを f(z1, z2) = z31 + z32 + 1で定める．

(1) 局所座標φ : C2 → R4を (x1+iy1, x2+iy2) = (x1, y1, x2, y2)とし，同様にψ : C → R2

を ψ(x+ iy) = (x, y)で与える．このとき，局所座標表示 ψ ◦ f ◦ φ−1を求めよ．

(2) 各点での Jacobi行列を前問の局所座標系について求めよ．

(3) 0 ∈ Cは f の正則値であることを示せ．

問 64. M3 = {(z1 : z2 : z3) ∈ CP 2 | z31 + z32 + z33 = 0}はCP 2のC∞級部分多様体である
ことを示せ．

Lie群



問 65. n次正方行列の全体M(n,R)をその成分により Rn2
と同一視する．このとき，正

則行列の全体GL(n,R) ⊂ M(n,R)はC∞級多様体になることを示し，積を取る写像およ
び逆行列を取る写像はC∞級写像となることを示せ（このように，積と逆元を取る写像が
C∞級写像であるような群構造をもつC∞級多様体をLie群という）．

問 66. In ∈ GL(n,R)は単位行列とする．TIn GL(n,R)を n次正方行列全体M(n,R)と自
然に同一視して，以下の問いに答えよ．

(1) 行列の積を与える写像m : GL(n,R)×GL(n,R) → GL(n,R)に対し，(dm)(In,In) : M(n,R)⊕
M(n,R) → M(n,R)を求めよ．

(2) 逆行列を与える写像 i : GL(n,R) → GL(n,R)に対し，(di)In : M(n,R) → M(n,R)
を求めよ．

(3) 転置行列を与える写像 t : GL(n,R) → GL(n,R)に対し，(dt)In : M(n,R) → M(n,R)
を求めよ．

(4) det : GL(n,R) → GL(1,R) = R \ {0}に対し，(d det)In : M(n,R) → Rを求めよ．

問 67. 次の問いに答えよ．

(1) 行列式が 1である実 n次正方行列の全体 SL(n,R)はGL(n,R)の n2 − 1次元部分多
様体であることを示し，TIn SL(n,R)はトレースが 0の n次正方行列全体と同一視
できることを示せ．

(2) n次直交行列の全体 O(n)は GL(n,R)の n(n−1)
2
次元部分多様体であることを示し，

TIn O(n)は n次歪対称行列全体と同一視できることを示せ．

問 68. n次実一般線形群GL(n,R)は n次正方行列の全体M(n,R)の開部分多様体である
ので，各点 g ∈ GL(n,R)の接空間に対し，自然な同型 Tg GL(n,R) ∼= M(n,R)があること
に注意せよ．行列A ∈ M(n,R)に対し，GL(n,R)上のベクトル場A∗を行列の積

(A∗)g = gA ∈ M(n,R) ∼= Tg GL(n,R)

により与える．このとき，A∗に対応する 1パラメーター変換群は (t, g) 7→ g exp tAで与
えられることを示せ．ここで exp tAは行列の指数関数

exp tA =
∞∑
i=0

1

i!
(tA)i.


