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得点 [1] [ 1 ] X, Y を空でない集合とし，U , U↵ (↵ 2 A)は X の部分集合，V , V� (� 2 B)は Y の部分集合とする．
写像 f : X ! Y について，以下の (1)～(3)に答えよ． (25点)
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�2B
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⌘
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S
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f�1(V�)， f
⇣ S
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f(U↵)を示せ．

(2) f
⇣ T

↵2A
U↵

⌘
=

T
↵2A

f(U↵) が任意の {U↵} に対して成り立つことと，f が単射であることとは同値である．

これを示せ．
(3) f�1(V c) =

�
f�1(V )

�c を示せ．
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得点 [2] [ 2 ] Lebesgue可測な Rの部分集合の全体を L とし，R上の Lebesgue測度をmとする．
以下の各命題が正しいかどうか，理由とともに述べよ． (30点)

(1) E 2 Lが有界ならば，m(E) < +1 である．
(2) Rの開集合 Gがm(G) < +1をみたすなら，Gは有界である．
(3) 1点集合 {a} ⇢ Rは零集合である．
(4) E 2 L が零集合ならば，E は高々可算集合である．
(5) E 2 L とする．E が内点をもてば，m(E) > 0である．
(6) E 2 L がm(E) > 0をみたせば，E は内点を持つ．
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得点 [3] [ 3 ] f : R ! Rは連続函数とする．また，B(R)は Rの Borel 集合全体がなす �加法族とする．B 2 B(R) な
らば f�1(B) 2 B(R)であることを次の手順で示せ．
(1) C := {C ⇢ R ; f�1(C) 2 B(R)}は � 加法族である．
(2) C は Rの任意の開集合を含む．したがって，(1)とB(R)の定義から，C � B(R)となる． (15点)

得点 [4] [ 4 ] (X, B, µ)を測度空間とする．En 2 B (n = 1, 2, . . . )が
1P

n=1
µ(En) < +1をみたすならば，

lim sup
n!1

En :=
1T

n=1

1S
k=n

Ek とおくとき，µ
�
lim sup

n!1
En

�
= 0であることを示せ． (15点)
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得点 [5] [ 5 ] 各 A ⇢ Rに対して，CA は有限開区間の列 {(aj , bj )}1j=1 (aj < bj ; 8j)で A ⇢
1S

j=1
(aj , bj )となるものの

全体とする．このとき，各 A 2P(R)に対して，

m⇤(A) := inf
n 1P

j=1
(bj � aj) ; {(aj , bj )} 2 CA

o

と定義すると，m⇤ は外測度であることを示せ． (15点)


