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　　野村隆昭　（京大・理学研究科）

Berezin 変換は Berezin の量子化において重要な働きをする作用素である [2], [3], [26].
この変換はまた, symbol が必ずしも有界函数ではない Fock 空間上の Toeplitz 作用素
の有界性の判定に使われたり [5], 単位円板上の正則函数のなす函数空間上でも重要な働き
をしている [1], [8]. 本稿では, 筆者の最近の研究である重複度フリーな作用に関連する
Berezin 変換についていくつかの一般的なことと, ２つのケース・スタディについて報告
する. なおこの研究の一部は藤田悦郎氏と共同のものであり, 同氏の京都大学修士論文
（平成８年２月）として提出されたものである.

§1. 導入
　Cn の領域 D を考え, µ を D 上の Borel 測度とする. 測度 µ に関する L2 空間
L2(D, dµ) の閉部分空間 H を一つ固定する. H への直交射影作用素を P で表す. 各
ϕ ∈ L∞(D) に対して, ϕ を symbol とする H 上の Toeplitz 作用素を T (ϕ) とする :

T (ϕ)h := P (ϕh) (h ∈ H).

以下 H に属する函数はすべて連続であり, かつ H は再生核 κ(z, w) を持つと仮定する :

h(w) = (h |κ(·, w))H (∀h ∈ H, ∀w ∈ D).

各 w ∈ D に対して, Ew は階数 1 の直交射影作用素 H→ Cκ(·, w) を表すものとする. こ
のとき, H 上の有界線型作用素 A に対して, A の Berezin symbol σ(A) とは次式で定
義される D 上の函数のことである :

σ(A)(w) := tr (AEw) (w ∈ D).

二つの線型写像 T : ϕ 7→ T (ϕ), σ : A 7→ σ(A) は次に述べる意味で互いに adjoint の関係
にある [2], [28] :
dµ0(z) := κ(z, z) dµ(z) とおくとき
(1) T を L∞(D)∩L1(D, dµ0)に制限すると (note : L∞∩L1 ⊂ L2), それは L2(D, dµ0)
から H 上の Hilbert-Schmidt 作用素全体のなす Hilbert 空間 HS(H) への有界線型作
用素に拡張され, ‖T‖ 5 1 である.

(2) σ を HS(H) に制限すると, それは HS(H) から L2(D, dµ0) への有界線型作用素であ
り, (1)の作用素 T の adjoint となっている.



従って以後 T を σ∗ と書くことにする.

定義. 正の自己共役作用素 σσ∗ : L2(D, dµ0)→ L2(D, dµ0) を H に付随する Berezin
変換 と呼ぶ.

　簡単な計算によって, Berezin 変換は次で表示される L2(D, dµ0) 上の積分作用素になる
ことがわかる :

σσ∗f(z) =
∫
D

f(w)
|κ(z, w)|2

κ(z, z)κ(w, w)
dµ0(w) (f ∈ L2(D, dµ0)).

§2. Lie 群の表現との関係

　Berezin 変換が私にとって興味の対象となるのは, H が Lie 群 G の既約ユニタリ表現 π
の表現空間となっているときである. このときは表現 π のユニタリ性が再生核 κ(z, w) にあ
る種の G-不変性を持たせ, それが σσ∗ に遺伝するのである. 一般的に述べるといろいろと
準備が必要なので, ここでは例で述べることにする.
(1) Fock 空間のとき : D = Cn, λ > 0 として dµλ(z) :=

(
λ
π

)n
e−λ‖z‖

2
dm(z),

ただし dm は Cn ≡ R2n 上の Lebesgue 測度を表す.
§1 の H としては Fock 空間 Fλ をとる :

Fλ := L2(Cn, dµλ) ∩ {Cn 上の正則函数}.

Fλ の再生核 κλ は

κλ(z, w) := eλz·w (z · w := z1w1 + · · ·+ znwn).

そして, Fλ は (2n + 1) 次元 Heisenberg 群 Hn の既約ユニタリ表現を実現する空間で
ある. 実際, Hn は Cn × R に積

(z, t)(z′, t′) := (z + z′, t + t′ − Im z · z′)

を入れたもので, Hn の既約ユニタリ表現 πλ が次式で実現されている :

πλ(z, t)f(w) = eiλte−λw·ze−λ‖z‖
2/2f(w + z).(

λ < 0 のとき, πλ(z, t) := π−λ(z, t) とすれば, {(πλ,F|λ|) ; λ ∈ R×} で Hn

の無限次元既約ユニタリ表現を, ユニタリ同値を除いて尽くすことになる.

)
ここで, κλ(z, z) dµλ(z) =

(
λ
π

)n
dm(z) であるから, Fλ に付随する Berezin 変換

σλσ
∗
λ は

|κλ(z, w)|2
κλ(z, z)κλ(w, w)

= e−λ‖z−w‖
2



を積分核とする L2
(
Cn,

(
λ
π

)n
dm(z)

)
上の積分作用素である. この σλσ

∗
λ を（trivial

に）L2(Cn) に移 したものを Bλ とすると

Bλf(z) =
(

λ

π

)n ∫
Cn

f(w)e−λ‖z−w‖
2
dm(w)

となるから, Bλ = exp
1
4λ

∆ である. ただし, ∆ = 4
n∑
j=1

∂2

∂zj∂zj
は Cn ≡ R2n の

Laplacian で, exp t∆ := e−t (−∆) (t > 0) は正の自己共役作用素 −∆ が生成する作
用素の半群である（[2] 他）.

(2) 開単位円板上の weighted Bergman 空間のとき : D として D（開単位円板）をと
り, α > −1 として

dµα(z) :=
α + 1

π
(1− |z|2)α dxdy (z = x + iy).

とおき, H としては D 上の weighted Bergman 空間 Hα をとる :

Hα := L2(D, dµα) ∩ {D 上の正則函数}.

Hα の再生核 κα は
κα(z, w) := (1− zw)−(α+2).

Hα は Lie 群 SU(1, 1) の普遍被覆群 G の（相対）離散系列表現 πα を実現する空間であ
る : G は D× R に積

(γ, ω)(γ′, ω′) =

(
γe−2iω′ + γ′

1 + γγ′e−2iω′
, ω + ω′ +

1
2i

log
1 + γγ′e−2iω′

1 + γγ′e2iω′

)

を入れたものとして実現され, 表現 πα は, g−1 = (γ, ω) とおくとき

πα(g)f(z) = eiω(α+2)(1− |γ|2)1+α/2(1 + γz)−(α+2)f

(
e2iω · z + γ

γz + 1

)
で与えられる. ここで

dµ0(z) := κα(z, z) dµα(z) =
α + 1

π
(1− |z|2)−2 dxdy

であるから, Hα に付随する Berezin 変換 σασ∗α は

(1− |z|2)α+2(1− |w|2)α+2

|1− zw|2α+4



を積分核とする L2(D, dµ0) 上の積分作用素である. この σασ∗α は [1] により,
Riemann 対称空間である D の球 Fourier 変換を用いて次の様に記述された :
[15] により, 球函数 φλ は

φλ(z) :=
1
2π

∫ 2π

0

(
1− |z|2
|z − eiθ|2

)(iλ+1)/2

dθ (λ ∈ R, z ∈ D)

で与えられ, (1 − |z|2)−2 dxdy は D 上の G-不変測度であることに注意すると, 球
Fourier 変換は

f̃(λ) :=
∫
D

f(z)φ−λ(z) dµ0(z)

となる. ∆D = (1− |z|2)2 ∂2

∂z∂z
を D 上の G-不変な Laplacian とするとき

(σασ∗αf)∼(λ) = ã(λ)f̃(λ) with ã(λ) :=
|Γ (α + 3

2 + iλ
2 )|2

Γ (α + 1)Γ (α + 2)
.

∆Dφλ = − 1
4

(λ2 + 1)φλ より

σασ∗α =

∣∣∣∣Γ(α +
3
2

+ i
√
−∆D − 1

4

)∣∣∣∣2
Γ (α + 1)Γ (α + 2)

.

この例は [28] により有界対称領域上の weighted Bergman 空間の場合に拡張されている.

§3. 重複度フリーな作用に関連した Berezin 変換

　§1 で見たように, L2 空間の閉部分空間で再生核を持つものがあれば, そしてそれが Lie
群のユニタリ表現を実現していれば, 群不変性を備えた Berezin 変換が定義できる. このよ
うなことが起きる場合で興味深いのは, コンパクト Lie 群 K が有限次元複素ベクトル空間
V に重複度フリーに作用しているときである. すなわち, K は V 上の正則 (holomorphic)
多項式函数のなす空間 P(V ) にも π(k)p(z) := p(k−1z) で作用するが, この P(V ) が互い
に同値でない K の既約表現に重複度 1 で分解されるときである :

(3.1) P(V ) =
∑
α∈A
Pα(V ) (α 6= α′ =⇒ Pα(V ) À Pα′(V )).

この様な作用の分類は [17] によりなされ, [16] によってさらに深く研究されている.
　さて V に K-不変なエルミート内積 (· | ·) を入れ, 測度

dµ(z) :=
1
πn

e−‖z‖
2
dm(z) (n := dimV )



を考えると, Pα(V ) は（コンパクト群の既約表現の空間であるから有限次元ではあるが）
L2(V, dµ) の閉部分空間で再生核を持つものとなっている. Fock 空間 F,

F := L2(V, dµ) ∩ {V 上の正則函数},
を考えると, F は (3.1) の完備化として次の直交分解を持つ :

F =
⊕
α∈A
Pα(V ).

この分解に沿って F の再生核 κ(z, w) = e(z |w) を κ(·, w) =
∑
α∈A

κα(·, w) と分解すると,

κα(z, w) が Pα(V ) の再生核であることが容易にわかる. また, Pα(V ) が K のユニタリ
表現を実現していることから

(3.2) κα(kz, kw) = κα(z, w) (∀k ∈ K, z, w ∈ V )

が成り立っている. さらに H ⊂ GL(V ) を K の複素化とすると, [27], [30] から対 (H, V )
は概均質ベクトル空間になり, κα(z, z) が H の稠密開軌道上で決して 0 にならないことも
わかる [12].
　そして各 α ∈ A に対して

dµα(z) :=
1
πn

κα(z, z)e−‖z‖
2
dm(z)

とおくとき, Pα(V ) に付随する Berezin 変換 σασ∗α は L2(V, dµα) 上の積分作用素である.
これを自然に L2(V ) に移したものを Bα で表す. 作用素 Bα は次で表示される積分作用素
である :

Bαf(z) =
∫
V

bα(z, w)f(w) dm(w) (f ∈ L2(V ))

with bα(z, w) :=
1
πn

e−‖z‖
2/2e−‖w‖

2/2 |κα(z, w)|2
κα(z, z)1/2κα(w, w)1/2

.

(3.2)より bα(kz, kw) = bα(z, w) (∀k ∈ K) が出るので, Bα は K の作用と可換である.
すなわち π(k)f(z) := f(k−1z) とおくとき, Bαπ(k) = π(k)Bα (∀k ∈ K) が成り立つ.

　K-不変な L2(V ) の函数の全体を L2(V )K と記す :

L2(V )K := {f ∈ L2(V ) ; π(k)f = f (∀k ∈ K)}.
Bα は L2(V )K を不変にする. そこでの作用は次の通り.

定理 3.1 [ 12 ]. Bα|L2(V )K は φα(z) := κα(z, z)1/2e−‖z‖
2/2 で張られる 1 次元部

分空間 Cφα への直交射影作用素である.

　次の命題 3.2は Bα と表現のテンソル積との関連を示すものである. まず記号の準備をする.

Pα(V ) := {f（複素共役値） ; f ∈ Pα(V )},

dλα(z) :=
1
πn

κα(z, z)−1e−‖z‖
2
dm(z) （dµα との微妙な違いに注意）,

Jα : L2(V, dλα)→ L2(V ) （自然なユニタリ写像）.



命題 3.2 [ 13 ]. AαF (z) := F (z, z) (F ∈ Pα(V )⊗ Pα(V ) ) とおく.
(1) Bα = JαAαA∗αJ−1

α .
(2) Aα は L2(V, dλα) への K-同変な単射で, ‖Aα‖ = 1.
(3) J−1

α f ∈ (Range Aα)⊥ ならば Bαf = 0.

注意 1. §2 の例(1)では

πλ ⊗ πλ ∼=
1

(2π)n

∫ ⊕
Cn

ξw dm(w) (ξw(z, t) := eiRe z·w)

を反映しているし, 例(2)では

πα ⊗ πα ∼= IndSU(1,1)
S(U(1)×U(1))1 （1 はtrivial 表現）

を反映している [24].

注意 2. 一般に π ⊗ π のタイプのテンソル積の既約分解は, 指標のレベルにおいてすでに
複雑な様相を呈する [19]. ここでは函数空間を分解することになるので, 一般には結構大変
な作業になる.

§4. U(n) の Cn への作用の場合
　ユニタリ群 U(n) の Cn への自然な作用は §3 で云う所の重複度フリーな作用になってい
る. Pk(Cn) で Cn 上の k 次斉次の正則な多項式函数の空間を表すと

P(Cn) =
∞∑
k=0

Pk(Cn) （k 6= k′ =⇒ Pk(Cn) À Pk′(Cn) : U(n) の表現として）.

Pk(Cn) の再生核は

κk(z, w) :=
(z · w)k

k!

であるから, Pk(Cn) に付随する Berezin 変換を L2(Cn) に移した Bk は

Bkf(z) =
∫
Cn

bk(z, w)f(w) dm(w) (f ∈ L2(Cn))

with bk(z, w) :=
1

πnk!
e−‖z‖

2/2e−‖w‖
2/2 |z · w|2k
‖z‖k‖w‖k .

極座標 z = ru (r > 0, u ∈ S2n−1) で dm(ru) = r2n−1drdσ(u)（σ は S2n−1 上の標準
的な回転不変測度）であるから

L2(Cn) = L2((0,∞), r2n−1dr)⊗ L2(S2n−1, dσ).



そして L2(S2n−1, dσ) の U(n)-既約分解は次の通り : Cn 上の多項式函数 h(z, z) で z に
ついて p 次斉次, z について q 次斉次なもののなす空間を Ppq とする. また

Hpq := {h ∈ Ppq ; ∆h = 0} （∆ は Cn ≡ R2n の Laplacian）

とおく（調和多項式の空間）と

(4.1) Ppq =
min (p,q)∑
j=0

‖z‖2j · Hp−j,q−j

が成り立つ. さらに

Ypq := {h|S2n−1 ; h ∈ Hpq} （(p, q) 型の球面調和函数の空間）

とすると

L2(S2n−1, dσ) =
∞⊕

p,q=0

Ypq.

　このとき, Berezin 変換 Bk は次の定理 4.1 の様にスペクトル分解される :

ϕk(r) :=

√
2

(n + k − 1)!
rke−r

2/2 (r > 0)

とおき, Ekj は Cϕk ⊗ Yjj への直交射影作用素を表すとする.

定理 4.1 [ 12 ]. Bk =
k∑
j=0

(
n + k + j − 1

j

)−1(
k

j

)
Ekj .

　証明のポイントとなる事実を書き並べておく. en := t(0, . . . , 0, 1) ∈ S2n−1 ⊂ Cn にお
ける U(n) の固定部分群を L とする. そして Yjj に属する函数で L-不変なもののなす部分
空間を YLjj とする.

(1) YLjj = CYj . ただし

Yj(u) := P
(n−2,0)
j (2 |u · en|2 − 1) (u ∈ S2n−1)

で P
(α,β)
j (t) は j 次の Jacobi 多項式（Szegö の記号）.

(2) Yjj の再生核 Φj(u, v) は

Φj(u, v) :=
(n + 2j − 1)(n + j − 2)!

2πnj!
P

(n−2,0)
j (2 |u · v|2 − 1) (u, v ∈ S2n−1).



(3)
∫
S2n−1

|u · en|2kP (n−2,0)
j (2 |u · en|2 − 1) dσ(u)

　　　　　　　　　　 =
2πnk!

(n + k − 1)!

(
n + j − 2

j

)(
n + k + j − 1

j

)−1(
k

j

)
.

以上を使うと Bk の積分核 bk が次の様になるのである (s, r > 0, u, v ∈ S2n−1) :

bk(sv, ru) = ϕk(s)ϕk(r)
k∑
j=0

(
n + k + j − 1

j

)−1(
k

j

)
Φj(u, v).

§5. U(2)× U(2) の Mat (2,C) への作用の場合
　2 次の複素正方行列全体のなす複素ベクトル空間 V := Mat (2,C) への, 左, 右からの 2
次のユニタリ群 U(2) の作用

U(2)y Mat(2,C)x U(2)

も §3 で云う所の重複度フリーな作用になっている. 以下 K := U(2)×U(2) とおく. P(V )
の K-既約分解を記述するために, まず U(2) 自身の既約ユニタリ表現についてその記号法を
確定しておこう. 各 l ∈ 1

2 Z+ := {0, 1
2 , 1, . . . } について, Hl(C2) は C2 上の 2l 次斉次

の正則な多項式函数の空間とする（§4 では別の記号を用いた ; また半整数の l を用いるのは
後で SU(2) の既約表現のテンソル積の分解に現れる Clebsch-Gordan 係数の文献からの引
用を容易にするためである）. 各 m ∈ Z について

Tm,l(u)p(z) := (detu)mp(zu) (z = (z1, z2) ∈ C2, u ∈ U(2), p ∈ Hl(C2))

とおくと, (Tm,l,Hl(C2)) は U(2) の既約ユニタリ表現であり, これらで U(2) の既約ユニ
タリ表現をすべて尽くす. また T 0,l|SU(2) (= Tm,l|SU(2)) で SU(2) の既約ユニタリ表現
を尽くす. Tm,l をそのままの形で GL(2,C) の複素解析的表現に拡張しておく. そして
Hl(C2) の Fock 内積に関する正規直交基底として

(5.1) elj(z) :=
zl−j1 zl+j2√

(l − j)! (l + j)!
(j = −l,−l + 1, . . . , l)

をとり, この基底に関する Tm,l の行列要素を tm,lij とする :

(5.2) tm,lij (g) := (Tm,l(g)elj | eli) (g ∈ GL(2,C), i, j = −l,−l + 1, . . . , l).

　以上の準備の下で V = Mat (2,C) 上の正則な多項式函数 P(V ) の分解を記述しよう :
各 k = 0, 1, 2, . . . に対して

Pk(V ) := {p ∈ P(V ) ; p は k 次斉次},
Hk(V ) := {p ∈ Pk(V ) ; (det ∂ )p = 0}



とおく. ただし

det ∂ =
∂2

∂Z11∂Z22
− ∂2

∂Z12∂Z21
.

そして各 m ∈ Z+ と l ∈ 1
2 Z+ に対して

Pm,l(V ) = (detZ )mH2l(V )

とおくと

P(V ) =
∑

m∈Z+, l∈ 1
2 Z+

Pm,l(V )

となる. 一方 m ∈ Z+ のとき, Tm,l は GL(2,C) の複素解析的多項式表現となっているか
ら, その行列要素 tm,lij は P(V ) に属する. 細かく述べると, m ∈ Z+ の条件下で

(1) tm,lij

(
a b

c d

)
は a, c について (m + l − j)-次斉次, b, d について (m + l + j)-次斉次,

(2) tm,lij

(
a b

c d

)
は a, b について (m + l − i)-次斉次, c, d について (m + l + i)-次斉次.

そして
Pm,l(V ) = span {tm,lij ; i, j = −l,−l + 1, ..., l}

であり, Pm,l(V ) では

T−(m+2l),l ⊗̂Tm,l （外部テンソル積）

に同値な K = U(2)×U(2) の既約ユニタリ表現が実現されている（T−(m+2l),l は Tm,l の
反傾表現に同値であることに注意）.
　GL(2,C) の多項式表現 Tm,l (m ∈ Z+, l ∈ 1

2 Z+) の指標を ξm,l とする :

ξm,l(Z) := trTm,l(Z) (Z ∈ V ).

ここで, ξ0,l
(
t1
t2

)
は分割 λ = (2l, 0) に対応する 2 変数の Schur 函数 sλ(t1, t2) に等し

いことに注意しておく [22]. この ξm,l を用いて Pm,l(V ) の再生核 κm,l(Z, W ) は次のよ
うに表される :

κm,l(Z, W ) =
2l + 1

m! (m + 2l + 1)!
ξm,l(W ∗Z).

より明示的には Jacobi-Trudi 公式 [22] を使うと

κm,l(Z, W ) =
2l + 1

m! (m + 2l + 1)!
det(W ∗Z)m×

× det


tr (W∗Z) det (W∗Z) 01 tr (W∗Z) det (W∗Z)

1 .. . . . .
. . . . . . det (W ∗Z)

0 1 tr (W ∗Z)


︸ ︷︷ ︸

2l× 2l

.



　次に §3 で示唆されたテンソル積 Pm,l(V ) ⊗ Pm,l(V ) の分解について述べる .
K = U(2)× U(2) の表現としては, 指標 |ξm,l(u)|2|ξm,l(v)|2 (u, v ∈ U(2)) の簡単な計
算により

(T−(m+2l),l ⊗̂Tm,l)⊗ (T−(m+2l),l ⊗̂Tm,l) ∼=
2l⊕

k,k′=0

(T−k,k ⊗̂T−k
′,k′)

となることがわかる. これを実際に函数空間で実現しよう. まず §4 でも出てきた分解 (4.1)
と同じことであるが, 記号が変わったので再述する. 各 l ∈ 1

2 Z+ に対して

Hll(C2) := {F (z, z) ; F ∈ Hl(C2)⊗ Hl(C2)},
Hll(C2) := {h ∈ Hll(C2) ; ∆h = 0} （調和多項式）

とおくと

(5.3) Hll(C2) =
2l∑
k=0

‖z‖2(2l−k) · Hk/2, k/2(C2).

これは U(2) の表現のテンソル積の分解 T−(m+2l),l ⊗ Tm,l ∼=
2l⊕
k=0

T−k,k を実現するもの

である. ここでは命題 3.2 に従って Hll(C2) には

‖f‖2 =
(2l)!
π2

∫
C2
|f(z)|2 e−‖z‖

2

‖z‖4l dm(z)

という Hilbert-norm を入れる（Schur の補題により, L2(S3)-norm とは正数倍しか違わ
ないが）. Hll(C2) の正規直交基底で分解 (5.3) に即したものを下記の様にして取る. まず
簡単な補題として

補題 5.1 [ 6 ]. q(z) :=
(

z1 z2

−z2 z1

)
(z = (z1, z2) ∈ C2) とおくと

t0,lij ◦ q ∈ H l−i
2 , l+i2

(C2) （右辺は j に無関係）.

　従って, |ωl,kj | =
√

2k + 1
(2l)! (2l + 1)!

（偏角は当分自由度を持たせておく）として

(5.4) φl,kj (z) := ωl,kj · t
2l−k,k
0j (q(z)) (k = 0, 1, . . . , 2l, |j| 5 k, j ∈ Z)

とおくと, φl,kj ∈ ‖z‖2(2l−k) · Hk/2, k/2(C2) であり, これら（k, j を動かしたとき）が分
解 (5.3) に沿った Hll(C2) の正規直交基底になっている.



　さて Hll(C2) は自然に GL(2,C) の表現空間になっている :

τ l(g)F (z, z) = F (zg, zg) (g ∈ GL(2,C)).

上述の正規直交基底 {φl,kj } に関する表現 τ l の行列要素を τ l,k
′k

j′j とする :

(5.5) τ l,k
′k

j′j (g) := (τ l(g)φl,kj |φ
l,k′

j′ ).

τ l が多項式表現なので, τ l,k
′k

j′j は V 上の（一般には反正則な部分も含む）多項式函数である.
さらに

T m,lk′k (V ) := span {|det ( · ) |2m · τ l,k
′k

j′j ; j, j′ = −k,−k + 1, . . . , 0, . . . , k},
Hm,l(V ) := {F (Z, Z) ; F ∈ Pm,l(V )⊗ Pm,l(V )}.

とおくとき, 次の命題が成立する.

命題 5.2 [ 13 ]. Hm,l(V ) =
2l∑

k,k′=0

T m,lk′k (V ) であり, T m,lk′k (V ) は T−k
′,k′ ⊗̂T−k,k

に同値な K の既約表現を実現している.

注意. 定義 (5.5) より, k 6= k′ ならば, T m,lk′k (V ) に属する函数はすべて U(2) 上消え
ている.

　本題の Berezin 変換に入ろう. 命題 3.2 に従って

dλm,l(Z) :=
1
π4

κm,l(Z, Z)−1e−tr (Z∗Z) dm(Z)

とおき, Pm,l(V ) に付随する Berezin 変換を L2(V, dλm,l) 上で考えると, それは次の積分
作用素 Bm,l となる :

Bm,lf(Z) =
∫
V

|κm,l(Z, W )|2f(W ) dλm,l(W ) (f ∈ L2(V, dλm,l)).

L2(V, dλm,l) の部分空間と見た T m,lk′k (V ) の再生核を Ξm,l
k′k (Z, W ) とし

αm,lk′k = ‖τm,l,k
′k

j′j ‖2 （ノルムは L2(V, dλm,l) でのもの）

とおくと, αm,lk′k は j′, j には関係せず

|κm,lk′k(Z, W )|2 =
[

2l + 1
m! (m + 2l + 1)!

]2 2l∑
k,k′=0

αm,lk′k ·Ξ
m,l
k′k (Z, W )



となる. これから直ちに Berezin 変換 Bm,l のスペクトル分解が導かれる.

　残るは αm,lk′k の明示的な表示である. 現時点 (96/10/28) においては完全に満足のいく記
述には到達していないのであるが, 与えられたページ数に余裕があるようなので, k + k′ ≡ 0
(mod 2) の場合に書き下しておこう（暫くは k + k′ ≡ 0 でなくても成り立つ事柄である）.
まず定義 (5.5) より

τ l,k
′k

j′j (uZv) =
∑
a,b

t−k
′,k′

j′a (u)τ l,k
′k

ab (Z)t−k,kbj (v) (u, v ∈ U(2))

となることに注意. 次に Schur の直交関係式と積分公式から

αm,lk′k =
m! (m + 2l + 1)!

(2l + 1)(2k + 1)(2k′ + 1)
×

×
∑

|j|5min (k,k′)

∫∫
0<s<t

s2mt2m
∣∣∣τ l,k′kjj

(
s1/2

t1/2

)∣∣∣2 e−(s+t)

ξm,l
( s

t

) (s− t)2 dsdt.

ここで τ l,k
′k

jj

(
x

y

)
を記述するためにHahn多項式を導入する. すなわちQk(x;α, β, N) (k =

0, 1, . . . , N) を k-次の Hahn 多項式とする（ここでの記号は [20], [29] に従っており, 公式
集 [18] のものとは若干異なる）:

(5.6) Qk(x;α, β, N) := 3F2

(
−k, k+α+β+1, −x ;

α+1, −N ;
1
)

(x = 0, 1, . . . , N).

3F2 は超幾何函数

3F2

(
a, b, c ;

d, e ;
z
)

:=
∞∑
n=0

(a)n (b)n (c)n
(d)n (e)n

zn

n!
(|z| < 1)

であり, (a)n = a(a + 1) · · · (a + n− 1)（Pochhammer の記号）である. ただし, (5.6)
の右辺では第 1 パラメタ a が正でない整数ゆえ, 超幾何級数が有限級数となり, 変数 z を何
の差し障りもなく 1 とおけることに注意. Hahn 多項式は次の直交関係を持つ [18] :

N∑
x=0

ρ(x;α, β, N)Qk(x;α, β, N)Qk′(x;α, β, N) =
δkk′

πk(α, β, N)
,

ただし

ρ(x;α, β, N) =
(

x + α

x

)(
N − x + β

N − x

)(
N + α + β + 1

N

)−1

πk(α, β, N) =
(−1)k (−N)k (α + 1)k (α + β + 1)k

k! (N + α + β + 2)k (β + 1)k
· 2k + α + β + 1

α + β + 1
.



命題 5.3 [ 13 ]. 以上の記号下で, |j| 5 min (k, k′) のとき

τ l,k
′k

jj

(
x

y

)
= νl,k

′k
j ·

2l−|j|∑
n=0

ρ(n; |j|, |j|, 2l − |j|)Qk′−|j|(n; |j|, |j|, 2l − |j|)×

×Qk−|j|(n; |j|, |j|, 2l − |j|)x2n+|j|y4l−(2n+|j|),

ただし νl,k
′k

j は次式で定義されるものである :

νl,k
′k

j = (2l−|j|)! (2l+|j|+1)!
(2|j|+1)!

√
(2k′+1) (k′+|j|)!

(2l−k′)! (2l+k′+1)! (k′−|j|)!

√
(2k+1) (k+|j|)!

(2l−k)! (2l+k+1)! (k−|j|)! .

注意. より正確には, (5.4)で保留しておいた ωl,kj の絶対値 1の定数分を調節して, [20]

の Clebsch-Gordan 係数に関する結果を使う. 命題 5.3 で Hahn 多項式や, νl,k
′k

j といっ

た量が現れるのはそこが出所である. また k′ = k のとき, νl,kkj = πk−|j|(|j|, |j|, 2l− |j|)
となっていることにも注意しておく. これは Hahn 多項式の直交関係と τ l,k

′k
jj

(
1

1

)
= δkk′

（命題 5.2 直後の注意参考）が対応していることを示しており, 興味深い.

　以上より k + k′ ≡ 0 のとき, αm,lkk′ が記述できる. まず

al,k
′k

j,n := ρ(n; |j|, |j|, 2l − |j|)Qk′−|j|(n; |j|, |j|, 2l − |j|)Qk−|j|(n; |j|, |j|, 2l − |j|)

とおき, bl,k
′k

jn := al,k
′k

jn − al,k
′k

j,n−1 とおく. ただし al,k
′k

j,−1 = 0 と約束する. そうすると

αm,lk′k =
m! (m + 2l + 1)!

(2l + 1)(2k + 1)(2k′ + 1)

∑
|j|5min (k,k′)

(
νl,k

′k
j

)2 [l−|j|/2]∑
n,n′=0

bl,k
′k

jn bl,k
′k

jn′ Im,lnn′

となる. ここで Im,lnn′ は次の定積分である :

Im,lnn′ :=
∫∫

0<s<t

(st)m+|j|+n+n′e−(s+t)(s− t)2×

× ξ0,l−n−|j|/2 ( s
t

)
ξ0,l−n′−|j|/2 ( s

t

)
ξ0,l

( s
t

) dsdt.

この定積分を求めるために, Meijer の G 函数1を導入する [10] :

Gm,n
p,q

(
z
∣∣∣ a1,...,ap
b1,...,bq

)
:=

1
2πi

∫
C

m∏
j=1

Γ (bj − s)
n∏
j=1

Γ (1− aj + s)

q∏
j=m+1

Γ (1− bj + s)
p∏

j=n+1

Γ (aj − s)
zs ds.

1 手許の広告によれば Mathmatica Ver. 3.0 では Meijer の G 函数がサポートされるようである.



ただし積分路Cは−i∞から i∞へと走り, Γ (bj−s)達の極を右に見, Γ (1−aj+s)達の極を
左に見る様にそれらを避けてカーブする. また β := 2l−2n−|j|+1, β′ := 2l−2n′−|j|+1
とおき,

(
1
2 −

m+p+1
2l+1 −

β′

4l+2

)2l
p=0

は array

1
2 − m+1

2l+1 −
β′

4l+2 , 1
2 − m+2+1

2l+1 −
β′

4l+2 , . . . , 1
2 − m+2l+1

2l+1 − β′

4l+2

を表すものとし, Meijer の G-函数を用いて

Gm,lββ′(z) := G2l+3,2l+3
2l+3,2l+3

(
z

∣∣∣∣∣
1
2 −

β
4l+2 , 1

2 + β
4l+2 ,

(
1
2 −

m+p+1
2l+1 −

β′

4l+2

)2l
p=0

1
2 −

β
4l+2 , 1

2 + β
4l+2 ,

(
1
2 + m+p+1

2l+1 −
β′

4l+2

)2l
p=0

)

と定義すると, 積分 Im,lnn′ が求めることができて

Im,lnn′ =
(2l + 1)2(m+l)+3 sin πβ

2l+1

22(l+1) π2l+1

{(
d

dz
Gm,lββ′

)
(1) +

β′

4l + 2
Gm,lββ′(1)

}
.

ただしこれは β < 2l +1のとき（すなわち n 6= 0または j 6= 0のとき）である. β = 2l +1
でも β′ < 2l + 1 ならば β と β′ の役割を交換すればよい. 残った場合 n = n′ = j = 0 の
ときは簡単で

m! (m + 2l + 1)! (2l + 1)

となる.

　 k + k′ ≡ 1 (mod 2) のときも同様な表示が得られる.

§6. 今後の課題

(1) 本稿で扱ったのはいずれも §3 でのテンソル積 πα ⊗ πα が重複度フリーに既約分解する
場合ばかりである. それが実際に重複度を持って分解される場合（この方が普通である）
を具体例で調べ, 一般の場合の手がかりを得るべきである.

(2) 有界対称領域の接空間の isotropy 表現は重複度フリーな作用になっている. 特にその有
界対称領域が tube domain に正則同型な場合が面白いであろう. この場合接空間はユー
クリッド型の Jordan 代数の複素化になっており, その上の正則多項式函数の空間の重複
度フリーな分解は [11] に記述されているし, これは Hua や Schmid をはじめとして,
いろんな研究者がいろんな文脈で繰り返しとり扱ってきた題材である. その既約成分での
再生核も, Jack 多項式のパラメタを特殊化したもので書けることがわかっている [11],
[21]. この作用に関連する Berezin 変換を調べるのは様々な事柄と関係してきて面白い研
究対象であろう.

(3) 対称でない有界等質領域上の weighted Bergman 空間に付随する Berezin 変換を扱
うとき, 何を目的とすればよいのであろうか. 対称領域のときは, 不変微分作用素
のなす代数が可換（しかも多項式環）であったので, Berezin 変換をそれら生成元の
「函数」で表そうという問題意識だったのである.
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