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V：階数 2のEuclid型 Jordan代数．
E1, E2：Jordan枠  V = RE1 � V21 � RE2：Peirce分解

V =

RE1 V21

V21 RE2

以下 n := dim V21

h · | · i：V の trace 内積，k · k：trace内積から得られるノルム，従って kE1k = kE2k = 1．
V の対称錐 ⌦ は

⌦ =
�
x = x1E1 + x21 + x2E2 ; x1 > 0, x1x2 � 1

2kx21k2 > 0
 
.

（注意：Jordan代数としてのdeterminantはdet x = x1x2 � 1
2kx21k2である．）

W := R(E1 � E2)� V21とし，B
⇥
↵(E1 � E2) + v

⇤
= ↵2 + 1

2kvk2 とおくと
⌦ =

�
�(E1 + E2) + w 2 R(E1 + E2) + W ; �2 �B[w] > 0

 
（n + 2次元のLorentz 錐）



dµ：⌦ 上の G(⌦)不変測度，x 2 ⌦．

I(x) :=

Z
⌦

e�hx | y i y↵
1 y�

2

�
y1y2 � 1

2ky21k2
��

dµ(y) (y = y1E1 + y21 + y2E2).

定理：Re � > 1
2n，Re(↵ + �) > 0，Re(� + �) > 0 のとき，積分は絶対収束して

I(x) =
(2⇡)

1
2n

x↵+�
1 x�+�

2

�(� � 1
2n)

�(↵ + �)�(� + �)

�(�)
F
⇣
↵ + �, � + �, �;

kx21k2

2 x1x2

⌘
.

ただし，F (a, b, c; x) は Gauss の超幾何函数．

� = 0のとき，F
⇣
↵ + �, �, �;

kx21k2

2 x1x2

⌘
=

✓
1� kx21k2

2 x1x2

◆�(↵+�)

であるので

I(x) =
(2⇡)

1
2n

x↵+�
1 x�

2

�(� � 1
2n)�(↵ + �)

✓
1� kx21k2

2 x1x2

◆�(↵+�)

= (2⇡)
1
2n �(� � 1

2n)�(↵ + �) x↵
2�2(x)�(↵+�). (�2(x) := det x).



I(x) = (2⇡)
1
2n �(� � 1

2n)�(↵ + �) x↵
2�2(x)�(↵+�) において，↵ = s1 � s2，� = s2 とおけば

I(x) = (2⇡)
1
2n �(s1)�(s2 � 1

2n)xs1�s2
2 �2(x)�s1

ここで，s = (s1, s2)に対して s⇤ = (s2, s1)とおくと，�s⇤ = (�s2,�s1)であって
xs2�s1

2 �2(x)�s1 = �⇤
�s⇤(x) = �s(x

�1).

ゆえに既知の結果 I(x) = (2⇡)
1
2n �(s1)�(s2 � 1

2n)�s(x�1) を得る．

↵ = 0のときも同様．



証明の方針： Brute force

dµ(y) =
dy1dy2dy21

(y1y2 � 1
2ky21k2)1+1

2n
であるから

I(x) =

Z 1

0
e�x1y1y↵

1 dy1

Z 1

0
e�x2y2y�

2 dy2

Z
y1y2>

1
2ky21k2

e�hx21 | y21 i
�
y1y2 � 1

2ky21k2
���1�1

2n
dy21.

さらに y21 =
p

2 y1y2 v とおくと，

I(x) = 2
1
2n

Z 1

0
e�x1y1y↵+��1

1 dy1

Z 1

0
e�x2y2y�+��1

2 dy2

Z
kvk<1

e�
p

2y1y2hx21 | v i(1� kvk2)��1�1
2n dv.

ここで，u 2 V21 に対して

J(u) :=

Z
kvk<1

e�hu | v i(1� kvk2)��1�1
2n dv.

• J(ku) = J(u) (8k 2 SO(V21)) より，J(u) = J(kuken) (e1, . . . , enはV21のONB)．



補題：u 2 V21 のとき

J(u) = ⇡
1
2n �(� � 1

2n)
1X

m=0

1

m! �(m + �)

✓
kuk
2

◆2m

.

証明の方針： 8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

v1 = r sin ✓n�1 · · · sin ✓3 sin ✓2 sin ✓1,

v2 = r sin ✓n�1 · · · sin ✓3 sin ✓2 cos ✓1,

v3 = r sin ✓n�1 · · · sin ✓3 cos ✓2,
...

vk = r sin ✓n�1 · · · sin ✓k cos ✓k�1,
...

vn�1 = r sin ✓n�1 cos ✓n�2,

vn = r cos ✓n�1

ただし，r > 0，0 5 ✓1 < 2⇡，0 5 ✓j < ⇡ (j = 2, . . . , n� 1)．

Jacobianは D(v1, . . . , vn�1, vn)

D(✓1, . . . , ✓n�1, r)
= rn�1(sin ✓n�1)n�2 . . . sin ✓2



J(u) = J(kuken) =

Z 1

0
rn�1(1� r2)��1�1

2n dr

Z 2⇡

0
d✓1

⇥
Z ⇡

0
sin ✓2 d✓2 · · ·

Z ⇡

0
(sin ✓n�2)

n�3 d✓n�2

Z ⇡

0
(sin ✓n�1)

n�2e�kukr cos ✓n�1 d✓n�1

= 2⇡

 
n�3Y
k=1

Z ⇡

0
(sin ✓)k d✓

!Z 1

0
rn�1(1� r2)��1�1

2n dr

Z ⇡

0
(sin ')n�2e�kukr cos ' d'.

ここで

J1 :=

Z ⇡

0
(sin ')n�2e�kukr cos ' d' = 2

Z ⇡/2

0
(sin ')n�2 cosh(kukr cos ') d'

とおくと，cosh のべき級数展開を代入して

J1 = 2
1X

m=0
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=
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B
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2
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⌘

=
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�
�
�

n�1
2

�
�
�
m + n

2

� . //



　さて補題において，u =
p

2 y1y2 x21 とおくと

J
�p

2 y1y2 x21

�
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よって

I(x) = (2⇡)
1
2n�(� � 1

2n)
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✓
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◆m

⇥
Z 1

0
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1 dy1

Z 1

0
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2 dy2

=
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1
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2n)

1X
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✓
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◆m

=
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2
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�(↵ + �)�(� + �)
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F
⇣
↵ + �, � + �, �;

kx21k2

2 x1x2

⌘
.


