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1 はじめに –確率解析と偏微分方程式

LV を，関数 aij, bi, V : Rn → R (1 ≤ i, j ≤ n)から定まる Rn上の 2階偏微分作用素と
する;

LV =
1

2

n∑
i,j=1

aij(x)∂xi
∂xj

+
n∑

i=1

bi(x)∂xi
+ V.

ただし，∂xi
= ∂/∂xiとする．この微分作用素の定める熱方程式の初期値問題

∂tu = LV u, u(x, 0) = f(x)

の解 u(x, t)は，L0(V ≡ 0とした LV )に付随する拡散過程 {Px}x∈Rn により次のように表
示できる．

u(x, t) =

∫
Wn

f(w(t)) exp

(∫ t

0

V (w(s))ds

)
Px(dw). (1)

この表示に用いられた用語を説明しよう．

• Wnは [0,∞)上のRn値連続関数の全体を表す; Wn = {w : [0,∞) → Rn |wは連続 }．

• PxはWn上の確率測度であり，以下の条件を満している．
(a) Px({w ∈ Wn |w(0) = x}) = 1．
(b) ϕ ∈ C∞

0 (Rn)(≡ コンパクトな台をもつC∞関数の全体)に対し，

Mϕ(t) = ϕ(w(t)) −
∫ t

0

L0ϕ(w(s))ds

とおけば，{Mϕ(t)}t≥0は，Px-マルチンゲールである．すなわち，任意のg ∈ C∞
0 (Rk)

と u1 < · · · < uk ≤ s < tに対し次が成り立つ．∫
Wn

Mϕ(t)g
(
w(u1), . . . , w(uk)

)
Px(dw) =

∫
Wn

Mϕ(s)g
(
w(u1), . . . , w(uk)

)
Px(dw).

表現式 (1)は，確率論と偏微分方程式をつなぐ架け橋であり，微分幾何学を含め偏微
分方程式論的な考察を要する事例への確率論応用の基点となっている．このような対応の
発見は，1905年のA. Einstein[3]によるガウス核

pn(t, x) =
1√
2πt

n exp
(
− |x|2

2t

)
, t > 0, x ∈ Rn

を用いたブラウン運動の定式化，もしくはそれに先立つ 1900年の L. Bachelier[1]による
株価とブラウン運動の対応の指摘にまで遡ることができる．拡散過程と偏微分作用素の
対応を厳密に示したのはA. Kolmogorov(1931年，[12])であるが，彼の手法は非常に解析
的なものであった．ブラウン運動で駆動されるニュートン方程式を導入し，経路空間上の
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力学系を用いて，上のような拡散過程との対応に確率論的な意味付けを与えたのは，伊藤
清であった．非常に残念なことには，先生は 2008年 11月に文化勲章を受賞された直後に
お亡くなりになられた．伊藤は，ブラウン運動に基く積分である確率積分を導入し，それ
に付随する連鎖定理を与える伊藤の公式を確立した．その仕事は，1942年に大阪大学が
出版していた「全國紙上數學談話會」に邦文で発表された ([7])．1944年に帝國學士院記
事 (Proc. Imperial Acad.)に英文によるものが発表されている ([8])が，戦争のため，まと
まったものが出版されるのは 1951年を待たねばならなかった ([9])．
表現式 (1)は，

∫ t

0
V (w(s))dsを作用積分に現れるスカラーポテンシャル項と見なせば，

シュレディンガー作用素LV に付随するプロパゲータのファインマン経路積分表示と酷似
していることが見て取れる．このような対比を見出したのはM. Kacであり，彼に因んで，
(1)のような表示を，Feynman-Kacの公式と呼んでいる．R. Feynmanは Los Alamosで
の研究に巻き込まれていたため学位論文 (ファインマン経路積分論，1942年)の公表が遅
れていた ([4, 5])．Kacがファインマン経路積分を知るのは，5年後のコーネル大学の物理
コロキウムにおける Feynmanの講演においてであった ([10])．太平洋を狭んで西と東で
経路に関る積分論が，戦争のために公表が遅れるという同じ運命を辿ったのである．
ブラウン運動が数学的に厳密に定義さえるのは，1923年のN. Wienerの仕事 ([17])に

おいてである．Wienerの下で研究を行っていたR. CameronとW. Martinは，1944年に
n = 1，V (x) = −x2/2という特別な場合に，すなわち偏微分作用素 1

2
(d/dx)2 − 1

2
x2に対

して，(1)の考察をおこなっている ([2])．彼らの論文は，経路空間での変数変換を初めて
確立したものであった．
本報告では，(1)のような確率論的表示が，無反射ポテンシャル，一般化された無反射

ポテンシャルやKdV 階層の τ 函数に対しても成り立つことを，確率論的な事実の解析学
的，かつ直観的な解説を加えつつ紹介する．

2 準備

2.1 無反射ポテンシャル，一般化された無反射ポテンシャル

無反射ポテンシャル，一般化された無反射ポテンシャルの定義を再確認し，本報告の概要
を述べよう．

n ∈ Nに対し，2n個の正数 ηj,mj > 0 (ηi 6= ηj (i 6= j))の組 {ηj,mj}1≤j≤nを散乱デー
タという．すべての散乱データの集まりをSと表す．

S =
{
{ηj,mj}1≤j≤n

∣∣∣ n ∈ N, ηj,mj > 0, ηi 6= ηj(i 6= j)
}

.

散乱データ s = {ηj,mj} ∈ Sに対し，

Gs(x) =

(√
mimj e−(ηi+ηj)x

ηi + ηj

)
1≤i,j≤n

, x ∈ R

とおき，散乱データ sから定まる無反射ポテンシャル usを

us(x) = −2
d2

dx2
log det(I + Gs(x)), x ∈ R

と定義する．無反射ポテンシャルの全体をΞ0とおく．

Ξ0 = {us | s ∈ S}.
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上では散乱データから無反射ポテンシャルを定めたが，散乱理論でよく知られている
ように，無反射ポテンシャル ϕの定める Schrödinger作用素

− d2

dx2
+ ϕ

から一意的に s ∈ Sが定まり，ϕ = usが成り立つ．この意味で，Ξ0とSは同一視できる．

Ξ0
bijective←→ S

Marchenko[13]に従い，a ∈ Rと un ∈ Ξ0が存在し，unが uに広義一様収束し，さらに

Spec

(
− d2

dx2
+ un

)
⊂ [−a,∞), n = 1, 2, . . .

が成り立つとき，u : R → Rを一般化された無反射ポテンシャルという．ただしSpec(· · · )は
スペクトルの全体を表す．一般化された無反射ポテンシャルの全体をΞと表す．Marchenko
は，空間ΞにおいてKdV方程式の初期値問題を考察した ([13])．

2.2 ガウス確率測度

W1を簡単のためWと表す．すなわち

W =
{

w : [0,∞) → R
∣∣∣ wは連続

}
.

W上の座標関数X(x) : W → RをX(x,w) = w(x) (w ∈ W)と定義する．

Σ = {σ |σはR上の有限測度でコンパクトな台をもつ }

Σ0 =

{
σ ∈ Σ

∣∣∣∣ σ =
n∑

j=1

c2
jδpj

(∃n ∈ N, cj > 0, pj ∈ R, pi 6= pj(i 6= j))

}
とおく．ただし，δpは p ∈ Rに集中したディラック測度を表す．σ ∈ Σに対し，次を満す
W上の確率測度 P σが唯一つ存在する．

(a) 各 n ∈ N，ai ∈ R，xi ≥ 0に対し，
n∑

i=1

aiX(xi)は平均 0の正規分布に従う．すなわ

ち，v = v(a1, . . . , an, x1, . . . , xn) > 0が存在し，

P σ

( n∑
i=1

aiX(xi) ≤ a

)
=

∫ a

−∞

1√
2πv

e−x2/(2v)dx, a ∈ R.

(b) 次の等式が成り立つ．∫
W

X(x)X(y)dP σ =

∫
R

eζ(x+y) − eζ|x−y|

2ζ
σ(dζ), x, y ≥ 0.
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後節 (4.3節)で見るように，σ ∈ Σ0ならば，P σはOrnstein-Uhlenbeck過程を用いて構成
できる．σ ∈ Σに対しては，supp σn ⊂ supp σとなる σn ∈ Σ0を採れば，P σnの弱 ∗極限
として P σを構成できる．一意性は，(b)より

d

dx

∫
W

X(x)2dP σ =

∫
R

e2ζxσ(dζ), x ≥ 0

となり，測度 σのラプラス変換が決定されることより従う．

G = {P σ |σ ∈ Σ}

とおけば，上の考察よりこれはΣと同一視できる．

G bijective←→ Σ.

3 ソリトン解の確率論的表示

Gを定義域とする写像 ψを

ψ(P σ)(x) = 4
d2

dx2
log

(∫
W

exp

(
−1

2

∫ x

0

X(y)2dy

)
dP σ

)
, x ≥ 0

とおく．この写像を
G0 =

{
P σ

∣∣ σ ∈ Σ0

}
に制限すれば，Ξ0への全単射となる．実際，これは次のようにして示される．

σ =
n∑

j=1

c2
jδpj

∈ Σ0

とする．一般性を失うことなく，

(i) |pj| ≤ |pj+1| (j = 1, . . . , n − 1)，#{|p1|, . . . , |pn|} = n − m

(ii) j(1) < · · · < j(m)が存在し，pj(`) > 0，pj(`)+1 = −pj(`) (` = 1, . . . ,m)

が成り立つと仮定してよい．0 < r1 < · · · < rn−mを，rに関する方程式

n∑
j=1

c2
j

p2
j − r

+ 1 = 0

の解とする．
{pj(1), . . . , pj(m)} ∩ {

√
r1, . . . ,

√
rn−m} = ∅

が成り立つ．
η1 < · · · < ηn

を pj(1), . . . , pj(m),
√

r1, . . . ,
√

rn−m を小さいものから順に並べ直した列とする;

{η1 < · · · < ηn} = {pj(1), . . . , pj(m),
√

r1, . . . ,
√

rn−m}.
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mi > 0を，次式で定義する．

mi =


2ηi

c2
j(`)+1

c2
j(`)

∏
k 6=i

ηk + ηi

ηk − ηi

∏
k 6=j(`),j(`)+1

pk + ηi

pk − ηi

, (i = j(`)),

− 2ηi

∏
k 6=i

ηk + ηi

ηk − ηi

n∏
k=1

pk + ηi

pk − ηi

, (その他)

写像
ϕ : Σ0 → S

を，この {ηj,mj}1≤j≤nを用いて，

ϕ(σ) = {ηj, mj}1≤j≤n

と定義する．

定理 1 ([6, 15]). P σ ∈ G0 (σ ∈ Σ0)とする．

(i) 次の等式が成り立つ．

4 log

(∫
W

exp

(
−1

2

∫ x

0

X(y)2dy

)
dP σ

)
= −2 log det

(
I + Gϕ(σ)(x)

)
+ 2 log det

(
I + Gϕ(σ)(0)

)
− 2x

n∑
i=1

(pi + ηi).

(ii) ψ(G0) ⊂ Ξ0であり，さらに，ψ(P σ) = uϕ(σ)が成り立つ．

(iii) ψ : G0 → Ξ0は全単射である．

定理の (i)より，

ψ(P σ)(x) = 4
d2

dx2
log

(∫
W

exp

(
−1

2

∫ x

0

X(y)2dy

)
dP σ

)
= uϕ(σ)(x), x ≥ 0

となる．これと，無反射ポテンシャルの解析性をあわせれば，ψ(P σ) ∈ Ξ0としてよい．
定理の (ii)の主張はこの考察による．

4 定理1の証明–確率解析を振り返りながら

本節では，確率解析に関わる事実を確率論的な立場ではなくより解析学的直感に訴える形
でふり返りながら，定理 1の証明を概説する．さらに，その証明を利用して得られる定理
の系を述べる (4.6節)．
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4.1 Wiener測度µ

Wn上のWiener測度 µとは，つぎの性質を満たすWn上の一意的な確率測度である; 任
意の有界連続関数 f : Rnm → Rに対し，次式が成り立つ．∫

Wn

f(w(t1), . . . , w(tm))dµ(w) =

∫
Rnm

f(y1, . . . , ym)
m∏

j=1

p(tj − tj−1, yj − yj−1)dy1 · · · dym.

ただし，

p(t, y) =
1√
2πt

n exp

(
−|y|2

2t

)
.

ブラウン運動の定式化に際し，このような測度の存在は既に Einstein[3]により示唆され
ていたともいえるが，数学的厳密さをもってこの測度を定式化したのはWiener[17]であ
る．その定式化にちなんで，この測度をWiener測度と呼んでいる．

Wiener測度の存在は，たとえば次のようにして証明できる．Ym2−n，(n,m) ∈ N2，は
確率空間 (Ω,F , P )上の独立な確率変数で，それぞれ平均 0分散 1の正規分布に従うとす
る．n = 1，m = 0に対し，Tn,m = m2−nとおき，

Lm,n
t = 2−(n+1)/2{1 − 2n|t − Tn,2m+1|}YTn,2m+11[Tn−1,m,Tn−1,m+1](t)

とおく．確率過程 {Xn
t }t∈[0,∞)，n = 0, 1, . . .，をつぎで定義する．

X0
t =

∞∑
m=0

(t − m)Ym+11[m,m+1], Xn
t = Xn−1

t +
∞∑

m=0

Ln,m
t , n = 1.

このとき X̃t = limn→∞ Xn
t が存在し，X̃ : Ω 3 ω 7→ X̃∗(ω) ∈ W1と定義すれば，µ(A) =

P (X̃ ∈ A)として，1次元Wiener測度 µ が実現できる．記号は繁雑であるが，上の定義
は連続関数の二進有理小数分点による折線近似に他ならないことが，下の図から分るであ
ろう．多次元の場合はこれらの直積を考えればよい．
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Wiener測度を，Feynman経路積分の視点で見直してみよう．∆j = tj − tj−1，∆wj =
yj − yj−1という変数変換を行えば，

m∏
j=1

p(tj − tj−1, yj − yj−1)dy1 . . . dym = exp

(
−1

2

m∑
j=1

|∆wj|2

∆2
j

∆j

)
d∆w1 · · · d∆wm (∗)

と表記できる．w ∈ Wnは一般には微分不可能であるが，おおらかに微分の記号を流用す
れば，

lim
m→∞

m∑
j=1

|∆wj|2

∆2
j

∆j =

∫
|w′(s)|2ds

となる．よって，仮想的な表記であるが，(∗)は

exp

(
−1

2

∫
|w′(s)|2ds

) ∏
t

dw(t)

に収束する．これらを踏まえて，Feynman経路積分論に習ってWn上の仮想的なルベー
グ測度に関する積分

Dw =
∏

t

dw(t)

を導入すれば， ∫
Wn

Φ(w)dµ(w) =

∫
Φ(w) exp

(
−1

2

∫
|w′(s)|2ds

)
Dw (2)

という表示が得られる．

4.2 変数変換／確率積分

Dwは仮想的なルベーグ測度であったので，次のような平行移動に対する変数変換が形式
的に計算できる．∫

Wn

Φ(w)dµ(w) =

∫
Φ(w) exp

(
−1

2

∫
|w′(s)|2ds

)
Dw

=

∫
Φ(w − φ) exp

(
−1

2

∫
|(w − φ)′(s)|2ds

)
Dw

=

∫
Wn

Φ(w − φ) exp

(∫
〈φ′(s), w′(s)〉ds − 1

2

∫
|φ′(s)|2ds

)
dµ(w)

この表示式において，
∫
〈φ′(s), w′(s)〉dsという項を数学的に正当化できれば，最後の式は

意味を持つ．この正当化は，伊藤により導入された確率積分を通じて行うことが可能であ
る．実際，Stieltjes積分風の∫

〈φ′(s), w′(s)〉ds =

∫
〈φ′(s), dw(s)〉

という表示が示唆するように，確率積分を∫ x

0

〈θ(y), dw(y)〉 = lim
n→∞

2n−1∑
j=0

〈
θ(jT/2n),

{
w((j + 1)T/2n) − w(jT/2n)

}〉
7



と定義すれば，上の等式は数学的に厳密なものとなる．すなわち，時刻 xまでの経路の情
報 {w(y)}y≤xのみに依存する関数Φ : Wn → Rを，その依存を明示的にするため

Φ
(
w(y); y ≤ x

)
のように表記することにすれば，次の等式が成り立つ．∫

Wn

Φ
(
w(y); y ≤ x

)
dµ(w)

=

∫
Wn

Φ

(
w(y) −

∫ y

0

θ(z)dz; y ≤ x

)
exp

(∫ x

0

〈θ(y), dw(y)〉 − 1

2

∫ x

0

|θ(y)|2dy

)
dµ(w).

(3)

これより特に，確率測度

exp

(∫ x

0

〈θ(y), dw(y)〉 − 1

2

∫ x

0

|θ(y)|2dy

)
dµ(w)

のもと， {
w(y) −

∫ y

0

θ(z)dz

}
y≤x

がブラウン運動であることもしたがう．
これらの事実は，Girsanov-丸山の定理として知られている．

4.3 Ornstein-Uhlenbeck過程

σ =
n∑

i=1

c2
i δpi

∈ Σ0に付随するOrnstein－Uhlenbeck過程 {ξσ(x)}x≥0を，

ξσ(x; w) =

∫ x

0

e(x−y)Dσdw(y) = w(x) +

∫ x

0

Dσξσ(y; w)dy

と定義する．ただし，Dσは p1, . . . , pnを対角成分に持つ対角行列 diag[pj]を表す．成分毎
に表示すれば，

ξi
σ(x) =

∫ x

0

e(x−y)pidwi(y) = wi(x) +

∫ x

0

piξ
i
σ(y)dy, i = 1, . . . , n

となっている．

Xσ(x) = 〈c, ξσ(x)〉 =
n∑

i=1

ciξ
i
σ(x)

とおく．ただし，c = (ci)1≤i≤n．x 7→ Xσ(x)の連続性により，写像 Xσ : Wn 3 w 7→
Xσ(·; w) ∈ Wを定義できる．Itô積分の定義から，

ξσ(x; w) = lim
n→∞

2n−1∑
k=0

eDσx(1−k2−n){w(x(k + 1)2−n) − w(xk2−n)}

8



となる．各w(x(k + 1)2−n) − w(xk2−n)は平均 0，共分散行列 x2−nI (Iは単位行列)の正
規分布に従い，w(x(k + 1)2−n) − w(xk2−n)，k = 0, 1, . . . , 2n − 1，独立となることより，
正規分布の再生性に注意すれば，

2n−1∑
k=0

eDσx(1−k2−n){w(x(k + 1)2−n) − w(xk2−n)}

は平均 0，共分散行列
2n−1∑
k=0

e2Dσx(1−k2−n)2−n

の正規分布に従う．よって，n → ∞とすれば，ξσ(x)が平均 0，共分散行列
∫ x

0
e2(x−y)Dσdy

の n次元正規分布に従うことが分かる．これより，Wのボレル集合族をB(W)と表せば，

P σ(A) = µ(Xσ ∈ A), A ∈ B(W)

が成り立つ．これにより，2.2節で述べたP σの存在が σ ∈ Σ0に対しては示されたことに
なる．
以上より，次の等式が成り立つ．∫

W
exp

(
−1

2

∫ x

0

X(y)2dy

)
dP σ =

∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

Xσ(y)2dy

)
dµ. (4)

4.4 Itôの公式/変数変換

α : Rn → Rn×nを，n × n対称行列値C1-関数とする．確率積分に関する連鎖定理である
Itôの公式を用いると

1

2
〈α(x)w(x), w(x)〉

=
1

2

∫ x

0

〈α′(y)w(y), w(y)〉dy +

∫ x

0

〈α(y)w(y), dw(y)〉 +
1

2

∫ x

0

trα(y)dy (5)

という等式を得る．これは次のような考察から得られる．微小な∆xに対し，

1

2
〈α(x + ∆x)w(x + ∆x), w(x + ∆x)〉 − 1

2
〈α(x)w(x), w(x)〉

=
1

2
〈{α(x + ∆x) − α(x)}w(x + ∆x), w(x + ∆x)〉

+ 〈α(x){w(x + ∆x) − w(x)}, w(x + ∆x)〉

+
1

2
〈α(x){w(x + ∆x) − w(x)}, {w(x + ∆x) − w(x)}〉

と変形しよう．wi(x + ∆x)−wi(x)，i = 1, . . . , n，はそれぞれ平均 0分散∆xの正規分布
に従い，互いに独立であるから，∫

Wn

(
{wi(x + ∆x) − wi(x)}{wj(x + ∆x) − wj(x)} − δij∆x

)2

dµ(w) = (1 + δij)(∆x)2
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が成り立つので，この意味で，

{wi(x + ∆x) − wi(x)}{wj(x + ∆x) − wj(x)} ≈ δij∆x

である．これを上の式に代入し，∆x → 0とすれば，(5)が得られる．
(5)を書き直せば∫ x

0

〈α(y)w(y), dw(y)〉 =
1

2
〈α(x)w(x), w(x)〉 − 1

2

∫ x

0

〈α′(y)w(y), w(y)〉dy − 1

2

∫ x

0

trα(y)dy

となる．この等式，さらに

w(y) =

(
w(y) −

∫ y

0

Dσw(z)dz

)
+

∫ y

0

Dσw(z)dz

という自明な表示，および
Xσ(y) = 〈c, ξσ(y)〉

という定義に注意して，(3)を適用すれば，∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

Xσ(y)2dy

)
dµ

=

∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

〈c, w(y)〉2dy

)
exp

(∫ x

0

〈Dσw(y), dw(y)〉 − 1

2

∫ x

0

|Dσw(y)|2dy

)
µ(dw)

= e−xtrDσ/2

∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

〈Eσw(y), w(y)〉dy +
1

2
〈Dσw(x), w(x)〉

)
µ(dw)

となる．ただし，
Eσ = D2

σ + c ⊗ c, c ⊗ c =
(
cicj

)
1≤i,j≤n

.

(5)に

−1

2

∫ x

0

〈γ2(y)w(y), w(y)〉dy = −1

2

∫ x

0

|γ(y)w(y)|2dy

を加えた自明な変形

− 1

2

∫ x

0

〈(γ2 + γ′)(y)w(y), w(y)〉dy +
1

2
〈γ(x)w(x), w(x)〉

=

∫ x

0

〈γ(y)w(y), dw(y)〉 − 1

2

∫ x

0

|γ(y)w(y)|2dy +
1

2

∫ x

0

trγ(y)dy

を上の式に代入すれば，もし γが常微分方程式

γ2 + γ′ = Eσ, γ(x) = Dσ (6)

の解であれば，次のようになる．∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

Xσ(y)2dy

)
dµ

= e−xtrDσ/2

∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

〈Eσw(y), w(y)〉dy +
1

2
〈Dσw(x), w(x)〉

)
dµ

= e−xtrDσ/2 exp

(
1

2

∫ x

0

trγ

)
×

∫
Wn

exp

(∫ x

0

〈γ(y)w(y), dw(y)〉 − 1

2

∫ x

0

|γ(y)w(y)|2
)

dµ

= e−xtrDσ/2 exp

(
1

2

∫ x

0

trγ

)
.

10



Cole-Hopf変換により，γ(y) = −(φ′φ−1)(x − y)により φを定義すれば，

φ′′ − Eσφ = 0 (7)

という常微分方程式を得る．これに，さらに

φ(0) = I, φ′(0) = Eσ (8)

という初期条件を付けて解けば，Cole-Hopf変換と上の結果から，∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

Xσ(y)2dy

)
dµ = e−xtrDσ/2 exp

(
1

2

∫ x

0

trγ

)
=

(
extrDσ det φ(x)

)−1/2

となる．
初期条件 (8)のもと (7)を解けば，

φ(y) = cosh(yE1/2
σ ) − E−1/2

σ sinh(yE1/2
σ )Dσ

である．定理の主張 (i)は，これを具体的に表示することにより，証明される．実際，も
し |pi| < |pi+1|，i = 1, . . . , n − 1，となっていれば，

φ(y) = −1

2
UV R−1B

{
I + Gϕ(σ)(y)

}
eyRB−1XC

となる ([6])．ただし，

V = diag
[
|(D2

σ − rjI)−1c|−1
]
,

R = diag[ηj],

a(i) = sgn
[ n∏

β=1

(pβ − ηi)
]
,

B = diag

[
a(i)

{
−2ηi

∏
α 6=i(η

2
α − η2

i )∏n
β=1(p

2
β − η2

i )

}1/2]
,

Xij =
(
pj + ηi

)−1
,

C = diag[ci].

これより定理 1 (i)が従う．
一般の場合は，十分小さい ε > 0をとり，pε

j = pj − ε
∑m

i=1 δj,`(i)+1とおいて上の表示
を得，その後 ε → 0とすることで主張 (i)を得る．

4.5 全単射–逆散乱理論

u = us ∈ Ξ0 (s = {ηj,mj}1≤j≤n ∈ S)とする．e+(x; ζ)を，L = −(d/dx)2 + usの右 Jost
解とする．すなわち，

Le+(∗; ζ) = ζ2e+(∗; ζ), e+(x; ζ) ∼ eiζx (x → ∞)
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が成り立つとする．このとき，λj ∈ C∞(R; R) (1 ≤ j ≤ n)が存在し，次式が成り立つ．

e+(x; ζ) = e
√
−1ζx

n∏
j=1

ζ −
√
−1λj(x)

ζ +
√
−1ηj

.

写像 κ : Ξ0 → Σ0を，

κ(s) =
n∑

j=1

(−λ′
j(0))δλj(0)

と定めれば，
ϕ(κ(s)) = s, κ(ϕ(σ)) = σ

となる．これより，ψが全単射であることが従う．詳しくは，[13, 15]を参照．

4.6 拡張

u ∈ Ξ0に対し，ũ(x) = u(−x)，x ∈ R，と定義すれば，ũ ∈ Ξ0である．前節の考察を利
用すれば次のような表示を得る．

系 1. σ ∈ Σ0とする．

(i) ν ∈ Σ0を，ν((−∞, a]) = σ([−a,∞)))，∀a ∈ R，となるように定義すれる．この
とき，

uϕ(σ)(x) = ψ(P ν)(−x), x ∈ (−∞, 0].

(ii) z ≤ 0, w ∈ Wnに対し，w(z) := w(−z)と定義し，

ξσ(y) = −eyDσ

∫ 0

y

e−zDσdw(z),

Xσ(y) = 〈c, ξσ(y)〉, y ≤ 0

とおく. このとき，次式が成り立つ．

uϕ(σ)(x) = ψ(P σ)(x) = 4
d2

dx2

(
log

∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ 0∨x

0∧x

Xσ(y)2dy

)
dµ

)
, x ∈ R.

5 KdV階層のτ函数

本節では，KdV階層の τ 函数の確率解析的表示について紹介する ([14]参照)．

5.1 τ 函数

KdV階層の τ 函数の定義を思い出そう．

T =
{
~t = (t1, t2, . . . ) ∈ RN ∣∣ #{j | tj 6= 0} < ∞

}
とおく．x ∈ R，~t ∈ Tに対し，

ζi(x,~t ) = xηi +
∞∑

α=1

tαη2α+1
i ,
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A(x,~t ) =

(√
mimj

ηi + ηj

e−{ζi(x,~t )+ζj(x,~t )}
)

1≤i,j≤n

と定義する．ただし，{ηj,mj}1≤j≤n ∈ Sである．このとき，KdV階層の τ 函数は，

τ(x,~t ) = det(I + A(x,~t ))

と定義される．
もし，~t = (t, 0, . . . )ならば，関数

v(x, t) = 2
∂2

∂x2
log τ(x,~t )

は次のKdV方程式の解となる．

vt =
3

2
vvx +

1

4
vxxx. (9)

ただし，vt = ∂v/∂t，vx = ∂v/∂x，vxxx = ∂3v/∂x3である．

5.2 τ 函数の確率論的表示

σ ∈ Σ0，{ηj,mj}1≤j≤n = ϕ(σ) ∈ Sとする．
φ(x,~t ) ∈ Rn×nを次のように定義する．U ∈ O(n)を，

Eσ = UR2U−1

となるように選ぶ．ただし，4.4節と同様にR = diag[ηj]である．このとき

φ(x,~t ) = U
{
cosh(ζ(x,~t )) − sinh(ζ(x,~t ))R−1U−1DσU

}
U−1

とおく．
β~t = −

(
(∂xφ)φ−1

)
(0,~t )

とし，

Iσ(x,~t ) =

∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

Xσ(y)2dy +
1

2

〈
(β~t − Dσ)ξσ(x), ξσ(x)

〉)
dµ

と定義する．この Iσ(x,~t )を用いて，τ 函数の確率表示を与えることができる．

定理 2. (i) 次の等式が成り立つ．

2 log
(
Iσ(x,~t )

)
= − log τ(x,~t ) + log τ(0,~t ) − x

n∑
i=1

(pi + ηi).

(ii) ~t = (t, 0, . . . )とすれば，

vσ(x,~t ) = −4∂2
x log

(
Iσ(x,~t )

)
はKdV方程式 (9)の nソリトン解である．
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5.3 証明の概要

n × n行列値関数 g : [0, x] → Rn×n は，方程式 (7)

g′′ − Eσg = 0

を満たし，さらに次の二つの条件を満たすと仮定しよう．

(A1) det g(y) 6= 0 (y ∈ [0, x])．
(A2) β(y) = −(g′g−1)(y)は対称行列である．

4.4節で考察を繰り返すことでより一般に次のような表示式が得られる．∫
Wn

exp

(
−1

2

∫ x

0

Xσ(y)2dy +
1

2
〈(β(0) − Dσ)ξσ(x), ξσ(x)〉

)
dµ

=
(
det g(0)

)1/2(
extrDσ det g(x)

)−1/2
.

各~t に対し，g(y) = φ(y,~t )は，(A1)，(A2)を満たしている．よって，4.4節と同様に，
φ(y,~t )の具体形を求め，この変換公式を用いて τ 函数との対応を示すことになる．
もし，|pi| < |pi+1|, i = 1, . . . , n− 1が成り立てば，求める具体形は，4.4節の記号を用

いて，
φ(y,~t ) = −1

2
UR−1V B{I + A(y,~t )}eζ(y,~t )B−1XC

となる．これより求める τ 函数との対応が従う．一般の場合は，4.4節と全く同様の手法
で証明することが可能である．

6 一般化された無反射ポテンシャル

6.1 一般化された無反射ポテンシャルの確率論的表示

uを一般化された無反射ポテンシャル (u ∈ Ξ) とする．すなわち，a > 0と un ∈ Ξ0が存
在し，unは uに広義一様収束し，さらに Spec

(
−(d/dx)2 + un

)
⊂ [−a,∞)，n = 1, 2, . . .，

が成り立っているとする．G0上の全単射

ψ : G ⊃ G0 3 P σ 7→ ψ(P σ) ∈ Ξ0 ⊂ Ξ

は次のようにGへと拡張できる．

定理 3. (i) σn ∈ Σ0，σ ∈ Σ (n ∈ N)は次の 2 条件を満たすと仮定する．
(a) σnは σに漠収束する．
(b) β > 0が存在し，supp σn ⊂ [−β, β] (n = 1, 2, . . . )となる．
このとき，ψ(P σn)はψ(P σ)に広義一様収束し，さらに任意の ε > 0に対し，n0 ∈ N
が存在し次式が成り立つ．

Spec(−(d/dx)2 + ψ(P σn)) ⊂ [−β2 − σ(R) − ε,∞), n ≥ n0.

(ii) 各 P σ ∈ Gに対し，[0,∞)上 ψ(P σ) = uとなる u ∈ Ξが存在する．

(iii) 各 u ∈ Ξに対し，[0,∞)上 u = ψ(P σ)となる P σ ∈ Gが存在する．
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定理についていくつかの注意を与えよう．

• (i)にあるような σnは σ ∈ Σが与えられれば，容易に構成できる．実際，β > 0を
supp σ ⊂ [−β, β]となるように選び，σnを次のように定義すればよい．

σn =
n∑

j=−n

{
σ

([jβ

n
,
(j + 1)β

n

))
+

1

n

}
δjβ/n

• 一般化された無反射ポテンシャル u ∈ Ξは，無反射ポテンシャルのように解析性を
持たないので，定理の (ii)，(iii)のように半直線 [0,∞)上での一致だけが主張でき
る．しかし，このことから次のように構成すれば，ψを全単射に拡張できることが
分かる．

ν ∈ Σを ν(A) = σ(−A)により定義する．

u(P σ)(x) =

{
ψ(P σ)(x), x ≥ 0,

ψ(P ν)(−x), x ≤ 0

とおけば，u(P σ) ∈ Ξである．
逆に，u ∈ Ξに対し，[0,∞)上 u = ψ(P σ)となる P σ ∈ Gを採れば，u = u(P σ)と

なる．
このような意味で

G bijictive←→ Ξ.

6.2 証明の概要

6.2.1 ブラウニアンシート

無反射ポテンシャルもしくは τ 函数の確率論的表示においては，対応する散乱データの次
元に応じて実質的な考察を行う経路空間Wnを取り替えていた．無反射ポテンシャルの極
限である一般化された無反射ポテンシャルを扱うには，Wnをすべて含む空間が必要とな
る．このような要請に応える空間として

W = {W : [0,∞)2 → R |連続かつ st = 0ならばW (s, t) = 0}

という 2変数の連続関数の全体を導入する．W上に次を満す確率測度 P がただ一つ存在
する．この確率測度をブラウニアンシート測度と呼ぶ．

(a) 任意の n ∈ N，aij ∈ R，および si, tj ≥ 0に対し，線形和
n∑

i,j=1

aijW (si, tj)

は，平均 0の正規分布に従う．

(b) 次の等式が成り立つ．∫
W

W (s, t)W (u, v)dP = min{s, u}min{t, v}, s, t, u, v ≥ 0.

ブラウニアンシート測度 P の存在は，Wiener測度を構成したのと同様の手法で証明で
きる．
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6.2.2 ブラウニアンシートに対するWiener積分

[0,∞)2上のルベーグ測度に関し自乗可積分な関数の全体をL2([0,∞)2)とし，P に関し自
乗可積分な関数の全体を L2(P )と表す．

I
(
1[a1,b1)×[a2,b2)

)
(W ) =

2∑
i,j=1

(−1)i+jW (ai, bj), W ∈ W, 0 ≤ ai < bi, i = 1, 2

と定義すれば，前節のブラウニアンシート測度の性質 (b)より∫
W

{
I
(
1[a1,b1)×[a2,b2)

)}2
dP = (b1 − a1)(b2 − a2)

となる．よって，Iは
I : L2([0,∞)2) → L2(P )

の等距離写像に拡張できる．この拡張も Iで表し，h ∈ L2([0,∞)2)に対する I(h)を∫
[0,∞)2

h(s, t)dW (s, t)

と表記する．これを hのWiener積分と呼ぶ．

6.2.3 P ffn を実現するXffn の構成

σn ∈ Σ0はσ ∈ Σに漠収束し，さらにβ > 0が存在して，supp σn ⊂ [−β, β] (n = 1, 2, . . . )
が成り立つとする．

−a ≤ b < −βなる a > 0，b < 0を採る．

σn =
mn∑
j=1

c2
n,jδpn,j

と表し，

qn,0 = b + a, qn,k = qn,0 +
k∑

j=1

|pn,j − pn,j−1|,

とおく．ただし pn,0 = bとする．hn ∈ L2([0,∞)2)を

hn(s, t; y) =
mn∑
j=1

e(y−t)pn,jcn,j√
qn,j − qn,j−1

1[qn,j−1,qn,j)×[0,y)(s, t)

と定め，

Xσn(y; W ) =

∫
[0,∞)2

hn(s, t; y)dW (s, t)

と定義する．このとき
P σn(A) = P (Xσn ∈ A)

となり，Xσn により P σn が実現できる．
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ブラウニアンシート測度が正規分布から定まることを用いた初等的な計算により，評
価式

sup
n∈N

∫
W

sup
0≤y<z≤x

|Xσn(y) − Xσn(z)|2m

|y − z|m−(3/2)
dP < ∞, x > 0, m ≥ 2

を導出できる．この評価式から，確率測度の族の相対コンパクト性に関る条件が満される
ことがいえ，最終的に P σn が P σに収束することがいえる．ψ(P σn)の収束を示すにはも
う少し詳細な評価が必要となるが，それも実質は上と同様の評価式として実現できる．

7 最後に

確率積分の行列式を用いた具体的な表現と，無反射ポテンシャルや τ 函数の行列式表現と
の対比を詳細に調べることで上のような確率解析的な表現が得られている．しかし，経路
積分レベルでどのようなメカニズムが働いてこのような対比が起きているのかは全く解
明できていない．偏微分方程式と確率解析との融合のような発展を望むには，この経路積
分レベルでの対応の解明が急がれる．
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Bewegung von in ruhenden Flüssigkeiten suspendierten teilchen, Ann. der Phys., 17
(1905), 549–560. (英訳) in “Investigations on the theory of Brownian movement” (R.
Fürth ed.), Dover，1956, (邦訳)『アインシュタイン選集 １』，湯川秀樹監修，共立
出版，1971， に収録.

[4] R. Feynman, A principle of least action in quantum mechanics, Princeton Univ. 学
位論文, 1942.

[5] R. Feynman, Space-time approach to non-relativistic quantum mechanics, Rev. Mod.
Phys., 20 (1948), 321–341. (J. Schwinger, Quantum electrodynamics, Dover, New
York,1958 に再録)

[6] N. Ikeda and S. Taniguchi, Quadratic Wiener functionals, Kalman-Bucy filters, and
the KdV equation, Adv. Studies Pure Math., 41 (2004), 167–187.

[7] 伊藤清，「Markoff過程ヲ定メル微分方程式」，『全國紙上數學談話會』，244 (1942), 1352–
1400. http://www.math.sci.osaka-u.ac.jp/shijodanwakai/にて公開されている．
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