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玉河数について

今野 和子 ∗ 今野 拓也 †

2005年 1月 6日

概 要

代数体上の連結簡約線型代数群の玉河数の定義とそれについての小野孝氏の結果、
Weilの予想を紹介する。次に Langlands, Lai, KottwitzによるWeilの予想の解決の
議論を最も単純な SL(2)とその内部形式の場合に解説する。

目 次

1 導入 2

2 玉河測度と玉河数 3

2.1 加法群の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 乗法群の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.3 定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.4 小野・Sansucの結果とWeilの予想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3 SL(2, A)の上の玉河測度 10

3.1 記号と設定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.2 玉河測度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4 Eisenstein級数の復習 12

4.1 誘導表現の Paley-Wiener切断 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4.2 Eisenstein擬級数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4.3 Eisenstein級数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

∗京都大学大学院理学研究科数学教室
E-mail : kkonno@math.kyoto-u.ac.jp
URL : http://knmac.math.kyushu-u.ac.jp/∼kkonno/Kazuko.html
†九州大学大学院数理学研究院

E-mail : takuya@math.kyushu-u.ac.jp
URL : http://knmac.math.kyushu-u.ac.jp/∼tkonno/index-j.html
訂正やコメントなどがありましたら、上記の電子メールアドレスまでお寄せ下さい。

1



配
布
禁
止

5 絡作用素の計算 15

5.1 局所絡作用素の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

5.2 局所絡作用素の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6 単位表現の重複度と玉河数 19

6.1 Eisenstein擬級数の Petersson内積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

6.2 玉河数の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

7 SU(2)の玉河測度 22

8 Selberg跡公式 22

9 跡公式の前安定化 25

9.1 安定共役 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

9.2 前安定化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

10 跡公式の比較と玉河数 28

10.1 G∗の Selberg跡公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

10.2 テスト函数と跡公式の単純化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

10.3 SU(2)の玉河数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1 導入
代数体F 上で定義された線型代数群Gに対してはそのアデール群 (アデール環上の有理

点の群) G(A)が定まる。これは局所コンパクト位相群でもとの代数体上の有理点たちはそ
の離散部分群G(F )をなす。この代数体上の左不変体積要素から適当な正規化の過程を経
て定義されるG(A)上の左不変測度が玉河測度であり、それによる商空間G(F )\G(A) (正
確にはそれをRベクトル部分で割ったもの)の体積が玉河数である。玉河数の構成は玉河
恒夫氏によるものだが、それを玉河数と呼んでその重要性に注意を喚起したのはA. Weil

である [Wei82]。Weilは自身の開発した Siegel-Weilの公式を用いてさまざまな古典群の
玉河数を計算している。その後、小野孝氏がGがトーラスの場合の玉河数を決定し、さ
らにそれを用いて半単純群の相対玉河数を記述した [小野 63]。この結果は後に Sansucに
よって連結簡約群の場合に拡張された [San81]。小野氏の論説 [小野 63]でも強調されてい
るように、これらの研究の動機は玉河数の整数論的意味の解明にあった。
一方、LanglandsはEisenstein級数を用いてG(F )\G(A)上の定数函数のPeterssonノル

ムを計算することにより、分裂簡約群の玉河数を一般的に決定した [Lan66]。この議論は
Laiによって準分裂簡約群に拡張された [Lai80]。さらに Jacquet-Langlandsは四元数体の
乗法群とGL(2)の Selberg跡公式を比較することで、四元数体の乗法群の玉河数がGL(2)

のそれに一致することを証明した [JL70]。Kottwitzは J. Arthurの跡公式の細かい展開と
Euler-Poincaré函数の軌道積分の決定により、この議論を一般の半単純単連結群に拡張し、
その玉河数がLaiによって決定され得た準分裂内部形式の玉河数に一致することを証明し
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た [Kot88]。これと Sansucの結果によって連結簡約群の玉河数は完全に決定されたのであ
る。Langlandsの議論は上でも触れた玉河数の意味についての基本的な理解を与えた点で
重要である。すなわち表現論の意味の重複度が 1である単位表現のPeterssonノルムが玉
河数なのであるから、玉河数は保型表現の調和解析的な重複度とその数論的寄与の比に他
ならない。換言すれば既約保型表現の周期などの数論的寄与はその表現としての周期に玉
河数を乗じたものになる。小野氏によるトーラスの玉河数の公式はこの比が自然なもので
あることを裏付けており ((2.2)およびその後のコメントを参照)、また一般の簡約群の場
合にも Labesseによる “twisted space”を用いれば同様の解釈ができると思われる。
このようにLanglands以降の玉河数は上の意味で保型表現論の基盤の一角をなし、Arthur-

Selberg跡公式や保型形式の周期、志村多様体のゼータ函数などの考察には欠かせない。こ
のノートの目的は玉河数の定義、および小野・Sansuc, Langlands, Lai, Kottwitzによるそ
の決定を、わずかだが現代の視点からの更新を加えて概説することである。特にLanglands

以降の玉河数の計算方法については、跡公式の考察などに応用されていることを踏まえ、
最も単純な SL(2)とその内部形式の場合ではあるが、詳しい議論を紹介した。これによ
り一般の場合の結果及び証明についてもだいたいの想像はつくであろう。この原稿が日本
で保型形式を研究されている、特に若い方々の一助となれば幸いである。

2 玉河測度と玉河数
F を代数体とし、A, A×で F のアデール環およびイデール群を表す。A×上のイデール
ノルムを | · |A, その核をA1と書く。F の素点 vでの完備化を Fvと書き、そのモヂュラス
を | · |vと書く。さらに vが非アルキメデス的な場合には、Fvの極大コンパクト部分環を
Ov, その唯一の極大イデアルを pv, 素元の一つをϖvでそれぞれ表し、剰余体Ov/pvの位
数を qv と書く。アルキメデス素点での F の完備化たちの直積環を F∞ =

∏
v|∞ Fv, 有限

アデールたちのなすAの部分環をAfinで表す。F の代数閉包 F̄ を固定して Γ = ΓF で絶
対Galois群Gal(F̄ /F )を表す。同様に Fv の代数閉包 F̄v と F 準同型 F̄ ↪→ F̄vを固定し、
Γv := Gal(F̄v/Fv)と書く。
体のGalois拡大K/LとGal(K/L)加群Aに対して、Hi(K/L,A)でGal(K/L)のA係数

i次コホモロジー群 (Galoisコホモロジー群)を表す。Aが非可換でもHi(K/L,A), (i = 0, 1)

は定義されていた。特にK/L = F̄ /F の場合にはこれをHi(F,A)と略記する [Ser79]。
複素数 zの実部と虚部をそれぞれℜz,ℑzで表す。

2.1 加法群の場合

コンパクト位相群 A/F の非自明な指標 ψ =
⊗

v ψv を固定し、各素点 vで ψv に関し
て自己双対な Fv 上の測度 dxv を取る。つまり Fv 上の Schwartz-Bruhat函数 f に対して
Fourier逆公式

f(x) =

∫
Fv

(∫
Fv

f(zv)ψv(yvzv) dzv

)
ψv(−xyv) dyv
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が成り立つ測度を取る。特に ψvの位数が 0となる vでは∫
Ov

dxv = 1

となるから、これらの積測度 dx :=
∏

v dxvはA上の定義可能な不変測度であり、これに
関するA/F の測度は 1となる1。

2.2 乗法群の場合

まずDedekindゼータ函数について思い出しておこう。F の (完全な) Dedekindゼータ
函数 ζF (s)は局所ゼータ因子

ζFv(s) :=


ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2) vが実のとき

ΓC(s) := 2 · (2π)−sΓ(s) vが複素のとき
1

1 − q−s
v

vが非アルキメデスのとき

の Euler積で与えられていた2。この Euler積は ℜs > 1で絶対収束し、そこで定義され
た ζF (s)は全複素平面に有理型に解析接続される。同様に従来の Dedekindゼータ函数
ζF,fin(s) :=

∏
v-∞ ζFv(s)も全平面に有理型に解析接続され、s = 1で単極を持つ。そこで

の留数は

Ress=1 ζF,fin(s) =
2r1(2π)r2hF RF

|∆F |1/2|µµµ∞(F )|
(2.1)

であることが知られている (例えば [Wei95, VII章]を見よ)。ここで、r1, r2はそれぞれ F

の実、複素素点の個数であり、hF はF の類数、RF はレギュレータ、∆F は判別式を表す。
またµµµ∞(F )は F 内の 1の巾根の群である。
さて、Gm上の不変 1形式 ωGm := dx/xと上から F×

v 上の不変測度 |ωGm |v = dxv/|xv|v
が定まる。ψvの位数が 0である非アルキメデス的な vでは∫

O×
v

|ωGm|v =

∫
Ovrpv

dxv = 1 − q−1
v = ζFv(1)−1

が成り立つから、それらの vについての積測度はイデール群 A×上の Radon測度になら
ない。この点を補正してA×上の玉河測度を

dx× := lim
s→1

1

(s − 1)ζF,fin(s)

∏
v

dx×
v ,

dx×
v =

{
|ωGm|v vがアルキメデス的なとき

ζFv(1)|ωGm |v それ以外のとき

1これは F ⊂ Aが ψに関する自己双対格子であることから明らかである。[Wei95, V.4 命題 7]には F の
判別式∆F , つまり oの Z基底とその双対基底との間の変換行列の行列式が現れているが、これは測度をそ
の Z基底から定めているためで、ψ自己双対測度で計算すれば |∆F |1/2 は現れない。

2Tateの学位論文 [CF86, XV]や [Wei95]では πΓC(s)を複素素点でのガンマ因子としているが、現在で
は上の定義を用いる [Tat79, 3.1]。
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と定める。
正実数の集合 R×

+ を対角埋め込み R×
+ ∋ a 7→ (a, a, . . . , a) ∈

∏
v|∞ F×

v = F×
∞ により

F×
∞の部分群と見なし、イデールノルム | · |A : A× → R×

+の核を A1と書けば、直積分解
A× = R×

+ × A1が成り立つ。同型

R×
+ ∋ a ∼7−→ log |a|A = [F : Q] log a ∈ R

によるR上の Lebesgue測度の引き戻しを daと書き、A1上の不変測度 dx1で

dx× = da dx1

が成り立つものを取る。このときTateの結果 [CF86, XV, 定理 4.3.2], [Wei95, V.4命題 9]3∫
F×\A1

∏
v

dx×
v =

2r1(2π)r2hF RF

|∆F |1/2|µµµ∞(F )|

と (2.1)からGmの玉河数

τ(Gm) :=

∫
F×\A1

dx1

は 1である。

2.3 定義

以上の例は玉河測度、玉河数の定義を一般化するのに十分な示唆を与えている。その定
義を述べよう。

Gを F 上定義された連結簡約線型代数群とする。G上の F 有理的な最大次数の G不
変微分形式 ωG を固定すれば、上で止めた Fv 上の測度 dxv と併せて、G(Fv)上の不変
測度 |ωG|v が定まる。次に Gの指標群 X∗(G) := Hom(G, Gm)には Γが作用している。
VG := X∗(G) ⊗Z C上の Γの表現のArtin L函数

Lfin(s, VG) :=
∏
v-∞

Lv(s, VG), Lv(s, VG) := det(1 − q−s
v Φv|V

IFv
G )−1

を思い出す。ただしΦv ∈ Γvは幾何的 Frobenius元、IFv ⊂ Γvは惰性群 (inertia group)を
表す。このとき有限個を除くほとんど全ての非アルキメデス素点 vで∫

G(Ov)

|ωG|v

はある収束Euler積4の v成分にLv(1, VG)−1をかけたものになる。特にG(Fv)上の不変測
度を

dgv :=

{
|ωG|v vがアルキメデス的なとき,

Lv(1, VG)|ωG|v それ以外のとき.

3[Wei95]の不変測度は玉河測度の |∆F |1/2 倍になっていることに注意。
4補題 3.1の例でもわかるように、Gの準分裂内部形式上のスカラー値 Eisenstein級数の定数項の分母が

現れる。
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と定めれば、積測度
∏

v dgvはG(A)上のRadon測度を与える。イデールノルムの積公式
からこれはωGの取り方 (F×倍を除いて一意)に依存しない。GのF 階数 rはX∗(G)内の
Γ不変元の群X∗(G)F の階数に等しく、従って Lfin(s, VG)は s = 1で r次の極を持つ。以
上のもとでG(A)上の玉河測度を

dg :=
1

lims→1 (s − 1)rLfin(s, VG)

∏
v

dgv

と定める。
AG で Gの中心 ZG 内の極大 F 分裂トーラスを表す。定義から F 同型 Gr

m
∼→ AG が

あるが、それによる対角部分群 (R×
+)r ⊂ (F×

∞)r の像を AG ⊂ AG(F∞)と書く。aG :=

Hom(X∗(G)F , R)とおき、準同型HG : G(A) → aGを

〈χ,HG(g)〉 = |χ(g)|A, ∀χ ∈ X∗(G)F

により定める。HGの核をG(A)1と書けば、G(F )はG(A)1の余測度有限な離散部分群に
なる。明らかにHG|AG

: AG
∼→ aGは同型であり、直積分解G(A) = AG ×G(A)1が成り立

つ。AG上の測度 daを、X∗(G)F の双対格子ΛG := {H ∈ aG | 〈χ,H〉 ∈ Z, ∀χ ∈ X∗(G)F}
による商 aG/ΛGの測度が 1となる aG上の Lebesgue測度のHGによる引き戻しとする。
G(A)1上の測度 dg1を dg = da dg1なるものとして、Gの玉河数を

τ(G) :=

∫
G(F )\G(A)1

f(g) dg1

と定義する。

2.4 小野・Sansucの結果とWeilの予想

小野孝氏はトーラスの玉河数の記述を用いて、一般の半単純線型代数群の玉河数を単連
結代数群のそれに帰着した [小野 63]。ここではその結果の Sansucによる簡約線型代数群
への拡張 [San81, §6]を紹介しよう。

トーラスの玉河数 まず F トーラス T に対して、その (Langlands)双対トーラス T̂ :=

X∗(T ) ⊗Z C/X∗(T )を導入する。定義から従う完全列 0 → X∗(T ) → LieT̂
exp→ T̂ → 0の

Galoisコホモロジー群列

0 −→X∗(T )Γ −→ (LieT̂ )Γ −→ T̂ Γ

−→H1(F,X∗(T )) −→ H1(Γ, LieT̂ ) −→ H1(Γ, T̂ ) −→ . . .

においてH1(Γ, LieT̂ ) = 0であるから、

H1(F,X∗(T )) ≅ cok
(
(LieT̂ )Γ → T̂ Γ

)
= π0(T̂

Γ)
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を得る。ただし (·)Γは Γ不変な元たちのなす部分群、π0(·)は連結成分の群をそれぞれ表
す。T の (1次のGaloisコホモロジー群に対する) Shafarevich-Tate群

X1(T/F ) := ker
(
H1(F, T ) → H1(F, T (Ā)) ≅

⊕
v

H1(Fv, T )
)

を用意する。ここで Ā := A ⊗F F̄ と書いた。これらを用いて小野氏のトーラスの玉河数
に対する結果は

τ(T ) =
|π0(T̂

Γ)|
|X1(T/F )|

(2.2)

と書ける。あるいは ∫
(T (F̄ )\T (Ā))Γ

dt = |H1(F, T (Ā)/T (F̄ ))|

としてもよい。すなわち玉河測度についての (T (F̄ )\T (Ā))Γ上の定数函数 1の L2ノルム
は主 T (A)/T (F )等質空間の数に一致するということである。なおこれは右辺の量と τ(T )

の函手性を比較して容易に証明できる [Mil86, I.定理 9.11]。

z拡大と玉河測度 Gを F 上の連結簡約線型代数群とする。G1をその z拡大、すなわち
中心拡大

1 −→ Z1 −→ G1
p−→ G −→ 1 (2.3)

であって

• 有限次拡大の族Ei/F (1 ≤ i ≤ r)があって、Z1 ≅
∏r

i=1 ResEi/F Gm, つまりZ1は誘
導トーラス (induced torus)である。

• G1の導来群はGの導来群Gderの単連結被覆Gscに一致する。

を満たすものとする5。(2.3)は 1 → AZ1 → AG1 → AG → 1を与える。A•はいずれもベク
トル群であるから同型 AG1

∼→ AZ1 × AGが得られるが、これは玉河数の定義に用いた測
度とは整合していない。実際、AG上の測度はX∗(G)F の双対格子の余測度を 1となるよ
うに選んでいたから、c := [X∗(Z1)F ⊕ X∗(G)F : X∗(G1)F ]として

daG1 = c daZ1 daG (2.4)

である。
ここでGのL群 LG = Ĝ oρG

WF を導入する。すなわち ĜはGと双対なルートデータ
を持つ連結簡約C代数群であり、ρG : Γ → Aut(Ĝ)はGのルートデータへのΓ作用と双対
な作用を Ĝのそれに引き起こすΓ作用で、Ĝのある分裂を保つものである [Bor79, I.2]。F

多様体XのPicard群をPic(X)と書けば、Sansucによるきわめて一般的な完全列 [San81,

系 6.11]

0 −→ X∗(G)F −→ X∗(G1)F −→ X∗(Z1)F −→ Pic(G) −→ Pic(G1) −→ Pic(Z1)
5任意の連結簡約群に対して z 拡大が存在することは簡単に示せる [DMOS82, V. 定理 3.1], [Lan79,

pp.228–229]。
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がある。Gが連結簡約F代数群の場合には函手的同型Pic(G) ∼→ π0(Z(Ĝ)Γ)がある [Kot84,

(2.4.1)]ので、これは

X∗(G1)F −→ X∗(Z1)F −→ π0(Z(Ĝ)Γ) −→ π0(Z(Ĝ1)
Γ) −→ 0

を与える。また

ẐΓ
1

∼−→
r∏

i=1

(
C[Γ/ΓEi

]/Z[Γ/ΓEi
]
)Γ

は連結であることを使った。これを使うと、上の指数は

c = |cok(X∗(G1)F → X∗(Z1)F )| = |ker(π0(Z(Ĝ)Γ) ³ π0(Z(Ĝ1)
Γ))|

=
|π0(Z(Ĝ)Γ)|
|π0(Z(Ĝ1)Γ)|

と書ける。
G1の定義のGaloisコホモロジー列から得られる可換図式において、Shapiroの補題と

Hilbertの定理 90から

H1(F,Z1) ≅
r⊕

i=1

H1(Ei, Gm) = 0, H1(F,Z1(Ā)) ≅
⊕

v

H1(Fv, Z1) = 0 (♯)

であることに注意すれば、

1 −−−→ Z1(F ) −−−→ G1(F ) −−−→ G(F ) −−−→ 1y y y
1 −−−→ Z1(A) −−−→ G1(A) −−−→ G(A) −−−→ 1

が得られる。特に (2.4)と併せて、G1(F )AG1\G1(A)上の可積分函数 φに対して∫
G1(F )\G1(A)1

φ(g1) dg1
1 =

|π0(Z(Ĝ1)
Γ)|

|π0(Z(Ĝ)Γ)|

∫
G(F )\G(A)1

∫
Z1(F )\Z1(A)1

φ(zι(g)) dz1 dg1 (2.5)

が成り立つ。もちろん測度は玉河数の定義に用いたものであり、ι : G(F )\G(A)1 ↪→
G1(F )\G1(A)1 は上の可換図式から与えられる切断である。また玉河測度の正規化定数
lims→1 (s − 1)rLfin(s, ρG)が簡約群の完全列に対して乗法的であることを用いた。

単連結被覆への帰着 DG1 := G1/G1,der = G1/Gscとして

1 −→ Gsc −→ G1
p−→ DG1 −→ 1 (DerG1)

を考える。非アルキメデス素点 vではKneserの定理 [Kne65a], [Kne65b]より

1 −→ Gsc(Fv) −→ G1(Fv) −→ DG1(Fv) −→ H1(Fv, Gsc) = 1
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が成り立つ。一方のアルキメデス素点ではpはLie環の間の全射を与えるから、p(G1(Fv)) =

DG1(Fv)+である。((·)+はFvの位相から定まる位相についての単位元の連結成分を表す。)

特にDG1(F ) ⊂ DG1(F∞)が稠密であることと併せて、DG1(F )p(G1(F∞)) = DG1(F∞)で
ある。非アルキメデス素点の状況も併せれば

DG1(F )p(G1(A)) = DG1(A) (†)

がわかる。
次に g ∈ G1(A)が p(g) ∈ DG1(F )を満たすとする。可換図式

1 −−−→ Gsc(F ) −−−→ G1(F )
p−−−→ DG1(F )

∂F−−−→ H1(F,Gsc) −−−→y y y y
1 −−−→ Gsc(A) −−−→ G1(A)

p−−−→ DG1(A)
∂A−−−→ H1(F,Gsc(Ā)) −−−→

から、その H1(F,Gsc)での像 ∂F p(g)はX1(Gsc/F ) := ker[H1(F,Gsc) → H1(F,Gsc(Ā))]

に属する。しかしKneser [Kne66], Chernousov [Che89]からX1(Gsc/F )は消えているか
ら、これは p(g) ∈ p(G1(F )を意味する。すなわち

p(G1(F ))\p(G1(A)) −→ DG1(F )\DG1(A)

は単射である。これと (†)から ϕ ∈ L1(DG1(F )AG1\DG1(A))に対して∫
G1(F )\G1(A)1

ϕ(p(g1)) dg1
1 =

∫
p(G1(F ))\p(G1(A)1)

ϕ(t)

∫
Gsc(F )\Gsc(A)

dgsc dt1

=τ(Gsc)

∫
DG1

(F )\DG1
(F )p(G1(A)1)

ϕ(t) dt1

=τ(Gsc)

∫
DG1

(F )\DG1
(A)1

ϕ(t) dt1

(2.6)

(2.5), (2.6)を比較して次が得られる。

定理 2.1 ([San81]定理 10.1). Gを F 上定義された連結簡約線型代数群とし、その導来群
の単連結被覆をGscと書くとき、

τ(G) =
|π0(Z(Ĝ)Γ)|
|X1(G/F )|

τ(Gsc).

証明. DG1(F )AG1\DG1(A)の定数函数 1を 1DG1
として、1DG1

◦ pに対する (2.5), (2.6)を
組み合わせれば、

|π0(Z(Ĝ1)
Γ)|

|π0(Z(Ĝ)Γ)|
τ(G)τ(Z1) = τ(Gsc)τ(DG1)

を得る。2.2節で見たように τ(Z1) = 1である。またG1の導来群Gscが単連結なことか
らZ(Ĝ1)は連結 (従ってトーラス) [今野 b, 補題 1.3]で、LDG1 = Z(Ĝ1)×ρG1

WF である。
よって上は

τ(G) =
|π0(Z(Ĝ)Γ)|τ(DG1)

|π0(Z(Ĝ1)Γ)|
τ(Gsc) =

|π0(Z(Ĝ)Γ)|
|X1(DG1/F )|

τ(Gsc)
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となる。ただしトーラスDG1に対する (2.2)を用いた。あとはGの Shafarevich-Tate群が
DG1 のそれに同型なことを見ればよい。まず z拡大の定義のGaloisコホモロジーを取る
と (♯)から可換図式

0 0y y
0 −−−→ X1(G1/F ) −−−→ X1(G/F ) −−−→ 0y y y
0 −−−→ H1(F,G1) −−−→ H1(F,G) −−−→ H2(F,Z1)y y y
0 −−−→ H1(F,G1(Ā)) −−−→ H1(F,G(Ā)) −−−→ H2(F,Z1(Ā))

が得られる。ただしBrauer群のHasse原理からX2(Z1/F ) := ker[H2(F,Z1) → H2(F,Z1(Ā))] =

0であることを使った。これからX1(G/F ) ≅ X1(G1/F )である。次に (DerG1)から

0 0y y
0 −−−→ X1(G1/F ) −−−→ X1(DG1/F )y y y

H1(F,Gsc) −−−→ H1(F,G1) −−−→ H1(F,DG1)y y y
H1(F,Gsc(Ā)) −−−→ H1(F,G1(Ā)) −−−→ H1(F,DG1(Ā))

だから、X1(G1/F ) ↪→ X1(DG1/F )は単射である。実はこれが全射になることも示せて
主張が従うのであるが、その証明はTate・中山双対性を用いるのでここでは省略する。

こうして玉河数の決定は次の予想に帰着された。

予想 2.2 (Weil). 半単純単連結な線型代数群Gに対して τ(G) = 1.

3 SL(2, A)の上の玉河測度
このノートの残りでは上の予想の Langlands, Lai, Kottwitzによる解決の概略を、最も

シンプルな SL(2)とその内部形式の場合に解説する。まずGが F 上準分裂な (F 有理的
なBorel部分群をもつ)場合の Langlands, Laiによる証明を紹介しよう。
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3.1 記号と設定

3から 6節ではGとしてF の整数環 (極大整環)上のChevalley群SL(2)を考える。B =

T0U を

T0 =

{(
a 0

0 a−1

) ∣∣∣∣∣ a ∈ Gm

}
, U =

{(
1 x

0 1

) ∣∣∣∣∣ x ∈ Ga

}
で与えられるGのBorel部分群とする。GはBruhat分解

G = B ⊔ BwU, w =

(
0 1

−1 0

)
(3.1)

を持つ。G(A)の極大コンパクト部分群K =
∏

v Kvを

Kv :=


SO(2, R) vが実のとき

SU(2, R) vが複素のとき

G(Ov) vが非アルキメデスのとき

と定めれば、岩澤分解 G(A) = B(A)Kが成り立つ。

3.2 玉河測度

ここではG = SL(2)の玉河数の計算に必要な、種々の部分群の玉河測度および玉河数
を計算する。

U 上の F 上定義された不変 1形式 ωU(( 1 x
0 1 )) = dxを取れば、上の dxvと併せて U(Fv)

上の不変測度 duv = |ωU |vが定まる。つまり duvは dxvを同型

Fv ∋ xv 7−→

(
1 xv

0 1

)
∈ U(Fv)

で持っていった測度である。これを使って U(A)上の玉河測度 du =
∏

v duv が定まり、
meas(U(F )\U(A)) = 1が成り立つ (2.1節)。
同様に T0(A)上にもA×上の玉河測度を同型Gm ∋ a 7→ ( a 0

0 a−1 ) ∈ T0で持っていった玉
河測度 dtを取る。イデール群の場合と同様に準同型H : T0(A) → Rを

H
((

a 0

0 a−1

))
:= log |a|A, a ∈ A×

と定め、その核を T0(A)1と書く。R×
+ ⊂ F×

∞に対応する T0(F∞)の部分群を Aと書けば、
直積分解 T0(A) = A × T0(A)1が成り立つ。同型H : A

∼→ RによるR上の Lebesgue測度
の引き戻しを daと書き、T0(A)1上の不変測度 dt1で

dt = da dt1

が成り立つものを取る。2.2節で見たように τ(T0) = 1である。
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SL(2)上の玉河測度 最後にG上の不変 3次微分形式

ωG(g) =
da

a
∧ db ∧ dc, g =

(
a 0

0 a−1

) (
1 b

0 1

) (
1 0

c 1

)

を取れば、各素点 vで上と同様にG(Fv)上の不変測度 dgv = |ωG|vが定まる。次の補題か
らG(A)上の玉河測度 dg :=

∏
v dgvは定義可能である。

補題 3.1. ψvの位数が 0であるような非アルキメデス素点では∫
Kv

dgv = ζFv(2)−1

が成り立つ。

証明. 一般にこのような極大コンパクト部分群の測度を計算するにはmeasKv = |G(Fqv)| ·
measK(pv)を用いればよい。ここで

K(pv) :=

{(
a b

c d

)
∈ G(Fv)

∣∣∣∣∣ a, d ∈ 1 + pv

b, c ∈ pv

}

はレベル pvの主合同部分群である。Bruhat分解 (3.1)は剰余体 Fq上でも成立するから

|G(Fqv)| = |B(Fqv)| · (1 + |U(Fqv)|) = qv(q
2
v − 1)

がわかる。一方、同相写像

(1 + pv) × pv × pv ∋ (a, b, c) ∼→

(
a 0

0 a−1

)(
1 b

0 1

)(
1 0

c 1

)
∈ K(pv)

と |ωG|vの定義から

measK(pv) =
1 − q−1

v

qv − 1
q−2
v = q−3

v .

これらから補題を得る。

4 Eisenstein級数の復習
F の各素点 vで全測度が 1となるKv上の不変測度 dkvを取り、dk :=

∏
v dkvとおく。

任意の vで cG,v ∈ R×
+があって、岩澤分解の積分公式∫

G(Fv)

fv(gv) dgv = cG,v

∫
Kv

∫
T0(Fv)

∫
U(Fv)

f(uvtvkv) duv δB(tv)
−1 dtv dkv, fv ∈ Cc(G(Fv))
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が成り立つ。ただし tv = ( a 0
0 a−1 )に対して δB(tv) := |a|2vと書いた。ψvの位数が 0である

非アルキメデス素点 vでは、Kvの特性函数 1Kv を代入して cG,v = ζFv(2)がわかる。特に
c′G =

∏
v cG,vは絶対収束しており、cG := c′G · Ress=1ζF,fin(s)として積分公式∫

G(A)

f(g) dg = cG

∫
K

∫
T0(A)

∫
U(A)

f(utk) du δB(t)−1 dt dk, f ∈ Cc(G(A)) (4.1)

が成り立つ。ここでも δB(t) := |a|2A, (t = ( a 0
0 a−1 ))と書いた。岩澤分解を使って準同型

H : T0(A) → Rを
HB : G(A) ∋ utk 7−→ H(t) ∈ R

と延ばしておく。

4.1 誘導表現のPaley-Wiener切断

我々の目的には一番簡単なスカラー値のEisenstein級数を考えれば十分である。これは
s ∈ Cに対する (大域) 主系列表現

I(s, g)φ(x) := φ(xg), g ∈ G(A), φ ∈ Vs,

Vs :=

φ : G(A) → C

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(i) φは可測函数
(ii) φ(utk) = e(s+1)H(t)φ(k),

(u ∈ U(A), t ∈ T0(A), k ∈ K)

(iii) ∥φ∥2 :=
∫
K

|φ(k)|2 dk < ∞


から構成される。これは (iii)のノルムに関するBanach空間上の連続表現であるが、今後
の構成には次の稠密部分空間が必要である。K∞ =

∏
v|∞ Kvの既約表現の同型類の有限

集合 F∞と開コンパクト部分群K ⊂ Kfin :=
∏

v-∞ Kvの対 F = (F∞, K)をKタイプの有
限族と呼ぼう。函数 φ : G(A) → Cで

(i) φ(utk) = e(s+1)H(a)φ(k), (u ∈ U(A), t ∈ T0(A), k ∈ K);

(ii) 任意の g ∈ G(A)に対してK∞ ∋ k 7→ φ(gk) ∈ Cは F∞の元の行列成分の線型結合。
同様に φ(gk) = φ(g), (k ∈ K).

を満たすものの空間を VF
s と書けばこれは有限次元で、

Vs :=
⋃
F

VF
s ⊂ Vs, (FはKタイプの有限族を走る。)

は Vsに付随する (g∞,K∞) × G(Afin)加群である。ただし実 Lie群G(F∞)の Lie環の複素
化を g∞と書いている。Vsの元のKへの制限の空間は s ∈ Cによらないことに注意する。
さてベクトル束 VF

s → s ∈ CのPaley-Wiener切断の空間をPFと書く。正確に言えば、
PFは函数 φ : C ∋ s 7→ φ(s) ∈ Vsであって任意の g ∈ U(A)T0(A)1Kに対して

C ∋ s 7−→ φ(s, g) ∈ C
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の Fourier変換

φ̂(ag) :=
1

2π

∫
λ0+iR

φ(s, ag) ds =
1

2π

∫
λ0+iR

φ(s, g)e(s+1)H(a) ds

が a ∈ AGの函数として滑らかでコンパクト台を持つようなものたちの空間である。ここ
で dsはR上の Lebesgue測度をR ∋ x ∼7→ λ0 + ix ∈ λ0 + iRで持っていった測度を表す。
特に ds/2πは 2.2節で固定したA上の測度の双対測度になっているから、Fourier逆公式

φ(s, g) :=

∫
A

φ̂(ag)e−(s+1)H(a) da (4.2)

が成り立つ。

4.2 Eisenstein擬級数

Gは 2次元縦ベクトルの空間 V に左から作用している。VA := V ⊗F A内の原始的な元
v⃗ ∈ GL(2, A)V の標準高さ函数 ∥v⃗∥A :=

∏
v ∥v⃗∥vを

∥∥∥(
a

b

)∥∥∥
v

:=


√

a2 + b2 vが実のとき

aā + bb̄ vが複素のとき

sup(|a|v, |b|v) vが非アルキメデスのとき

と定める。g = ( 1 x
0 1 )( a 0

0 a−1 )k, (x ∈ A, a ∈ A×, k ∈ K)と岩澤分解したとき∥∥∥g−1

(
1

0

)∥∥∥ =
∥∥∥(

a−1

a

)(
1

0

)∥∥∥ = |a|−1
A = e−H(( a

a−1 )) = e−HB(g)

だからHB(g) := − log ∥g−1( 1
0 )∥である。特に γ ∈ G(F ) r B(F )を γ = bwν, (b ∈ B(F ),

ν = ( 1 ξ
0 1 ), ξ ∈ F )とBruhat分解すれば

e−HB(γg) =
∥∥∥g−1γ−1

(
1

0

)∥∥∥ =
∥∥∥g−1

(
1 −ξ

0 1

)(
0 −1

1 0

)(
1

0

)∥∥∥
=

∥∥∥(
a−1 0

0 a

) (
1 −(x + ξ)

0 1

)(
0

1

)∥∥∥ = |a|A
∥∥∥(

−x+ξ
a2

1

)∥∥∥.

(4.3)

さて、φ ∈ P :=
⋃

F PFに対して

θφ(g) :=
∑

γ∈B(F )\G(F )

φ̂(γg)

とおく。HB(suppφ̂)のコンパクト性からC > 0があって、φ̂(x) ̸= 0なら e−HB(x) < Cで
ある。特に γ ∈ G(F ) r B(F ), g ∈ G(A)を上のように分解すれば (4.3)から

|{γ ∈ G(F ) r B(F ) | φ̂(γg) ̸= 0}| ≤
∣∣∣{ξ ∈ F

∣∣∣∣∣ ∥∥∥
(

x+ξ
a2

1

)∥∥∥ < C|a|−1
A

}∣∣∣.
すなわち θφ の定義式の右辺の和は g について広義一様に有限和である。ゆえにこれを
Eisenstein擬級数と呼ぶ。特に θφはG(F )\G(A)上の二乗可積分函数である。
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4.3 Eisenstein級数

φ ∈ Pと s ∈ Cに対して Eisenstein級数

E(φ(s), g) :=
∑

γ∈B(F )\G(F )

φ(s, γg), g ∈ G(A)

が定まる。これはℜs > 1で絶対収束して全複素平面上の有理型函数に延びることが知ら
れている ([GJ79]参照)。定義から λ0 > 1では

θφ(g) =
1

2π

∫
λ0+iR

E(φ(s), g) ds (4.4)

が成り立つことに注意する。
G(F )\G(A)上の局所可積分函数 f に対して

fB(g) :=

∫
U(F )\U(A)

f(ug) du

をBに沿っての定数項という。f として Eisenstein級数を取るとℜs > 1では、

E(φ(s))B(g) =

∫
U(F )\U(A)

∑
γ∈B(F )\G(F )

φ(s, γug) du

(3.1)
=

∫
U(F )\U(A)

(
φ(ug) +

∑
ν∈U(F )

φ(s, w−1νug)
)

du

=φ(s, g) + M(s)φ(s, g)

(4.5)

が成り立つ。但し、

M(s)φ(s, g) :=

∫
U(A)

φ(s, w−1ug) du, (ℜs > 1)

と書いた。これもℜs > 1で絶対収束してC上の有理型函数に延びる。この大域絡作用素
を解析するためには、その局所類似を調べる必要がある。

5 絡作用素の計算

5.1 局所絡作用素の定義

F の素点 vで s ∈ Cに対する (一般)主系列表現 (Iv(s),Vv,s)

Vv,s :=

 φv : G(Fv) → C
滑らか

∣∣∣∣∣∣∣
(i) φv(utk) = e(s+1)H(t)φv(k),

u ∈ U(Fv), t ∈ T0(Fv), k ∈ K

(ii) φvは右Kv有限


Iv(s, g)φv(x) :=

(
R(g)φv

)
(x), g ∈

{
U(gv) × Kv vがアルキメデス的なとき

G(Fv) それ以外のとき
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を考える。ただしGの Lie環を gとしてアルキメデス的な vに対して gv := g(Fv)⊗R Cの
普遍包絡環を U(gv)と書いている。またRは右移動作用を表す。局所絡作用素Mv(s)を

Mv(s)φv(g) :=

∫
U(Fv)

φv(w
−1ug) du, φv ∈ Vv,s

により定義する。この右辺の積分はℜs > 0で絶対収束し、そこで定義されたMv(s)φv(g)

は全 C上の有理型函数に延びることが知られている。またその極以外ではこれはG(Fv)

準同型 (アルキメデス的な vでは (gv,Kv)準同型)

Mv(s) : Iv(s) −→ Iv(−s)

を定める。

絡作用素のEuler積展開 Vv,sにはクラス 1ベクトル

φ0
v,s(utk) := e(s+1)H(t), u ∈ U(Fv), t ∈ T0(Fv), k ∈ Kv

が含まれている。これに関する Vv,sたちの制限テンソル積⊗
v

Vv,s := span
{⊗

v∈S

φv ⊗
⊗
v/∈S

φ0
v,s

∣∣∣ φv ∈ Vv,s, Sは素点の有限集合
}

は自然にG(A)加群 (正確には (g∞,K∞) × G(Af )加群)になる。このとき∏
v :

⊗
v

Vv,s ∋
⊗
v

φv 7−→
∏
v

φv ∈ Vs

はG(A)加群の同型で、図式 ⊗
v Vv,s

N

v Mv(s)
−−−−−−→

⊗
v Vv,−syQ

v

yQ

v

Vs
M(s)−−−→ V−s

(5.1)

は可換である。

5.2 局所絡作用素の計算

図式 (5.1)から絡作用素の計算は局所絡作用素のそれに帰着される。特に我々の目的に
はMv(s)φ

0
v,s(1)の s = 1での値がわかれば十分である。これを不分岐な素点と分岐素点の

場合に分けて計算しよう。

補題 5.1 (Gindikin-Karepelevich公式). 玉河測度を決めるときに固定した ψvの位数が 0

である非アルキメデス素点 vでは

Mv(s)φ
0
v,s(1) =

ζFv(s)

ζFv(s + 1)

が成り立つ。
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証明. Mv(s)の定義積分が収束するℜs > 1で示せば十分である。

Mv(s)φ
0
v,s(1) =

∫
U(Fv)

φ0
v,s(w

−1u) du =

∫
Fv

φ0
v,s

((
0 −1

1 xv

))
dxv

xv /∈ Ovのとき岩澤分解 ( 0 −1
1 xv

) = ( x−1
v −1
0 xv

)( 1 0
x−1

v 1 )が成り立つことに注意して

=

∫
Ov

φ0
v,s

((
0 −1

1 xv

))
dxv +

∫
FvrOv

φ0
v,s

((
x−1

v −1

0 xv

) (
1 0

x−1
v 1

))
dxv

=

∫
Ov

1 dxv +
∞∑

n=1

∫
ϖ−n

v O×
v

q−(s+1)n
v dxv = 1 +

∞∑
n=1

qn
v (1 − q−1

v )q−(s+1)n
v

=
1 − q−s−1

v

1 − q−s
v

=
ζFv(s)

ζFv(s + 1)

次に Sを F の素点の有限集合で

• 全てのアルキメデス素点

• ψvの位数が 0でない非アルキメデス素点

を全て含むものとし、

MS(s) :=
⊗
v∈S

Mv(s), φS :=
⊗
v∈S

φv, ζF,S(s) :=
∏
v∈S

ζF,v(s), ζS
F (s) :=

ζF (s)

ζF,S(s)

などと書く。

命題 5.2. MS(1)φ0
S,1(1) = cG

ζF,S(1)ζS
F (2)

Ress=1 ζF,fin(s)
.

証明. FS :=
∏

v∈S Fv, AS := {(xv)v ∈ A |xv = 0, ∀v ∈ S}と書き、直積分解 G(A) =

G(FS) × G(AS)における g ∈ G(A)の G(FS)成分を gS, G(AS)成分を gS と書く。h =⊗
v∈S hv ∈ Cc(U(FS) × T0(FS))に対して

f(utk) :=

{
h(uS, tS) (ut)S ∈ KSのとき

0 それ以外のとき

とおけば、(4.1)から∫
G(A)

f(g) dg = cG

∫
K

∫
T0(A)

∫
U(A)

f(utk) du δB(t)−1 dt dk

=
cG

Ress=1ζF,fin(s)

∫
K

∫
T0(A)

∫
U(A)

f(utk)
∏

v duv δB(t)−1
∏

v dtv dk

=
cG

Ress=1ζF,fin(s)

∫
T0(FS)

∫
U(FS)

h(uS, tS) duSδB(tS)−1 dtS.

(5.2)
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一方、dgvの定義から三角形分解の積分公式∫
G(Fv)

ϕv(gv) dgv =

∫
Ū(Fv)

∫
T0(Fv)

∫
U(Fv)

ϕv(uvtvūv) duv δB(tv)
−1 |ωT0 |v dūv

が成り立つ。gv ∈ G(Fv)の岩澤分解を gv = u(gv)t(gv)k(gv), (u(gv) ∈ U(Fv), t(gv) ∈
T0(Fv), k(gv) ∈ Kv, 各成分は一意ではない)と書けば、f の定義から∫

G(A)

f(g) dg =
∏
v∈S

∫
G(Fv)

h(u(gv), t(gv)) dgv

∏
v/∈S

∫
Kv

dgv

gv = uvtvūvの岩澤分解は gv = uvAd(tv)u(ūv) · tvt(ūv)k(ūv)だから、上の積分公式と補題
3.1から

=

∫
Ū(FS)

∫
T0(FS)

∫
U(FS)

h(uSAd(tS)u(ūS), tSt(ūS)) duS

× δB(tS)−1 |ωT0|S dūSζS
F (2)−1

uS := uSAd(tS)u(ūS), tS := tSt(ūS)と置き直して

=

∫
Ū(FS)

∫
T0(FS)

∫
U(FS)

h(uS, tS) duS δB(tS)−1δB(t(ūS)) |ωT0 |S dūSζS
F (2)−1

dtvの定義から

=
1

ζF,S(1)ζS
F (2)

∫
Ū(FS)

∫
T0(FS)

∫
U(FS)

h(uS, tS) duS δB(tS)−1 dtS δB(t(ūS)) dūS

これと (5.2)を比較すれば∫
Ū(FS)

(∫
T0(FS)

∫
U(FS)

h(uS, tS) duS δB(tS)−1 dtS

)
δB(t(ūS)) dūS

= cG
ζS
F (2)ζF,S(1)

Ress=1ζF,fin(s)

(∫
T0(FS)

∫
U(FS)

h(uS, tS) duS δB(tS)−1 dtS

) (5.3)

を得る。さて定義から

(Mv(1)φ0
v,1)(1) =

∫
U(Fv)

φ0
v,1(w

−1uvw) duv =

∫
Ū(Fv)

φ0
v,1(u(ūv)t(ūv)k(ūv)) dūv

=

∫
Ū(Fv)

δB(t(ūv)) dūv

である。ゆえに∫
T0(FS)

∫
U(FS)

h(uS, tS) duS δB(tS)−1 dtS δB(t(ūS)) dūS = 1

となる hを取れば、(5.3)から

MS(1)φ0
S,1(1) = cG

ζF,S(1)ζS
F (2)

Ress=1ζF,fin(s)

が従う。
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6 単位表現の重複度と玉河数

6.1 Eisenstein擬級数のPetersson内積

4節の状況に戻って、L2(G(F )\G(A))のスペクトル分解からいくつかの事実を思い出
しておこう。詳細については [GJ79, §§3–5]を参照されたい。θφ, (φ ∈ P)たちで張られ
る L2(G(F )\G(A))の閉部分空間を L2(G(F )\G(A))[T0,1]と書く。λ0 > 1とすれば θφ, θφ′

の L2 (Petersson)内積は

〈θφ, θφ′〉 =

∫
G(F )\G(A)

θφ(g)
∑

γ∈B(F )\G(F )

φ̂′(γg) dg =

∫
B(F )\G(A)

θφ(g)φ̂′(g) dg

=

∫
U(A)T0(F )\G(A)

∫
U(F )\U(A)

θφ(ug) du φ̂′(g) dg

(4.1)
= cG

∫
K

∫
T0(F )\T0(A)1

∫
A

θφ,B(atk)φ̂′(atk)δB(a)−1 da dt dk.

(6.1)

で与えられる。さらに λ0, µ0 > 1を取れば、(4.4)から上の内側の積分は∫
A

1

2π

∫
λ0+iR

E(φ(λ))B(atk) dλ
1

2π

∫
µ0+iR

φ′(µ, atk) dµ δB(a)−1 da

(4.5)
=

1

(2π)2

∫
A

∫
λ0+ia∗

(
φ(λ, atk) + M(λ)φ(λ, atk)

)
dλ

×
∫

µ0+ia∗
φ′(µ, atk) dµ δB(a)−1 da

=
1

(2π)2

∫
A

∫
λ0+ia∗

∫
−λ0+ia∗

φ(λ, atk)φ(µ, atk) dλ dµ δB(a)−1 da

+
1

(2π)2

∫
A

∫
λ0+ia∗

∫
λ0+ia∗

M(λ)φ(λ, atk)φ′(µ, atk) dλ dµ δB(a)−1 da.

(6.2)

と書ける。s := (λ + µ)/2 ∈ iR, ν := λ − µとおけば、この右辺の第一項は

1

(2π)2

∫
A

∫
iR

∫
2λ0+iR

φ(s +
ν

2
, tk)e(s+ ν

2
+1)H(a)φ′(s − ν

2
, tk)e(s̄− ν̄

2
+1)H(a) dν ds e−2H(a) da

=
1

(2π)2

∫
iR

∫
A

∫
2λ0+iR

φ(s +
ν

2
, tk)φ′(s − ν

2
, tk)eℑνH(a) dν da ds

ℑν = ν − 2λ0を νとおきなおして (4.2)を使えば

=
1

(2π)2

∫
iR

∫
A

∫
iR

φ(s + λ0 +
ν

2
, tk)φ′(s − λ0 −

ν

2
, tk)eνH(a) dν da ds

=
1

2π

∫
iR

φ(s + λ0, tk)φ′(s − λ0, tk) ds

=
1

2π

∫
λ0+iR

φ(s, tk)φ′(−s̄, tk) ds.
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となる。第二項も s = (λ − µ)/2, ν = λ + µとおいて同様に計算すれば

1

(2π)2

∫
A

∫
iR

∫
2λ0+iR

M(s +
ν

2
)φ(s +

ν

2
, tk)e(1−s− ν

2
)H(a)

× φ′(
ν

2
− s; tk)e( ν̄

2
−s̄+1)H(a) dνe−2H(a) da ds

=
1

(2π)2

∫
iR

∫
A

∫
2λ0+iR

M(s +
ν

2
)φ(s +

ν

2
, tk)φ′(

ν

2
− s; tk)e−ℑνH(a) dν da ds

=
1

(2π)2

∫
iR

∫
A

∫
iR

M(s + λ0 +
ν

2
)φ(s + λ0 +

ν

2
, tk)φ′(

ν

2
+ λ0 − s; tk)e−νH(a) dν da ds

=
1

2π

∫
λ0+iR

M(s)φ(s, tk)φ′(s̄, tk) ds

となる。これらを組み込んだ (6.2)を (6.1)に代入すれば、

〈θφ, θφ′〉 =
cG

2π

∫
λ0+iR

(〈φ(s), φ′(−s̄)〉 + 〈M(s)φ(s), φ′(s̄)〉) ds (6.3)

が得られる。ただし、ϕ ∈ Vs, ϕ′ ∈ V−s̄に対して

〈ϕ, ϕ′〉 :=

∫
K

∫
T0(F )\T0(A)1

ϕ(tk)ϕ′(tk) dt dk

と書いている。
(6.3)の右辺の式をG(A)不変にするためには積分路を λ0 + iRから iRへ移す必要があ
る。被積分函数の第一項は至るところ正則で Paley-Wiener函数の積であるから、積分路
の移動は Cauchyの積分定理から正当化される。他方の第二項は補題 5.1から (有理型函
数の等式)

M(s)φ(s) =
ζS
F (s)

ζS
F (s + 1)

⊗
v∈S

Mv(s)φv(s) ⊗
⊗
v/∈S

φ0
v,s

であるから、s = 1で単極を持つことがわかる。Dedekindゼータ函数が虚軸の近くでは
log(ℑs)の多項式のオーダーを持つことと合わせて、第二項にも留数定理が適用できるこ
とがわかる。結局、(6.3)は

〈θφ, θφ′〉 =
cG

2π

∫
iR

(〈φ(s), φ′(−s̄)〉 + 〈M(s)φ(s), φ′(s̄)〉) ds

+ cG · Ress=1〈M(s)φ(s), φ′(s̄)〉
(6.4)

となる。ここでRess=1(·)は (·)の s = 1での留数を表す。
よく知られているようにMv(1) : Iv(1) → Iv(−1)の像は単位表現 1G(Fv)であるから、

(6.4)はL2(G(F )\G(A))[T0,1]が連続スペクトルと定数 (保型)函数の空間C ·1G(A)の直和で
あることを示している。L2(G(F )\G(A))[T0,1]からC · 1G(A)への直交射影を pr1と書こう。
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6.2 玉河数の計算

以上の構成で FがKの単位表現 1Kのみからなる、すなわち F = (1K∞ ,Kfin)の場合を
考える。

補題 6.1. φ ∈ P1Kに対して 〈θφ,1G(A)〉 = cG · τ(T0)φ(1, 1).

証明. 前節 (6.1)と同様にして

〈θφ,1G(A)〉 =cG

∫
K

∫
T0(F )\T0(A)1

∫
A

φ̂(at1k)e−2H(a) da dt1 dk

(4.2)
= cG

∫
K

∫
T0(F )\T0(A)1

φ(1, t1k) dt1 dk

φは右K不変ゆえ、VF
s の定義の (i)から

=cGτ(T0)φ(1, 1).

今や τ(G)の決定は容易である。

系 6.2. τ(G) = τ(T0) = 1.

証明. φ, φ′ ∈ P1K とする。このとき (6.4)の第二項を補題 5.1, 命題 5.2を用いて計算す
ると

cG · Ress=1〈M(s)φ(s), φ′(s̄)〉 = cG · Ress=1

〈
MS(s)φS(s) ⊗

⊗
v/∈S

ζv
F (s)

ζv
F (s + 1)

φ0
v,s, φ

′(s̄)
〉

=cG
Ress=1ζ

S
F (s)

ζS
F (2)

〈
MS(1)φS(1) ⊗

⊗
v/∈S

φ0
v,1, φ

′(1)
〉

=cG
ζF,S(1)ζS

F (2)

Ress=1ζF,fin(s)

Ress=1ζ
S
F (s)

ζS
F (2)

〈φ(1), φ′(1)〉 = cG〈φ(1), φ′(1)〉

=cG

∫
K

∫
T0(F )\T0(A)1

φ(1, t1k)φ′(1, t1k) dt1 dk

=cGτ(T0)φ(1, 1)φ′(1, 1).

他方でこれは pr1θφと pr1θφ′の内積でもある。τ(G)−1/21G(A)がC · 1G(A)の正規直交基底
であることを使えば、これは補題 6.1から

〈pr1θφ, pr1θφ′〉 =〈θφ, τ(G)−1/21G(A)〉〈τ(G)−1/21G(A), θφ′〉
=τ(G)−1c2

G · τ(T0)
2φ(1, 1)φ′(1, 1)

とも書ける。これらを比較して系を得る。
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7 SU(2)の玉河測度
DをF 上の四元数体の一つとし、その被約ノルムを νDと書く。以下では SL(2)の内部

形式
G(R) := {g ∈ D ⊗F R | νD(g) = 1}, Rは可換 F 代数

の玉河数を考える。有限個を除く素点 vでは、Dv := D ⊗F Fvは行列環M2(Fv)に同型で
この同型で被約ノルムは行列式に移されるから、G(Fv) ≅ SL(2, Fv)である。このような
同型が成り立たない素点をDの分岐素点といい、その集合をSDと書く。以下、このGと
区別するためG∗ := SL(2)F と書く。

Gは3.2節のSL(2)の場合のような都合のいい部分群を持たないので、その上の不変3次
微分形式を取るには一工夫必要である。二次拡大E/F で任意の v ∈ SDでEv := E ⊗F Fv

もFvの二次拡大になっているものを取れば、E代数の同型 η : D⊗F E ∼→ M2(E)がある。
これが定めるE同型

η : GE
∼−→
E

G∗
E

による、3.2節のG∗上の不変 3次微分形式ωG∗の引き戻し η∗ωG∗は、G上の不変 3次微分
形式だがF 有理的とは限らない。ところでG上の不変 3次微分形式は定数倍を除いて一意
であるから、E/F のGalois群の生成元 σに対して σ(η∗ωG∗) = λσ · η∗ωG∗となる λσ ∈ E×

がある。Hilbertの定理 90からH1(E/F,E×) = 0だから、あるµ ∈ E×があってGal(E/F )

上の 1コサイクル {λ1 = 1, λσ}は λσ = µσ(µ)−1と書ける。換言すれば ωG := µ · η∗ωG∗は
G上の F 有理的不変 3次微分形式である。この ωGから、G(Fv)上の不変測度 |ωG|vおよ
びG(A)上の玉河測度

dg :=
∏

v

|ωG|v

が定まる。A×
Eのイデールノルムの積公式から、|ωG|vの代わりに

dgv := |µ|−3/2
Ev

|ωG|v,

(ただし | · |Ev はEv := E ⊗F Fvのモヂュラスを表す)を用いても、dg =
∏

v dgvが成り立
つ。以下の計算にはこちらの局所測度を用いることにする。

8 Selberg跡公式
上の玉河測度の項でも注意したようにGはF 有理的な真放物型部分群を持たないので、

Eisenstein級数を用いて放物型部分群の玉河数に帰着する計算法は使えない。そこでGの
Selberg跡公式とG∗のそれを比較することで、玉河数を得ることになる。まずは Selberg

跡公式を思い出そう。
SD ∋ vではKv = G(Fv)自身がコンパクトである。それ以外の素点ではGv ≅ G∗

vなので
3.1で止めた極大コンパクト部分群Kv ⊂ G(Fv)を取る。各素点 vでのHecke環 H(G(Fv))

を、G(Fv)上の滑らか (非アルキメデス的な場合は局所定数)でコンパクト台を持つ両側
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Kv有限な函数たちのなす畳み込み代数と定める。SDに属さない非アルキメデス素点 vで
H(G(Fv))はKvの特性函数 1Kv を含むから、それらに関する制限テンソル積

H(G(A)) =
⊗

v

H(G(Fv)) := lim−→
S

⊗
v∈S

H(G(Fv)) ⊗
⊗
v/∈S

C · 1Kv

としてG(A)のHecke環が定まる。
L2(G(F )\G(A))上のG(A)の右正則表現

R(g)φ(x) = φ(xg), g ∈ G(A), φ ∈ L2(G(F )\G(A))

を考える。f ∈ H(G(A))はこの表現に

R(f)φ(x) :=

∫
G(A)

f(y)φ(xy) dy =

∫
G(F )\G(A)

∑
γ∈G(F )

f(x−1γy)φ(γy) dy

=

∫
G(F )\G(A)

Kf (x, y)φ(y) dy

と積分作用素として作用し、その積分核は

Kf (x, y) =
∑

γ∈G(F )

f(x−1γy)

で与えられる。G(F ) ⊂ G(A)は離散部分群で f の台はコンパクトだからこの和は実際に
は広義一様有限和で、特にKf は (G(F )\G(A))2上の滑らかな函数である。

G(F )\G(A)はコンパクトだからKf は (G(F )\G(A))2上で二乗可積分、すなわちR(f)

は Hilbert-Schmidt作用素である。特にR(f)はコンパクト作用素である。H(G(A))内に
は単位元でのDirac超函数を近似する函数列が取れるから、(R,L2(G(F )\G(A)))はG(A)

の既約ユニタリ表現の (Hilbert)直和に分解し、既約ユニタリ表現 πの各同型類のRでの
重複度m(π)は有限である [Lan76, 補題 3.2]。
他方で楕円型微分作用素の解の存在を用いて、f ∈ H(G(A))は

f =
r∑

i=1

gi ∗ hi, gi, hi ∈ H(G(A))

と書ける [DL71, I.1.11]。すると

R(f)φ(x) =
r∑

i=1

(
R(gi)R(hi)φ

)
(x)

=
r∑

i=1

∫
G(F )\G(A)

Kgi
(x, z)

∫
G(F )\G(A)

Khi
(z, y)φ(y) dy dz

=
r∑

i=1

∫
G(F )\G(A)

∫
G(F )\G(A)

Kgi
(x, z)Khi

(z, y) dz φ(y) dy
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ゆえ

Kf (x, y) =
r∑

i=1

∫
G(F )\G(A)

Kgi
(x, z)Khi

(z, y) dz

である。特にCauchyの不等式を使って∫
G(F )\G(A)

|Kf (x, x)| dx ≤
r∑

i=1

∫
G(F )\G(A)

∫
G(F )\G(A)

|Kgi
(x, y)Khi

(y, x)| dy dx

≤
r∑

i=1

∥Kgi
∥ · ∥Khi

∥ < ∞

がわかる。(∥ · ∥はL2(G(F )\G(A))のL2ノルムを表す。) 結局、R(f)は跡族 (trace class)

作用素で

trR(f) =

∫
G(F )\G(A)

Kf (g, g) dg (8.1)

が成り立つ。
さて、G(F )内の正則共役類 (この場合は中心 Z(F ) = {±1}を除く任意の共役類)たち

の集合をΓ (G(F ))と書く。γ ∈ G(F )の共役類を γG(F ), γのGでの中心化群をGγと書く。

Gγ(F )\G(F ) ∋ Gγ(F )δ ∼7−→ δ−1γδ =: γδ ∈ γG(F )

は全単射だから、(8.1)の右辺は∫
G(F )\G(A)

∑
ζ=±1

f(ζ) +
∑

γG(F )∈Γ (G(F ))

∑
δ∈Gγ(F )\G(F )

f(g−1δ−1γδg) dg

=
∑
ζ=±1

τ(G)f(ζ) +
∑

γG(F )∈Γ (G(F ))

∫
G(F )\G(A)

∑
δ∈Gγ(F )\G(F )

f(g−1δ−1γδg) dg

=
∑
ζ=±1

τ(G)f(ζ) +
∑

γG(F )∈Γ (G(F ))

∫
Gγ(A)\G(A)

∫
Gγ(F )\Gγ(A)

f(g−1γg) dt
dg

dt

=
∑
ζ=±1

τ(G)f(ζ) +
∑

γG(F )∈Γ (G(F ))

τ(Gγ)Oγ(f)

となる。和は gについての広義一様有限和、G(F )\G(A)はコンパクトであったから、和
と積分の順序を入れ替えてよいことに注意する。ここで

Oγ(f) :=

∫
Gγ(A)\G(A)

f(g−1γg)
dg

dt

は f の γでの軌道積分 (orbital integral)である。こうしてGの Selberg跡公式∑
ζ=±1

τ(G)f(ζ) +
∑

γG(F )∈Γ (G(F ))

τ(Gγ)Oγ(f) =
∑

π∈Π(G(A))

m(π)trπ(f) (8.2)

が得られた。ただしΠ(G(A))はG(A)の既約ユニタリ表現の同型類の集合を表す。
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9 跡公式の前安定化
上の跡公式において γG(F ) ∈ Γ (G(F ))の特性多項式の定める二次拡大を E とすれば

Gγ ≅ UE/F (1)だから、小野の公式 (2.2)と二次拡大のノルムのHasse原理から

τ(Gγ) = |π0(Ĝ
Γ
γ )| = 2

がわかる。よって (8.2)をG∗ = SL(2)F の (Duflo-Labesse, Jacquet-Langlandsの)跡公式
と比較できれば、τ(G)と τ(G∗)の比較が可能である。しかし、この比較には少なくとも
次の二つの困難が伴う。

(i) G∗の跡公式は (8.2)に比べてはるかに複雑である。上の右辺に対応する側 (幾何サ
イド)も {±1}∪Γ (G(F ))に対応する楕円的な共役類以外に双曲、放物共役類に付随
する煩雑な項を含む。

(ii) そもそも比較の基盤となるG(F )とG∗(F )の共役類の間の関係が存在しない。

このうち (i)については跡公式を適用するテスト函数を巧妙に選ぶことにより、煩雑な項
を消すことで対応できる (10.2節を参照)。ここではより基本的で重大な問題 (ii)を考え
よう。

9.1 安定共役

F の代数閉包 F̄ を固定していた。γ, γ′ ∈ G(F )が安定共役 (stably conjugate)とは、そ
れらがG(F̄ )内で共役なこととする。Γ st(G(F ))でG(F )の正則元の安定共役類の集合を
表す。γ ∈ G(F )の安定共役類を γGと書けば、明らかに γG(F ) ⊂ γGである。この二つの
集合の差を記述しよう。

γ ∈ G(F )を正則な元とし、T := Gγ と書く。これは Gの極大トーラスになる。さて
γ′ ∈ γGならば定義から γ′ = γδ, ∃δ ∈ G(F̄ )と書ける。Γ上の 1コサイクル {δσ(δ)−1}σ∈Γ

は
Ad(δσ(δ)−1)−1γ = Ad(δ)−1 ◦ σ ◦ Ad(δ)γ = Ad(δ)−1γ′ = γ

から T (F̄ )に値を持つ。これから明らかにそのクラスは

DG(T/F ) := ker[H1(F, T ) → H1(F,G)]

に属する。ただしH1(F,G)は群ではなく原点付き集合(pointed set)だから、ker[H1(F, T ) →
H1(F,G)]はその原点の逆像のことである。

補題 9.1. {γG内の共役類 } ∋ (γδ)G(F ) ∼7→ {δσ(δ)−1}のクラス ∈ DG(T/F )は全単射。

証明. γδをそのG(F )共役元で取り替えても δに右からG(F )の元がかかるだけだから、
補題の写像は定義可能。∂δ = {δ−1σ(δ)}のクラスの他の元は δを T (F̄ )δの元で置き換え
て得られるから、上の写像は単射でもある。全射性はDG(T/F )の定義から明らか。
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さて、これを用いて問題点 (ii)を正確に述べることができる。γ ∈ G∗(F )が楕円正則
(elliptic regular)とは、その特性多項式が F [X]で既約なこととする。G∗(F )内の楕円正
則元の共役類の集合をΓell(G

∗(F )), 楕円正則元の安定共役類、つまりG∗(F̄ )共役類の集合
を Γ st

ell(G
∗(F ))と書く。Γ st(G(F )), Γ st

ell(G
∗(F ))はともにX2 − aX + 1の形の F 係数既約

多項式 (特性多項式)で分類されるから、これらの間には標準的な全単射がある。それを

Γ st(G(F )) ∋ γG ←→ γG∗

∗ ∈ Γ st
ell(G

∗(F ))

と書くことにする。

例 9.2. 大域体ではないが、F = RでG = SU(2), G∗ = SL(2)の場合を考える。Hamilton

の四元数体をHと書くとき、完全列

1 −→ SU(2, R) −→ H× νH−→ R× −→ H1(R, SU(2)) −→ H1(R, H×) = 1

1 −→ SL(2, R) −→ GL(2, R)
det−→ R× −→ H1(R, SL(2)) −→ H1(R, GL(2)) = 1

が成り立つ。det(GL(2, R)) = R× だから H1(R, SL(2)) ↪→ H1(R, GL(2))は消えるが、
νH(H) = R×

+であるから、|H1(R, SU(2))| = 2である。この場合にはT ≅ UC/R(1)しかなく、
H1(R, T ) ≅ R×/NC/R(C×) ≅ Z/2Zである。基本トーラスTに対してH1(R, T ) → H1(R, G)

は全射であることが知られているから [Kot86]、結局

DG(T/R) = 1, DG∗
(T ∗/R) ≅ Z/2Z

となってG(R)とG∗(R)の楕円正則共役類の間には全単射はない。

この例からGとG∗の跡公式を比較するためには、まずそれらを Γ (G(F ))の代わりに
Γ st(G(F ))を用いて記述しなくてはならない。すなわち跡公式の安定化 (stabilization)が
必要である。

9.2 前安定化

まず γG
1 = γGならばGγ1 ≅F Gγだから、τ(Gγ1) = τ(Gγ)である。ゆえに (8.2)は∑

ζ=±1

τ(G)f(ζ) +
∑

γG
1 ∈Γ st(G(F ))

τ(T )
∑

γG(F )⊂γG
1

Oγ(f) =
∑

π∈Π(G(A))

m(π)trπ(f) (9.1)

と書ける。ただし T := Gγ1 と書いている。問題はこの内側の和が Euler積展開を持たな
いことである。これは上の和がDG(T/F ) ⊂ H1(F, T )を走っているところを

H1(F, T (Ā)) ≅
⊕

v

H1(Fv, T )

上の和で差し替えられれば解決する。
一般の場合にはDG(T/F )がH1(F, T )の部分群でないことなどから回りくどい構成が必

要だが、現在の状況では次のような単純化が可能である。
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(i) H1(F, T ) → H1(F, T (Ā))は単射である。実際、T ≅ UE/F (1) (Eは γ1の特性多項式
の分解体)だから、これは F×/NE/F (E×) →

⊕
v F×

v /NEv/Fv(E
×
v )の単射性 (二次拡

大のノルムのHasse原理)そのものである。

(ii) 1 → T (F̄ ) → T (Ā) → T (Ā)/T (F̄ ) → 1の与える完全列

−→ H1(F, T ) −→ H1(F, T (Ā))
ι−→ H1(F, T (Ā)/T (F̄ )) −→ H2(F, T ) −→

において、H1(F, T (Ā))/imH1(F, T ) = A×/F×NE/F (A×
E) ≅ Z/2Zである。また自然

なペアリングX∗(T ) × T (Ā)/T (F̄ ) → Ā×/F̄×から定まるTate・中山双対性

Hi(F,X∗(T )) × H2−i(F, T (Ā)/T (F̄ )) −→ H2(F, Ā×/F̄×) ≅ Q/Z

からH1(F, T (Ā)/T (F̄ )) ≅ H1(F,X∗(T ))D ≅ Z/2Zでもあるから、

ι : H1(F, T (Ā))/imH1(F, T ) ∼−→ H1(F, T (Ā)/T (F̄ ))

は同型である。

(iii) DG(T/A) := ker[H1(F, T (Ā)) → H1(F,G(Ā))]とおけば、X1(G/F ) = 1 [Kne66]

から

DG(T/A) ∩ H1(F, T ) = ker[H1(F, T ) → H1(F,G) → H1(F,G(Ā))] = DG(T/F )

である。

(ii), (iii)から δ ∈ DG(T/A)に対して

1

2

∑
κ∈H1(F,T (Ā)/T (F̄ ))D

〈κ, δ〉 =

{
1 δ ∈ DG(T/F )のとき

0 それ以外のとき

が成り立つ。これを使えば (9.1)の γG
1 ∈ Γ st(G(F ))の項は

τ(T )
∑

δ∈DG(T/F )

Oγδ
1
(f) =

τ(T )

2

∑
δ∈DG(T/A)

∑
κ∈H1(F,T (Ā)/T (F̄ ))D

〈κ, δ〉Oγδ(f)

τ(T ) = 2でDG(T/A) ≅
⊕

v DG(T/Fv)なので

=
∑

κ∈H1(F,T (Ā)/T (F̄ ))D

∑
(δv)∈

L

v DG(T/Fv)

∏
v

〈κ, δv〉Oγδv (fv)

と書ける。ここでほとんど全ての有限素点 vで

(i) Gv ≅ G∗
vで fvはKvの特性函数である。

(ii) γ1の特性多項式Φγ1(X)はOv[X]に属し、Φγ1(X) mod pvは重根を持たない。
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が成り立つが、そのような vでは γGv
1 ∩Kv = γKv

1 であることが容易に確かめられる。こ
れから上の

⊕
v DG(T/Fv)は

∏
v DG(T/Fv)で置き換えられる。

τ(T )
∑

δ∈DG(T/F )

Oγδ
1
(f) =

∑
κ∈H1(F,T (Ā)/T (F̄ ))D

∏
v

∑
δv∈DG(T/Fv)

〈κ, δv〉Oγδv (fv)

H1(F, T (Ā)/T (F̄ ))D = {1, s}と書いて、

=
∏

v

∑
δv∈DG(T/Fv)

Oγδv (fv) +
∏

v

∑
δv∈DG(T/Fv)

〈s, δv〉Oγδv (fv)

=SOγ1(f) +
∏

v

∑
δv∈DG(T/Fv)

〈s, δv〉Oγδv (fv).

ここで
SOγ1(f) :=

∏
v

SOγ1(fv), SOγ1(fv) :=
∑

γ
G(Fv)
v ⊂γGv

1

Oγv(fv)

は γ1での安定軌道積分 (stable orbital integral)である。こうして次が得られた。

命題 9.3. f =
⊗

v fv ∈ H(G(A))に対して次が成り立つ。∑
ζ=±1

τ(G)f(ζ) +
∑

γG
1 ∈Γ st(G(F ))

(
SOγ1(f) +

∏
v

∑
δv∈DG(T/Fv)

〈s, δv〉Oγδv
1

(fv)
)

=
∑

π∈Π(G(A))

m(π)trπ(f).

10 跡公式の比較と玉河数

10.1 G∗のSelberg跡公式

G∗の (Arthur, Duflo-Labesse, Jacquet-Langlandsによる)跡公式は複雑で証明も長いか
ら、このノートでは結果のみを引用することにする ([GJ79]を参照)。もちろんG∗(A)の
種々の部分群上の積分では玉河測度を用い、iR ≅ aD上には 4.1節で固定した測度 ds/2π

を取っている。

命題 10.1 (G∗の跡公式). f∗ =
⊗

v f∗
v ∈ H(G∗(A))に対して Schwartz超函数

Jgeom(f∗) =
∑
ζ=±1

τ(G∗)f∗(ζ) +
∑

γ
G∗(F )
∗ ∈Γell(G∗(F ))

τ(G∗
γ∗)Oγ∗(f

∗) (10.1)

+ Ress=1 ζF (s)
∑

γ∈T0(F )G-reg

∑
v

JT0(γ, f ∗
v )

∏
v′ ̸=v

JG(γ, f ∗
v′) (10.2)

+ c0

( ∑
ζ=±1

∑
ξ∈F×/F×2

∫
U(A){±1}\G∗(A)

f∗
(
ζg−1

(
1 ξ

0 1

)
g
)
e〈−2sρB ,HB(g)〉 dg

du

)
s=0

,

(10.3)
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Jspec(f
∗) =

∑
π∈Π(G∗(A))

m0(π)trπ(f∗) + 1G∗(A)(f
∗) (10.4)

+
1

4π

∑
χ∈Π(A×/R×

+F×)

∫
iR

JT0(χv,s, f
∗
v , ψFv)

∏
v′ ̸=v

JG(χv′,s, fv′) ds (10.5)

− 1

4π

∑
χ∈Π(A×/R×

+F×)

∫
iR

r′(w, χs)

r(w, χs)
trIG∗

B (χs, f
∗) ds (10.6)

+
1

4π

∑
χ∈Π(A×/R×

+F×)

χ2=1

trM(w, χ)IG∗

B (χ, f ∗) (10.7)

は等しい。ここで、

JT0(γ, f ∗
v ) := −∆Gv(γ)

∫
T0(Fv)\G(Fv)

f∗
v (g−1

v γgv)
(
HB(gv) + HB(wgv)

) dgv

dtv
,

JG(γ, f ∗
v ) := ∆Gv(γ)Oγv(f

∗
v ), ∆Gv(γ) := | det(1 − Ad(γ)|(g/t0)(Fv))|1/2

Fv

はおもみつきしひよう@重み付き軌道積分であり、c0(·)s=0は括弧内のs = 0でのLaurent展
開の定数項を表す。Π(G∗(A))はG∗(A)の既約ユニタリ表現の同型類の集合であり、m0(π)

は πの L2カスプ形式の空間での重複度である。また IG∗
B (χs)はB(A)の擬指標

χs

((
a b

0 a−1

))
= χ(a)|a|sA

からの (正規化された)放物型誘導表現であり、M(w, χs) : IG∗
B (χs) → IG∗

B (χ−1
−s)は 4.3節

のM(s) (χ = 1A×の場合)と同様に定義される絡作用素である。さらに

r(w, χs) :=
L(s, χ)

L(s + 1, χ)ε(s, χ)

は LanglandsによるM(w, χs)の正規化因子である。最後にその Euler因子を用いて重み
付き指標

JT0(χv,s, f, ψFv) := −tr
(
N(w, χv,s, ψFv)

−1N ′(w, χv,s, ψFv)I
G
B (χv,s, f)

)
N(w, χv,s, ψFv) :=

L(s + 1, χv)ε(s, χv, ψFv)

L(s, χv)
M(w, χv,s)

が定まる。同様に JG(χv,s, f) := trIG
B0

(χv,s, f)と書いた。(·)′は常に (·)の sについての導
函数を表す。

10.2 テスト函数と跡公式の単純化

上のような複雑な跡公式を単純なGの跡公式 (8.2)と比較するために、それらに代入す
るテスト函数 f ∈ H(G(A)), f∗ ∈ H(G∗(A))として非常に特別なものを選ぶ。まずはその
鍵となる Euler-Poincaré函数とその性質を [Kot88]から思い出しておく。
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Euler-Poincaré函数 非アルキメデス素点 v ∈ SDを止め、まずはG∗(Fv) = SL(2, Fv)

を考える。K∗
v = SL(2,Ov)と

K′
v := Ad

((
ϖv 0

0 1

))
K∗

v

はともにG∗(Fv)の超スペシャル極大コンパクト部分群だが、たがいにG∗(Fv)共役ではな
い。それらの交わり

Iv := K∗
v ∩ K′

v =

{(
a b

c d

)
∈ SL(2,Ov)

∣∣∣∣∣ c ∈ pv

}
はG∗(Fv)の岩堀部分群の一つである。G∗(Fv)上の不変測度 dgvを固定したとき、Euler-

Poincaré函数 f∗
EP,vは次で与えられる。

f∗
EP,v(gv) =


measK−1

v gv ∈ K∗
v ∪ K′

v r Ivのとき

(1 − qv)measK−1
v gv ∈ Ivのとき

0 gv /∈ K∗
v ∪ K′

vのとき

一方で Fv 上の唯一の四元数斜体を Dv として G(Fv) = {gv ∈ Dv | νDv(gv) = 1}はコン
パクトである。この場合は fEP,v := meas G(Fv)

−1 (定数函数)と定める。これらの Euler-

Poincaré函数は次のように非常に簡単な軌道積分を持つ。

事実 10.2 ([Kot88]定理2). (i)γ∗ ∈ G∗(Fv)が楕円正則のときにはOγ∗(f∗
EP,v) = meas(G∗

γ∗(Fv))
−1.

楕円正則でも±1でもない γ∗ ∈ G∗(Fv)での軌道積分∫
G∗

γ∗ (Fv)\G∗(Fv)

f∗
EP,v(g

−1
v γ∗gv)

dg

di
, (diはG∗

γ∗(Fv)上の不変測度)

は消えている。
(ii)特に γ ∈ G(Fv), γ∗ ∈ G∗(Fv)が τDv(γ) = trγ∗ ̸= ±2を満たすときには、Oγ(fEP,v) =

Oγ∗(f∗
EP,v)が成り立つ。

中心での値 さらにこの fEP,v, f
∗
EP,vの軌道積分のマッチングが正則でない元でも成り立

つことを確かめておこう。
Fvの不分岐二次拡大 F ′

vを使って

Dv =

{(
x y

σ(y)ϖv σ(x)

) ∣∣∣∣∣ x, y ∈ F ′
v

}
と実現すれば、7節の同型の係数拡大 ηv : GEv

∼→ G∗
Ev
の適当なG∗(F̄v)共役は恒等写像

Dv ⊗Fv F ′
v

∼→ M2(F
′
v)の制限になる。3.2節で止めたG∗上の不変 3次微分形式は

ωG∗(g∗) = −dβ ∧ dγ ∧ dδ

δ
, g∗ =

(
α β

γ δ

)
, δ ̸= 0

30



配
布
禁
止

と書けるから、ωG = η∗ωG∗は上の実現では

ωG(g) = −ϖv
dx̄

x̄
∧ dy ∧ dȳ, g =

(
x y

ȳϖv x̄

)

となる。今の場合は ωG自身が Fv 上定義されているため、7節の µによる調整は必要な
い。測度の計算のためには G̃∗ = GL(2)および G̃v := D×

v 上の不変 4次微分形式

ω
eG∗(g

∗) =
dα ∧ dβ ∧ dγ ∧ dδ

(det g∗)2
, ω

eG(g) = −ϖv
dx ∧ dx̄ ∧ dy ∧ dȳ

xx̄

も上の恒等写像で対応していて、それぞれ

ω
eG∗ =

d(det g∗)

det g∗ ∧ ωG∗ , ω
eG =

dνD(g)

νD(g)
∧ ωG (†)

を満たすことに注意する。ψvを取り替えると、これらから定まるG(Fv), G∗(Fv)上の測
度 |ωG|v, |ωG∗ |vには共通の定数がかかるだけだから、以下の議論では ψvの位数は 0であ
るとしてよい。
さて、ODv をDv の極大コンパクト部分環として、被約ノルムの単数群への制限 νD :

O×
Dv

³ O×
v は全射だから 1 → G(Fv) → O×

Dv
→ O×

v → 1は完全である。よって (†)から

meas G(Fv) =

∫
O×

Dv

|ω
eG|v

(∫
O×

v

|ωGm |v
)−1

=
1

1 − q−1
v

∫
O×

F ′
v

|ϖv|v
|dx ∧ dx̄|v

|xx̄|v

∫
OF ′

v

|dy ∧ dȳ|v

=
ζFv(2)

qv − 1

が従う。これと補題 3.1を併せて

fEP,v(1) =
1

meas G(Fv)
=

qv − 1

ζFv(2)
= −f∗

EP,v(1) (10.8)

が成り立つ。

跡公式の簡略化 これらを使ってテスト函数 f =
⊗

v fv ∈ H(G(A)), f∗ =
⊗

v f∗
v ∈

H(G∗(A))を次のように選ぶ。SDと少なくとも二つの非アルキメデス素点を含む素点の
有限集合 Sを固定する。

(i) 非アルキメデス的な v ∈ Sでは fv = fEP,v, f∗
v = f∗

EP,vとする。

(ii) アルキメデス的なv ∈ Sでは、trγ∗ = τD(γ) ̸= ±2なる任意のγ ∈ G(Fv), γ∗ ∈ G∗(Fv)

に対して
SOγ∗(f

∗
v ) :=

∑
γ

G(Fv)
1 ⊂γ

G∗
v

∗

Oγ1(f
∗
v ) = SOγ(fv)
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を満たし、fv(1), f ∗
v (1) ̸= 0であるものを取る。このようなものの存在は Harish-

Chandraの結果から簡単に証明できる [今野 a]。また [今野 a]の結果からこれらが

fv(1) =

{
−f∗

v (1) G(Fv) ≅ SU(2, R)のとき

f∗
v (1) それ以外のとき

(10.9)

を満たすことがわかる。

(iii) 任意の v /∈ Sでは同型 ηv : G(Fv)
∼→ G∗(Fv)を固定し、それによって fv = f∗

v と同
一視されるものを取る。Skolem-Noetherの定理から fvを止めれば、f∗

v はG∗(Ev)共
役を除いて一意に定まる。さらに非アルキメデス素点 v0, v1 /∈ Sで次が成り立つと
する。

(a) G(Fv0)の既約超カスプ表現 (行列成分がコンパクト台を持つ表現) π0を止め、
fv0 = f∗

v0
をその行列成分とする。

(b) fv1 = f∗
v1
は両側Kv不変な元からなる不分岐Hecke環 HKv(G(Fv))に属する。

(c) 任意の v ̸= v1, /∈ Sで fv(1) ̸= 0.

この f∗に対しては命題 10.1の跡公式は著しく単純化する。まず、G∗
v0
の任意のBorel部

分群B1 = T1U1に対して∫
U1(Fv0 )

f∗
v0

(u1x) du1 = 0, x ∈ G∗(Fv0)

が成り立つ6。特に任意の φv0 ∈ IG∗
B (χv0,s)に対して

IG∗

B (χs, f
∗
v0

)φv0(x) =

∫
G∗(Fv0 )

fv0(x
−1g)φv0(g) dg

=cG∗,v

∫
Kv0

∫
T0(Fv0 )

(∫
U(Fv0 )

fv0(x
−1utk) du

)
φv0(tk)δB(t)−1 dt dk

=cG∗,v

∫
Kv0

∫
T0(Fv0 )

(∫
Ad(x)−1U(Fv0 )

fv0(u1xtk) du1

)
φv0(tk)δB(t)−1 dt dk

=0

であるから、命題の Jspec(f
∗)の (10.5), (10.6), (10.7)は全て消える。同様に

1G∗(A)(f
∗) =

∏
v

cG∗,v

∫
Kv

∫
T0(Fv)

∫
U(Fv)

f∗
v (uvtvkv) duv δB(tv)

−1 dtv dkv = 0

も成り立つ。
次に非アルキメデス的な v ∈ SではJG∗(γ, f ∗

v ) = 0, γ ∈ T0(Fv) (事実 10.2)でそのような
vは少なくとも二カ所あるから、Jgeom(f∗)の (10.2)は消えている。また (10.3)はℜs > 1

6超カスプ表現についてのHarish-Chandraの定理 [BZ76, 定理 3.21]と Jacquet-Langlandsの補題 [同上,
補題 2.33]から従う。
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で絶対収束している括弧内の s = 1の周りでの Laurent展開の定数項として定義されてい
た。v - ∞,∈ Sを止め、そこでの成分が 0であるアデールたちのなす環を Av と書こう。
ℜs > 1での括弧内は

∑
ζ=±1

∑
ξ∈F×/F×2

∫
U(A){±1}\G∗(A)

f∗
(
ζg−1

(
1 ξ

0 1

)
g
)
e〈−2sρB ,HB(g)〉 dg

du

=
∑
ζ=±1

∑
ξ∈F×/F×2

∫
U(Av){±1}\G∗(Av)

f∗,v
(
ζg−1

(
1 ξ

0 1

)
g
)
e〈−2sρB ,HB(g)〉 dg

du

×
∫

U(Fv)\G∗(Fv)

f∗
v

(
ζg−1

v

(
1 ξ

0 1

)
gv

)
e〈−2sρB ,HB(gv)〉 dgv

duv

と書ける。この右辺の二行目は s = 1でも定義されているから (10.3)は

c0

( ∑
ζ=±1

∑
ξ∈F×/F×2

∫
U(Av){±1}\G∗(Av)

f∗,v
(
ζg−1

(
1 ξ

0 1

)
g
)
e〈−2sρB ,HB(g)〉 dg

du

×2

∫
U(Fv){±1}\G∗(Fv)

f∗
v

(
ζg−1

v

(
1 ξ

0 1

)
gv

) dgv

duv

)
s=0

となる。この二行目は ζ( 1 ξ
0 1 )での軌道積分に他ならないから、事実 10.2により消えてい

る。結局、我々のテスト函数に対する跡公式は次のような簡略な形となる。

補題 10.3. f∗ =
⊗

v f∗
v ∈ H(G∗(A))を 31ページの通りとするとき、それに対する跡公

式 (命題 10.1)は次で与えられる。∑
ζ=±1

τ(G∗)f∗(ζ) +
∑

γ
G∗(F )
∗ ∈Γell(G∗(F ))

τ(G∗
γ∗)Oγ∗(f

∗) =
∑

π∗∈Π(G∗(A))

m0(π
∗)trπ∗(f∗)

10.3 SU(2)の玉河数

以上の準備の元で次が証明できる。

定理 10.4. τ(G) = 1である。

証明. f ∈ H(G(A)), f∗ ∈ H(G∗(A))を 31ページの通りとする。9.2節の前安定化の議論
は補題 10.3の式の左辺に対しても成り立つから、∑

ζ=±1

τ(G∗)f∗(ζ)+
∑

γG∗
∗ ∈Γ st

ell(G
∗(F ))

(
SOγ∗(f

∗) +
∏

v

∑
δv∈DG∗

(T ∗/Fv)

〈s, δv〉Oγδv
∗

(f∗
v )

)
=

∑
π∗∈Π(G∗(A))

m0(π
∗)trπ∗(f∗)
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が得られる。ここでもちろん T ∗ := G∗
γ∗と書いている。非アルキメデス的な u ∈ Sに注目

すれば、事実 10.2からこの左辺の括弧内の第二項は∏
v

∑
δv∈DG∗

(T ∗/Fv)

〈s, δv〉Oγδv
∗

(f∗
v )

=
1

meas T (Fu)

( ∑
δu∈DG∗

(T ∗/Fu)

〈s, δu〉
) ∏

v ̸=u

( ∑
δv∈DG∗

(T ∗/Fv)

〈s, δv〉Oγδv
∗

(f∗
v )

)
と書ける。sは非自明指標だったからこれは 0であり、従って上の跡公式は∑

ζ=±1

τ(G∗)f∗(ζ) +
∑

γG∗
∗ ∈Γ st

ell(G
∗(F ))

SOγ∗(f
∗) =

∑
π∗∈Π(G∗(A))

m0(π
∗)trπ∗(f∗)

となる。同様の理由からGの跡公式 (命題 9.3)も現在採用している f に対しては∑
ζ=±1

τ(G)f(ζ) +
∑

γG∈Γ st(G(F ))

SOγ(f) =
∑

π∈Π(G(A))

m(π)trπ(f)

となる。これら二つの跡公式を辺ごとに差し引くと、31ページのf, f ∗の選び方からτD(γ) =

trγ∗ ̸= ±2となるγ ∈ G(F ), γ∗ ∈ G∗(F )に対しては、SOγ(f) = SOγ∗(f
∗), τ(T ) = τ(T ∗)

だから∑
ζ=±1

τ(G)f(ζ)−τ(G∗)f∗(ζ) =
∑

π∈Π(G(A))

m(π)trπ(f)−
∑

π∗∈Π(G∗(A))

m0(π
∗)trπ∗(f∗) (10.10)

が得られる。
さらにv /∈ Sでのfv = f∗

vたちの台を適当に小さく取ることにより、f(−1) = f∗(−1) = 0

であるとしてよい。(10.8), (10.9)から

fv(1) =

{
−f∗

v (1) v ∈ SDのとき

f∗
v (1) それ以外のとき

であるが、SDの濃度は偶数であるから f(1) = f∗(1)が成り立つことに注意する。
v1以外の素点での fv, f

∗
v を固定し、さらにアルキメデス素点での fv, f

∗
v をU(g∞), U(g∗

∞)

の中心の固有函数の有限線型結合に取る。すると f, f ∗はそれぞれあるK, K∗タイプの有
限族 F = (F∞, K), F∗ = (F∗

∞, K∗)に属する。(例えば f∞はK∞の左右の移動作用で F∞

に属するK∞タイプを生成し、ffinは両側K不変になっている。) このとき (10.10)の右
辺は ∑

π=π∞⊗πfin∈Π(G(A))

m(π)tr
(
πF∞
∞ (f∞) ⊗ (πv1

fin)
Kv1 (f v1

fin)
)
trπv1(fv1)

−
∑

π∗=π∗
∞⊗π∗

fin∈Π(G∗(A))

m0(π
∗)tr

(
π∗,F∞
∞ (f∗

∞) ⊗ (π∗,v1

fin )K∗,v1 (f∗,v1

fin )
)
trπ∗

v1
(fv1)
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と書ける。πF∞
∞ (f∞)⊗ (πv1

fin)
Kv1 (f v1

fin), π∗,F∞
∞ (f∗

∞)⊗ (π∗,v1

fin )K∗,v1 (f∗,v1

fin )はいずれも階数有限の
作用素で、これらとm(π),m0(π

∗)が消えない π ∈ Π(G(A)), π∗ ∈ Π∗(G∗(A))は有限個で
あることが知られている。
結局、Kv1 不変ベクトルを持つG(Fv1)の既約ユニタリ表現の有限族 {πi}1≤i≤mがあっ
て (10.10)は (

τ(G) − τ(G∗)
)
f v1(1) · fv1(1) =

m∑
i=1

citrπi(fv1), ci ∈ C (10.11)

と書ける。ここで fv1 の佐武変換 f∨
v1
を考える。すなわち f∨

v1
はKv1 不変ベクトルを持つ

G(Fv1)の既約許容表現の同型類の集合Π(G(Fv))
Kv 上の函数で、f∨

v1
(π) = trπ(fv1)で与え

られる。G(Fv1)の Plancherel公式から (10.11)の左辺は、f∨
v1
の線型汎函数として絶対連

続である。対する右辺はDirac超函数の有限線型結合であるから、Rieszの表現定理に照
らして、このような等式が成り立つのは両辺とも恒等的に 0である場合に限られる。すな
わち τ(G) = τ(G∗)が従う。これと系 6.2を併せて定理を得る。
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索 引
(I(s), Vs) (大域主系列表現), 13

(Iv(s),Vv,s) (一般主系列表現), 15

AG, AG, 6

B = T0U ⊂ SL(2) (上三角Borel部分群),

11

D/F 四元数体, 22

DG := G/Gder (Gの余中心), 8

E(φ(s), g) (Eisenstein級数), 15

E/F , 22

F∞, 3

G(A)1, 6

G∗ = SL(2)F , 22

Gsc (Gderの単連結被覆), 7

Gγ, 24

Gder (Gの導来群), 7

H : T0(A) → R, 11

HB : G(A) → R, 13

HG : G(A) → aG, 6

Jgeom(f), 28

Jspec(f), 29

K(pv) (レベル pvの主合同部分群), 12

Kf (x, y) (R(f)の積分核), 23

L2(G(F )\G(A))[T0,1], 19

Lfin(s, VG) (Artin L函数), 5

SD (Dの分岐素点の集合), 22

T := Gγ1 , 26

T0(A)1, 11

U(gv), 16

X∗(G) (Gの指標群), 5

A, A×, Afin, A1, 3

Av, 33

Γ = ΓF , Γv = ΓFv , 3

Π(G(A)), 24

ℜz,ℑz (実部と虚部), 3

F̄ , F̄v, 3

Ā, 7

Hi(K/L,A), Hi(F,A), 3

δB (B(Fv), B(A)のモヂュラス), 13

η : GE
∼→ G∗

E, 22

γG(F ) (共役類), 24

γG (安定共役類), 25

K =
∏

v Kv ⊂ G(A) (極大コンパクト部
分群), 11

K∞, Kfin, 13

s (H1(F, T (Ā)/T (F̄ ))Dの生成元), 28

H(G(A)) =
⊗

v H(G(Fv)) (Hecke環), 23

HKv(G(Fv)) (不分岐Hecke環), 32

IG∗
B (χs) (大域主系列表現), 29

Ov ⊃ pv = (ϖv), 3

Vs, VF
s , 13

A, 11

DG(T/F ), 25

DG(T/A), 27

F = (F∞, K) (Kタイプの有限族), 13

aG, 6

g∞, 13

gv, 16

Pic(X) (Xの Picard群), 8

P, 14

PF, 13

νD : D× → Gm (被約ノルム), 22

ωG (最大次不変微分形式), 5

φ0
v,s ∈ Vv,s クラス 1ベクトル, 16

ψ =
⊗

v ψv, 3

θφ (Eisenstein擬級数), 14

Γ (G(F )), 24

Γ st(G(F )), 25

Γell(G
∗(F )) (楕円正則共役類の集合), 26

Γ st
ell(G

∗(F )) (楕円正則安定共役類の集合),

26

T̂ (T の双対トーラス), 6

φ̂ (φの Fourier変換), 14

ζF,S(s), ζS
F (s), 17

ζF (s), ζF,fin(s) (Dedekindゼータ函数), 4
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配
布
禁
止

dk =
∏

v dkv (K上の不変測度), 12

fB (f のBに沿っての定数項), 15

m(π) (重複度), 23

m0(π) (カスプ形式の空間での重複度), 29

qv, 3

Eisenstein擬級数, 14

Eisenstein級数, 15

安定共役, 25

岩澤分解, 11

Iv 岩堀部分群, 30

L群 LG = Ĝ oρG
WF , 7

Euler-Poincaré函数
f∗

EP,v, 30

fEP,v, 30

軌道積分
Oγ(f) (大域), 24

SOγ1(f) (安定軌道積分), 28

SOγ1(fv) (局所安定軌道積分), 28

重み付き軌道積分, 29

局所玉河測度
dgv, 6

duv (U(Fv)上の), 11

dxv (Fv上の), 3

dx×
v (F×

v 上の), 5

Shafarevich-Tate群
X1(T/F ), 7

跡族作用素, 24

z拡大G1 ³ G, 7

Selberg跡公式, 24

楕円正則, 26

玉河数
Gmの, 5

τ(G), 6

玉河測度
dg, 6

du (U(A)上の), 11

dx (A上の), 4

dx× (A×上の), 5

Hilbert-Schmidt作用素, 23

Bruhat分解, 11

誘導トーラス, 7

絡作用素
Mv(s), 16

M(s), 15

M(w, χs), 29

正規化因子 r(w, χs), 29

絡作用素
MS(s), 17

重み付き指標, 29
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