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跡公式の安定化 — 楕円正則項

今野 和子 ∗ 今野 拓也 †

2004年 9月 20日

概 要

Arthur跡公式の安定化 (stabilization)は保型形式の整数論的研究の基盤となるも
のである。Langlandsは [Lan83a]で安定化の過程で現れるさまざまな課題を明らかに
し、最後に跡公式の楕円正則項からなる部分の安定化を行った。このノートの目的は
その安定化の議論を解説することである。ただし構成の多くは L群によるTate-中山
双対性の記述を活用したKottwitzのものに従っており [Kot84b], [Kot86]、最後に用
いられる軌道積分の移行の記述は Langlands-Shelstadによっている [LS87]。
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1 準備と記号
Bourbakiに倣ってNで 0以上の整数の集合を表す。群Gの元 γの中心化群をGγと書く。

Gが位相群、または代数群の場合にはG0でその単位元の連結成分を表し、π0(G) = G/G0

でその連結成分のなす離散位相群を表す。またGγ := (Gγ)0と書く。G加群とはGの作用
を備えたアーベル群のこととする。x, g ∈ G(F )に対してAd(g)x := gxg−1と書く。

1.1 Galoisコホモロジー

特に断らない限り F は代数的数体とする。A, A×で F のアデール環およびイデール群
を表し、A×上のイデールノルムを | · |Aで表す。F の素点 vでのF の完備化をFvと書き、
アルキメデス素点でのF の完備化たちの直積環をF∞ =

∏
v|∞ Fv, 有限アデールたちのな

すAの部分環をAf で表す。
Fの代数閉包 F̄を固定してΓ = ΓFで絶対Galois群Gal(F̄ /F )を表す。これは F̄に含まれ
る有限次Galois拡大E/FのGalois群ΓE/F := Gal(E/F )たちの射影極限Γ = lim←−E/F

ΓE/F

として、自然な副有限位相群の構造を備えていた。有限次Galois拡大 E/F のGalois群
ΓE/F上の加群Aに対して、そのGaloisコホモロジー群 Hi(E/F,A) = Hi(ΓE/F , A), (i ∈ N)
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およびTateコホモロジー群 Ĥi(E/F,A) = Ĥi(ΓE/F , A), (i ∈ Z)が考えられる [Ser79, VII,

VIII章]。Γ加群Aに対して、F̄ 内の有限次Galois拡大の塔E ′ ⊃ E ⊃ F でのインフレー
ション射 Hi(E/F,AΓE) → Hi(E′/F,AΓE′ )に関する帰納極限を

Hi(Γ, A) = Hi(F,A) := lim−→
E

Hi(E/F,AΓE)

と書く。Aが Γ作用を備えた非可換群の場合でも Hi(F,A), (i = 0, 1)は定義されていた
が、H1(F,A)は原点付き集合 (pointed set)であって必ずしも群構造を持たないことに注
意する [Ser79, VII章 補遺]。

WF で F̄ /F のWeil群を表す [Tat79]。Galoisコホモロジーと同様にWF 加群AのWeil

コホモロジー群 Hi(WF , A)などが定義できるが、この場合にはWF 上の函数として連続
なコサイクルのコホモロジー類のみを考えることとする。([KS99]などではHi

cont(WF , A)

と書かれている。)

F の素点 vに対しても Fvの代数閉包 F̄vを固定し、Gal(F̄v/Fv)を Γvと書く。代数閉包
の (同型を除いた)一意性 [今野, 補題 6.3]から F 同型 v̄ : F̄ ↪→ F̄vがある。

F̄
v̄−−−→ F̄vx x

F
v−−−→ Fv

特に v̄∗ : Γv ∋ σ 7→ (σ|v̄(F̄ )) ∈ Γは定義可能な準同型であり、これによって Γvは v̄での分
解群 (decomposition group)と同一視される。同様に F̄v/FvのWeil群WFvからWF への連
続準同型で

WF −−−→ Γx xv̄∗

WFv −−−→ Γv

を可換にするものがW 0
F の内部自己同型を除いてただ一つある [Tat79, 1.6.1]。

E/F が F̄ に含まれる有限次Galois拡大として、F の素点 vに対してEv := E ⊗F Fvと
書く。vを割るEの素点 wを固定する。ΓE/F における wの固定化群 (ΓE/F )w (wでの分
解群)は自然に ΓEw/Fv と同一視されていた。F トーラス T に対して

T (Ev) ≅ ind
ΓE/F

ΓEw/Fv
T (Ew) := T (Ew) ⊗Z[ΓEw/Fv ] Z[ΓE/F ]

であるから、Shapiroの補題 (Frobenius相互律の導来函手を取ったもの)により

Hi(E/F, T (Ev)) ≅ Hi(Ew/Fv, T (Ew))

である。さらに Ew/Fv が不分岐で T が Fv のある不分岐拡大上で分裂しているとする
と、T はOv 上の滑らかな群スキームに延びる。特に T (Ow)が考えられるが、このとき
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Hi(ΓEw/Fv , T (Ow)) = 0である1。これらから同型

Hi(E/F, T (AE)) ≅ lim−→
S

(⊕
v∈S

Hi(E/F, T (Ev)) ×
∏
v/∈S

Hi(E/F,
⊕
w|v

T (Ow))
)

≅ lim−→
S

(⊕
v∈S

Hi(Ew/Fv, T (Ew)) ×
∏
v/∈S

Hi(Ew/Fv, T (Ow))
)

≅
⊕

v

Hi(Ew/Fv, T (Ew))

が得られる。さらにインフレーションについての帰納極限を取れば、Ā = lim−→E
AE とし

て同型
Hi(F, T (Ā)) ≅

⊕
v

Hi(Fv, T ) (1.1)

を得る。

1.2 Tate-中山双対性

トーラスのGaloisコホモロジー群を記述するTate-中山双対性を復習しておこう。

1.2.1 局所理論

ここでは F を標数 0の局所体とする。F̄ , Γ = ΓF := Gal(F̄ /F )などを代数体の場合と
同様に定める。F トーラス T の指標群をX∗(T ) := Hom(T, Gm)と書く。これは Γ加群で
ある。X∗(T ) × T ∋ (χ, t) 7→ χ(t) ∈ Gmに対応してカップ積

Hi(F,X∗(T )) × Hk−i(F, T ) −→ Hk(F, Gm), 0 ≤ i ≤ k

が定まる。特に k = 2として、Tate-中山双対性

H1(F,X∗(T )) × H1(F, T ) −→ Br(F )

が知られている。ただし、

Br(F ) := H2(F, Gm) ≅


Q/Z F が非アルキメデス的なとき

Z/2Z F = Rのとき
{0} F = Cのとき

は F のBrauer群である2。ここで T の Langlands双対

T̂ := Hom(X∗(T ), C∗) ≅ (X∗(T ) ⊗Z C)/X∗(T )

1証明は例えば [CF86, VI.1.2, 命題 1]と同じようにできる。
2古典的には Br(F )は F 上の中心的斜体の集合である。D1, D2 ∈ Br(F )に対してD1 ⊗F D2 は再び F

上の中心的単純代数だからMm(D)と書ける。このときD1, D2の Br(F )での積はD1 ∗D2 := Dと定義さ
れる [CF86, Ch. VI]。
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を導入しよう。t̂ := X∗(T ) ⊗ Cと書くと、短完全列 0 → X∗(T ) → t̂
exp→ T̂ → 0のGalois

コホモロジー完全列:

0 −→X∗(T )Γ −→ t̂Γ
exp−→ T̂ Γ

−→H1(F,X∗(T )) −→ H1(Γ, t̂) −→ H1(Γ, T̂ ) −→ . . .
(1.2)

が得られる。

注意 1.1. 有限群 Γの作用付きのアーベル群 V が |Γ|可除 (|Γ|-divisible)、すなわち V ∋
v 7→ |Γ|v ∈ V が全射であるとする。V に値を持つ Γ上の 1コサイクル vに対して、w :=∑

τ∈Γ v(τ)とおけば、v(στ) = v(σ) + σ(v(τ))より

σ(w) =
∑
τ∈Γ

σ(v(τ)) =
∑
τ∈Γ

(v(στ) − v(σ)) =
∑
τ∈Γ

v(στ) − |Γ| · v(σ) = w − |Γ| · v(σ).

従って

v(σ) =
1

|Γ|
(w − σ(w)) =

w

|Γ|
− σ

(
w

|Γ|

)
, ∀σ ∈ Γ

つまり v = ∂(w/|Γ|)ゆえ、H1(Γ, V ) = 0がわかる。実はさらにHi(Γ, V ) = 0, (i ∈ N)も
成り立つ。

この注意から有限次Galois拡大 E/F に対しては H1(ΓE/F , t̂ΓE) = {0}であり、従って
それらの帰納極限であるH1(Γ, t̂)も消えている。これを (1.2)に代入すれば

π0(T̂
Γ) = T̂ Γ/(T̂ Γ)0 = T̂ Γ/exp(̂tΓ) ≅ H1(F,X∗(T ))

が得られる。これを使ってTate-中山双対性を

π0(T̂
Γ) × H1(F, T ) −→ Br(F )

と書く。F が非アルキメデス的ならBr(F ) ≅ Q/Zは有限アーベル群の双対性の像を常に
含むから

〈·, ·〉 : π0(T̂
Γ) × H1(F, T ) −→ Q/Z exp(2πi·)−→ C1 (1.3)

はPontrjagin双対性である。F がアルキメデス的なときにはT はGm,R, Gm,C (およびその
Weilの係数制限), UC/R(1)の直積に同種だから、その一次Galoisコホモロジー群はZ/2Z
の直積の拡大である。よってこの場合にも (1.3) (でQ/Zを 1

2
Z/Zに換えたもの)は完全双

対性である [Kot84b, 2.2, 3.3]。

1.2.2 大域理論

類体論からの復習 F が代数体の状況に戻る。大域的なTate-中山双対性を述べるために
類体論の復習をしておこう。1 → F̄× → Ā× → Ā×/F̄× → 1に付随する長完全列

1 −→ F× −→ A× −→ (Ā×/F̄×)Γ

−→ H1(F, Gm) −→ H1(F, Ā×) −→ H1(F, Ā×/F̄×)

−→ H2(F, Gm) −→ H2(F, Ā×) −→ H2(F, Ā×/F̄×)

−→ H3(F, Gm) −→ H3(F, Ā×) −→ H3(F, Ā×/F̄×) −→ . . .

(1.4)
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を考える。

(i) H1(F, Gm) = {1} (Hilbertの定理 90)から (Ā×/F̄×)Γ ∼= A×/F×である。

(ii) 大域類体論の第二不等式 [CF86, VII. Th. 9.1]からH1(F, Ā×/F̄×) = 0である。

以上から (1.4)の二行目は自明な完全列である。そこで 3行目の完全列

1 −→ Br(F ) −→ H2(F, Ā×) −→ H2(F, Ā×/F̄×) (1.5)

が問題となる。局所理論から同型

invv : H2(Fv, Gm) ∼= H2(Fv, F̄
×
v )

∼−→


Q/Z vが非アルキメデスのとき
1
2
Z/Z vが実のとき

{0} vが複素のとき

があった [Ser79, XIII.3節]。これらの和の制限

inv : H2(F, Ā×) −→
⊕

v

H2(Fv, Gm)
P

v invv−→ Q/Z

は完全列
1 −→ Br(F ) −→ H2(F, Ā×)

inv−→ Q/Z −→ 1

を与えるが (Brauer群のHasse原理)、これは (1.5)と同型になることが知られている。つ
まり

H2(F, Ā×/F̄×)
∼=−→ Q/Z (1.6)

であり、H3(F, Gm) = {1}もわかる [CF86, VII § 11]。

大域的なTate-中山双対性 T を F トーラスとする。

X∗(T ) × T (Ā)/T (F̄ ) ∋ (χ, t · T (F̄ )) 7−→ χ(t) ∈ Ā×/F̄×

から再びカップ積

Hi(F,X∗(T )) × H2−i(F, T (Ā)/T (F̄ )) −→ H2(F, Ā×/F̄×)

が定まる。これに (1.6) を代入して、局所理論と同様の構成から完全双対性 π0(T̂
Γ) ×

H1(F, T (Ā)/T (F̄ )) → Q/Zあるいは

H1(F, T (Ā)/T (F̄ )) ∼→ π0(T̂
Γ)D (1.7)

を得る。大域的な invが invv たちの和であったことから明らかに次の可換図式が成り立
つ。ただし第１行は合成H1(F, T (Ā)) → H1(F, T (Ā)/T (F̄ )) ∼→ π0(T̂

Γ)Dである。

H1(F, T (Ā)) −−−→ π0(T̂
Γ)D

(1.1)

y xQ

v⊕
v H1(Fv, T )

(1.3)−−−→
⊕

v π0(T̂
Γv)D

(1.8)
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最後に以下でよく用いるWeil群コホモロジーについての結果を一つ思い出しておく。
Hi(WF , A)でA係数のWeil群のコホモロジーを表す。定義は通常の群コホモロジーと同
じだが、Weil群の場合にはコチェインが連続であることを要求するものとする。

事実 1.2 ([Lab84]命題 5.5, [Lan79]補題 4). T̂ がWF の連続な作用付きの複素トーラスの
ときH2(WF , T̂ ) = 0.

1.3 簡約群

連結簡約線型代数群 Gに対して、その導来群および随伴群を各々Gder, Gad と書き、
DG := G/Gderとおく。

1.3.1 L群

GのBorel部分群とその極大トーラスの対 (B, T )をBorel対 (Borel pair)と呼ぶ。Borel

対に対して基底付きルートデータ (based root datum) [Spr79, 1節]

RD(B, T ) = (X∗(T ), ∆(B, T ), X∗(T ), ∆∨(B, T ))

が定まる。ここでX∗(T ) = Hom(Gm, T )は T の一変数部分群たちのなす自由アーベル群
で、∆(B, T )はTのBに関する正ルート系内の単純ルートの集合、∆∨(B, T )は∆(B, T )の
各元に対するコルートの集合を表す。(B, T )にさらに∆(B, T )内の各ルートに対するルー
トベクトルの集合を付加した三つ組 (B, T, {Xα}α∈∆(B,T ))をGの分裂 (splitting)と呼ぶ。G

の内部自己同型群 Int(G) = GadはGの分裂全体の集合に忠実かつ推移的に作用している。
特にGの外部自己同型群Out(G) := Aut(G)/Int(G)の各元 θに、分裂 spl = (B, T, {Xα})
を固定する θの元を対応させることで、拡大

1 −→ Int(G) −→ Aut(G) −→ Out(G) −→ 1

の分裂が得られる。これをやはり splで表す。二つの Borel対 (B, T ), (B′, T ′)に対して
Ad(g)(B, T ) = (gBg−1, gTg−1)が (B′, T ′)となる g ∈ Gは基底付きルートデータの同型
Ad(g) : RD(B, T ) ∼→ RD(B′, T ′)を与える。これはそのような gの取り方によらず定ま
り、この同型に関して {RD(B, T )}(B,T )は射影系をなす。そこでGの基底付きルートデー
タをその射影極限

RD(G) = (X∗, ∆, X∗, ∆
∨) := lim←−

(B,T )

RD(B, T )

と定める。定義から同一視Aut(RD(G)) = Out(G)が従う。
さて Gが代数体 F 上の連結簡約群の場合に戻ろう。Gの分裂の集合には Γが作用す
る。この作用で不変な分裂のことを F 分裂と呼び、Gは F 分裂を持つとき F 上準分裂
(quasisplit)であると言われる。以下のデータを固定しておく。
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(i) 準分裂データ。F 上準分裂な連結簡約群G∗と、F̄ 同型ψ : G ∼→F̄ G∗でψ ◦σ(ψ)−1 ∈
G∗

ad(F̄ ), ∀σ ∈ Γを満たすもの (GからG∗への内部ひねり (inner twist))の対 (G∗, ψ).

ここで σ(ψ) := σ ◦ ψ ◦ σ−1, (σ ∈ Γ)と書いた。

(ii) G∗の F 分裂 splG∗ = (B0, T0, {Xα}).

(iii) L群データ LG = Ĝ oρG
WF . ただし、ĜはC上の連結簡約群で、RD(Ĝ)がRD(G)

の双対ルートデータ RD(G)∨ = (X∗, ∆
∨, X∗, ∆)に同型なもの。その分裂 spl

bG =

(B, T , {Xα∨})を固定しておく。また ρG : WF → Aut(Ĝ)は

Γ
G∗ への作用−→ Aut(G∗) −→ Out(G∗) = Aut(RD(G∗))

同一視−→Aut(RD(Ĝ)) = Out(Ĝ)
spl

bG−→ Aut(Ĝ)

とWF → Γの合成である。

1.3.2 単連結被覆

Borel対 (B, T )に対して (Bder := B ∩ Gder, Tder := T ∩ Gder)はGderのBorel対になる。
X∗

der := X∗/X∗(DG), X∗,der := {λ∨ ∈ X∗ | 〈χ, λ∨〉 = 0, ∀χ ∈ X∗(DG)}とおけば

RD(Gder) = (X∗
der, ∆, X∗,der, ∆

∨)

である。さらに X∗,scを単純コルートたちで張られる格子 Z〈∆∨〉 ⊂ X∗,derとし、

X∗
sc := {λ ∈ X∗

der ⊗ Q | 〈λ,X∗,sc〉 ⊂ Z}

と定めれば、(X∗
sc, ∆, X∗,sc, ∆

∨)はルートデータをなす。Chevalleyの定理によりこれを基底
付きルートデータに持つ連結簡約群Gscが同型を除いてただ一つあり、単準同型X∗

der ↪→ X∗
sc

は明らかに [Spr79, 1.7]の意味の同種射RD(Gder) → RD(Gsc)を与える。従って [Spr79,

定理 2.9 (ii)]から中心的同種 Gsc ³ Gderがある。定義から Gscは半単純単連結である。
Int(Gsc) → Int(Gder)は全射なので、Gscの F 形式でこの中心的同種が F 有理的であるも
のが取れる。これをGscで表しGderの単連結被覆と呼ぶ。
さて、X∗

ad := Z〈∆〉, X∗,ad = {λ∨ ∈ Q〈∆∨〉 | 〈χ, λ∨〉 ∈ Z, ∀χ ∈ X∗
ad}と書けば、Gadの

基底付きルートデータは (X∗
ad, ∆, X∗,ad, ∆

∨)で与えられる。これからGscおよびDGの L

群は各々
LGsc = Ĝ/Z(Ĝ) oρG

WF , LDG = Z(Ĝ) oρG
WF (1.9)

である。さらにBorel対 (B, T )に対して Tder = T ∩ GderのGscでの逆像を Tscと書けば、

1 −→ Z(Ĝ) −→ T̂ −→ T̂sc −→ 1

である。定義からX∗(T̂sc)は T のGでのコルート格子 Z〈∆∨(B, T )〉だからX∗(Z(Ĝ)) =

X∗(T )/Z〈∆∨(B, T )〉が従う。よって

X∗(Z(Ĝ)) = X∗(T )/X∗(Tder) ⊕ X∗(Tder)/Z〈∆∨(B, T )〉

である。ここでX∗(T )/X∗(Tder) = X∗(DG)は自由だから次がわかる。

補題 1.3. Gder = Gscであるためには、Z(Ĝ)が連結であることが必要十分。
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1.3.3 簡約群のGaloisコホモロジー

L群を使って 1.2節の結果を以下のように簡約群に拡張できる。一般に非可換F 代数群
Gに対してもGaloisコホモロジー (原点付き)集合H1(F,G)が定義できた。特にH1(F, •)
はF 上の連結簡約群たちを対象としそれらの間の正規準同型 (像が正規部分群である準同
型)を射とする圏から、原点付き集合の圏への函手である。
まず F が標数 0の局所体の場合を考えよう。

(i) F が p進体のとき、Tate-中山双対性 (1.3)は函手の同型 α : H1(F, •) ∼→ π0(Z(•̂)Γ)D

に一意に延びる。

(ii) F = Rのとき、(1.3)は函手の準同型 α : H1(F, •) → π0(Z(•̂)Γ)Dに一意に延び、次
の完全列が成り立つ。

H1(R, (•)sc) −→ H1(R, •) α−→ π0(Z(•̂)Γ)D −→ π0(Z(•̂))D.

次に F を代数体とする。Gの中心をZGと書く。

(i) Tate-中山双対性 (1.7)は函手の準同型 βG : H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ )) → π0(Z(Ĝ)Γ)Dに一
意に延びて、完全列

H1(F,Gad) −→ H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ ))
βG−→ π0(Z(Ĝ)Γ)D

が成り立つ。

(ii) 局所、大域Tate-中山双対性の整合図式 (1.8)は次の図式に拡張される。第１行はや

はり合成H1(F,G(Ā)) → H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ ))
βG→ π0(Z(Ĝ)Γ)Dである。

H1(F,G(Ā)) −−−→ π0(Z(Ĝ)Γ)Dy xQ

v⊕
v H1(Fv, G)

L

v βGv−−−−−→
⊕

v π0(Z(Ĝ)Γv)D

最後に Hasse原理について復習しておこう。ker1(F,G)で制限射の直積 H1(F,G) →∏
v H1(Fv, G)の核を表す (Shafarevich-Tate群の一種)。また一般に Γ加群Aに対しても

keri(F,A) := ker[Hi(Γ, A) →
∏

v

Hi(Γv, A)]

と定める。F トーラス T に対して、keri(F, T )と ker3−i(F,X∗(T ))は互いに双対であるこ
とが知られている [KS99, 補題D.2.C]。1.2.1節と同様に完全列 0 → X∗(T ) → t̂

exp→ T̂ → 0

から 0 = ker1(F, t̃) → ker1(F, T̂ ) → ker2(F,X∗(T )) → ker2(F, t̂) = 0が従うので、特に

ker1(F, T ) ∼−→ ker1(F, T̂ )D (1.10)
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が得られる。一方、Kneser [Kne66], Chernousov [Che89]によりGが半単純単連結な場合
には ker1(F,G)は自明である (Hasse原理)。これを拡張して、Gの導来群が単連結な場合
には

ker1(F,G) ∼−→ ker1(F,DG) (1.11)

が成り立つ [Kot84b, (4.2.2)]。このとき D̂G = Z(Ĝ)だから、(1.10)と併せて ker1(F,G) ∼→
ker1(F,Z(Ĝ))Dが得られる。

2 跡公式の楕円正則部分
GをF 上定義された連結簡約線型代数群とし、AGでGの中心ZG内の極大F 分裂トー

ラスを表す。定義からある r ∈ Nに対して F 同型Gr
m

∼→ AGがあるが、それによる対角
部分群 (R×

+)r ⊂ (F×
∞)rの像をAG ⊂ AG(F∞)と書く。G(F )はG(A)の離散部分群であり、

商空間G(F )AG\G(A)は測度有限である [BHC62]。G(A)上の可測函数 φで

• φ(γag) = φ(g), γ ∈ G(F ), a ∈ AG, g ∈ G(A);

• |φ|2はG(F )AG\G(A)上で可積分

なるものたちのなすHilbert空間をL2(G(F )AG\G(A))と書く。これはG(A)の右正則作用

R(g)φ(x) := φ(xg), g ∈ G(A), φ ∈ L2(G(F )AG\G(A))

によりG(A)のユニタリ表現と見なせる。一方、函数 f : G(A) → Cであって

• G(F∞)成分について滑らかで、ある極大コンパクト部分群K∞ ⊂ G(F∞)に関して
両側K∞有限。

• G(Af )成分の函数として局所定数。

を満たすものたちの空間をH(G(A))と書く。Arthurの跡公式はL2(G(F )AG\G(A))への
f ∈ H(G(A))の作用:

[R(f)φ](x) :=

∫
G(A)

f(y)φ(xy)
dy

da
, φ ∈ L2(G(F )AG\G(A))

のトレース (実際はその代替物)を記述するものである。
γ ∈ G(F )のG(F )での共役類を γG(F )と書く。γが正則半単純 (regular semisimple)と
はGγがトーラスになることだった。そこでこの場合はGγをTγと書くことにする。G(F )

内の正則半単純元の集合を G(F )reg, その中の G(F )共役類の集合を Γ (G(F ))と書く。
γ ∈ G(F )regがGで楕円的 (elliptic)とは Tγ が楕円的、すなわち Tγ/ZGが F 上非等方的
であることだった。G(F )内の楕円的正則半単純元の集合をG(F )ell、その中のG(F )共役
類の集合を Γ (G(F ))ellと書く。Gder ³ G/ZGは同種射だから、極大トーラス T ⊂ Gが楕
円的であるためには Tderが非等方的であることが必要十分である。さらに

0 −→ X∗(DG) −→ X∗(T ) −→ X∗(Tder) −→ 0
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だから、これはX∗(T )F ⊗Z Q = X∗(G)F ⊗Z Qに同値である。ただしX∗(G)F はGの F

有理指標の群を表す。
一般にArthur跡公式の幾何サイドの項たちはG(F )内の半単純共役類に対応するが、中
でも Γ (G(F ))ellでパラメタライズされる部分は次で与えられる。

Tell(f) =
∑

γG(F )∈Γ (G(F ))ell

meas(Tγ(F )AG\Tγ(A))

[Gγ(F ) : Tγ(F )]
Oγ(f).

ここで

Oγ(f) :=

∫
Tγ(A)\G(A)

f(x−1γx)
dx

dt

は f の γ での軌道積分 (orbital integral)である。右辺の各項は γ の共役類 γG(F )および
G(A), AG上の不変測度のみに依存していることに注意する。
以下簡単のため、Gの導来群Gderはその普遍 (単連結)被覆Gscに一致すると仮定する。
これは Steinbergの定理3によりGγ = Tγを意味する。さらに、特に断らない限り F 簡約
群のA有理点の群上の測度として玉河測度を取ることにする。これにより上の式は

Tell(f) =
∑

γG(F )∈Γ (G(F ))ell

τ(Tγ)Oγ(f) (2.1)

と簡略化する。ただし τ(Tγ)は Tγの玉河数である。

補足：玉河測度と玉河数 Gを上の通り F 上定義された連結簡約線型代数群とし、A/F

の非自明指標ψ =
⊗

v ψvを固定する。G上のF 有理的な左不変最高次微分形式 ωを取れ
ば、各素点 vでこれと Fv上の ψv自己双対測度 dxvはG(Fv)上の左不変測度 |ω|vを決め
る。X∗(G) := Hom(G, Gm)をGの指標群とすれば、これはΓ加群ゆえVG := X∗(G)⊗Z C
上のGalois表現 ρGのArtin L函数

Lf (s, ρG) :=
∏
v-∞

Lv(s, ρG), Lv(s, ρG) := det(1 − ρG(Φv)q
−s
v |V IFv

G )−1

が定まる。ここで Φv ∈ Gal(F̄v/Fv)は幾何的 Frobenius元、IFv ⊂ Gal(F̄v/Fv)は惰性群
(inertia group)を表す。このとき有限個を除くほとんど全ての非アルキメデス素点 vで∫

G(Ov)

|ω|v

はある収束 Euler積の v成分に Lv(1, ρG)−1をかけたものになる。特にG(Fv)上の不変測
度を

dgv :=

{
|ω|v vがアルキメデス的なとき,

Lv(1, ρG)|ω|v それ以外のとき.

3「単連結な半単純群の半単純自己同型による固定部分群は連結である。」
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と定めれば、積測度
∏

v dgvはG(A)上の定義可能な不変測度を与える。イデールノルム
の積公式からこれは ωの取り方に依存しない。

AGの次元 rはX∗(G)F := X∗(G)Γの階数に等しく、従って L(s, ρG)は s = 1で r次の
極を持つ。このとき

dg :=
(
lim
s→1

(s − 1)rLf (s, ρG)
)−1 ∏

v

dgv

で定まるG(A)上の左不変測度を玉河測度という [小野 63]。
aG := Hom(X∗(G)F , R)とおけば、標準的な準同型HG : G(A) → aGが

〈χ,HG(g)〉 = |χ(g)|A, ∀χ ∈ X∗(G)F

により定まる。特にHG|AG
: AG

∼→ aGは同型である。AG上の測度 daを、X∗(G)F の双
対格子ΛG := {H ∈ aG | 〈χ,H〉 ∈ Z, ∀χ ∈ X∗(G)F}による商 aG/ΛGの測度が 1となる aG

上の Lebesgue測度のHGによる引き戻しとする。このとき

τ(G) :=

∫
G(F )AG\G(A)

f(g)
dg

da

は有限整数値を取り、Gの玉河数と呼ばれる。次の事実の後半はWeilによって予想さ
れ、まず分裂群の場合に Langlandsが証明し [Lan66]、それを Laiが準分裂な場合に拡張
し [Lai80]、最後に一般の場合をKottwitzが証明した [Kot88]。前半は後半と [小野 63]の
議論から従う。

事実 2.1. τ(G) = |π0(Z(Ĝ)Γ)|/|ker1(F,G)|. 特に Gが半単純単連結ならば τ(G) = 1で
ある。

3 安定超函数と安定化の問題

3.1 安定共役

跡公式の安定化とは、跡公式を安定共役で不変な安定超函数で展開することである。そ
こでまず安定共役の定義を思い出しておこう。この節では F は標数 0の任意の体でよい。

γ, γ′ ∈ G(F )regが安定共役 (stably conjugate)とは g ∈ G(F̄ )があって

• γ′ = g−1γg,

• 特に任意の σ ∈ Γに対してAd(gσ(g)−1)γ = Ad(g)σ(γ′) = γから gσ(g)−1 ∈ Gγ(F̄ )

であるが、さらに gσ(g)−1 ∈ Gγ(F̄ ).

が成り立つことだった [Kot82]。このノートではGderは単連結としているので後者の条件は
常に満たされ、安定共役類は単に G共役類のF 有理点の集合である。しかし、ここではこ
の仮定をはずして一般の場合の安定共役類の記述を復習しよう。Γ st(G(F ))でG(F )reg内
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の安定共役類の集合を表し、γ ∈ G(F )regの安定共役類を γGと書く。もちろん γG(F ) ⊂ γG

だが、一つの安定共役類に含まれるG(F )共役類の構造は次のように記述される。
γ ∈ G(F )regに対してGγを T と書き、

A(T/F ) :=

{
g ∈ G(F̄ )

∣∣∣∣∣ (i) g−1Tgは再び F 上のトーラス
(ii) Ad(g−1) : T ∼→ g−1Tgは F 同型

}

とおく。明らかに γG = {g−1γg | g ∈ A(T/F )}だから、全単射

T (F̄ )\A(T/F )/G(F ) ∋ T (F̄ )gG(F )
∼7−→ (g−1γg)G(F ) ∈ γG/Ad(G(F ))

を得る。次にD(T/F ) := ker[H1(F, T ) → H1(F,G)]とおく。ただし、H1(F,G)は原点付き
集合なので ker[H1(F, T ) → H1(F,G)]はH1(F, T ) → H1(F,G)による原点の逆像を表す。
定義から明らかに

T (F̄ )\A(T/F )/G(F ) ∋ T (F̄ )gG(F )
∼7−→ {gσ(g)−1}σのクラス ∈ D(T/F )

は全単射だから、これらを合成して全単射

D(T/F ) ∋ δ
∼7−→ γδ ∈ γG/Ad(G(F )) (3.1)

が得られる。ここで δ ∈ D(T/F )を代表するコサイクル {gσ(g)−1}σ∈Γ に対して γδ :=

(g−1γg)G(F )と書いた。
さてH1(F,G)は群ではないのでD(T/F ) ⊂ H1(F, T )は部分群とは限らない。そこで次
の構成が必要になる。

補題 3.1. Tsc ³ Tder ↪→ T が誘導する写像D(Tsc/F ) → D(T/F )は全射。

証明. δ ∈ D(T/F )を代表する 1コサイクル {gσ(g)−1}σを取る。G = T · Gderだから gの
T (F̄ )\A(T/F )/G(F )でのクラスの代表元をGder(F̄ )に取れる。そのGsc(F̄ )での逆像の元
g̃を取れば、

(i) Ad(g−1)T が F 有理的なことから、Ad(g̃−1)TscもGscの F 極大トーラス。

(ii) pG(g̃σ(g̃)−1) ∈ Tder(F̄ )より g̃σ(g̃)−1 ∈ T (F̄ ), (∀σ ∈ Γ)。よって Ad(g̃)−1 : Tsc
∼→

Ad(g̃)−1Tscは F 同型。

すなわち g̃ ∈ A(Gsc/Tsc)である。これのD(Tsc/F )での像 αscが αに落ちることは明らか
であろう。

D(T/F )の代用の群として E(T/F ) := im[H1(F, Tsc) → H1(F, T )]を導入する。

系 3.2. (i) E(T/F )はD(T/F )を含む。
(ii) F が非アルキメデス局所体ならば E(T/F ) = D(T/F ).

証明. (i) は上の補題から明らか。F が非アルキメデス的なら Kneser の定理 [Kne65a],

[Kne65b]からH1(F,Gsc)は自明なのでD(Gsc/Tsc)はH1(F, Tsc)に一致し、(ii)も従う。
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3.2 局所安定超函数

この節では F を標数 0の局所体とする。函数 f : G(F ) → Cで

• f は F がアルキメデス的なら滑らかで、非アルキメデス的なら局所定数。

• suppf はコンパクト。

• F がアルキメデス的なときにはG(F )のある極大コンパクト部分群Kで両側有限。

を満たすものたちのなす畳み込み代数をH(G(F ))と書く。F がアルキメデス的の場合を
考えよう。G(F )の Lie環 g(F )の複素化の普遍包絡環を U(g(F )C)とし、G(F )上の高さ
函数 ∥ · ∥を固定する。このときH(G(F ))はセミノルム

νr,X,Y (f) := sup
g∈G(F )

∥g∥r|R(X)L(Y )f(g)|, X, Y ∈ U(g(F )C), r ∈ N

たちの定めるFréchet位相を備える。この位相に関して連続なH(G(F ))上の線型汎函数を
G(F )上の超函数 (distribution)と呼ぶ。F が非アルキメデス的な場合にはG(F )上の超函
数とはH(G(F ))上の線型形式にすぎない。例えば γG(F ) ∈ Γ (G(F ))での軌道積分 (orbital

integral)

Oγ(f) :=

∫
Tγ(F )\G(F )

f(x−1γx)
dx

dt
, f ∈ H(G(F ))

はG(F )上の超函数で、Schwartz-Harish-Chandra空間 C (G(F ))上の連続線型汎函数 (緩
増加超函数)に延びることが知られている。ここで dx, dtはもちろんあらかじめ固定し
た G(F )および Tγ(F )上の不変測度である。さらに定義から明らかに Oγ は G(F )の随
伴作用で不変 Oγ(Ad(g−1)f) = Oγ(f), ∀g ∈ G(F )という意味での不変超函数 (invariant

distribution)である。実は F が非アルキメデス的な場合には {Oγ | γG(F ) ∈ Γ (G(F ))}た
ちは不変超函数の空間の稠密部分空間を張ることが知られている (Kazhdanの稠密性定理
[Kaz86])。

γG ∈ Γ st(G(F ))での安定軌道積分 (stable orbital integral)を

SOγ(f) :=
∑

δ∈D(Tγ/F )

Oγδ(f), f ∈ H(G(F ))

と定める。ただしTγg(F ), (g ∈ A(Tγ/F ))上にはTγ(F )上の不変測度をAd(g)−1 : Tγ(F ) ∼→
Tγg(F )で持っていった測度を取ることにする。上のKazhdanの結果を受けて、不変超函
数の空間における

span{SOγ | γG ∈ Γ st(G(F ))}

の弱位相についての閉包の元をG(F )上の安定超函数 (stable distribution)という。
次に F が p進体で Gが不分岐、すなわち F 上準分裂で F のある不分岐拡大上で分

裂する場合を考える。このとき G(F )の Bruhat-Titsビルディングには超スペシャル点
(hyperspecial point)があり、対応してGのO上の滑らかな群スキームGへの延長が定まる
[Tit79]。K := G(O)はG(F )の超スペシャル極大コンパクト部分群である。eK ∈ H(G(F ))
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でKの特性函数を表す。γ ∈ K ∩ G(F )regに対して有限次拡大E/F で Tγ がE上分裂す
るようなものを取れば、Tγ のGでのルート α ∈ X∗(Tγ)E に対して 1 − α(γ)はEの整数
環OEに属する。さらに 1 − α(γ) ∈ O×

E が Tγの任意のルートに対して成り立つものたち
の集合をKregと書く。

事実 3.3. (a) γ ∈ Kregのとき、Tγは不分岐で Tγ ∩Kは Tγの超スペシャル極大コンパク
ト部分群である。さらに γG ∩ K = Ad(K)γが成り立つ。
(b) γ ∈ G(F )regに対して

Oγ(eK) =

{
1 γ ∈ Kreg,

0 それ以外のとき.

(a)はより一般に γが半単純な場合が [Kot86, § 7]にあり、(b)は (a)から直ちに従う。

3.3 安定化

F が代数的数体の場合に戻ろう。有限個を除く全ての非アルキメデス素点 vではGv :=

G ⊗F Fvは不分岐で、G(Fv)の超スペシャル極大部分群Kvが取れる。定義から

H(G(A)) = lim−→
S

(
H(G(F∞)) ⊗

⊗
v∈S

H(G(Fv)) ⊗
⊗
v/∈S

eKv

)
であるから、G(A)上の超函数とは各素点 vでのG(Fv)上の超函数 Tv たちのテンソル積
T =

⊗
v Tvであって、ほとんど全ての非アルキメデス素点で Tv(eKv) = 1を満たすもの

のことである。例えば γ ∈ G(F )regはほとんど全ての非アルキメデス素点でKv,regに属す
るので、命題 3.3 (b)から γでの軌道積分

Oγ(f) =
∏

v

Oγ(fv), f =
⊗

v

fv ∈ H(G(A))

はG(A)上の超函数である。このようなG(A)上の超函数T =
⊗

v Tvが安定超函数 (stable

distribution) であるとは、各 Tv が安定超函数であることとする。再び命題 3.3 (b)から
γ ∈ G(F )regでの大域安定軌道積分

SOγ(f) =
∏

v

SOγ(fv), f =
⊗

v

fv ∈ H(G(A))

は安定超函数である。
Arthurの不変跡公式の両辺をG(A)およびその内視群たちの上の安定超函数たちで展
開することを跡公式の安定化 (stabilization)と呼ぶ。GL(n), SL(n), UE/F (3)やその内部
形式を除いてそのような展開が存在するかどうかは今のところ知られていない。しかし調
和解析におけるいくつかの基本的な予想を仮定して、その安定化のプロセスを記述する
ことはArthurによって完成されている [Art02], [Art01], [Art03]。以下ではそのうち、幾
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何サイドのしかも楕円的正則共役類でパラメタライズされる部分のみの安定化の過程を
[Lan83a], [Kot86]にそって解説する。
まず (2.1)でγG(F ) ∈ Γ (G(F ))ellについての和をG(F )ell内の安定共役類の集合Γ st(G(F ))ell

についての和にまとめ、γG = γ′Gならば Tγと Tγ′は F 同型で従って τ(Tγ) = τ(Tγ′)であ
ることを使えば次が得られる。

Tell(f) =
∑

γG∈Γ st(G(F ))ell

∑
γ′G(F )∈γG

τ(Tγ′)Oγ′(f)

=
∑

γG∈Γ st(G(F ))ell

τ(Tγ)
∑

γ′G(F )∈γG

Oγ′(f).

ここでKottwitzによる Steinbergの定理の拡張を思い出す4。

事実 3.4 ([Kot82] 定理 4.4). 一般に体 F 上定義された連結簡約群G∗が F 上準分裂でそ
の導来群が単連結ならば、G∗の任意の F 上定義された共役類は F 有理点を持つ。

G内の半単純共役類 (閉部分多様体になる)たちの集合を Cℓss(G)と書く。ψ : G ∼→F̄ G∗

は全単射ψ : Cℓss(G) ∼→ Cℓss(G
∗)を与えるが、ψが内部ひねりであることからこれは F 上

定義されている。さて、Γ st(G(F ))の元はあるC ⊂ Cℓss(G)のF 有理点の集合C(F )であ
る。よってψ(C) ∈ Cℓss(G

∗(F ))はF 上定義されており、したがってψ(C)(F )は空でない
Γ st(G∗(F ))の元である。こうして単射

ψ : Γ st(G(F )) −→ Γ st(G∗(F ))

が得られる。これは ψの取り方によらず、Γ st(G(F ))ell を Γ st(G∗(F ))ell に送る。よって
上は

Tell(f) =
∑

γG∗
∗ ∈Γ st(G∗(F ))ell

τ(T )
∑

γG(F )∈ψ−1(γG∗
∗ )

Oγ(f) (3.2)

となる。ただし T = G∗
γ∗である。

補題 3.5. γ, γ′ ∈ G(F )regがG(Ā)共役ならばそれらはG(F̄ )共役、従って安定共役である。

証明. F̄内の有限次拡大L/Fでその上でTγ, Tγ′が分裂するようなものを取れば、δ ∈ G(L)

で γ′δ ∈ Tγ(L)となるものがある。仮定から F の素点 vで γ, γ′はG(F̄v)共役ゆえ、必要
なら Lを取り替えて、vを割る Lの素点 wで γ′ = γg, (∃g ∈ G(Lw))が成り立つように
できる。γgδ ∈ Tγ(Lw)から gδは Tγ を正規化するから、その Ω(G, Tγ)での像を代表する
ν ∈ Norm(Tγ, G(F̄ ))が取れる。このとき

γ′ = Ad(δ)γgδ = Ad(δ)γν = Ad(δν−1)γ ∈ γG

である。

4G∗ 自身が半単純単連結で準分裂かつ半単純共役類の場合が Steinbergの定理である。
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さて、γG(F ), γ′G(F ) ∈ Γ (G(F ))ellがG(A)共役なら軌道積分Oγ(f)とOγ′(f)は等しい。
(3.2)の内側の和でそのような項をまとめよう。

系 3.6. 写像 (3.1)は全単射 (γG(A) ∩G(F ))/Ad(G(F )) ∼→ ker[D(Tγ/F ) →
⊕

v H1(Fv, Tγ)]

に制限される。

証明. 補題と (3.1)から

(γG(A) ∩ G(F ))/Ad(G(F )) ↪→ γG/Ad(G(F )) ∼−→ D(Tγ/F )

が得られ、この像は明らかにker[D(Tγ/F ) →
⊕

v H1(Fv, Tγ)]に属する。従ってこれの全射
性のみ確かめればよい。γδ ∈ γG, (δ ∈ A(Tγ/F ))が (3.1)でker[D(Tγ/F ) →

⊕
v H1(Fv, Tγ)]

の元に対応するとしよう。仮定から各素点 vで tv ∈ T (F̄v)があって δσ(δ)−1 = t−1
v σ(tv),

σ ∈ Γvである。よって gv := tvδ ∈ G(Fv)で γgv = γδである。一方ほとんど全ての素点 v

で γ, γδ ∈ Kv,regだから、事実 3.3から γδ = γkv , ∃kv ∈ Kvである。ほとんど全ての vで
gv = kvとできるから、g = (gv)v ∈ G(A)で γδ = γg ∈ γG(A) ∩ G(F )である。

一方、可換図式
H1(F, Tγ) −−−→

⊕
v H1(Fv, Tγ)y y

H1(F,G) −−−→
∏

v H1(Fv, G)

から系の全単射の像は

ker[ker1(F, Tγ) →ker1(F,G)]
(1.11)
≅ ker[ker1(F, Tγ) → ker1(F,DG)]

(1.10)
≅ cok[ker1(F,Z(Ĝ)) → ker1(F, T̂γ)]

D

≅ cok[ker1(F,Z(Ĝ)) → ker1(F, T̂ )]D

に一致する。補題 3.5から ψ−1(γ∗)
G(Ā) ∩ G(F ) = ψ−1(γG∗

∗ )だから、結局 (3.2)の内側の
和は ∑

γG(F )⊂ψ−1(γG∗
∗ )

Oγ(f) =
∣∣cok[ker1(F,Z(Ĝ)) → ker1(F, T̂ )]

∣∣ ∑
γ∈ψ−1(γG∗

∗ )
mod Ad(G(A))

Oγ(f)

=
∣∣cok[ker1(F,Z(Ĝ)) → ker1(F, T̂ )]

∣∣ ∑
γ

G(A)
A ⊂ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

γ
G(A)
A ∩G(F )̸=∅

Oγ(f)
(3.3)

となる。この式の問題点はG(Fv)上の超函数たちによるEuler積展開を持たないことであ
り、安定化はこの障害を取り除くことを目的としている。問題の和の条件の 1行目はすで
に局所的なものだから、2行目の条件を書き換えることが課題となる。
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4 Kottwitz障害

4.1 問題設定

γ∗ ∈ G∗(F )regが γA = (γv)v ∈ G(A)のアデール像 (adelic image) (またはアデールノル
ム (adelic norm))であるとは、F の各素点 vでψ(γv)と γ∗がG∗(Fv)共役なことととする。

Ad(gv) ◦ ψ(γv) = γ∗, ∃gv ∈ G∗(Fv).

ここで γ∗はほとんど全ての非アルキメデス素点 vでKv,regに属するから、上でほとんど
全ての gvはK内に取れる。すなわちAd(g) ◦ ψ(γA) = γ∗となる g ∈ G∗(Ā)がある。さら
にG∗(Ā) = T (Ā)G∗

sc(Ā) [Kot84a, (3.3.4)]なので、上の定義は

Ad(g) ◦ ψ(γA) = γ∗, ∃g ∈ G∗
sc(Ā) (4.1)

に同値である。定義から (3.3)の和は、γ∗をアデール像に持つ γA ∈ G(A)で γ
G(A)
A がG(F )

と交わるものを走る。

問題 4.1. γA ∈ G(A)が γ∗ ∈ G∗(F )ellをアデール像に持つとする。γ
G(A)
A ∩G(F ) ̸= ∅とな

るのはどのようなときか。

4.2 主等質空間の復習

問題 4.1のような有理点の存在判定には、Galois群の作用を備えた主等質空間が有効に
なる。ここではその要点をさっと復習しておこう。
群Gが集合Xに作用している、つまり写像G × X ∋ (g, x) 7→ g.x ∈ Xで条件

• g.(h.x) = (gh).x, ∀g, h ∈ G, x ∈ X;

• 1.x = x, ∀x ∈ X

を満たすものが与えられているとする。X上の関係 x ∼G yを y = g.xとなる g ∈ Gが存
在することと定めればこれは同値関係になる。この各同値類をX内のG軌道 (G-orbit)と
いい、X内のG軌道の集合をG\X := X/ ∼Gと書く。

X =
∐

O∈G\X

O

G\X の濃度が 1のとき Gの X への作用は推移的 (transitive)であると言われ、X は G

等質空間 (G-homogeneous space)と呼ばれる。このとき、x ∈ X の固定化群 (stabilizer,

isotropic subgroup)をGx := {g ∈ G | g.x = x} ⊂ Gと定めれば、

G/Gx ∋ g.Gx
∼7−→ g.x ∈ X
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は全単射である。別の y ∈ X を y = h.x, (h ∈ G)と書けばGy = Ad(h)Gxであり、次の
可換図式が成立する。

G/Gx
∼−−−→ X

Ad(h)

y ∥∥∥
G/Gy

∼−−−→ X

更に x ∈ Xに対してGx = {1}となるときGのXへの作用は忠実 (faithful)あるいは単純
(simple)であると言われ、Xは主G等質空間 (principal G-homogeneous space, G-torsor)

と呼ばれる。主G等質空間X, Y の間の射とは写像 ϕ : X → Y であって

ϕ(g.x) = g.ϕ(x), ∀g ∈ G, x ∈ X

なるもののことする。こうして定まる主G等質空間の圏を (G-tors)と書こう。
さらに第二の群 Γが主G等質空間Xに作用する状況を考える。すなわち作用

Γ × G ∋ (σ, g) 7−→ σ(g) ∈ G, Γ × X ∋ (σ, x) 7−→ σ(x) ∈ X

が与えられ、
σ(g.x) = σ(g).σ(x), ∀σ ∈ Γ, g ∈ G, x ∈ X

が成り立つとする。このような Γ作用付きの主G等質空間X,Y の間の射とは、主G等
質空間としての射 ϕ : X → Y で Γ作用と可換なものである。Γ作用付き主G等質空間の
圏を Γ(G-tors)と書く。さて、X ∈ Γ(G-tors)の点 x ∈ Xを止めれば、主G等質空間の定
義から σ ∈ Γに対して σ(x) = g−1

σ .xとなる gσ ∈ Gが唯一つある。{gσ}σ∈Γは

gσσ(gτ ).στ(x) = gσ.σ(gτ .τ(x)) = gσ.σ(x) = x = gστ .στ(x) (4.2)

から gστ = gσσ(gτ ), ∀σ, τ ∈ Γを満たすので、Gに値を持つΓ上の 1コサイクルである。x

を h.x ∈ Xで取り替えれば

σ(h.x) = σ(h).σ(x) = σ(h)g−1
σ .x = σ(h)g−1

σ h−1.hx

となって、{gσ}σ∈Γは {hgσσ(h)−1}σ∈Γになる。よって {gσ}σ∈Γのコホモロジー類 inv(X) ∈
H1(Γ, G)は x ∈ X によらず定義可能である。次の補題はこれらの定義から明らかであ
ろう。

補題 4.2. (a) Γ(G-tors)/同型 ∋ X 7→ inv(X) ∈ H1(Γ, G)は全単射である。
(b) 更にGがアーベル群のとき (従ってH1(Γ, G)も (アーベル)群構造を持つが)、Xが Γ

不動点を持つ: XΓ ̸= ∅ためには inv(X) = 0が必要十分である。

4.3 Gscでの障害 obs1(γA, γ∗)

問題 4.1を解く際には半単純単連結群の 1次のGaloisコホモロジー群に対するHasse原
理が鍵となるので、最初に次の問題を考えることにしよう。
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問題 4.3. γ∗ ∈ G∗(F )regが γA ∈ G(A)のアデール像であるとする。γ
Gsc(A)
A ∩ G(F ) ̸= ∅と

なるのはどのようなときか。

この問題を主等質空間の言葉で記述しよう。仮に γ
Gsc(A)
A ∩G(F )が空でないとしてみる。

Ad(h)γA =: γ ∈ G(F ), ∃h ∈ Gsc(A). (4.3)

G(F )の元は全ての素点で正則半単純ならば正則半単純であるから、γは自動的に正則半
単純でその中心化群 Tγ ⊂ Gは極大トーラスである。ゆえに

Ad(δ) ◦ ψ : Tγ
∼−→F̄ T, ∃δ ∈ G∗

sc(F̄ ). (4.4)

さて F の有限次拡大 L/F で

• ψ : G ∼→ G∗は L同型で、

• gψ(h)−1 ∈ G∗
sc(AL)かつ δ ∈ G∗

sc(L)

を満たすものを取る。(4.1)と (4.3)から

γ∗ = Ad(gψ(h)−1) ◦ ψ(γ) (4.5)

である。特に Lの各素点 vでAd(gvψ(hv)
−1) ◦ ψ : Tγ,v

∼→ Tvが得られるので、(4.4)と併
せて

ωv := Ad(gvψ(hv)
−1δ−1) : Tv

∼−→ Tv ∈ Ω(G∗
v, Tv) = Ω(G∗

sc, Tsc)

が成り立つ。ここで (4.5)は

γ∗ = Ad(gvψ(hv)
−1δ−1) ◦ Ad(δ)ψ(γ) = ωv(Ad(δ)ψ(γ))

を与え、γ∗は (強)正則だから、上の ωv ∈ Ω(G∗
sc, Tsc)は実は vによらない。そこでその

Norm(Tsc, G
∗
sc)での代表元w ∈ G∗

sc(F̄ )を取れば、単準同型η := ψ−1◦Ad(wδ)−1|T : T ↪→ G

であって
η(γ∗) = γ = Ad(h)γA

となるものが得られる。
この考察を受けて

X̃ = X̃(γ∗, γA) :=

(h, η)

∣∣∣∣∣∣∣
(i) h ∈ Gsc(Ā),

(ii) η : T ↪→ G ∈ ψ−1 ◦ Ad(G∗
sc(F̄ ))|T

s.t. η(γ∗) = Ad(h)γA


と定める。γ∗は γAのアデール像であるとしたからこれは空ではなく、Γ作用

σ(h, η) = (σ(h), σ(η) := σ ◦ η ◦ σ−1), σ ∈ Γ

を備えている。
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補題 4.4. γ
Gsc(A)
A ∩ G(F )が空でないためには、X̃Γ ̸= ∅が必要十分である。

証明. 必要性。上の考察の (h, η = ψ−1 ◦ Ad(wδ)−1)が Γ不変なことを見ればよい。仮定
から h ∈ G(A)である。一方、σ ∈ Γに対して

η−1 ◦ σ(η) = Ad(wδ) ◦ (ψ ◦ σ(ψ)−1) ◦ Ad(σ(wδ))−1 ∈ Ω(G∗
sc, T

∗
sc)

が正則な γ∗を保つ

η−1 ◦ σ(η)(γ∗) = η−1 ◦ σ(η(γ∗)) = η−1(σ(γ)) = γ∗

のだから、σ(η) = ηである。逆に (h, η) ∈ X̃Γならば、(η(γ∗) = Ad(h)γA) ∈ G(F̄ )∩G(A) =

G(F )である。

X̃はアーベル群の主等質空間になっていないので次のリダクションを施す。X̃にはGsc(F̄ )

が左から
δ.(h, η) := (δh, Ad(δ) ◦ η), δ ∈ Gsc(F̄ )

と作用する。この作用で X̃を割ったものをX = X(γ∗, γA)とおく。

X := Gsc(F̄ )\X̃ ∼−→

{
Gsc(F̄ ).(h, η0)

∣∣∣∣∣ • h ∈ Gsc(Ā)

• Ad(h)γA = ψ−1(γ∗)

}
.

ここで η0 := ψ−1|T : T ↪→ Gと書いている。

系 4.5. γ
Gsc(A)
A ∩ G(F )が空でないためには、XΓ ̸= ∅が必要十分。

証明. 補題 4.4から、XΓが空でなければ X̃Γも同様なことを見れば十分。Gsc(F̄ ).(h, η) ∈
XΓとすれば、σ ∈ Γに対して

σ(h, η) = δ−1
σ (h, η), ∃δσ ∈ Gsc(F̄ )

が成り立つ。特に第一成分に注目して σ(h) = δ−1
σ h, すなわち δσ = hσ(h)−1であるから、

{δσ}σ は Gsc(F̄ )値 1コサイクルでそのクラスは ker1(F,Gsc)に属する。この群は自明で
あったから (10頁参照)、ある δ1 ∈ Gsc(F̄ )があって δσ = δ−1

1 σ(δ1), (σ ∈ Γ)が成り立つ。
このとき δ1.(h, η) ∈ X̃Γである。

さて、X̃には Tsc(Ā)が右から

(h, η).t := (η(t)−1h, η), t ∈ Tsc(Ā)

と作用し、これはXへのTsc(Ā)作用に落ちる。Gsc(F̄ ).(h, η0), Gsc(F̄ ).(h′, η0) ∈ Xならば、
η0(γ∗) = Ad(h′)γA = Ad(h′h−1)η0(γ∗)から h′h−1 ∈ η0(Tsc(Ā))だから、Xは Tsc(Ā)等質空
間である。さらに (η(t)−1h, η) ∈ Gsc(F̄ ).(h, η)であるためには η(t) ∈ η(Tsc)(F̄ )が必要十
分だから、Xは主 Tsc(Ā)/Tsc(F̄ )等質空間である。X = X(γ∗, γA)のH1(F, Tsc(Ā)/Tsc(F̄ ))

でのクラス inv(X) (補題 4.2 (i)参照)の (1.7)

H1(F, Tsc(Ā)/Tsc(F̄ )) ∼−→ π0(T̂
Γ
sc)

D

による像を obs1(γA, γ∗)と書く。系 4.5と補題 4.2 (ii)から次は明らかである。
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命題 4.6. γAが γ∗ ∈ G∗(F )regをアデール像に持つとき、γ
Gsc(A)
A ∩ G(F )が空でないため

には obs1(γA, γ∗) = 1が必要十分である。

実用上は obs1(γA, γ∗)を次のように具体的に書いておくのが便利である。ψの定義から
任意の σ ∈ Γに対して

ψ ◦ σ(ψ)−1 = Ad(u(σ)), ∃u(σ) ∈ G∗
sc(F̄ )

が成り立つ。{Ad(uσ)}σ∈ΓはG∗
ad(F̄ )値の 1コサイクルだから、1コチェイン {u(σ)}σ∈Γの

コバウンダリは Z∗
sc(F̄ )に属する: ∂u(σ, τ) ∈ Z∗

sc(F̄ ), (σ, τ ∈ Γ). さて γ∗が γAのアデール
像のとき、(4.1)の記号で

v(σ) := gu(σ)σ(g)−1 ∈ G∗
sc(F̄ ), σ ∈ Γ (4.6)

と定める。Ad(v(σ)) = Ad(g) ◦ψ ◦ σ ◦ψ−1 ◦Ad(g)−1 ◦ σ−1は Tscを保つから {v(σ)}σ∈Γは
Tsc(F̄ )値 1コチェインで、∂v = ∂uを満たす。特にそのH1(F, Tsc(Ā)/Tsc(F̄ )) ∼→ π0(T̂

Γ
sc)

D

での像 inv(γ∗, γA)は定義可能である。

補題 4.7. γA ∈ G(A)がγ∗ ∈ G∗(F )regをアデール像に持つとき、obs1(γA, γ∗) = inv(γ∗, γA)−1.

証明. Gsc(F̄ )(h, η0) ∈ X(γ∗, γA)を取る。Ad(g) ◦ ψ(γA) = γ∗ = Ad(ψ(h)) ◦ ψ(γA)から
γg
∗ = ψ(γA) = γ

ψ(h)
∗ ゆえ、t := ψ(h)g−1は Tsc(Ā)に属する。σ ∈ Γに対して

σ(h, η0) = δ−1
σ .(h, η0).tσ, δσ ∈ Gsc(F̄ ), tσ ∈ Tsc(Ā)

と書いたとき、{t−1
σ }σ∈ΓのH1(F, Tsc(Ā)/Tsc(F̄ ))でのクラスが inv(X(γ∗, γA))の定義であっ

た5。この等式の第一成分に注目して、

tσ =η−1
0 (hσ(h)−1δ−1

σ ) = ψ(h)ψ(σ(h))−1ψ(δσ)−1

=ψ(h)
(
ψ ◦ σ(ψ)−1 ◦ σ(ψ(h))

)
ψ(δσ)−1

=ψ(h)u(σ)σ(ψ(h))−1u(σ)−1ψ(δσ)−1

=tgu(σ)σ(g)−1σ(t)−1u(σ)−1ψ(δσ)−1

=tv(σ)σ(t)−1(ψ(δσ)u(σ))−1

を得る。一方で第二成分の等式は

ψ−1 ◦ Ad(u(σ))|T = σ(ψ)−1|T = σ(η0) = ψ−1 ◦ Ad(ψ(δσ))−1|T

と書けるから、ψ(δσ)u(σ) ∈ Tsc(Ā)∩Gsc(F̄ ) = Tsc(F̄ )が従う。これらから補題を得る。

5Tsc(Ā)/Tsc(F̄ )はX(γ∗, γA)に右から作用するので tσ の逆元になる。
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4.4 GscからGへ

完全列 1 → Tsc → T → DG∗ → 1の双対完全列 1 → Z(Ĝ) → T̂ → T̂sc → 1 (1.3節参照)

の Γコホモロジー長完全列

1 −→X∗(Z(Ĝ))Γ −→ X∗(T̂ )Γ −→ X∗(T̂sc)
Γ

−→π0(Z(Ĝ)Γ) −→ π0(T̂
Γ) −→ π0(T̂

Γ
sc)

(†)−→ H1(Γ, Z(Ĝ)) −→ H1(Γ, T̂ ) −→ . . .
(4.7)

を取る。この連結射と Γv ⊂ Γへの制限射たちの直積との合成

π0(T̂
Γ
sc)

(†)−→ H1(Γ, Z(Ĝ)) −→
∏

v

H1(Γv, Z(Ĝ))

の核を K(T )で表す。γ∗ ∈ G∗(F )reg をアデール像に持つ γA ∈ G(A)に対して、K(T ) ⊂
π0(T̂

Γ
sc)への obs1(γA, γ∗) ∈ π0(T̂

Γ
sc)

Dの制限を obs(γA, γ∗)と書き、γAのKottwitz障害と呼
ぶ。この節の目的は、可換図式と実簡約群のGaloisコホモロジーの考察により、命題 4.6

から次の定義を引き出すことである。

定理 4.8. γ∗ ∈ G∗(F )regをアデール像に持つ γA ∈ G(A)のG(A)共役類がG(F )の元を含
むためには obs(γA, γ∗)が消えることが必要十分である。

証明. (4.7)と制限射の可換性

π0(T̂
Γ
sc) −−−→ H1(Γ, Z(Ĝ))y y∏

v π0(T̂
Γv
sc ) −−−→

∏
v H1(Γv, Z(Ĝ))

から
K(T ) = ker

(
π0(T̂

Γ
sc) →

∏
v

π0(T̂
Γv
sc ) →

∏
v

H1(Γv, Z(Ĝ))
)

である。Pontrjagin双対を取れば、各素点 vでの (4.7)の類似の双対

. . . ←− π0(T̂
Γv)D ←− π0(T̂

Γv
sc )D ←− H1(Γv, Z(Ĝ))D ←− . . .

から

K(T )D =π0(T̂
Γ
sc)

D
/

A
(⊕

v

im
(
H1(Γv, Z(Ĝ))D → π0(T̂

Γv
sc )D

))
=π0(T̂

Γ
sc)

D
/

A
(⊕

v

ker
(
π0(T̂

Γv
sc )D → π0(T̂

Γv)D
))

を得る。ただし、T̂ Γ
sc ↪→ T̂ Γv

sc が引き起こす準同型を iv : π0(T̂
Γ
sc) → π0(T̂

Γv
sc )として、

A :
⊕

v

π0(T̂
Γv
sc )D ∋ (κv)v 7−→

∑
v

κv ◦ iv ∈ π0(T̂
Γ
sc)

D
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と書いた。よって obs(γA, γ∗)の消滅は

obs1(γA, γ∗) ∈ A(kerB), B :=
⊕

v

(
Bv : π0(T̂

Γv
sc )D → π0(T̂

Γv)D
)

(4.8)

に同値である。

主張 4.8.1. γ
G(A)
A ∩ G(F ) ̸= ∅であるためには、γ′

A = γh1
A ∈ γ

Gsc(Ā)
A ∩ G(A)で

(i) obs1(γ
′
A, γ∗) = 0;

(ii) {h1σ(h1)
−1}σ∈ΓのH1(F,G(Ā)γA)でのクラスは消えている。

を満たすものがあることが必要十分。

証明. 必要性。γ = Ad(h)γA, (h ∈ G(A))が G(F )に属するとする。18頁と同様に h =

th1, (t ∈ Tγ(Ā), h1 ∈ Gsc(Ā))と書き、γ′
A := Ad(h1)γA ∈ γ

Gsc(Ā)
A とおく。このとき実は

γ′
A = Ad(t)−1γ = γだから obs1(γ

′
A, γ∗) = 0は明らかで、

h1σ(h1)
−1 = t−1hσ(h)−1σ(t) = t−1σ(t), σ ∈ Γ

も分解している。
十分性。条件 (ii)からある t ∈ G(Ā)γA があって、h1σ(h1)

−1 = t−1σ(t), (σ ∈ Γ). よって
h := th1 ∈ G(A)で、条件 (i)から γA = Ad(h)γ′

AのG(A)共役類はG(F )の元を含む。

この主張をさらに言い換えよう。主張の条件 (i)は補題 4.7から

obs1(γA, γ∗) = obs1(γ
′
A, γ∗)

inv(γ∗, γ
′
A)

inv(γ∗, γA)
=

inv(γ∗, γ
′
A)

inv(γ∗, γA)
(i)′

と書くこともできる。一方Ad(g′) ◦ ψ(γ′
A) = γ∗ = Ad(g) ◦ ψ(γ)はAd(gψ(h1)) ◦ ψ(γ′

A)で
あるから、g′ = gψ(h1)と取ってよい。すると

v′(σ) =g′u(σ)σ(g′)−1 = gψ(h1)Ad(u(σ)) ◦ σ(ψ(h1))
−1u(σ)σ(g)−1

=gψ(h1σ(h1)
−1)u(σ)σ(g)−1

=Ad(g) ◦ ψ(h1σ(h1)
−1)v(σ)

だから、(i)′の inv(γ∗, γ
′
A)/inv(γ∗, γA)は {h1σ(h1)

−1}σ∈ΓのH1(F,Gsc(Ā)γA)でのクラスの

ϕ : H1(F,Gsc(Ā)γA)
Ad(g)◦ψ−→ H1(F, Tsc(Ā)) −→ H1(F, Tsc(Ā)/Tsc(F̄ )) ∼−→ π0(T̃

Γ
sc)

D

による像に他ならない。最後にその {h1σ(h1)
−1}σ∈Γのクラスは

C : H1(F,Gsc(Ā)g) −→ H1(F,Gsc(Ā))

の核に属するが、主張の条件 (ii)はそれが

D : H1(F,Gsc(Ā)g) −→ H1(F,G(Ā)g)

の核にも含まれていることに同値である。結局、主張 4.8.1は γ
G(A)
A ∩G(F )が空でないた

めには、obs1(γA, γ∗) ∈ ϕ(kerC ∩ kerD)が必要十分なことを主張している。これと (4.8)

から、定理は次の主張に帰着される。
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主張 4.8.2. A(kerB) = ϕ(kerC ∩ kerD).

まず (1.8)から次の可換図式が得られる。

H1(F,Gsc(Ā)γA)
Ad(g)◦ψ−−−−−→ H1(F, Tsc(Ā)) −−−→ H1(F, Tsc(Ā)/Tsc(F̄ ))

D

y y y
H1(F,G(Ā)γA)

⊕
v π0(T̂

Γv
sc )D A−−−→ π0(T̂

Γ
sc)

D

Ad(g)◦ψ
y B

y
H1(F, T (Ā)) −−−→

⊕
v π0(T̂

Γv)D

(4.9)

第 1行と第 3列の合成が ϕであることと右上のスクエアの可換性から、

ϕ(kerC ∩ kerD) ⊂ϕ(kerD) ⊂ ϕ
(
ker

(
H1(F,Gsc(Ā)γA) →

⊕
v

π0(T̂
Γv)D

))
⊂A(kerB)

は直ちにわかる。
逆向きの包含関係を示そう。γA は γ∗ ∈ G∗(F )reg をアデール像に持つのだから、ほ
とんど全ての v で γv は Kv,reg に属し、従って Gsc,γv は Fv 上の不分岐トーラスである
(命題 3.3)。特に T を分裂させる有限次 Galois拡大 L/F を取れば、そのような v では
H1(Lw/Fv, Gsc,γv(Ow)) = 0が成り立つ。ここでwは vを割る任意のLの素点である。よっ
て 4頁と同様に

H1(F,Gsc(Ā)γA) ≅ H1(L/F,Gsc(AL)γA)

≅ lim−→
S

(⊕
v∈S

H1(Lw/Fv, Gsc(Lw)γv) ×
∏
v/∈S

H1(Lw/Fv, Gsc(Ow)γv)
)

≅
⊕

v

H1(Lw/Fv, Gsc(Lw)γv) ≅
⊕

v

H1(Fv, Gsc,γv)

が得られる。最初と最後の同型は「インフレーション・制限」完全列 [Ser79, VII.6]によ
るものである。これと非アルキメデス素点 vでの Kneserの消滅定理 H1(Fv, Gsc) = {1}
[Kne65a], [Kne65b]から

C :
⊕

v

H1(Fv, Gsc,γv) −→
⊕

v

H1(Fv, Gsc) ≅
⊕
v|∞

H1(Fv, Gsc)

と見なせるから

kerC =
⊕
v|∞

ker
(
H1(Fv, Gsc,γv) → H1(Fv, Gsc)

)
⊕

⊕
v-∞

H1(Fv, Gsc,γv)

⊃
⊕
v-∞

H1(Fv, Gsc,γv)
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である。ここで再び (4.9)から

ϕ : H1(F,Gsc(Ā)γA) → H1(F, Tsc(Ā)) ∼→
⊕

v

H1(Fv, Tsc)
∼→

⊕
v

π0(T̃
Γv
sc )D A→ π0(T̂

Γ
sc)

D

だから

ϕ(kerC ∩ kerD) ⊃ ϕ
(⊕

v-∞

ker
(
H1(Fv, Gsc,γv) → H1(Fv, Gγv)

))
=

⊕
v-∞

ker
(
π0(T̂

Γv
sc )D → π0(T̂

Γv)D
)

=
⊕
v-∞

kerBv

を得る。よって次を示せば十分である。

主張 4.8.3. A(
⊕

v-∞ kerBv) = A(kerB).

kerBf :=
⊕

v-∞ kerBv, kerB∞ :=
⊕

v|∞ kerBvと略記する。kerBは kerB∞と kerBf の
直積だから

kerB
A−−−→ A(kerB)

p∞

y yA(p)

kerB∞
A−−−→ A(kerB)/A(kerBf )

は可換である。主張はA(p) ◦ A = 0に同値だからA ◦ p∞ = 0, すなわち

p∞(kerA ∩ kerB) = kerB∞

を示せばよい。そこで各行が完全系列である可換図式

H1(F, Tsc) −−−→ H1(F, Tsc(Ā)) −−−→ H1(F, Tsc(Ā)/Tsc(F̄ ))

同型

y y同型⊕
v π0(T̂

Γv
sc )D A−−−→ π0(T̂

Γ
sc)

Dy yB

y⊕
v π0(T̂

Γv)D −−−→ π0(T̂
Γ)D

同型

x x同型
H1(F, T ) −−−→ H1(F, T (Ā)) −−−→ H1(F, T (Ā)/T (F̄ ))

を考えよう。右上のスクエアの可換性から kerAはH1(F, Tsc)の
⊕

v π0(T̂
Γv
sc )Dでの像であ

る。さらに左のスクエアの可換性を使って kerA ∩ kerBは ker(H1(F, Tsc) → H1(F, T ))の⊕
v π0(T̂

Γv
sc )Dでの像に等しいことがわかる。次に 1 → Tsc → T → DG → 1のGaloisコ
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ホモロジー完全列のなす可換図式

DG(F )
a−−−→ H1(F, Tsc) −−−→ H1(F, T )y b

y y
DG(F∞) −−−→

⊕
v|∞ H1(Fv, Tsc) −−−→

⊕
v|∞ H1(Fv, T )

(†)
y c

y y⊕
v|∞ H1(Γv, Z(Ĝ))D d−−−→

⊕
v|∞ π0(T̂

Γv
sc )D

L

v|∞ Bv

−−−−−→
⊕

v|∞ π0(T̂
Γv)D

を考える。問題の ker(H1(F, Tsc) → H1(F, T ))の像の p∞による行き先は im(c ◦ b ◦ a)で、
kerB∞ = imdだから、第一列の射の合成が全射なことを示せばよい。
ここでアルキメデス素点 vでのH1(Γv, Z(Ĝ))Dは次のように計算できる。DGに対する

(1.2)からH1(Γv, Z(Ĝ)) ≅ H2(Γv, X
∗(DG∗))である。一方Γv ↪→ ΓC/Rは有限群なのでTate

コホモロジー群のTate・中山双対性

〈·, ·〉 : H2(Γv, X
∗(DG∗)) × Ĥ0(Fv, DG) −→ H2(Fv, Gm) ⊂ Q/Z

があり、標準同型H1(Γv, Z(Ĝ))D = H0(Fv, DG) = DG(Fv)/NF̄v/Fv
DG(F̄v)が従う。特に上

の図式で射 (†)は自然な射影DG(Fv) ³ DG(Fv)/NF̄v/Fv
DG(F̄v), (v|∞)たちの直和である。∏

v|∞ NF̄v/Fv
DG(F̄v) ⊂ DG(F∞)は開部分群でDG(F ) ⊂ DG(F∞)は稠密だから、図式の第

一列の射の合成は全射である。

4.5 G(F )共役からG(A)共役へ

完全列 (4.7)とその局所類似のなす可換図式

−→X∗(T̂ )Γ −→ X∗(T̂sc)
Γ −→ π0(Z(Ĝ)Γ) −→ π0(T̂

Γ)

−→ π0(T̂
Γ
sc) −→ H1(Γ, Z(Ĝ)) −→ H1(Γ, T̂ ) −→

↓ ↓ ↓∏
v π0(T̂

Γv
sc ) −→

∏
v H1(Γv, Z(Ĝ)) −→

∏
v H1(Γv, T̂ ) −→

から完全列

−→X∗(T̂ )Γ −→ X∗(T̂sc)
Γ −→ π0(Z(Ĝ)Γ) −→ π0(T̂

Γ)

−→ K(T ) −→ ker1(F,Z(Ĝ)) −→ ker1(F, T̂ )

が得られる。T は楕円的ゆえX∗(T̂sc)
Γ = 0となることに注意して、この位数を取れば

|π0(Z(Ĝ)Γ)||K(T )||ker1(F, T̂ )|
|π0(T̂ Γ)||ker1(F,Z(Ĝ))|

=
∣∣cok[ker1(F,Z(Ĝ)) → ker1(F, T̂ )]

∣∣
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すなわち、事実 2.1と併せて∣∣cok[ker1(F,Z(Ĝ)) → ker1(F, T̂ )]
∣∣

|K(T )|
=

τ(G)

τ(T )
(4.10)

である。また有限群の指標の直交関係を用いて定理 4.8を書き直すと、

1

|K(T )|
∑

κ∈K(T )

〈obs(γA, γ∗), κ〉 =

{
1 γ

G(A)
A ∩ G(F ) ̸= ∅のとき

0 それ以外
(4.11)

となる。これらから (3.3)は∣∣cok[ker1(F,Z(Ĝ)) → ker1(F, T̂ )]
∣∣ ∑

γ
G(A)
A ⊂ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

γ
G(A)
A ∩G(F ) ̸=∅

Oγ(f)

(4.11)
=

∣∣cok[ker1(F,Z(Ĝ)) → ker1(F, T̂ )]
∣∣

|K(T )|
∑

γ
G(A)
A ⊂ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

∑
κ∈K(T )

〈obs(γA, γ∗), κ〉OγA(f)

(4.10)
=

τ(G)

τ(T )

∑
γ

G(A)
A ⊂ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

∑
κ∈K(T )

〈obs(γA, γ∗), κ〉OγA(f)

と書ける。ここで f =
⊗

v fv, (fv ∈ H(G(Fv))と書けば、ほとんど全ての vで

• Gv = G ⊗F Fvは不分岐。

• γ∗ ∈ Kv,reg.

• fvはKvの特性函数。

が成り立っている。よって事実 3.3から上の γ
G(A)
A についての和は実は有限で、和の順序

の交換が許される。結局、(3.2)全体は

Tell(f) = τ(G)
∑

γG∗
∗ ∈Γ st(G∗(F ))ell

∑
κ∈K(T )

∑
γ

G(A)
A ∈ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

〈obs(γA, γ∗), κ〉OγA(f). (4.12)

となる。

5 内視論
次のステップは (4.12)の右辺の (γ∗, κ)についての和をGの楕円的内視群HとγH ∈ H(F )

についての和で置き換えることである。

28



配
布
禁
止

5.1 内視データとノルム写像

内視群は内視データと呼ばれる四つ組のメンバーの一つである。すなわち (H,H, s, ξ)

がGの内視データ (endoscopic datum)とは、

(i) HはF 上の準分裂な連結簡約群。これに対してもF 分裂 splH = (BH
0 , TH

0 , {Yβ}), L

群データ LH = Ĥ oρH
WF 及び Ĥ の Γ安定な分裂 spl

bH = (BH , TH , {Yβ∨})を止め
ておく。

(ii) 位相群の分裂拡大 1 → Ĥ → H p→ WF → 1で、その切断 c : WF ↪→ Hがある Int(Ĥ)

値 1コサイクル {h̄w}w∈WF
に対して

Ad(c(w))|
bH = Ad(h̄w) ◦ ρH(w), ∀w ∈ WF

を満たすもの。

(iii) s ∈ Ĝは半単純元。

(iv) ξ : H ↪→ LGはWF の拡大の埋め込み (L埋め込み)で条件

(a) ξ(Ĥ) = Ĝs.

(b) Z(Ĝ)値 1コサイクル {a(w)}w∈WF
でそのクラスが

ker1(WF , Z(Ĝ)) := ker[H1(WF , Z(Ĝ)) →
∏

v

H1(WFv , Z(Ĝ))]

に属するものがあって、

Ad(s)ξ(h) = a(p(h))ξ(h), ∀h ∈ H.

を満たすもの。

なることとする。内視データ (H,H, s, ξ)から (H ′,H′, s′, ξ′)への同型とは、g ∈ Ĝで

(i) Ad(g)ξ(H) = ξ′(H′);

(ii) Ad(g)s ∈ s′Z(Ĝ)

を満たすものである。Gの内視データの同型類の集合をE(G)と書く。内視データ (H,H, s, ξ)

が楕円的 (elliptic)とは ξ(Z(Ĥ)Γ)0 ⊂ Z(Ĝ)なることとする。Eell(G)で E(G)内の楕円的な
元のなす部分集合を表す。

補題 5.1. Gの導来群が単連結ならば、その内視群Hの導来群も単連結である。
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証明. Gder = Gscであるためには、X∗(T0,der) = Z〈∆∨(B0, T0)〉が必要十分である。X∗(T0,der)⊗Z

Qは∆∨ = ∆∨(B0, T0)で張られるから、これを双対群の言葉で書けば

X∗(T ) ∩ spanQ∆∨ = Z〈∆∨〉

となる。ただし、∆∨は T のBでの単純ルートの集合と同一視されている (1.3.1節参照)。
さて、必要なら内視データをAd(Ĝ)でひねって s ∈ ξ(TH) = T であるとしてよい。する
と∆∨

s := {α∨ ∈ ∆∨ |α∨(s) = 1}として

X∗(T ) ∩ spanQ∆∨
s = Z〈∆∨

s 〉

である。内視データの定義 (iv) (a)から ξ∗(∆∨
s )は THのBHでの単純ルートの集合∆∨

Hに
等しいから、これは

X∗(TH) ∩ spanQ(∆∨
H) = Z〈∆∨

H〉,

すなわちHder = Hscを意味する。

注意 5.2. 上の証明では Ad(s)が T の各ルートのルート空間を保つことから、X∗(T ) ∩
spanQ∆∨

s = Z〈∆∨
s 〉を引き出している。従ってルート空間を並べ替える自己同型を扱うひ

ねり付き内視論の場合には補題 5.1は成立しない。これによりひねり付き内視論ではGの
「z拡大」の代わりに内視群Hの方の z拡大を扱うことになる [KS99, 2.2]。

系 5.3. Gの導来群が単連結ならば、その内視データ (H,H, s, ξ)においてHは LH に同
型である。

証明. 1 → Ĥ → H p→ WF → 1の分解 c : WF → Hを取り、ρH(w) := Ad(c(w))|
bH とお

く。仮定から各w ∈ WF に対して hw ∈ Ĥがあって

ρH(w) = Ad(hw) ◦ ρH(w)

が成り立つ。ここで {Ad(hw)}w∈WF
は Int(Ĥ)値 1コサイクルだが、{hw}w∈WF

自身は非
自明なコバウンダリ

∂hv,w = hvρH(v)(hw)h−1
vw ∈ Z(Ĥ), v, w ∈ WF

を持ちうる。しかし補題 5.1と補題 1.3からZ(Ĥ)はトーラスだから、H2(WF , Z(Ĥ)) = 0

である (事実 1.2)。よってZ(Ĥ)値 1コチェイン {zw}w∈WF
で ∂hv,w = ∂z−1

v,wとなるものが
ある。言い換えれば {h′

w := hwzw}w∈WF
は Ĥ値 1コサイクルである。そこで

H ∋ h · c(w) 7−→ hh′
w o w ∈ LH

とおけば、これが求める同型を与える。

G∗内のBorel対 (B, T )に対してAd(g) ∈ Int(G∗)でAd(g)(B) = B0, Ad(g)(T ) = T0と
なるものが存在し、さらにその T への制限 ηB,T = Ad(g)|T : T ∼→ T0は (B, T )から一意
に定まる。これを T の擬対角化 (pseudo-diagonalization)という。一方、同一視 T = T̂0,
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TH = T̂H
0 により ξ : TH

∼→ T の双対同型 ξ∗ : T0
∼→ TH

0 が定まる。よって、Borel対
(B, T ) ⊂ G∗, (BH , TH) ⊂ Hに対して同型

AB,BH
: TH

ηBH,TH−→ TH
0

ξ∗−1

−→ T0

η−1
B,T−→ T

が得られる。Gの半単純共役類の集合を Cℓss(G)と書けば、Cℓss(G
∗) ∋ C 7→ C ∩ T ∈

T/Ω(G∗, T )は全単射だから、上は写像

AH/G : Cℓss(H) ∼−→ TH/Ω(H,TH)
AB,BH−→ T/Ω(G∗, T ) ∼−→ Cℓss(G

∗) = Cℓss(G)

を与える。γH ∈ Hはその共役類のAH/Gによる像が正則半単純なとき、G正則といわれ
る。H(F )内のG正則元の集合をH(F )G-reg、その中のH(F )共役類および安定共役類の
集合を各々ΓG(H(F )), Γ st

G (H(F ))と書く。

補題 5.4. Gの導来群は単連結であるとする。HのBorel対 (BH , TH)で THがF 上定義さ
れているものに対して、G∗のBorel対 (B, T )で対応する同型AB,BH

: TH
∼→ T が F 上定

義されているものがA(T/F )共役を除いてただ一つある。

証明. G∗の勝手なBorel対 (B′, T ′)で T ′が F 上定義されているものを取る。対応して得
られる同型を η′ : TH

∼→ T ′と書けば、

σ(η′) : (σ(BH), TH)
σ−1

−→ (BH , TH)
η′

−→ (B′, T ′)
σ−→ (σ(B′), T ′), σ ∈ Γ

(本当はBorel部分群の間の射は存在しないが、データとして書き添えている。)はAσ(B′),σ(BH) :

TH
∼→ T ′ に一致する。wH(σ) ∈ Ω(H,TH), w(σ) ∈ Ω(G∗, T ′)を σ(BH) = wH(σ)(BH),

σ(B′) = w(σ)(B′)なるものとすれば

σ(η′) = w(σ) ◦ η′ ◦ wH(σ)−1 = w(σ)η′(wH(σ)−1) ◦ η′

ゆえ、wσ := w(σ)η′(wH(σ)−1) ∈ Ω(G∗, T ′)として {wσ = σ(η′) ◦ η′−1}σ∈ΓはΩ(G∗, T ′)値
の 1コサイクルである。
さて強G正則な γ ∈ TH(F )を取り、δ := η(γ) ∈ T ′(F̄ )とおけば

σ(δ) = σ(η(γ)) = σ(η)(γ) = σ(η) ◦ η−1(δ) = wσ(δ), σ ∈ Γ.

すなわち δ ∈ T ′(F̄ )の共役類は F 上定義されている。G∗は準分裂でその導来群は単連結
だから、事実 3.4からこの共役類はF 有理点 g−1δg ∈ G(F ), ∃g ∈ G(F̄ )を持つ。このとき

Ad(gσ(g)−1)wσ(δ) = Ad(g)σ(g−1δg) = Ad(g)(g−1δg) = δ, σ ∈ Γ

で δは強正則ゆえ、wσ = Ad(σ(g)g−1), σ ∈ Γを得る。そこで (B, T ) := Ad(g−1)(B′, T ′)

とおけば η := Ad(g−1) ◦ η′ = AB,BH
は

σ(η) = Ad(σ(g)−1) ◦ wσ ◦ η′ = Ad(g−1) ◦ η′ = η, σ ∈ Γ

より F 上定義されている。
次に AB,BH

: TH
∼→ T , AB′,BH

: TH
∼→ T ′が共に F 有理的ならば、定義から AB′,BH

◦
A−1

B,BH
= η−1

B′,T ′ ◦ ηB,T はAd(g)|T , (g ∈ G(F̄ ))と書け、しかも F 同型だから g ∈ A(T/F )

である。
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この F -同型AB,BH
を η = ηB,BH

と書き TH のG∗への許容埋め込み (admissible embed-

ding)という。これによりAH/Gは Γ作用と可換であり、特に

AH/G : Γ st
G (H(F )) −→ Γ st(G∗(F ))

を与える。ψ : G ∼→ G∗と併せて図式

Γ st
G (H(F ))

AH/G∗
−→ Γ st(G∗(F ))

ψ←− Γ st(G(F ))

が得られた。γH ∈ H(F )G-regと γ ∈ G(F )regが ψ(γG) = AH/G∗(γH)を満たすとき、γHは
γの像 (image)であるという。

補題 5.5. (H,H, s, ξ)をGの楕円的内視データとする。γH ∈ H(F )ellならばAH/G(γH
H )も

楕円的である。

証明. TH := HγH
はHの楕円的極大トーラスゆえ 2節から

X∗(T̂H)Γ⊗Q =X∗(TH)F ⊗ Q = X∗(DH)F ⊗ Q = X∗(Z(Ĥ)0)Γ ⊗ Q

=X∗((Z(Ĥ)Γ)0) ⊗ Q

である。ηB,BH
: TH

∼→F T を TH の G∗への許容埋め込みとしてこの両辺に (η∗
B,BH

)−1 :

T̂H
∼→ T̂ を施せば、楕円的内視データの定義から

X∗(T̂ )Γ⊗Q =X∗
(
η∗

B,T ◦ ξ ◦ (η∗
BH ,TH

)−1(Z(Ĥ)Γ)0
)
⊗ Q

=X∗(η
∗
B,T

(
ξ(Z(Ĥ)Γ)0

)
) ⊗ Q

⊂X∗(Z(Ĝ)Γ) ⊗ Q = X∗(Z(Ĝ))Γ ⊗ Q

となってX∗(T )F ⊗Q = X∗(DG)F ⊗Qを得る。すなわち T はGの楕円的極大トーラスで
ある。

これにより (H,H, s, ξ)が楕円的な場合には、上の図式は

Γ st
G (H(F ))ell

AH/G−→ Γ st(G∗(F ))ell
ψ←− Γ st(G(F ))ell

に制限される。

5.2 (H, s, ξ; γH)から (γ∗, κ)へ

以下でこの節では常にGの導来群は単連結であるとする。

• Gの楕円的内視データ (H,H, s, ξ)と、

• γH
H ∈ Γ st

G (H(F ))ell
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を固定する。系 5.3からH = LHであるとしてよい。TH := HγH
の許容埋め込み ηB,BH

:

TH
∼→F T ⊂ G∗を取り、γ∗ := ηB,BH

(γH)とおく。その安定共役類 γG∗
∗ ∈ Γ st(G∗(F ))ellは

γH
H のみで定まる。

補題 5.6. G∗のBorel対 (B, T )でT がF 上定義されているものに対して、WF の拡大とし
ての埋め込み (つまりWF への射影と可換な単準同型) ξT : LT ↪→ LGで ξT |bT = (η∗

B,T )−1 :

T̂ ∼→ T となるものが、WF 上の T̂ 値 1コサイクル倍を除いてただ一つある。

証明. これは系 5.3と同じ議論で証明できる。ηB,T : T ∼→ T0はG∗の内部自己同型の制限
であったから、ωT (σ) := ηB,T ◦ σ(ηB,T )−1, (σ ∈ Γ)は Ω(G∗, T0)に値を持つ 1コサイクル
である。Ω(G∗, T0) = Ω(Ĝ, T )と同一視すれば、

ωT (σ) = (η∗
B,T )−1 ◦ ρT (σ) ◦ η∗

B,T ◦ ρG(σ)−1, σ ∈ Γ

となる。Ω(Ĝ, T )のNorm(T , Ĝ)での完全代表系 {n(ω) |ω ∈ Ω(Ĝ, T )}を止め、WF → Γ

で σに行くwに対して nT (w) := ωT (σ)とおく。これのコバウンダリ

∂nT (v, w) = nT (v)ρG(w)(nT (w))nT (vw)−1

はT 値2コサイクルゆえ、事実1.2から T̂値1コチェイン{t(w)}w∈WF
があって∂nT (v, w) =

t(v)−1ρG(v)(t(w))−1t(vw), (v, w ∈ WF )となるものがある。このとき

ξT : LT ∋ t o w 7−→ (η∗
B,T )−1(t)t(w)nT (w) o w ∈ LG

は求める埋め込みを与える。
次に ξT , ξ′T : LT ↪→ LGが共に補題の条件を満たせば、

Ad(ξT (w))|T = (η∗
B,T )−1 ◦ ρT (w) ◦ η∗

B,T = Ad(ξ′T (w))|T , w ∈ WF

ゆえ、T̂ 値 1コサイクル {t(w)}w∈WF
があって ξ′T (w) = (η∗

B,T )−1(t(w))ξT (w), (w ∈ WF )と
書ける。

この補題の ξTをLTのLGへの許容埋め込みという。さて、上のT , THのL群の許容埋め
込み ξT : LT ↪→ LG, ξTH

: LTH ↪→ LHを取り、sT := ξ−1
T (s) ∈ T̂ とおく。ξTH

(w) = wnhw,

(hw ∈ Ĥ)と内視データの定義の (a)から

Ad(ξ ◦ ξTH
(w))s = Ad(ξ(w)) ◦ Ad(hw)s = Ad(ξ(w))s

である。一方 ξT , ξ ◦ ξTH
◦ η∗

B,BH
は共に LT の許容埋め込みだから、T̂ 値 1コサイクル

{t(w)}w∈WF
があって

ξ ◦ ξTH
(w) = (η∗

B,T )−1(t(w))ξT (w), w ∈ WF
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と書ける。よって、

ρT (w)sT =Ad(w)ξ−1
T (s) = ξ−1

T (Ad(ξT (w))s)

=ξ−1
T

(
Ad

(
(η∗

B,T )−1(t(w))−1
)
◦ Ad

(
ξ ◦ ξTH

(w)
)
s
)

=Ad(t(w))−1 ◦ ξ−1
T (Ad(ξ(w))s)

=ξ−1
T (Ad(ξ(w))s)

(5.1)

が成り立つ。
さて、内視データの定義の (c)によれば Z(Ĝ)値 1コサイクル {a(w)}w∈WF

でそのクラ
スが ker1(WF , Z(Ĝ))に属するものがあって

sξ(w)s−1ξ(w)−1 = a(w), w ∈ WF

が成り立っていた。これを ξ−1
T で引き戻すと、上から

∂sT (w) = sT ρT (w)(sT )−1 = a(w), w ∈ WF

となる。L作用 ρT はWF → Γを経由するので、これは特に aが実は Γ上の 1コサイ
クル {a(σ)}σ∈ΓのWF へのインフレーションであることを意味し、さらにそのクラスは
ker1(F,Z(Ĝ))に属する。つまり κ := sT Z(Ĝ) ∈ T̂ /Z(Ĝ)は

K(T ) = ker
(
π0((T̂ /Z(Ĝ))Γ) −→ H1(Γ, Z(Ĝ)) −→

∏
v

H1(Γv, Z(Ĝ))
)

に属する。ここでTは楕円的なのでX∗(T̂ /Z(Ĝ))Γ⊗Q = X∗(Tsc)⊗Q = 0ゆえ、π0((T̂ /Z(Ĝ))Γ)

と (T̂ /Z(Ĝ))Γは同じものである。

5.3 (γ∗, κ)から (H, s, ξ; γH)へ

今度は逆に

• γG∗
∗ ∈ Γ st(G∗(F ))ellと

• T := G∗
γ∗として κ ∈ K(T )

が与えられているとする。やはり T は楕円的だから κ ∈ π0(T̂
Γ
sc) = (T̂ /Z(Ĝ))Γ は κ =

sT Z(Ĝ), ∃sT ∈ T̂ と書ける。許容埋め込み ξT : LT ↪→ LGを取り、

s := ξT (sT ), Ĥ := Ĝs, H := ĤξT (WF )

とおく。Ĝの Lie環を ĝ, Ĝでの T のルート α∨のルート空間を ĝα∨ ⊂ ĝとして

LieĤ = ĝAd(s) = LieT ⊕
∑

α∨∈R( bG,T )
α∨(s)=1

ĝα∨
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である。これと

Ad(ξT (w))α∨(s) =α∨(
Ad(ξT (w))−1ξT (sT )

)
= α∨(

ξT (ρT (w)−1(sT ))
)

=α∨(
ξT (sT Z(Ĝ))

)
= α∨(s)

からH = Ĥ o ξT (WF )は定義可能である。
ここで

ρ̄H : WF ∋ w 7−→ Ad(ξT (w))|
bH ∈ Aut(Ĥ) −→ Out(Ĥ)

とおく。T を分裂させる有限次Galois拡大 L/F を取れば、WLはルートデータ

(X∗(T ), ∆(B, T ), X∗(T ), ∆∨(B, T ))

に自明に作用する。ρ̄Hは Ĥ ⊂ ĜのルートデータへのWF 作用だからWF /WL = ΓL/F を経
由し、特に Ĥの分裂 spl

bH に対して ρ̄H はそれを保つ ρH : Γ ³ ΓL/F → Aut(Ĥ)に一意に
持ち上がる。そこで LH := Ĥ oρH

WF とおき、これをL群に持つF 上準分裂な連結簡約群
をHと書く。Gの導来群は単連結としていたから、系 5.3と同様に同型 ξ : LH ∼→ H ⊂ LG

がある。

補題 5.7. (H, LH, s, ξ)はGの楕円的内視データである。

証明. 作り方から (H, LH, s, ξ)が内視データの条件 (b)以外を満たすことは明らか。K(T )

の定義から、Z(Ĝ)値 1コサイクル {a(σ)}σ∈Γでそのクラスが ker1(F,Z(Ĝ))に属するもの
があって、

sT ρT (σ)(sT )−1 = a(σ), σ ∈ Γ

である。aのWF へのインフレーションを再び aと書けばそのクラスは ker1(WF , Z(Ĝ))に
属し、上式に ξT を施したものは (5.1)から

sξ(w)s−1ξ(w)−1 = a(w), w ∈ WF

となるから条件 (b)も従う。
さて、2節で見たように T がG∗で楕円的であることは

X∗(T̂ )Γ ⊗ Q = X∗(T )F ⊗ Q = X∗(DG)F ⊗ Q = X∗(Z(Ĝ))Γ ⊗ Q,

すなわちLieT̂ Γ = LieZ(Ĝ)Γに同値である。T̂ ⊃ Z(Ĝ)は明らかだから、これは ξT (T̂ Γ)0 ⊂
Z(Ĝ)といっても同じことである。定義から ξ(LH) = H = ĜsξT (LT )だから、

ξ(Z(Ĥ)Γ)0 ⊂ ξT (T̂ Γ)0 ⊂ Z(Ĝ)

となって (H, LH, s, ξ)は楕円的である。
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次に ξH
T : LT

ξT→ H ξ−1

→ LH は定義可能な許容埋め込みである。特に Ω(Ĥ, TH)値 1コサ
イクル ωH

T があって、WF ∋ w → σ ∈ Γと書くとき

Ad(ξH
T (w))|TH

= ωH
T (σ) o ρH(σ)

が成り立つ。双対同型 (ξH,∗
T )−1 : T ∼→F̄ TH

0 を取れば、これは (ξH,∗
T )−1σ(ξH,∗

T ) = ωH
T (σ)

から
σ((ξH,∗

T )−1(γ∗)) = σ(ξH,∗
T )−1(γ∗) = ωH

T (σ)−1(γ∗), σ ∈ Γ

を意味する。つまり (ξH,∗
T )−1(γ∗)のH共役類は F 上定義されている。補題 5.1からHの

導来群は単連結だから、事実 3.4から (ξH,∗
T )−1(γ∗)のH共役類は F 有理点 γH を持つ。

γH = Ad(h)−1(ξH,∗
T )−1(γ∗) ∈ H(F ).

そこで TH := HγH
= Ad(h)−1TH

0 とおき ηB,BH
:= ξH,∗

T ◦ Ad(h) : TH
∼→ T と定める。定義

から η−1
B,BH

◦ σ(ηB,BH
) ∈ Ω(H,TH), σ ∈ Γかつ

η−1
B,BH

◦ σ(ηB,BH
)(γH) = η−1

B,BH
(σ(γ∗)) = η−1

B,BH
(γ∗) = γH

だから、ηB,BH
: TH

∼→ T ↪→ G∗は TH の許容埋め込みである。ここで Borel対 (BH , TH)

はR(BH , TH) ⊂ η∗
B,BH

(R(B, T ))となるように選んでいる。

5.4 内視データの自己同型

まず 5.2, 5.3節の結果を次のようにまとめておく。

K̃ell(G) := {(γ∗, κ) | γ∗ ∈ G∗(F )ell, κ ∈ K(Tγ∗)}

とおく。(γ∗, κ), (γ′
∗, κ

′) ∈ K̃ell(G)が安定共役とは、γ∗と γ′
∗が安定共役で、Ad(g)−1γ∗ = γ′

∗
となる g ∈ A(G∗/Tγ∗)が引き起こす同型Ad(g)−1 : Tγ∗

∼→F Tγ′
∗ で κが κ′に移ることとす

る。K̃ell(G)内の安定共役類の集合をKell(G)と書く。これを使って (4.12)は

Tell(f) = τ(G)
∑

(γ∗,κ)∈Kell(G)

∑
γ

G(A)
A ∈ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

〈obs(γA, γ∗), κ〉OγA(f). (5.2)

と書ける。次に

Ẽell(G) =

{
(H, s, ξ; γH)

∣∣∣∣∣ (H, LH, s, ξ)はGの楕円的内視データ
γH ∈ H(F )G-reg ∩ H(F )ell

}

とおく。(H, s, ξ; γH), (H ′, s′, ξ′; γH′) ∈ Ẽell(G)が同値とは、
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• (H, LH, s, ξ)と (H ′, LH ′, s′, ξ′)は同型。よってある g ∈ Ĝに対してAd(g)s ∈ s′Z(Ĝ),

Ad(g)ξ(LH) = ξ′(LH ′)が成り立つが、この ξ′−1 ◦ Ad(g) ◦ ξ : LH ∼→ LH ′は Γ同型

ᾱ : RD(H) ∼−→ RD(Ĥ)∨
ξ′−1◦Ad(g)◦ξ−→ RD(Ĥ ′)∨ ∼−→ RD(H ′)

を与える。さらにH, H ′のF 分裂 splH , splH′を止めるごとに、ᾱはF 同型α : H ∼→
H ′で α(splH) = splH′ を満たすものに一意に持ち上がる。一方H の F 分裂の集合
にはHad(F )が忠実かつ推移的に作用しているので、

Isom((H, LH, s, ξ), (H ′, LH ′, s′, ξ′)) ∋ g 7−→ α ◦ Had(F ) ∈ IsomF (H,H ′)/Had(F )

(5.3)

は定義可能な写像である。

• 上の記号で γH′

H′ = α(γH
H ).

なることとする。TH := HγH
とすればA(H/TH)のHad(F̄ )での像はHad(F )を含むから、

γH のHad(F )軌道は γH
H に含まれ、従って α(γH

H )は α ◦ Had(F )の代表元の取り方によら
ず定義可能なことに注意する。Ẽell(G)内の同値類の集合をEell(G)と書こう。5.2, 5.3節
の構成はこれらを用いて次のようにまとめられる。

命題 5.8. Kell(G)とEell(G)の間の全単射で

• γG∗
∗ = AH/G∗(γH

H );

• κ = ξ−1
T (s)Z(Ĝ)

を満たすものがある。

(H, s, ξ; γH) ∈ Ẽell(G)の同値類を [(H, s, ξ; γH)]と書く。命題 5.8により (5.2)は

Tell(f) = τ(G)
∑

[(H,s,ξ;γH)]∈Eell(G)

∑
γ

G(A)
A ∈ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

〈obs(γA, γ∗), κ〉OγA(f). (5.4)

となる。
OutF (H) := AutF (H)/Had(F )と書こう。(5.3)で (H ′, LH ′, s′, ξ′) = (H, LH, s, ξ)の場合
を考えれば、

Aut(H, LH, s, ξ) −→ OutF (H)

が得られる。この像をOut(H, s, ξ)と書き、

ι(G,H) :=
τ(G)

τ(H)|Out(H, s, ξ)|

と定める。
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補題 5.9. 上の記号でAut(H, LH, s, ξ) ∋ g 7→ α(γH
H ) ∈ Γ st

G (H(F ))ellは全単射

Out(H, s, ξ) ∼−→ {γ′
H

H ∈ Γ st
G (H(F ))ell |, (H, s, ξ, γ′

H) ∈ [(H, s, ξ; γH)]}

を与える。

証明. 定義から明らかに

Out(H, s, ξ) ∋ α ◦ Had(F )

7−→α(γH
H ) ∈ {γ′

H
H ∈ Γ st

G (H(F ))ell |, (H, s, ξ, γ′
H) ∈ [(H, s, ξ; γH)]}

は全射である。単射性、すなわち α ◦ Had(F ) ∈ Out(H, s, ξ)が α(γH) ∈ γH
H を満たせば

α ∈ Had(F )であることを示そう。仮定からある h ∈ H(F̄ )に対してα(γH) = h−1γHh、す
なわち α0 := Ad(h) ◦ αは

α0(γH) = γH , α0(TH := HγH
) = TH

を満たす。必要なら gを gξ(Ĥ)の元で取り替えて g ∈ Norm(T , Ĝ)としてよい。αの定義
から α0 ◦ Hadは ξ−1 ◦ Ad(g) ◦ ξ ∈ Aut(Ĥ)の双対だから、

α0 ◦ Ω(H,TH) = [ξ−1
TH

◦ ξ−1 ◦ Ad(g) ◦ ξ ◦ ξTH
の双対]

である。さらに許容埋め込みηB,BH
: TH

∼→F T ⊂ G∗を取れば、ξT ◦η∗
B,BH

−1|
bTH

= ξ◦ξTH
|

bTH

ゆえこれは

ηB,BH
◦ (α0) ◦ η−1

B,BH
= [ξ−1

T ◦ Ad(g) ◦ ξT の双対] ◦ ηB,BH
(Ω(H,TH))

を意味する。ところが右辺はΩ(G∗, T )に属し、しかも正則元γ∗ := ηB,BH
(γH)を動かさない

のだから、結局α0|TH
= idTH

がわかる。特にα0は (BH , TH)のルートデータに自明に作用す
るから内部自己同型であり、従ってαも同様である: α ∈ Had(F̄ )∩AutF (H) = Had(F ).

この補題から (5.4)は

Tell(f) =τ(G)
∑

(H,LH,s,ξ)∈Eell(G)

1

|Out(H, s, ξ)|∑
γH

H∈Γst
G(H(F ))ell

∑
γ

G(A)
A ∈ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

〈obs(γA, γ∗), κ〉OγA(f)

=
∑

(H,LH,s,ξ)∈Eell(G)

ι(G,H)τ(H)

∑
γH

H∈Γst
G(H(F ))ell

∑
γ

G(A)
A ∈ψ−1(γ∗)G(Ā)∩G(A)

〈obs(γA, γ∗), κ〉OγA(f)

(5.5)

となる。安定化はこの右辺の 2行目をH(A)上の安定超函数で展開することで完成する。
この最後のステップは次節で解説する軌道積分の移行によって保証される。
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6 大域軌道積分の移行

6.1 局所内視論と軌道積分の移行

大域的な軌道積分の移行を論じる前にそれを与える局所理論を概観しておこう。

局所内視データ 標数 0の局所体F 上の簡約群Gの内視データは代数体上の場合 (5.1節)

と同様に定義される。ただし局所体上では (iv)の条件 (b)の 1コサイクル aは 1コバウン
ダリとする。その他、内視データの同型や楕円性も大域的な場合と同様に定義する。

F が代数体の場合に戻って、Gの内視データ (H,H, s, ξ)が与えられているとする。F

の各素点 vで

(i) Hv := H ⊗F Fv (係数拡大)

(ii) 切断 c : WF ↪→ HとWFv → WF を合成して得られる拡大

1 −−−→ Ĥ −−−→ Hv −−−→ WFv −−−→ 1∥∥∥ y y
1 −−−→ Ĥ −−−→ H −−−→ WF −−−→ 1

(iii) s ∈ Ĝ

(iv) 次の図式で定まる ξv : Hv ↪→ LGv = Ĝ o WFv

Hv
ξv−−−→ LGvy y

H ξ−−−→ LG

として、Gvの内視データ (Hv,Hv, s, ξv)が得られる。大域的な場合と同様に

Γ st(G(Fv))
ψ−→ Γ st(G∗(Fv))

AHv/G∗
v←− Γ st

Gv
(H(Fv))

が得られ、AHv/G∗
v
(γHv

Hv
) = ψ(γGv

v )となるとき、γHv ∈ H(Fv)Gv-regは γv ∈ G(Fv)regの像
(image)であるという。γH ∈ H(F )G-regが γA = (γv)v ∈ G(A)のアデール像 (adelic image)

とは、Fの全ての素点vでγHがγvの像であることとする。(H,H, s, ξ) = (G∗, LG∗, 1, idLG)

の場合にはこの定義は 4.1節のものと一致している。

移行因子 γH , γ̄H ∈ H(Fv)G-regがおのおのγv, γ̄ ∈ G(Fv)regの像であるとする。TH = HγH
,

T̄H = Hγ̄H
の許容埋め込み ηB,BH

: TH
∼→F T , ηB̄,B̄H

: T̄H
∼→F T̄ および、TH , T̄H , T , T̄ の

aデータ、χデータと呼ばれる補助データを固定して、Langlands-Shelstadは 5つの函数

∆I(γH , γv), ∆II(γH , γv), ∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄), ∆2(γH , γv), ∆IV (γH , γv)

39



配
布
禁
止

を定義し、それらとあらかじめ固定した定数∆v(γ̄H , γ̄) ∈ C×を用いて局所移行因子 (local

transfer factor)を

∆v(γH , γv) := ∆v(γ̄H , γ̄)∆v(γH , γv; γ̄H , γ̄),

∆v(γH , γv; γ̄H , γ̄) :=
∆I(γH , γv)∆II(γH , γv)∆2(γH , γv)∆IV (γH , γv)

∆I(γ̄H , γ̄)∆II(γ̄H , γ̄)∆2(γ̄H , γ̄)∆IV (γ̄H , γ̄)
∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄)

と定めた [LS87]。γvが γHを像に持たないときには∆v(γH , γv) := 0と定めれば、∆vは定
義可能な Γ st

G (H(Fv)) × Γ (G(Fv))上の函数で [LS87, 補題 4.1.C]、定数倍を除いて ηB,BH
,

ηB̄,B̄H
, aデータや χデータ、さらにG∗, H の F 分裂という∆I ,. . . , ∆IV の定義に用いら

れた補助データの取り方によらない [LS87, 定理 3.7A]。さらにG自身が準分裂なときに
は函数∆1(γH , γv)があって上の∆1は

∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄) =
∆1(γH , γv)

∆1(γ̄H , γ̄)

と分解する (6.2節を参照)。特に

∆v(γH , γv; γ̄H , γ̄) =
∆0(γH , γv)

∆0(γ̄H , γ̄)

∆0(γH , γv) := ∆I(γH , γv)∆II(γH , γv)∆1(γH , γv)∆2(γH , γv)∆IV (γH , γv)

と書ける [LS87, (3.7)]。

軌道積分の移行予想 G(Fv)のHecke環H(G(Fv))を思い出す (3.2節)。fv ∈ H(G(Fv))と
fH

v ∈ H(H(Fv))の軌道積分が合致する (have matching orbital integral)とは∑
γ

G(Fv)
v ∈Γ (G(Fv))

∆v(γH , γv)Oγv(fv) = SOγH
(fH

v ) (6.1)

が任意の γH ∈ H(Fv)G-regに対して成り立つこととする。跡公式の安定化のためには次の
二つの予想を仮定する必要がある。

予想 6.1 (軌道積分の移行の存在). 任意の fv ∈ H(G(Fv))に対して、それと軌道積分が合
致する fH

v ∈ H(H(Fv))がある。

予想 6.2 (基本補題). G, Hとも Fv上不分岐だとする。特にGは Fv上準分裂ゆえ、上述
の∆0(γH , γv)および、G(Fv), H(Fv)の超スペシャル極大コンパクト部分群Kv, KH

v があ
る。G(Fv)の閉部分群K上の不変測度をKv ∩ Kの測度が 1となるものとすれば、Kvの
特性函数 1Kv はH(G(Fv))内の両側Kv不変な元たちのなす部分環HKv(G(Fv))の単位元
である。H(Fv)に対しても同様の記号を用いるとき、1Kv と 1KH

v
の軌道積分は合致する。

注意 6.3. 予想 6.1では非正則半単純元の周りでの (6.1)の両辺の挙動が一致することを示
すことが問題である。従って軌道積分の特異挙動が記述されている Fvがアルキメデス的
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な場合 ([HC75, 定理 9.1])などにはすでに予想は解決している [She82, §3]。実 Lie群や有
限体上の簡約群の経験から、不変超函数の特異挙動はGrothendieck-Springer多様体への
Galois群の作用で統制されていると考えられる。従って、Galois群の作用が単一の鏡映か
らなる実 Lie群の場合に比べて p進体の場合ははるかに複雑であり、予想が直接的に解決
されているのは SL(2) [LL79], SU(3) [Lan83b], [LS89], [Hal92] GSp(2) [Hal89]の場合の
みである。
しかし、Waldspurgerにより予想 6.2の Lie環に対する類似から予想 6.1が従うことが
示され [Wal91]、特にH = G∗の場合やG = SL(n)の場合には予想 6.1が証明された。も
ちろん予想 6.2も難しい問題だが、最近B.C. NgoとG. LaumonがHitchinファイブレー
ションを用いてユニタリ群の場合の予想の Lie環での類似を解決した。彼らの議論により
一般にも、困難な SpringerファイバへのGalois作用の記述が回避できることが期待され
ている。(基本補題についても書き加えるべきか。)

6.2 移行因子の積公式

(H, LH, s, ξ)をGの内視データとし、γH , γ̄H ∈ H(F )G-regがおのおの γA, γ̄A ∈ G(A)reg

の像であるとする。TH = HγH
, T̄H = Hγ̄H

, ηB,BH
: TH

∼→F T , ηB̄,B̄H
: T̄H

∼→F T̄ を上の
通りとし、γ∗ := ηB,BH

(γH) ∈ T (F ), γ̄∗ := ηB̄,B̄H
(γ̄H)とおく。[LS87]に倣って 4.3節の

inv(γ∗, γA)を inv(γH , γA)と書こう。
局所移行因子の中の∆1の定義を思い出そう。仮定から

Ad(gv) ◦ ψ(γv) = γ∗, Ad(ḡv) ◦ ψ(γ̄v) = γ̄∗

となる g = (gv)v, ḡ = (ḡv) ∈ Gsc(Ā)がある。大域的な場合 (4.3節)と同様、Tsc(F̄v)および
T̄sc(F̄v)にそれぞれ値を持つ 1コチェイン

v(σ) = gvu(σ)σ(gv)
−1, v̄(σ) = ḡvu(σ)σ(ḡv)

−1, σ ∈ Γv

が定まり、それらのコバウンダリ ∂v = ∂u = ∂v̄ は ZGsc(F̄v) に値を持つ。特に T =

T(T, T̄ ) := Tsc ×ZGsc
T̄scとして、(v−1, v̄)は定義可能なT(F̄v)値の 1コサイクルになる。そ

のH1(Fv, T)でのクラスを
inv

(γH , γv

γ̄H , γ̄v

)
と書く。他方で Ĝの単連結被覆を (Ĝ)scなどと書けば T̂ = (T̂ )sc × (̂̄T )sc/Z((Ĝ)sc)である
ことが示せる。そこで (Ĝ)sc ³ Ĝ/Z(Ĝ)での sZ(Ĝ)の勝手な逆像 s̃を止めて、5.2節のよ
うに s̃T := ξ−1

Tad
(s̃) ∈ (T̂ )sc, s̃T̄ := ξ−1

T̄ad
(s̃) ∈ (̂̄T )scとおけば、

sT := [(s̃T , s̃T̄ ) の π0(T̂Γv)での像]

は定義可能である。これらのもとで∆1因子は

∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄v) :=
〈
sT, inv

(γH , γv

γ̄H , γ̄v

)〉
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と定義されていた [LS87, (3.4)]。
特にGv = G∗

vの場合には、v(σ) = gσ(g)−1自身が 1コサイクルなのでそのH1(Fv, Tsc)

でのクラスを inv(γH , γv)として、inv(γH ,γv

γ̄H ,γ̄v
)は

H1(Fv, Tsc) × H1(Fv, T̄sc) −→ H1(Fv, T)

による (inv(γH , γv)
−1, inv(γ̄H , γ̄v))の像に他ならない。5.2節で構成した sT := ξ−1

T (s) ∈ T̂

の π0(T̂
Γ
sc) = π0((T̂ /Z(Ĝ))Γ)での像を sTscと書けば、Tate-中山双対性の函手性から

∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄v) =
∆1(γH , γv)

∆1(γ̄H , γ̄v)
, ∆1(γH , γv) := 〈sTsc , inv(γH , γv)〉−1 (6.2)

である。

補題 6.4. ほとんど全ての有限素点で∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄v) = 1.

証明. Gv は不分岐としてよいから、ψに G(F̄v)共役な Fv 同型 ψv : Gv
∼→ G∗

v で G(Fv)

の超スペシャル極大コンパクト部分群KvをG∗(Fv)のそれに送るものがある。inv(γH ,γv

γ̄H ,γ̄v
)

は Ad(gv) ◦ ψによるが ψ自体にはよらないので、ψを ψv で置き換えてよい。すなわち
∆1 は (6.2)で与えられるとしてよい。さらに γ∗, γ̄∗ ∈ K∗

v,reg, γv, γ̄v ∈ Kv としてよいの
で、命題 3.3 (正確には [Kot84a, (3.3.4)])から gv, ḡv ∈ Kv,scとできる。よって inv(γH , γv),

inv(γ̄H , γ̄v)とも自明だから、∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄v) = 1である。

さて、移行因子の積公式を得るため次の条件を要求する。

(i) γ̄H は γ̄ ∈ G(F )の像であるとする。

(ii) 局所移行因子の定義で用いた定数の族 {∆v(γ̄H , γ̄)}vを

(a) 有限個を除く全ての vで∆v(γ̄H , γ̄) = 1かつ

(b)
∏

v ∆v(γ̄H , γ̄) = 1

を満たすように選ぶ。

(iii) T, T̄ , TH , T̄HのF 上のトーラスとしての aデータ、χデータを選び、それらから定ま
る Fv上の a, χデータを用いて局所移行因子の各因子を定義する。

事実 6.5 ([LS87] 定理 6.4.A). 上の条件の下で次が成り立つ。
(a)ほとんど全ての素点 vで∆v(γH , γv) = 1.

(b)
∏

v ∆I(γ̄H , γv) =
∏

v ∆II(γ̄H , γv) =
∏

v ∆2(γ̄H , γv) =
∏

v ∆IV (γ̄H , γv) = 1. ¤

系 6.6. 上の条件の下で
∏

v ∆v(γH , γv) = 〈obs(γA, γ∗), κ〉. ただし κ ∈ K(T/F )は 5.2節の
通り。
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証明. 事実 6.5から∏
v

∆v(γH , γv) =
∏

v

∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄v) =
〈
sT, inv

(γH , γA

γ̄H , γ̄

)〉
である。ここで inv(γH ,γA

γ̄H ,γ̄
)は合成

⊕
v H1(Fv, T) → H1(F, T(Ā)) → H1(F, T(Ā)/T(F̄ ))

による (inv(γH ,γv

γ̄H ,γ̄
))v の像を表し、右の等式は (1.8)から従う。一方、定義から明らかに

(inv(γH , γA)−1, inv(γ̄H , γ̄))の

H1(F, Tsc(Ā)/Tsc(F̄ )) × H1(F, T̄sc(Ā)/T̄sc(F̄ )) −→ H1(F, T(Ā)/T(F̄ ))

による像は inv(γH ,γA
γ̄H ,γ̄

)であるから、〈
sT, inv

(γH , γA

γ̄H , γ̄

)〉
=

〈sT̄sc
, inv(γ̄H , γ̄)〉

〈sTsc , inv(γH , γA)〉

を得る。補題 4.7と 5.2節のκの定義から、この右辺は 〈κ, inv(γH , γA)〉−1 = 〈κ, obs(γA, γ∗)〉
に等しい。

6.3 安定化の完成

f =
⊗

v fv ∈ H(G(A)), (fv ∈ H(G(Fv)))に対して、系 6.6から (5.5)の右辺の 2行目の
内側の和は∑
γ

G(A)
A ∈AG/H(γH)G(Ā)∩G(A)

〈obs(γA, γ∗), κ〉OγA(f) =
∑

γ
G(A)
A ∈AG/H(γH)G(Ā)∩G(A)

∏
v

∆v(γH , γv)Oγv(f)

=
∏

v

∑
γ

G(Fv)
v ∈AH/G(γHv

H )

∆v(γH , γv)Oγv(f)

と書ける。ここで、ほとんど全ての vでは γ∗ ∈ K∗
v,regで fv = 1Kv だから、事実 3.3によ

り右辺の和はただ一つの項のみからなる。特に両辺の和は実際には有限和であることに注
意する。さて、予想 6.1、6.2を仮定すれば、fH =

⊗
v fH

v ∈ H(H(A))で∑
γ

G(Fv)
v ∈AH/G(γHv

H )

∆v(γH , γv)Oγv(f) = SOγH
(fH

v ) (6.3)

となるものが存在する。これを上の式に代入して結局次が得られた。

定理 6.7 (楕円正則項の安定化). Gとその任意の楕円的内視データに対して予想 6.1、6.2

が成り立つとする。このとき、f =
⊗

v fv ∈ H(G(A))に対して

Tell(f) =
∑

(H,LH,s,ξ)∈Eell(G)

ι(G,H)τ(H)
∑

γH
H∈Γst

G(H(F ))ell

SOγH
(fH)

が成り立つ。ここで fH =
⊗

v fH
v ∈ H(H(A))は (6.3)を満たすものである。
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軌道積分
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許容埋め込み
F トーラスの, 32
LT の, 33
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主G等質空間 (G-torsor), 19

準分裂 (quasisplit), 7

正則半単純 (regular semisimple), 10

像 (image)
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分裂 (splitting), 7

Hecke環
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安定超函数 (stable distribution), 14

基底付きルートデータ (based root datum),
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局所Weil群
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超函数 (distribution), 14
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不変超函数 (invariant distribution), 14
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