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第1章 楕円保型形式

1.1 Poincaré上半平面
群作用 まずは群の作用について基本的なことを思い出そう。群 Gの集合 X への作用
(action)とは、写像 µ : G × X 3 (g, x) 7→ g.x ∈ Xであって、

(i) g.(h.x) = (gh).x, ∀g, h ∈ G, x ∈ X;

(ii) 1.x = x, ∀x ∈ X

を満たすものであった。（本当は位相群で説明しておいた方がよいが、ここでは簡単のた
めに抽象群で考える。）

例 1.1.1. (1) 対称群SnはX = {1, 2, . . . , n}に

µ : Sn × X 3 (σ, i) 7−→ σ(i) ∈ X

で作用している。
(2) 群Gは自分自身X = Gに

µ : G × G 3 (g, x) 7−→ Ad(g)x := gxg−1 ∈ G

で作用している。これを随伴作用 (adjoint action)と呼ぶ。
(3) G′ = SL(2, C)はX = C2に

µ : G′ × X 3 (g, v) 7−→ g.v ∈ X

で作用している。

各 x ∈ Xに対して、G.x = µ(G, x) := {g.x ∈ X | g ∈ G} ⊂ XをそのG軌道 (G-orbit)

という。x, y ∈ Xが同一のG軌道に属することを x ∼G yと書けば、これは同値関係であ
る。特にXはG軌道たちの直和に分解する。

X =
∐

i∈I

G.xi (G軌道分解)

Xがただ一つのG軌道からなるとき、Gの作用 µは推移的 (transitive)であるという。
またこのとき、X はG等質空間 (G-homogeneous space)であるという。x ∈ X の固定化
群 (fixator, stabilizer, isotropy subgroup)を

Gx = Stab(x,G) := {g ∈ G | g.x = x}
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と定めれば、これはGの部分群で全単射

ux : G/Gx 3 gGx
∼7−→ g.x ∈ X

がある。逆にH ⊂ Gを部分群とするとき、X = G/HはG作用

µ : G × G/H 3 (g, xH) 7−→ gxH ∈ G/H

に関してG等質空間になる。また「基点」x ∈ Xを x′ = h.x, (h ∈ G)で置き換えると、

Gx′ = {g ∈ G | gh.x = h.x} = Ad(h)Gx

であるから、
G/Gx

ux−−−→ X

Ad(h)

y
∥∥∥

G/Gx′
ux′−−−→ X

は可換である。
最後に各 x ∈ Xに対してGx = {1}のとき、GのXへの作用は単純 (simple)または忠
実 (faithful)であるという。G等質空間XへのG作用がさらに忠実なときにはG

∼→ X(全
単射)だが、このときXはG主等質空間 (principal G-homogeneous space, G-torsor)であ
るという。

例 1.1.2. 例 1.1.1の３つの作用を考える。
(1) Snの {1, 2, . . . , n}への作用は明らかに推移的。各 iの固定化群は {1, . . . , n} \ {i}の置
換たちの群だから、Sn−1に同型である。
(2) 随伴作用についてのG内のG軌道は共役類に他ならない。単位元はそれ一つだけで
軌道をなすから、随伴作用が推移的になるのはGが単位群のときだけである。一方で定
義から、G内の勝手な共役類 C は G等質空間である。x ∈ C に対して Gx は中心化群
(centralizer)Gx = Cent(x,G) := {g ∈ G | gx = xg}に等しい。
(3) C2内のG′ = SL(2, C)軌道は {0}と Y := C2 \ {0}の二つ。{0}への作用はもちろん
自明だから、Y の方を考えよう。例えば、v∞ := ( 1

0 ) ∈ Y とすれば、

U = G′
v∞ =

{(
1 x

0 1

)∣∣∣∣∣ x ∈ C

}

だから、Y ' G′/U である。具体的には

G′/U 3

(
a b

c d

)
U 7−→

(
a

c

)
∈ Y

である。さらに

T ′ =

{(
a 0

0 a−1

)∣∣∣∣∣ a ∈ C×

}



1.1. Poincaré上半平面 3

は v∞に定数倍で作用するから、B′ = T ′U をG′の上三角な元からなる部分群として、

G′/B′ 3

(
a b

c d

)
U 7−→

(
a

c

)
mod C× ∈ Y/C× = P1(C)

がわかる。複素射影直線P1(C)をRiemann球面 S = C ∪ {∞}と

P1(C) 3

(
x

y

)
7−→ x

y
∈ S

と同一視すれば、v∞の像は∞である。

上半平面 上の例 (3)をさらに考えよう。v∞の代わりに

vi =

(
i

1

)
= hv∞ ∈ Y, h :=

(
i −1/2

1 −i/2

)

を基点に取ると、

V − := G′
vi

= Ad(h)U =

{(
1 + x −xi

−xi 1 − x

)∣∣∣∣∣ x ∈ C

}
.

また、

L := Ad(h)T ′ =

{(
a+a−1

2
a−a−1

2
i

−a+a−1

2
i a+a−1

2

)∣∣∣∣∣ a ∈ C×

}

としてQ := LV −と書けば、

G′/Q 3

(
a b

c d

)
Q

∼7−→

(
ai + b

ci + d

)
∈ P1(C) (1.1)

が得られる。これらの部分群とG′(R) := SL(2, R)との交わりを取れば、V −∩SL(2, R) =

{1}および

L(R) :=L ∩ SL(2, R) = K′
∞

:=

{
k(θ) =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)∣∣∣∣∣ 0 ≤ θ < 2π

}
(= SO(2, R))

がわかる。さらに g = ( a b
c d ) ∈ G′(R)のとき、

g

(
i

1

)
= (−ci + d)−1

(
(ac + bd) + (ad − bc = 1)i

c2 + d2

)

である。かくして上半平面 {z = x + yi ∈ C | y > 0} ⊂ SをHと書くとき、(実は解析同相
の埋め込みの)図式

G′/Q
∼−−−→ P1(C) = S

∪
x

x∪

G′(R)/K′
∞

∼−−−→ H

(1.2)

が得られる (上半平面のBorel埋め込み)。
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コンパクト化 複素解析で学んだように、

C =
1√
2

(
1 −i

−i 1

)

（による一次分数変換）は上半平面から開円盤D = {z ∈ C | zz̄ < 1}への解析同相を与え
る。Borel埋め込みの像の閉包 H̄はこれにより、D̄ = {z ∈ C | zz̄ ≤ 1}に移されるからコ
ンパクトである。H̄ = H ∪ (R ∪∞)に注意せよ。

1.2 Riemann面
保型形式は H̄を SL(2, R)の離散部分群で割って得られる空間上の正則ないしは有理型
の微分形式である。正則関数の概念を定義するためにその空間をRiemann面と見ること
が必要である。

Riemann面 連結なHausdorff位相空間Xの (複素)座標近傍系 U = (Ui, zi)i∈I とは

• 開被覆X =
⋃

i∈I Ui

• 各 UiからCの開部分集合への同相写像 zi : Ui → C

であって、整合条件：「任意の i, j ∈ Iに対して

zj(Ui ∩ Uj)
z−1
j−→ Ui ∩ Uj

zi−→ zi(Ui ∩ Uj)

が正則かつ至る所で微分が消えていない。」を満たしているものをいう。二つの座標近傍
系U , U ′が同値とは、それらの合併が再び座標近傍系であること、すなわち上の整合条件
を満たすこととする。Xの座標近傍系の同値類をX上の複素構造 (complex structure)と
呼ぶ。Riemann面とは連結Hausdorff位相空間X とその上の複素構造の対のことであっ
た。整合条件はどこでも同値な正則函数の概念が定義されることを保証している。もちろ
ん局所的にCの開部分集合とその上の正則函数の層であるような環付き空間 (X, OX)だ
と思ってもよい。いずれにせよ、空間だけでなくその上の函数のデータも備えている点が
重要である。

問 1.1. 上で定義した複素座標近傍系の同値は同値関係であることを示せ。（推移律が問
題だが、それは正則函数の合成が再び正則であることから従う。）

Riemann面X 上の函数 f : X → Cが正則とは、X の座標近傍系 U = (Ui, zi)i∈I に対
して、

zi(Ui)
z−1
i−→ Ui

f−→ C, ∀i ∈ I

が正則なこととする。同様にRiemann面の間の正則写像も定義できる。特に、Riemann

面の間の同相写像 f : X → Y が双正則であるとき、これをXとY の間の解析同型という。
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例 1.2.1. (1) 複素解析で学んだように、複素射影直線P1(C)はRiemann面である。実は
これは２次元球面 Sのただ一つの複素構造の解析同型類である。
(2) ω ∈ C \ Rの時、X = C/Λ(ω), Λ(ω) = Z + ZωはRiemann面である。後でみるよう
に、R2/Z2上の複素構造の解析同型類は SL(2, Z)\Hと一対一に対応する。これは、任意
の２次元位相多様体上の可微分構造が一意であること [Mun60]と好対照である。

U ⊂ Cを開部分集合とするとき、その上の任意の１次微分形式 ω はある有理型函数
f : U → Cを使って ω = f(z)dz と書けていた。特に有理型函数 f に対しては微分形
式 df = df

dz
(z)dz が定まる。X 上の微分形式 (differential form) とは、ある座標近傍系

U = (Ui, zi)i∈I に対する zi(Ui)上の微分形式 fi(z)dzたちの族であって、整合条件：

fj(z)dz = fi(zi ◦ z−1
j (z)) · d(zi ◦ z−1

j )(z), ∀z ∈ zj(Ui ∩ Uj)

が任意の i, j ∈ Iに対して成り立つものである。

複素解析の復習 コンパクトRiemann面上の複素解析は明快であった。その要点を思い
出しておこう。XをコンパクトRiemann面とする。

(i) X上至る所で正則な函数は定数函数のみ。定数函数でない正則函数は開写像だから
これは明らかである。

(ii) X上の微分形式 ωの全ての極での留数の和は 0である。実際、解析同相写像は等角
写像だから座標近傍系を用いてXは向き付け可能なことがわかる。Xの、辺がωの
極を通らず、各面がたかだか一つの ωの極を含むような有限三角形分割に、留数定
理を適用すればよい。

(iii) 特にdf/fを考えて、X上の有理型函数fの極の位数の和は零点の位数の和に等しい。

(iv) 上から、定数でない有理型函数 f : X → P1(C)に対して、n ∈ Nがあって、任意の
z ∈ P1(C)に対して f−1(z)は重複度込みで数えて n点からなる。nを f の被覆次数
(valence)という。重複を無視して数えて |f−1(z)| < nとなる f−1(z) ⊂ X の各点 x

を f の分岐点 (ramification point)と呼び、xの f−1(z)での重複度 exをその分岐指
数 (ramification index)という。

Riemann面の有理型函数体 明らかにRiemann面X上の有理型函数とはXからP1(C)

への正則写像のことである。それらの全体のなすCベクトル空間K(X)は体をなすこと
に注意する。上の (i)から

(v) P1(C)上の有理型函数は有理函数のみである。すなわちK(P1(C)) = C(z)である。

ここで次の事実を引用する。証明についてはたとえば [Gun62, 定理 12]を見よ。

事実 1.2.2 (基本存在定理). コンパクトRiemann面Xの２点 x, y ∈ Xに対して、f(x) 6=
f(y)となるX上の有理型函数 f が存在する。
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定理 1.2.3. コンパクトRiemann面X上の有理型函数の全体K(X)はC上の１変数代数
函数体（超越次数１の有限生成拡大体）である。

証明. 定数でない f ∈ K(X)を取り、その被覆次数を nとしよう。f の分岐点でない x ∈
P1(C)の近傍 U 上では有理型な局所切断 ϕ1, . . . , ϕn : U → Xで

f(ϕi(z)) = z, ϕi(z) 6= ϕj(z), 1 ≤ ∀i 6= j ≤ n, ∀z ∈ U

をみたすものがある。また基本対称式 Sk(x1, . . . , xn) ∈ Z[x1, . . . , xn], (1 ≤ k ≤ n)とは

n∏

i=1

(T − xi) =
n∑

i=1

(−1)iSi(x1, . . . , xn)T n−i

で定まる多項式のことだった。
さて、勝手な g ∈ K(X)を取る。g(ϕi(z))たちはその限りではないが、それらと基本対

称式との合成 sk(z) := Sk(g ◦ϕ1(z)), . . . , g ◦ϕn(z))たちはP1(C)上の定義可能な有理型函
数、よって (v)から、有理函数 sk(z) ∈ C(z)を定める。ところが構成から、f の分岐点で
ない x ∈ Xでは

n∑

i=1

(−1)isi(f(x))g(x)n−i =
n∏

i=1

(g(x) − g(ϕi ◦ f(x))) = 0

が成り立っている。これはK(X)内の等式であるから、C(f, g)はC(f)上高々n次の代数拡
大である。[C(f, g) : C(f)]が最大となる gを取れば、K(X) = C(f, g)は容易に従う。

注意 1.2.4. 実は上の証明の最後で g(ϕi(z)), (1 ≤ i ≤ n)たちが全て異なっていることを
使えば、n = [K(X) : C(f)]もわかる。

Riemann-Rochの定理 保型形式の定義には必要ないが、Riemann-Rochの定理を用意
しておこう。これは与えられた極と零点を持つ有理型函数の次元に関する定理で、我々は
後にこれを使って保型形式の次元を計算する。
コンパクト Riemann面X 上の (Weil)因子 (Weil divisor) Dとは、X の点たちの形式
的な有限 Z係数線型結合

D =
r∑

i=1

nixi, ni ∈ Z, xi ∈ X

のことだった。これらのなす自由アーベル群をDiv(X)と書く。ni ≥ 0, (1 ≤ i ≤ r)のと
き、因子Dは効果的 (effective)であるという。f ∈ K(X)×の z ∈ Xでの（零点の）位数
を ordz(f)とするとき、

div : K(X)× 3 f 7−→
∑

z∈X

ordz(f)z ∈ Div(X)
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は定義可能である。div(K(X)×)の元を主因子 (principal divisor)と呼び、D, D′ ∈ Div(X)

がD −D′ ∈ div(K(X)×)のときそれらは線型同値 (linearly equivalent)であるという。因
子の線型同値類たちの群 Cl(X) := Div(X)/div(K(X)×)を X の因子類群 (divisor class

group)という。次数を取る写像

deg : Div(X) 3
r∑

i=1

nixi 7−→
r∑

i=1

ni ∈ Z

は前段の (ii)から準同型 deg : Cl(X) → Zを定める。

注意 1.2.5 (Cartier因子). コンパクト Riemann面X 上の正則函数の層をOX、有理型
函数の層をKX で表す。X上の因子の層を商層DX := K ×

X /O×
X と定義する。このDX の

大域切断をCartier因子と呼ぶ。コンパクトRiemann面ではこの概念はWeil因子に同値
である。Cartier因子の群をΓ(X, DX)と書く。前段の (i)からO×

Xの大域切断の群はC×で
あり、K ×

X のそれはK(X)×に他ならない。よって

0 −→ O×
X −→ K ×

X −→ DX −→ 0

は長完全列

0 −→ C× −→K(X)×
div−→ Γ(X, DX)

−→ H1(X, O×
X) −→ H1(X, K ×

X ) −→ H1(X, DX) = 0

を与える。ただし、DXの切断は離散群Zに値を持つため、Hq(X, DX) = 0, q ≥ 1となる
ことを使った。また事実 1.2.2はH1(X, K ×

X ) = 0に同値だから、結局

Cl(X) ' Γ(X, DX)/div(K(X)×) ' H1(X, O×
X)

がわかる。最後の群はX上の線束の同型類の群である。

X上の微分形式ωの x ∈ Xでの位数を、その座標近傍 (U, z)での記述 f(z)dzを使って、
ordx(ω) := ordz(x)(f)と定める。これは座標近傍系の整合条件から (U, z)の取り方によら
ない。X上の微分形式の全体はK(X)上の１次元ベクトル空間だから、

K = div(ω) :=
∑

x∈X

ordx(ω)x

の線型同値類は ωの取り方によらない。これをXの標準類 (canonical class)という。
D ∈ Div(X)に対して、

L(D) := {f ∈ K(X) | div(f) + D は効果的 } ∪ {0}

とおく。deg D ≥ 0でなければこれは {0}で、前段の (i)から一般に有限次元Cベクトル
空間である。`(D) := dimC L(D)は明らかにDの線型同値類のみによる。
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注意 1.2.6. D ∈ Div(X)に対して、注意 1.2.5の同型によるdiv(D)の像をLD ∈ H1(X, O×
X)

と書けば、L(D)は Γ(X,LD), `(D)はその次元に他ならない。

定理 1.2.7 (Riemann-Rochの定理). Xの種数 (genus)と呼ばれるXのみによるg ∈ Z≥0

があって、任意のD ∈ Div(X)に対して

`(D) = deg(D) + 1 − g + `(K − D)

が成り立つ。

証明は例えば、[Gun62, § 7]を参照。X の種数 gは位相幾何で出てくる種数、すなわ
ちXが g人乗りの浮き輪であることを表す数である。(幾何学Aで習った知識で確かめら
れる。)

H0(X, Z) = Z, H1(X, Z) ' Z2g, H2(X, Z) = Z

ちなみに genusの複数形は generaである。以下ここではこの定理について基本的な考察
をしておく。

系 1.2.8. deg(K) = 2g − 2, `(K) = g.

証明. 定理でD = 0とすれば、

1 = 0 + 1 − g + `(K)

となって `(K) = gがわかる。次にD = Kとして、

g = deg(K) + 1 − g + 1

から deg(K) = 2g − 2を得る。

一般に `(K −D)を計算するのは難しいが、L(D)の定義の後のコメントから deg(D) >

2g − 2の場合にはこれが 0となって問題はない。

系 1.2.9. deg(D) > 2g − 2のとき、

`(D) = deg(D) + 1 − g.

系 1.2.10 (Riemann-Hurwitzの公式). f : X → Y をコンパクトRiemann面の n次被
覆（定数でない整型写像で被覆次数が nのもの）とする。Ξ ⊂ Xを f の分岐点の集合と
するとき、

χ(X) = nχ(Y ) +
∑

x∈Ξ

(1 − ex).

ここで χ(X) = 2 − 2g(X) =
∑2

i=0 (−1)i dim Hi(X, Q)はXの Euler標数である。
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証明. Y 上の微分形式 ωで f(Ξ)で極も零点も持たないものを取り、引き戻し f ∗ωを考え
る。x ∈ Ξの座標近傍 (U, z)で z(x) = 0なるものを取れば、そこで

f(z−1(t)) = texf1(t), f1(0) 6= 0.

f(U) ⊂ Y に含まれる f(x)の座標近傍 (V, w)上で、ω = g(w)dwと書ける。このとき、
f−1(V ) ∩ U 上で

f ∗ω(z−1(t)) = g(f(z−1(t)))df(z−1(t)) = g(f(z−1(t)))ext
ex−1(f1(t) − e−1

x tf ′
1(t))

ゆえ、ordx(f
∗ω) = ex − 1である。従って

deg(f ∗ω) = n deg(ω) +
∑

x∈Ξ

(ex − 1) = n(2g(Y ) − 2) +
∑

x∈Ξ

(ex − 1)

を得る。これに定理 1.2.7を適用すれば

g(X) = `(f ∗ω) = n(2g(Y ) − 2) +
∑

x∈Ξ

(ex − 1) + 1 − g(X) + 1

となって主張が従う。

1.3 Riemann面Γ\H∗

1.3.1 位相空間としてのΓ\H

まず離散群の作用について復習しよう。抽象群 Γの位相空間Xへの作用が不連続 (dis-

continuous)とは、Γ内の相異なる元たちからなる任意の無限列 {γn}n∈N と x ∈ X に対
して {γn.x}n∈Nが集積しないことだった。さらにそのような作用が完全不連続 (properly

discontinuous)とは、任意の x, y ∈ Xの近傍 U , V で ]{γ ∈ Γ | γ.U ∩ V 6= ∅}が有限であ
るものが存在することであった。
§ 1.1の状況H

∼→ G′(R)/K′
∞を思い出そう。G′(R)はM2(R) ' R4の部分集合としての

位相を持ち、それについて局所コンパクト (Hausdorff)位相群になる。部分群 Γ ⊂ G′(R)

でこの位相に関して離散位相空間になるものをG′(R)の離散部分群 (discrete subgroup)と
いう。Γ ⊂ G′(R)を離散部分群とし、p : H ³ Γ\Hを自然な射影とする。U ⊂ Γ\Hで
p−1(U) ⊂ Hが開部分集合であるものをΓ\Hの開部分集合とすることにより、Γ\Hに位相
を定める。

補題 1.3.1. Γ ∈ G′(R)について次の条件は同値。

(i) Γは離散部分群。

(ii) ΓはHに完全不連続に作用する。

(iii) Hの任意のコンパクト部分集合C, C ′に対して、{γ ∈ Γ | γ.C ∩C ′ 6= ∅}は有限集合。
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証明. (i) ⇒ (iii) 連続射影G′(R) ³ G′(R)/K′
∞

∼→ Hを πと書けば、π−1(C), π−1(C ′) ⊂
G′(R)はコンパクトである。γ ∈ Γが γ.C ∩ C ′ 6= ∅を満たせば、γπ−1(C) ∩ π−1(C ′) 6= ∅
だから γ ∈ π−1(C ′)π−1(C)−1 ∩ Γである。この最後の部分集合はコンパクトかつ離散的だ
から有限集合。

(iii) ⇒ (ii) は自明。
(ii) ⇒ (iii) コンパクト部分集合C, C ′ ⊂ Hを z ∈ C, w ∈ C ′に対する (ii)の近傍たちで

被覆せよ (下の問)。
(iii) ⇒ (i) V ⊂ G′(R)を 1の相対コンパクト近傍とする。z ∈ Hに対して、{z}, V̄ .z ⊂ H

はともにコンパクトだから、(iii)から

Γ ∩ V ⊂ {γ ∈ Γ | γ.z ∈ V̄ .z}

は有限集合である。つまり、1は Γ内で孤立しているから Γは離散的。

問 1.2. 上の (ii) ⇒ (iii)を証明せよ。

系 1.3.2. Γ ⊂ G′(R)が離散部分群だとする。
(i) z ∈ Hの近傍 U で次を満たすものがある。「γ.U ∩ U 6= ∅ならば、γ ∈ Γz。」
(ii) Γ\HはHausdorff位相空間。

証明. (i) z ∈ Hの相対コンパクト近傍 V を取れば、補題 1.3.1 (iii)から γ.V ∩ V 6= ∅とな
る γ ∈ Γの集合 Ξは有限である。明らかに Ξ · Γz = Ξだから、有限剰余類分解

Ξ =
r∐

i=0

γiΓz, γ0 = 1

を得る。1 ≤ i ≤ rに対しては z 6= γi.zだから (Hが Hausdorffなことから)近傍 Ui 3 z,

Vi 3 γi.zで Ui ∩ Vi = ∅なるものがある。そこで

U := V ∩
r⋂

i=1

Ui ∩ γ−1
i .Vi

とおけば、これは zの近傍で系の主張を満たす。
(ii) 同一の Γ軌道に属さない z, z′ ∈ Hを取る。C, C ′をおのおの z, z′の相対コンパク

ト近傍とすれば、補題 1.3.1 (iii)から有限部分集合 {γi}1≤i≤r ⊂ Γで

γ.C̄ ∩ C̄ ′ = ∅, ∀γ ∈ Γ \ {γi}1≤i≤r

となるものがある。γiたちに対しても γi.z 6= z′だから、γi.zと z′おのおのの近傍 Ui, Vi

で、Ui ∩ Vi 6= ∅となるものが取れる。そこで

U := C ∩
r⋂

i=1

γ−1
i .Ui, V := C ′ ∩

r⋂

i=1

Vi

とおけば、これらはそれぞれ z, z′の近傍で

γ.U ∩ γ′.V = ∅, ∀γ, γ′ ∈ Γ

を満たす。よって p(z) 6= p(z′) ∈ Γ\Hの近傍 p(U), p(V )で、p(U) ∩ p(V ) = ∅を満たすも
のが得られた。
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1.3.2 Γ\H上の複素構造

Γ\HにRiemann面の構造、すなわち複素構造を入れよう。我々の出発点は次の補題で
ある。G′(R)の中心ZG′(R) = {±1112}はHに自明に作用している。そこでG′(R)の代わり
にG′(R)ad := G′(R)/ZG′(R)のHへの作用を考えることができる。特に離散部分群Γを必
要ならZG′(R)Γで置き換えて、ZG′(R) ⊂ Γであるとしてよい。部分集合 S ⊂ G′(R)の射
影G′(R) 3 g 7→ gZG′(R) ∈ G′(R)adによる像を Sadと書く。

補題 1.3.3. Γ ⊂ G′(R)を離散部分群とする。ΓadのHへの作用が忠実ならば、Γ\Hはた
だ一つの複素構造を持つ。

証明. x ∈ Γ\Hを取る。系 1.3.2 (i)から z ∈ p−1(x)の近傍Uで、γ.U ∩U = ∅, (∀γ 6= ±1112,

∈ Γ)なるものがある。p|U : U → p(U)は同相であることに注意して、xの座標近傍を

(Ux, ϕx) := (p(U), p−1 : p(U)
∼→ U ⊂ C)

と定める。(Ux, ϕx)x∈Γ\Hが定義可能な座標近傍系を定めることは明らかである。

複素構造は局所的なものであるから、この構成は Γadが Hに忠実に作用していない場
合でも、Γz = {±1112}となる x = p(z)の近傍には適用可能である。それ以外の x ∈ Γ\Hを
扱うために、z ∈ Hの固定化群 Γzを考察しよう。

G′(R)内の共役類と１次分数変換の分類 高校で学んだようにG′(R)内の共役類には次の
３タイプがあった。

楕円共役類 g ∈ G′(R)の特性多項式が実根を持たないとき、gの共役類は楕円的 (elliptic)

であるという。楕円共役類たちの代表系は

k(θ) =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, 0 < θ < π または π < θ < 2π

で与えられる。k(θ)は±iを固定する。同様に楕円的な gの１次分数変換は上半平
面Hと下半平面H−に一つずつ固定点を持つ。

双曲共役類 g ∈ G′(R)の特性多項式が異なる２実根を持つとき、その共役類は双曲的
(hyperbolic)であるという。双曲共役類たちの代表系は

(
a 0

0 a−1

)
, a ∈ R×, |a| > 1

で与えられる。( a 0
0 a−1 )は 0, ∞を固定する。同様に双曲的な g の１次分数変換は

R ∪ {∞}に２つの固定点を持つ。
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放物型共役類 g ∈ G′(R)の特性多項式が重根を持つとき、その共役類は放物型 (parabolic)

であるという。放物型共役類の代表系は

±1112, ±

(
1 ±1

0 1

)

で与えられる。±( 1 ±1
0 1 )は∞のみを固定する。同様に ZG′(R)に属さない放物型の

元 gはR ∪ {∞}にただ１つの固定点を持つ。

固定点での複素構造 Γz = {±1112}である z ∈ Hを（用語を転用して）Γの固定点と呼ぶ。
Γの固定点 z ∈ Hに対して、z = g.iとなる g ∈ G′(R)を取れば

G′(R)z = Ad(g)G′(R)i = Ad(g)K′
∞

であるから、Γz = Γ ∩ Ad(g)K′
∞は楕円的な元からなる偶数次巡回群。その位数を 2`と

書こう。
Ad(g−1)Γz = {k(mπ/`) | 0 ≤ m ≤ 2` − 1}.

δ := Ad(g)k(π/`) ∈ Γzを取れば、δの固定点は zと z̄で、定数倍を除いて

δm

(
−z̄ z

−1 1

)
=gk(mπ/`)g−1 · g

(
i i

−1 1

)

=g

(
i i

−1 1

)(
ζm
2` 0

0 ζ−m
2`

)

=

(
−z̄ z

−1 1

)(
ζm
2` 0

0 ζ−m
2`

)

である。ただし、ζ2` := eπi/`と書いている。よって定数倍を除いて
(

1 −z

1 −z̄

)
δm =

(
ζm
2` 0

0 ζ−m
2`

)(
1 −z

1 −z̄

)

だから、これをw ∈ Hに作用させて

δm.w − z

δm.w − z̄
= e2mπi/` w − z

w − z̄
, m ∈ Z, w ∈ H (1.3)

を得る。そこで、系 1.3.2 (i)により γ.Uz ∩ Uz = ∅, (∀γ ∈ Γ \ Γz)となる Uz を取って、
x = p(z)の座標近傍を

(
Ux := p(Uz), ϕx : Ux 3 p(w) 7→

(
w − z

w − z̄

)`

∈ C
)

と定める。
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1.3.3 Γ\H∗上の複素構造

岩澤分解と不変測度 1.1節で得た全単射

G′(R)/K′
∞ 3 gK′

∞
∼7−→ g.i ∈ H (1.4)

を思い出す。これは

B′(R)+ :=

{(
a b

0 a−1

)∣∣∣∣∣
a ∈ R×

+

b ∈ R

}
= U(R)T ′(R)+ ⊂ B′(R)

T ′(R)+ :=

{(
a 0

0 a−1

)∣∣∣∣∣ a ∈ R×
+

}

からの全単射

B′(R)+ 3

(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
7−→ x + yi ∈ H

で与えられることに注意すれば、岩澤分解

G′(R) = B′(R)+K′
∞ = U(R)T ′(R)+K′

∞ (1.5)

および、(1.4)が実は解析同相であることがわかる。
G′(R)は局所コンパクト位相群だからR×

+倍を除いてただ一つの左不変測度を持つ。岩
澤分解を使って

g =

(
1 b

0 1

)(
a 0

0 a−1

)
k(θ), b ∈ R, a ∈ R×, 0 ≤ θ < 2π

と書けば、

dµG′(R)(g) = 2a−2db da× dθ

2π

がその不変測度である。ただし、dbはR上のLebesgue測度、da× = da/aはR×上の不変
測度、dθ/2πはK′

∞の測度が 1となるK′
∞上の測度である。これとK′

∞上の測度 dθ/2π

から商空間H = G′(R)/K′
∞上のG′(R)不変測度

dµH(x + yi) = 2y−1dx d(y1/2)× =
dx dy

y2
(1.6)

が得られる。
歴史的にG′(R) = SL(2, R)の離散部分群を Fuchs群という。Fuchs群 Γ ⊂ G′(R)には

各点の測度を 1とする測度を入れるものとする。商空間 Γ\G′(R)にも
∫

G′(R)

f(g) dµG′(g) =

∫

Γ\G′(R)

∑

γ∈Γ

f(γx) dµΓ\G′(R)(x), ∀f ∈ Cc(G
′(R))

なる右G′(R)不変測度 µΓ\G′(R)が定まる。これに関する全測度 µΓ\G′(R)(Γ\G′(R))が有限
のとき、Γは第 1種 Fuchs群 (Fuchsian group of the first kind)と呼ばれる。
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基本領域とカスプ 連結な開部分集合 Ω ⊂ Hが Fuchs群 Γ ⊂ G′(R)の基本領域 (funda-

mental domain)であるとは、

(i) H =
⋃

γ∈Γ γ.Ω.

(ii) Ω ∩ γ.Ω = ∅, ∀γ 6= ±1112.

なることとする。実際に与えられたFuchs群Γに対して基本領域を構成するには、H上の
G′(R)不変計量を使う。

d(g.z)

dz
=

a

cz + d
− c(az + b)

(cz + d)2
= (cz + d)−2, g =

(
a b

c d

)
∈ G′(R)

であるから、d(g.z)(g.z̄) = |cz + d|−4dzz̄である。z = x + yiとして=(g.z) = |cz + d|−2y

だから

ds2(z) =
dzz̄

y2

がH上のG′(R)不変Riemann計量である。このRiemann計量についてHをRiemann多
様体と見たものは、非Euclid幾何の最初の例であるLobachevsky空間に他ならない。この
計量に関する測地線は実軸に直行する円、および実軸に直行する直線 (広義円周)たちで
ある。C : [0, 1] 3 t 7→ z(t) ∈ HをH内の連続曲線とすれば、その長さ

`(C) :=

∫ 1

0

√
d(y(t)−2z(t)z̄(t))

dt2
dt

が定まる。さらに、z1, z2 ∈ Hの間の「距離」を

r(z1, z2) := inf
C

`(C)

と定義する。ここでCは z1と z2を結ぶ連続曲線たちを走る。作り方からこの「距離」は
G′(R)不変である。

r(g.z1, g.z2) = r(z1, z2), ∀g ∈ G′(R).

命題 1.3.4. Fuchs群 Γの固定点ではない o ∈ Hを取れば、

Ω := {z ∈ H | r(z, o) < r(z, γ.o), ∀γ 6= ±1112, ∈ Γ}

は Γの基本領域である。

証明. 距離 rの定める位相は Cの部分集合としての Hの位相と一致することはすぐにわ
かるので、Ωは明らかに連結開集合である。

Ω = {z ∈ H | r(z, o) ≤ r(z, γ.o), ∀γ ∈ Γ}に注意する。勝手な z ∈ Hに対して、R > 0

を止めれば
{γ ∈ Γ | r(γ.z, o) ≤ R}
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図 1.1: Lobachevsky空間の測地線

は有限集合だから、r(δ.z, o) = infγ∈Γ r(γ.z, o)となる δ ∈ Γが取れる。言い換えれば、
δ.z ∈ Ωなので基本領域の条件 (i)が示された。
次に γ 6= 1112 に対して γ.Ω ∩ Ωの元 z が存在したとしよう。Ωの定義から、r(z, o) <

r(z, γ.o) = r(γ−1.z, o)だが、γ−1.z ∈ Ωでもあるからr(γ−1.z, o) < r(γ−1.z, γ−1.o) = r(z, o)

でなければならない。これは矛盾しているから、基本領域の条件 (ii)も示された。

Ωがコンパクトならば、自然な射影の制限Ω → Γ\Hが全射なことから、Γ\Hもコンパ
クトである。特に 1.3.2節の構成により、Γ\HにはコンパクトRiemann面の構造が入る。
次に ΓをFuchs群とし、Ωがコンパクトでない場合を考える。o = g.iとなる g ∈ G′(R)

を取る。仮定からΩ内の点列 {zn}n∈Nで

lim
n→∞

r(o, zn) = ∞ すなわち lim
n→∞

r(i, g−1.zn) = ∞

となるものが取れる。Ωは局所有限な測地線の族に囲まれた「凸多角形」だから oと znを
結ぶ測地線分は Ωに含まれる。つまり任意の n ∈ Nに対して kn ∈ K′

∞を kng
−1.zn ∈ iR

なるものとして、
gk−1

n .(i · et) ∈ Ω, 0 ≤ t ≤ r(o, zn)

である。`({i · et | 0 ≤ t ≤ r}) = rに注意せよ。{kn}n∈Nの収束部分列を {kn}n∈Nと置き直
して、k := limn→∞ knとする。このとき（半）測地線

gk−1.(i · et), 0 ≤ t < ∞

はΩに含まれる。
この時点で Γが第１種であるとする。c := limt→∞ gk−1.(i · et) = gk−1.∞ ∈ R ∪ {∞}

とおけば、例 1.1.2から

Γc = Ad(gk−1)(U(R) ∩ Ad(kg−1)Γ).
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ここで Γは第１種なので kg−1.Ωは測度有限でなければならないから Γc ) {±1112}である。
つまり

Γc = Ad(gk−1)

{
±

(
1 nλ

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}
, ∃λ > 0.

一般にR∪{∞}の点 c = k′.∞でΓc 6= {±1112}であるものを第１種Fuchs群Γのカスプ (尖
点、cusp)という。

補題 1.3.5. 第１種 Fuchs群 Γのカスプの Γ軌道は有限個しかない。

証明. 基本領域Ωの条件 (1)から、ΓのカスプでΩに含まれるものが有限個であることを
いえばよい。上で固定した原点 oからそのようなカスプ cへ向かう半測地線はΩに含まれ
るから、Ω内の oを出発する半測地線が有限個しかないことをいえばよい。oを出発する
２つの半測地線

gk−1
1 .i · et, gk−1

2 .i · et, (0 ≤ t < ∞)

(k1, k2 ∈ K′
∞)がともにΩに含まれているとする。c1 := k1.∞ ∈ R∪∞とおけば、上の議

論から

Ad(k1g
−1)Γc1 =

(
Ad(k1g

−1)Γ
)
∞ =

{
±

(
1 nλ

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}
, ∃λ > 0

と書ける。特に k1g
−1.Ωは∞の近傍で幅が λの帯状領域になっている。後者の測地線が

Ωに含まれることから、

k1g
−1 · gk−1

2 i · et = k1k
−1
2 i · et ∈ k1g

−1
1 .Ω, ∀t > 0

でなければならないが、これは k1k
−1
2 が 1に十分近ければ k1k

−1
2 = 1を意味する。言い換

えれば gk−1.i · et ∈ Ω, (∀t ∈ [0,∞))となる k ∈ K′
∞の集合は離散的だから、補題が示さ

れた。

コンパクトRiemann面 Γ\H∗ Γ ⊂ G′(R)を第１種 Fuchs群とする。Hに Γのカスプを
付け加えた空間をH∗ ⊂ Hと書く。商空間 Γ\H∗には次のようにコンパクトRiemann面の
構造が入る。
まず、Γのカスプ c = gk−1.∞の基本近傍系を

Bc(T ) := {gk−1.z | =z > T}, T > 0

の形の集合とすることでH∗に位相を入れる。c ∈ Rのときにはこれは cを中心とする広
義円周の内側だから、容易にわかるようにH∗はHausdorffである。これからΓ\H∗にも商
位相を定める。

命題 1.3.6. 第１種 Fuchs群 Γ ⊂ G′(R)に対して、Γ\H∗はコンパクトHausdorff空間。
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証明. Hausdorffであることは問いとする (下)。コンパクトであることを示すには、Γ\H∗

の代わりに命題 1.3.4の基本領域Ωを使うとよい。勝手な開被覆

Ω =
⋃

α∈A

Uα

を取る。Ω内の Γのカスプの集合 {c1, . . . , cn}は有限だから、Uα1 , . . . , Uαn , (αi ∈ A)で
ci ∈ Uαi

となるものがある。これらは位相の定義から

Uαi
⊃ Bci

(Ti), ∃Ti > 0

を満たす。ところが

Ω \
n⋃

i=1

Bci
(Ti)

はコンパクトだから、これの有限被覆 {Uβi
}m

i=1も取れる。結局Ωの有限被覆

Ω =
n⋃

i=1

Uαi
∪

m⋃

i=1

Uβi

が得られた。

問 1.3. 上で Γ\H∗が位相空間としてHausdorffであることを示せ。

カスプ c = gk−1.∞での複素構造は次のように定める。T > 0を十分大きく取ればBc(T )

は

Γc = Ad(gk−1)

{
±

(
1 nλ

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}

の作用で不変で、

Uc(T ) := Γc\Bc(T )
kg−1

∼−→

{
z ∈ P1(C)

∣∣∣∣∣
−λ

2
≤ <z < λ

2
,

=z > T

}

は cの Γ\H∗での近傍である。そこで cでの座標近傍を (Uc(T ), ϕc):

ϕc : Uc(T ) 3 z 7−→





exp
(2πi(kg−1.z)

λ

)
z 6= ∞のとき

0 z = ∞のとき
∈ C

と定める。これは 1.3.2節の構成と併せてΓ\H∗にコンパクトRiemann面の構造を定める。

1.3.4 第１種Fuchs群の例

保型形式の定義をする前に、第１種 Fuchs群の代表例をいくつか挙げておこう。
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楕円モヂュラー群 明らかに

G′(Z) = SL(2, Z) :=

{(
a b

c d

)∣∣∣∣∣
a, b, c, d ∈ Z
ad − bc = 1

}

は Fuchs群である。これは

T :=

(
1 1

0 1

)
, S :=

(
0 1

−1 0

)

で生成され、その基本領域は

Ω = {z ∈ H | |<z| < 1/2, |z| > 1} (1.7)

で与えられる (証明は、例えば [J.-P79], [清水 92, 定理 1.15]を参照)。従って

meas Ω =

∫ 1/2

−1/2

∫ ∞

√
1−x2

dy

y2
dx =

∫ 1/2

−1/2

1√
1 − x2

dx =

∫ π/3

2π/3

−1 dθ =
π

3

となって、G′(Z)が第１種であることがわかる。

(i) Ωの形からG′(Z)のカスプのG′(Z)軌道はG′(Z).∞ = Q ∪ {∞}のみ。

(ii) G′(Z)の固定点は iと ρ := (−1 +
√
−3)/2の G′(Z)軌道の元で、G′(Z)i = 〈S〉 '

Z/2Z × Z/2Z, G′(Z)ρ = 〈ST 〉 ' Z/2Z × Z/3Z.

主合同部分群 自然数N ∈ Nに対して定まるG′(Z)の部分群

Γ(N) := {g ∈ G′(Z) | g ≡ 1112 mod N}

をレベルN の主合同部分群 (principal congruence subgroup of level N)という。G′(Z) =

Γ(1)である。

補題 1.3.7. Γ(N)はΓ(1) = G′(Z)の正規部分群で、Γ(1)/Γ(N) ' G′(Z/NZ) = SL(2, Z/NZ)

である。

証明. 行列の各成分をN を法として見る写像G′(Z) ³ G′(Z/NZ)は明らかに準同型でそ
の核は Γ(N)である。これが全射であることを見ればよい。ḡ ∈ G′(Z/NZ)に対して、

(
a b

c d

)
∈ GL(2, Z),

(
a b

c d

)
≡ ḡ mod N

を取る。仮定から (ad − bc,N) = Zだから (c, d, N) = Z。cの素因数で dの約数でないも
のたちの積を nとすれば (c, d′ := d + nN) = Zかつ (ad′ − bc,N) = Zである。よって

det

(
a + kN b + mN

c d′

)
= ad′ − bc + N(kd′ − mc)

において k, mをうまく取れば kd′ −mcは任意の整数を表すから、この行列式が 1となる
k, m ∈ Zが存在する。
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これから Γ(N)は Γ(1)の指数

|SL(2, Z/NZ)| = N3
∏

p

(1 − p−2) (1.8)

の部分群である (下の問参照)。ただし pはNの素因数全体を走る。明らかにΓ(N)は第１
種 Fuchs群で、

meas(Γ(N)\G′(R)) = [Γ(1) : Γ(N)] · meas(Γ(1)\G′(R)) =
π

3
N3

∏

p

(1 − p−2)

である。

(i) 定義から Γ(N)のカスプは Γ(1)のカスプである。逆に Γ(1)のカスプ c ∈ Q ∪ {∞}
に対して Γ(1)cは無限次巡回群で、

{γ[Γ(1):Γ(N)] | γ ∈ Γ(1)c} ⊂ Γ(N)c

であるから、cは Γ(N)のカスプである。すなわち Γ(N)のカスプの集合は Γ(1)の
それに一致している。

(ii) 1.1節から得られる全単射 Γ(1)/Γ(1)∞ 3 γΓ(1)∞
∼7→ γ.∞ ∈ Q ∪ {∞}は、全単射

Γ(N)\Γ(1)/Γ(1)∞ 3 Γ(N)γΓ(1)∞
∼7−→ Γ(N)γ.∞ ∈

{
Γ(N)のカスプの
Γ(N)軌道

}

を与える。ここで Γ(N)が Γ(1)の正規部分群で

Γ(1)∞ =

{
±

(
1 n

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}

であることに注意すれば、Γ(N)のカスプの Γ(N)軌道の個数 ν∞は

|Γ(1)/Γ(1)∞Γ(N)| = |G′(Z/NZ)/[Γ(1)∞の像]|

=





3 N = 2のとき
N2

2

∏
p|N (1 − p−2) N > 2のとき

で与えられる。

(iii) Γ(N)の固定点 z ∈ HはΓ(1)の固定点であり、Γ(N)z = Γ(1)z ∩Γ(N)である。N ≥ 2

のとき、Γ(N)は S, ST の Γ(1)共役類と交わらない (Γ(N) / Γ(1)だから Γ(N)が S,

ST を含まないと言っても同じことである)から Γ(N)はHに固定点を持たない。
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問 1.4 (Euler函数). (i) pを素数とするとき、(Z/peZ)×の位数は pe(1− p−1)であること
を確かめよ。
(ii) ϕ : Z 3 N 7→ |(Z/NZ)×| ∈ Nを Euler函数というのだった。孫子定理を使って、
N =

∏n
i=1 pei

i , (pi 6= pj, i 6= j)と素因数分解されるとき、

ϕ(N) = N

n∏

i=1

(1 − p−1
i )

であることを示せ。

問 1.5. G′(Z/NZ) = SL(2, Z/NZ)の位数を求めよう。N =
∏n

i=1 pei
i , (pi 6= pj, i 6= j)を

素因数分解とする。
(i) 孫子定理からG′(Z/NZ)

∼→
∏n

i=1 G′(Z/peZ)であることを示せ。
(ii) 各G′(Z/peZ)に対して、例 1.1.2と同様に単射

G′(Z/peZ)/U(Z/peZ) −→ (Z/peZ)2

を構成し、その像が {(
ā

c̄

)
∈ (Z/peZ)2

∣∣∣∣∣ (a, c, p) = 1

}

であることを示せ。ただし、m ∈ Zの Z/peZでの像を m̄と書いている。
(iii) 上の像の濃度は pe(pe − pe−1)+ pe−1(pe − pe−1) = p2e(1− p−2)であることを確かめよ。
(iv) |G′(Z/NZ)| = N3

∏
p|N (1 − p−2)を証明せよ。

SL(2, Z)の部分群 Γで、あるN ∈ Nに対する Γ(N)を含むものを SL(2, Z)の合同部分
群 (congruence subgroup)という。主合同部分群以外の合同部分群の代表例が次に述べる
Hecke部分群である。

Hecke部分群 N ∈ Nに対して

Γ0(N) :=

{
g ∈ G′(Z)

∣∣∣∣∣ g ≡

(
∗ ∗
0 ∗

)
mod N

}

と定める。Γ(1) ⊃ Γ0(N) ⊃ Γ(N)で、上の問 1.4から

[Γ0(N) : Γ(N)] = |B′(Z/NZ)| = N2
∏

p|N

(1 − p−1)

だから
[Γ(1) : Γ0(N)] = N

∏

p|N

(1 + p−1). (1.9)

Γ(N)は固定点を持たなかったが、Γ0(N)は固定点を持つ。
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命題 1.3.8. (i) Γ0(N)の固定点は Γ(1)の固定点に含まれているから、その固定化群は
(Z/2Z)2または Z/2Z × Z/3Zに同型である。前者のタイプの固定点の個数を nu2、後者
のタイプの固定点の数を ν3と書けば、

ν2 =





1 N = 2のとき

0 4|N のとき
∏

p|N, p 6=2

(
1 +

(
−1

p

))
4 - N のとき

ν3 =





1 N = 3のとき

0 9|N または 2|N のとき
∏

p|N, p 6=3

(
1 +

(
−3

p

))
9 - N かつ 2 - N のとき。

(ii) Γ0(N)のカスプは Γ(1)のそれに一致している。特に全単射

Γ0(N)\Γ(1)/Γ(1)0 3 Γ0(N)γΓ(1)0
∼7−→ γ.0 ∈

{
Γ0(N)のカスプの
Γ0(N)軌道

}

Γ(1)0 =

{(
1 0

n 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}

があるから、Γ0(N)のカスプの Γ0(N)軌道の個数 ν∞は
∑

d|N

ϕ((d, d/N)).

上で
(

a

p

)
は平方剰余記号 (Legendre記号)である。つまり、

(
•
p

)
: F×

p /(F×
p )2 −→ {±1}

は唯一の非自明な２次指標である。Hecke部分群は整数論的に重要であるからこれらの結
果を引用したが、その証明はあまりすっきりしたものではない。詳しいことは [清水 92,

３章]などを参照されたい。

四元数体の合同部分群 体論演習でも触れたが、a, b ∈ Q×に対してD = Da,b := Q⊕Q ·
i ⊕ Q · j ⊕ Q · ijにかけ算を

i2 = a, j2 = b, ij = −ji

をQ線型に延ばしたものと定めて四元数環 (quaternion)が得られる。主対合 (main invo-

lution)

ι : D 3 x + y · i + z · j + w · ij 7−→ x − y · i − z · j − w · ij ∈ D
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を使って、被約ノルム (reduced norm) νD/Q : D× 3 x 7→ xιx ∈ Q×, 被約トレース (reduced

trace) τD/Q : D 3 x 7→ x + ιx ∈ Qが定まる。例えば、a = b = 1のときにはD は２次の
行列環M2(Q)に同型で、

ι

(
a b

c d

)
=

(
d −b

−c a

)
, νD/Q(x) = det x, τD/Q(x) = trx

となる。D× = {x ∈ D | νD/Q(x) ∈ Q×}であるから、D1 := {x ∈ D | νD/Q(x) = 1}はその
部分群である。部分環 o ⊂ Dはランクが 4の自由Z加群であるとき、Dの整環 (order)と
呼ばれる。

問 1.6. a = b = 1のとき、同型D
∼→ M2(Q)を与え、それによって主対合が上で述べた

形に移されることを示せ。

問 1.7. a, b ∈ R×
+のとき、上と同様の生成元と関係式で定義されるR代数D = Da,bは行

列環に同型で、前問と同様の主張を満たすことを示せ。（実際には a > 0または b > 0だ
けでよい。）

D ⊗Q RはM2(R)かH(Hamiltonの四元数体)に同型だが、ここではD ⊗Q R ' M2(R)

だとする。D の整環 oに対して

Γa,b(o) := {γ ∈ o | νD/Q(γ) = 1} ⊂ D1

は同型 (D ⊗Q R)1 ∼→ SL(2, R)によって、Fuchs群と見なせる。

定理 1.3.9 (Minkowski). D が斜体のとき、Γa,b(o)\Hはコンパクト。

これの証明はアデール群の設定を用いた方がわかりよいのでこの時点では省略すること
にする。

————————– ♣♦♠♥ ————————–

補論—数論的部分群

第１種Fuchs群の中で整数論から見て重要なものに数論的部分群がある。第１種Fuchs

群Γ, Γ′はΓ∩Γ′がΓ, Γ′の中で共に指数有限であるとき、通訳可能 (commensurable)であ
るという。上の四元数環を使った第１種Fuchs群の構成は、実は総実代数体上のある種の
不定値四元数環Dとその整環 oに対しても適用できる。こうして得られたFuchs群ΓD(o)

のいずれかと通訳可能なFuchs群を数論的部分群 (arithmetic subgroup)という。例えば上
で扱った合同部分群たちは Γ(1) = ΓM2(Q)(M2(Z))と通訳可能だから数論的部分群である。

SL(2, R)には数論的でない第１種Fuchs群が存在する。しかしこのような群は実はあま
りない。というのもSp(n, R), SO(n,m) (n, m ≥ 2)などRランクが２以上の半単純Lie群
の離散部分群でそれによる剰余類空間の測度が有限なものは数論的であるというMargulis

の定理があるからである [Mar84]。Margulisはこの結果に対して Fields賞を受けている。
他方で SO(n, 1)には多くの数論的でない余測度有限離散部分群があることが知られてい
る [GPS88]。SU(2, 1), SU(3, 1)にもそのような部分群が存在するが [Mos78], [Mos81]、そ
れ以外のRランク１半単純Lie群に余測度有限かつ非数論的な部分群があるかどうかは知
られていない。
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1.4 保型函数と保型形式

1.4.1 定義

Γ ⊂ G′(R)を第１種Fuchs群とする。コンパクトRiemann面 Γ\H∗上の有理型函数を Γ

に対する保型函数 (modular function)という。1.3節の複素構造の定義から、次のように
言っても同じことである。函数 f : H → P1(C)が保型函数とは、

(i) f は Γ不変: f(γ.z) = f(z), (∀γ ∈ Γ, z ∈ H)。

(ii) f はH上有理型。

(iii) f は Γのカスプで有理型。

この最後の条件は次のように述べられる。c = gc.∞を Γのカスプとすれば、h > 0が
あって

Γc = Ad(gc)

{(
1 nh

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}

と書ける。( 1 nh
0 1 ).z = z + nhと f が Γ不変であることから、H 3 z 7→ f(g.z) ∈ P1(C)は

周期 hの周期函数である。このとき、(iii)は f(gc.z)が qc := exp(2πi
h

z)に関する Laurent

展開を持つこと

f(gc.z) =
∞∑

n=n0

anq
n
c (1.10)

に等価である。
これを受けて保型形式を次のように定義する。γ = ( a b

c d ) ∈ G′(R)に対して

j(γ, z) :=
1

cz + d
z ∈ H

と書く。函数 f : H → Cが Γに対するウェイト 2kの保型形式 (modular form)とは、

(i) f(γ.z)j(γ, z)2k = f(z), (∀γ ∈ Γ, z ∈ H)。

(ii) f はH上正則。

(iii) 上の意味で f は Γのカスプで正則。すなわち f(gc.z)j(gc, z)2kは (1.10)で負べきの
項がないものを持つ。

Γに対するウェイト 2kの保型形式の空間をM2k(Γ)と書く。さらに f が Γの任意のカス
プで消えている、すなわち展開 (1.10)で正べきの項のみが現れるとき、f はカスプ形式
(cusp form)と呼ばれる。Γに対するウェイト 2kのカスプ形式の空間を S2k(Γ)と書こう
(Spitzen (カスプ) FormenのSである)。上で正則性を有理型であることで置き換えて、有
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理型保型形式が定義できる。H上の有理型函数 f(z)に対して、微分形式 ω := f(z) dzが
Γ不変であるためには、γ = ( a b

c d ) ∈ Γに対して、

γ∗ω :=f(γ.z) d
(az + b

cz + d

)
= f(γ.z)

a(cz + d) − c(az + b)

(cz + d)2
dz

=f(γ.z)j(γ, z)2 dz

であることが必要十分。すなわちウェイト 2の有理型保型形式は Γ\H∗上の微分形式と対
応している。同様にウェイト 2kの有理型保型形式は Γ\H∗の k次の微分形式、すなわち
適当な座標近傍上で f(z) dzk (f(z)は有理型函数)と書けるものと対応している。しかし、
正則保型形式を自然に解釈するためには保型線束と呼ばれる Γ\H∗上の線束の大域切断と
見る必要がある (将来解説する予定)。

1.4.2 次元公式

Riemann-Rochの定理を使ってM2k(Γ)の次元を計算しよう。p : H∗ ³ Γ\H∗を自然な
射影とする。上で述べたように Γ\H∗上の k次の微分形式 ωとウェイト 2kの有理型保型
形式 f(z)が

f(z) dzk = p∗ω

によって対応している。これらの位数は次のように対応している。

(i) z ∈ Hでは x = p(z)の座標近傍 (Ux, ϕx)上でω = h ◦ϕx dϕk
xと書けているとすれば、

f(w) dwk = h(ϕx ◦ p(w)) d(ϕx ◦ p(w))k, w ∈ H∗, p(w) ∈ Ux.

h(z)の ϕx(x)での位数が ωの xでの位数であった。e = ex := |(Γz)ad|として

h
((

w − z

w − z̄

)e)
d
((

w − z

w − z̄

)e)k

= h
((

w − z

w − z̄

)e)( d

dz

(
w − z

w − z̄

)e)k

dwk

=h
((

w − z

w − z̄

)e)(
e

(
w − z

w − z̄

)e−1 (
1

w − z̄
− w − z

(w − z̄)2

))k

dwk

=h
((

w − z

w − z̄

)e)(
e

(
w − z

w − z̄

)e−1
z − z̄

(w − z̄)2

)k

dwk

であるから、
ordzf = e · ordxω + k(e − 1).

特に Γの固定点以外では ordzf = ordxωが成り立つ。

(ii) Γのカスプ c = g.∞では座標近傍 (Uc(T ), ϕc(z) = qc)上で ω = h(qc) dqk
c と書いたと

きの、hの qc = 0での位数が ωの x = p(c)での位数。

h(qc) dqk
c = h(qc)

(dqc

dz

)k

= h(qc)
(2πi

λ
qc · j(g−1, z)2

)k

dzk

から
ordcf = ordxω + k.
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これらから f ∈ M2k(Γ)である、すなわち f が正則であるためには

ordxω + k
(
1 − 1

ex

)
≥ 0, ∀x ∈ p(H),

ordxω + k ≥ 0, ∀x ∈ p(H∗ \ H)

(1.11)

が必要十分である。

定理 1.4.1. Γ ⊂ G′(R)を第１種 Fuchs群とし Γ\H∗の種数を g, Γのカスプの Γ軌道の個
数を ν∞と書く。
(i) k ≥ 2または Γがカスプを持つとき、dimC M2k(Γ)は

(2k − 1)(g − 1) + ν∞ · k +
∑

x=p(z)∈Γ\H
z は Γ の固定点

[
k
(
1 − 1

ez

)]

に等しい。k = 1かつ ν∞ = 0のときには dimC M2k(Γ) = gである。
(ii) 同様に k ≥ 2または Γがカスプを持つとき、dimC S2k(Γ)は

(2k − 1)(g − 1) + ν∞ · (k − 1) +
∑

x=p(z)∈Γ\H
z は Γ の固定点

[
k
(
1 − 1

ez

)]

で与えられる。k = 1かつ ν∞ = 0のときには dimC S2k(Γ) = gである。

証明. Γ\H∗上の k次の微分形式 ω0を固定して ω = h · ω0と書こう。

D := div(ω0) +
∑

c∈Γ\(H∗\H)

k · c +
∑

x=p(z)∈Γ\H
z は Γ の固定点

[
k
(
1 − 1

ez

)]
· x

として ([•]は Gauss記号である)、(1.11)は div(h) + Dが効果的であること、すなわち
h ∈ L(D)に同値である。系 1.2.8から微分形式の次数は2g−2だから、deg(ω0) = k(2g−2)。
よって

deg(D) = k(2g − 2) + ν∞ · k +
∑

x=p(z)∈Γ\H
z は Γ の固定点

[
k
(
1 − 1

ez

)]

である。k ≥ 2または ν∞ 6= 0であればこれは 2g − 2より大きいから、系 1.2.9が使えて
(i)を得る。k = 1かつ Γのカスプがないときには、(i)は系 1.2.8から直ちに従う。(ii)は
カスプ形式の定義を用いて同様に示せる。カスプがないときにはS2k(Γ) = M2k(Γ)である
ことに注意せよ。

Γ\H∗の種数 定理 1.4.1を使って保型形式の空間の次元を計算するには、Γ\H∗の種数が
必要である。Γが合同部分群の場合には、Γ\H∗を Γ(1)\H∗の被覆と見ることでこの種数
を計算できる。
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補題 1.4.2. Γ(1)\H∗の種数は 0である。（言い換えればΓ\H∗はRiemann面としてP1(C)

に同型。）

証明. 種数0のコンパクトRiemann面は射影直線のみであることを思い出しておく。Γ(1)\H∗

は
Ω := {z ∈ H | − 1/2 ≤ <z ≤ 1/2, |z| ≥ 1}

の境界のうち

• 半直線 {z | <(z) = 1/2, =z ≥
√

3/2}と {z | <(z) = −1/2, =z ≥
√

3/2}、

• 円弧 {z | |z| = 1, π/6 ≤ arg(z) ≤ π/2}と {z | |z| = 1, π/2 ≤ arg(z) ≤ π/3}

をそれぞれ張り合わせてできる袋の口を∞で閉じたものだから、明らかに球面に同相で
ある。球面の種数は幾何学Aで見たように 0であった。

Γを合同部分群とする。1.3.4節で見たようにΓの固定点 zはΓ(1)の固定点であるから、
(Γz)adの位数は 2または 3である。

命題 1.4.3. Γ ⊂ Γ(1)を指数有限部分群とし、d(Γ) := [Γ(1)ad : Γad]とする。|(Γz)ad| = m

である Γの固定点の Γ軌道の個数を νm、Γのカスプの Γ軌道の個数を ν∞と書く。この
とき、Γ\H∗の種数は

g(Γ\H∗) = 1 +
d(Γ)

12
− ν2

4
− ν3

3
− ν∞

2

で与えられる。

証明. d(Γ)は被覆 Γ\H∗ ³ Γ(1)\H∗の次数であることと上の補題をRiemann-Hurwitzの
定理 (系 1.2.10)と組み合わせて

g(Γ\H∗) =1 + d(Γ)(g(Γ(1)\H∗) − 1) +
∑

x 分岐点

ex − 1

2

=1 − d(Γ) +
∑

x 分岐点

ex − 1

2
.

(1.12)

ただし、右辺の和は Γ\H∗ → Γ(1)\H∗の分岐点 xを走る。
p : H∗ ³ Γ\H∗, p1 : H∗ ³ Γ(1)\H∗をそれぞれ標準射影とする。zの p(z), p1(z)上の分
岐指数をそれぞれ e(z/p(z)), e(z/p1(z))と書けば、分岐指数は乗法公式

e(z/p1(z)) = e(z/p(z))ep(z) (1.13)

を満たす。ただし、ep(z)は p(z)の Γ(1)\H∗上の分岐指数であった。

(i) p1(z) = p1(i)のとき、(1.13)から (e(z/p(z)), ep(z)) = (2, 1)または (1, 2)のいずれか
である。
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(a) e(z/p(z)) = 2, ep(z) = 1となる p(z)は ν2個。

(b) e(z/p(z)) = 1, ep(z) = 2となる p(z)は (d(Γ)−ν2)/2個 (分岐指数で割っている)。

これらから ∑

p(z), p1(z)=i

ep(z) − 1 =
d(Γ) − ν2

2
.

(ii) p1(z) = p1(ρ)のとき、(1.13)から (e(z/p(z)), ep(z)) = (3, 1)または (1, 3)のいずれか
である。

(a) e(z/p(z)) = 3, ep(z) = 1となる p(z)は ν3個。

(b) e(z/p(z)) = 1, ep(z) = 3となる p(z)は (d(Γ)−ν3)/3個 (分岐指数で割っている)。

これらから ∑

p(z), p1(z)=i

ep(z) − 1 =
2(d(Γ) − ν2)

3
.

(iii) z ∈ Hが上のいずれでもないとき、e(z/p1(z)) = 1だから (1.13)によって p(z)は分
岐点ではない。

(iv) z ∈ H∗が p1(z) = ∞を満たすとき、
∑

p(z), z は Γ のカスプ

(ep(z) − 1) =
∑

p(z), z は Γ のカスプ

ep(z) − ν∞ = d(Γ) − ν∞.

以上を (1.12)に代入して

g(Γ\H∗) =1 − d(Γ) +
1

2

(d(Γ) − ν2

2
+

2(d(Γ) − ν3)

3
+ d(Γ) − ν∞

)

=1 +
d(Γ)

12
− ν2

4
− ν3

3
− ν∞

2
.

例 1.4.4 (Γ(N)\H∗の種数). 上の命題を 1.3.4節の主合同部分群 Γ(N)の場合に適用して
みよう。X(N) := Γ(N)\H∗と書く。

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

d(Γ) 1 6 12 24 60 72 168 192 324 360 660 144

ν2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ν3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ν∞ 1 3 4 6 12 12 24 24 36 36 60 12

g(X(N)) 0 0 0 0 0 1 3 5 10 13 26 7
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例 1.4.5 (Γ(1)の保型形式の空間の次元). Γ = Γ(1)の場合には、補題 1.4.2と定理 1.4.1

から

dim M2k(Γ(1)) = 1 − k +

[
k

2

]
+

[
2k

3

]
, dim S2k(Γ(1)) = −k +

[
k

2

]
+

[
2k

3

]

を得る。

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

dim M2k(Γ(1)) 0 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 4

dim S2k(Γ(1)) 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 2

1.5 楕円函数
保型形式の簡単な例を構成するために、複素解析から楕円函数について復習する [L.V.82,

7章], [Sil86, VI章]。

1.5.1 二重周期函数

複素数の対 (ω1, ω2)でその比 τ := ω1/ω2がR∪{∞}に含まれないものは、C内のZ格子

Λ = Zω1 + Zω2

の Z基底である。以下、必要なら ω1, ω2を入れ替えて τ ∈ Hであるとする。別のそのよ
うな対 (ω′

1, ω
′
2)が同じ格子Λを張るためには、γ ∈ Γ(1)があって

(
ω′

1

ω′
2

)
= γ

(
ω1

ω2

)

と書けることが必要十分である。すなわち全単射

Γ(1)\H × C× 3 (τ, ω2)
∼7−→ Zτω2 ⊕ Zω2 ∈ {C内の格子 } (1.14)

がある。
一方でΛは平行移動によってCに作用し、この作用は忠実であるから、補題 1.3.3と同

様にしてC/ΛにはコンパクトRiemann面の構造が入る。ΛのZ基底 (ω1, ω2)と o ∈ Cに
対して、o, o + ω1, o + ω2, o + ω1 + ω2を頂点とする平行四辺形の内部はC/Λの基本領域
なので、基本平行四辺形と呼ばれる。基本平行四辺形を平行移動して得られるC/Λの基
本領域も再び基本平行四辺形と呼ぶことにしよう。射影C ³ C/Λを pΛと書く。幾何学
Aで見たように g(C/Λ) = 1である。

C上の有理型函数 f がΛ不変:

f(z + ω) = f(z), ∀ω ∈ Λ
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のとき、f は Λに関する二重周期函数 (doubly periodic function)と呼ばれる。これは言
い換えれば、f がコンパクト Riemann面 C/Λ上の有理型函数であるということなので、
1.2 節で復習したコンパクト Riemann面上の複素解析の基本事項が適用できる。例えば
DをΛの基本平行四辺形でその境界上に f の極や零点がないものとするとき、

• D内の f の極での f の留数の和は 0である。

• D内の f の極の位数の和と零点の位数の和は等しい。

系 1.5.1. Λの定数でない二重周期函数はD内に少なくとも二つの極を持つ。

証明. fをそのような函数とする。fが正則なら、fはC上の有界正則函数だからLiouville

の定理により定数である。そうでなければ上の１番目の主張から、f の留数たちは互いに
相殺するはずで、そのためには少なくとも２つの極が必要である。

1.5.2 C/Λの自己準同型環

補題 1.5.2. Λ, Λ′ ⊂ Cを Z格子とする。
(i) α ∈ Cで αΛ ⊂ Λ′なるものに対して、

ϕα : C/Λ 3 z 7−→ αz ∈ C/Λ′

は定義可能な正則写像で、C/Λ, C/Λ′をCの格子による商群と見たものの準同型。
(ii) 次は全単射。

{α ∈ C |αΛ ⊂ Λ′} 3 α 7−→ ϕα ∈

{
ϕ : C/Λ → C/Λ′

∣∣∣∣∣
(a) ϕは正則写像
(b) ϕ(0) = 0

}

証明. (i)は明らか。(ii)の単射性も自明だから、全射性を示せばよい。ϕ(0) = 0となる正
則写像 ϕ : C/Λ → C/Λ′を取る。C pΛ→ C/Λ

ϕ→ C/Λ′はC/Λ′の単連結被覆Cを経由する。

C ∃eϕ−−−→ C

pΛ

y
ypΛ′

C/Λ
ϕ−−−→ C/Λ′

pΛ, pΛ′は共に局所同型だから、持ち上げ ϕ̃は正則写像である。任意の ω ∈ Λに対して

C 3 z 7−→ ϕ̃(z + ω) − ϕ̃(z) ∈ Λ′

は定義可能な連続写像、よって定数函数である。特に ϕ̃の導関数 ϕ̃′は正則二重周期函数
ゆえ、系 1.5.1から定数函数である: ϕ̃(z) = αz + β, ∃α, β ∈ C. 最後に ϕ(0) = 0から
β = 0であり、αΛ ⊂ Λ′は明らかである。
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系 1.5.3. (i) Λ, Λ′ ⊂ CをZ格子とする。C/ΛとC/Λ′がRiemann面として同型であるた
めには、Λ′ = αΛ, ∃α ∈ C×が必要十分である。
(ii) Z格子Λ ⊂ Cに対して商群C/Λの正則自己準同型環は、補題 1.5.2 (ii)の写像により
Zまたは虚二次体の整数環の部分環と同一視される。

証明. (i) 任意のRiemann面の同型ϕ : C/Λ
∼→ C/Λ′は平行移動によってϕ(0) = 0となる

ものに移せるから、主張は命題から明らか。
(ii) α 7→ ϕαによる Zの像が End(C/Λ)に属するのは明らか。そこでその像に含まれ

ない End(C/Λ)の元があるとする。補題 1.5.2 (ii)からそのようなものは ϕα, (α ∈ C×,

αΛ ⊂ Λ)と書ける。Λの Z基底 (ω1, ω2)で τ = ω1/ω2 ∈ Hとなるものを取る。仮定から

α

(
ω1

ω2

)
=

(
a b

c d

)(
ω1

ω2

)
, a, b, c, d ∈ Z

が成り立つ。α /∈ Zとしたから c 6= 0なので、これから引き起こされる一次分数写像の式
の分母を払って

cτ 2 + (d − a)τ − b = 0.

すなわちQ(τ)が虚二次体であることがわかる。さらに α = cτ + d ∈ Z[τ ]は det(T · 1112 −
( a b

c d )) ∈ Z[T ]の根だからQ(τ)での Zの整閉包に含まれる。

1.5.3 Weierstrassの℘函数とEisenstein級数

実際に与えられた Λ ⊂ Cに対して二重周期函数を構成するには、収束性のよい核函数
の Λ上の平均（和）を取るのが基本的である。ここではそのような構成の例を二つ挙げ
る。用いるのは次の簡単な補題である。

補題 1.5.4. Ω ⊂ Cを有界領域、Λ ⊂ Cを (ω1, ω2)で張られる格子とする。第１変数につ
いて連続な函数 ϕ : Ω × Λ → Cが、C > 0, ε > 0に対して

|ϕ(z, mω1 + nω2)| ≤ C(m2 + n2)−1−ε, ∀m, n ∈ Z

を満たせば、
∑

ω∈Λ ϕ(z, ω)はΩ上絶対一様収束する。

注意 1.5.5. 補題の状況で ϕ(z, ω)が z ∈ Ωについて有理型だとしてみる。定義からΩ上
のある多項式 P (z)について P (z)ϕ(z, ω)が補題の条件を満たすから、P (z)

∑
ω∈Λ ϕ(z, ω)

は整型で、
∑

ω∈Λ ϕ(z, ω)も有理型になる。

系 1.5.1から、もっとも単純な Λの二重周期函数は Λ上で２位の極を持ち、それ以外
で正則なものであろう。そのような f(z)があったとすれば、f(z) − f(−z)も二重周期函
数で、Λ上で高々１位の極を持ちそれ以外で正則だから定数函数で、しかも奇函数だから
f(z) = f(−z)つまり f は偶函数である。このような f(z)は定数を足すことと 0でない定
数をかけることを除いて一意だから、0での Laurent展開が

f(z) = z−2 +
∞∑

n=1

anz
2n
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となるよう「正規化」すれば f(z)は一意である。ところがこれの微分

f ′(z) = −2z−3 +
∞∑

n=1

2nanz
2n−1

の第１項−2z−3は任意の有界領域Ω ⊂ Cに対して補題の条件を満たすから、

℘′(z) := −2
∑

ω∈Λ

1

(z − ω)3

は広義絶対一様収束してC上の有理型函数を定める。これは明らかに Λで３位の極を持
ちそれ以外で正則な二重周期函数だから、f ′(z) = ℘′(z)でなくてはならない。このような
f(z)は存在し、それは

℘(z) = ℘Λ(z) :=
1

z2
+

∑

ω∈Λ\{0}

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)

で与えられる (Weierstrassの ℘函数)。実際、

∑

ω∈Λ\{0}

∣∣∣∣
1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ ≤
∑

ω∈Λ
|ω|≤2|z|

∣∣∣∣
1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ +
∑

ω∈Λ
|ω|>2|z|

10|z|
|ω|3

だから、上の和は広義絶対一様収束して有理型函数を定める。

命題 1.5.6 (加法公式). ℘(z)は次の函数等式を満たす。

℘(z + w) =
1

4

(
℘′(z) − ℘′(w)

℘(z) − ℘(w)

)2

− ℘(z) − ℘(w).

証明. Λの基本平行四辺形Dで 0を含むものを取る。

F (z) := ℘(z + w) − 1

4

(
℘′(z) − ℘′(w)

℘(z) − ℘(w)

)2

+ ℘(z) + ℘(w)

のD内の極は高々0, ±wの３点だが、0, −wで極を持たないことはすぐわかる。真ん中
の括弧内の wでの極は高々１位だから、系 1.5.1により F は定数函数である。F (0) = 0

から命題を得る。

続いて第２の例であるウェイト 2kの Eisenstein級数を

Gk(Λ) :=
∑

ω∈Λ\{0}

1

ω2k

と定める。z ∈ C×に対してGk(zΛ) = z−2kGk(Λ)という意味でこれは格子の函数として
ウェイト 2kである。F (Λ)をそのような函数として

f(τ) := F (Zτ ⊕ Z) = ω2k
2 F (Zω1 ⊕ Zω2), τ = ω1/ω2 ∈ H
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とおけば、これはΓ(1)に対するウェイト2kの保型性を満たす。すなわち、γ = ( a b
c d ) ∈ Γ(1),

τ = ω1/ω2 ∈ Hとして、

f(γ.τ) =f
(aω1 + bω2

cω1 + dω2

)
= (cω1 + dω2)

2kF (Zω1 ⊕ Zω2)

=(cτ + d)2kf(τ)

である。

命題 1.5.7. k ≥ 2のとき、Gk(τ) := Gk(Zτ ⊕Z), (τ ∈ H)は絶対収束してM2k(Γ(1))の元
を定める。そのカスプ∞での値は 2ζ(2k)。ただし

ζ(s) :=
∑

n∈N

1

ns
, <s > 1

はRiemannゼータ函数である。

証明. 補題 1.5.4から k ≥ 2のとき、Gk(τ)は絶対収束してH上の正則函数を定める。上
で見たようにGk(τ)はウェイト 2kの保型性を満たす。Gk(τ)を定義する級数は広義絶対
一様収束しているから、極限と和が入れ替えられて

lim
τ→∞

Gk(τ) =
∑

(m,n)∈Z⊕Z\{0}

lim
τ→∞

1

(mτ + n)2k
=

∑

n∈Z\{0}

1

n2k
= 2ζ(2k).

特にGk(τ)はカスプ∞でも正則である。

習慣にならって、g2 = g2(Λ) := 60G2(Λ), g3 = g3(Λ) := 140G3(Λ)と書く。

補題 1.5.8.

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z) − g3.

証明. (1 − t)−1 =
∑∞

n=0 tnの両辺を微分すれば、|t| < 1で

1

(1 − t)2
=

∞∑

n=0

(n + 1)tn.

tを z/ωで置き換えて、|z| < |ω|のとき

1

(z − ω)2
− 1

ω2
=

∞∑

n=1

(n + 1)
zn

ωn+2
.

これを ℘(z)の定義に代入して、0の近傍で

℘(z) =
1

z2
+

∞∑

n=1

∑

ω∈Λ\{0}

(n + 1)
zn

ωn+2
=

1

z2
+

∞∑

k=1

(2k + 1)Gk+1(Λ)z2k

=
1

z2
+ 3G2(Λ)z2 + 5G3(Λ)z4 + . . .

が成り立っている。これから直ちに

℘′(z)2 − 4℘(z)3 + 60G2(Λ) + 140G3(Λ)

が z = 0で正則かつ零点を持つことがわかる。しかもこれは 0以外で正則だから、系 1.5.1

から 0でなくてはならない。
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1.6 保型形式の例

1.6.1 Eisenstein級数のFourier展開

Bernoulli数 有理型函数 z(ez − 1)−1の z = 0での Laurent展開を

z

ez − 1
=

∞∑

n=0

bn
zn

n!
, |z| < 2π

と書く。bnたちはこれと
ez − 1

z
=

∞∑

n=1

zn−1

n!

を掛け合わせて得られる
∞∑

n=0

zn

(n + 1)!

∞∑

n=0

Bn
zn

n!
= 1

の両辺の各項の係数を比較して計算することができる。

b1 = −1

2
, b2 =

1

6
, b3 = 0, b4 = − 1

30
, b5 = 0, b6 =

1

42
, b7 = 0, . . .

すぐにわかるように b1以外の奇数次の項はない。Bk := (−1)k−1b2k, (k ∈ N)をBernoulli

数と呼ぶ。

B1 =
1

6
, B2 =

1

30
, B3 =

1

42
, B4 =

1

30
, B5 =

5

66
, B6 =

691

2730
, B7 =

7

6
,

B8 =
3617

510
, B9 =

43867

798
, B10 =

174611

330
, B11 =

854513

138
, B12 =

103 × 2294797

2730
, . . .

これを用いてRiemannゼータ函数の偶自然数での値が計算できる。

命題 1.6.1. k ∈ Nのとき

ζ(2k) =
22k−1

(2k)!
Bkπ

2k.

証明. [高木 83, 第５章 64節]を参照。

例 1.6.2.

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
, ζ(8) =

π8

9450
, ζ(10) =

π10

93555
, . . .

Eisenstein級数のFourier係数 上の命題により Eisenstein級数の定数項は計算できた
(命題 1.5.7参照)。実は残りの係数も具体的に計算することができる。
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命題 1.6.3. 自然数 nに対してその約数の k乗の和を σk(n)と書く。

σk(n) :=
∑

d∈N, d|n

dk.

k ≥ 2のとき、q = q∞ := e2πizとして

Gk(z) = 2ζ(2k) +
2(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑

n=1

σ2k−1(n)qn.

証明. [高木 83, 234頁]から

π cot πz =
1

z
+

∞∑

n=1

( 1

z + n
+

1

z − n

)

を思い出す。一方で cotの定義から

π cot πz = π
eπiz+e−πiz

2
eπiz−e−πiz

2i

=
q + 1

q − 1
πi = πi − 2πi

1 − q

= πi − 2πi
∞∑

n=0

qn

でもある。これらの間の等式を zについて順次微分すれば

∑

n∈Z

1

(z + n)k
=

(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑

n=1

nk−1qn (1.15)

が得られる。命題 1.5.7の証明と同様にして、

Gk(z) =2ζ(2k) +
∑

m6=0∈Z
n∈Z

1

(mz + n)2k
= 2ζ(2k) + 2

∞∑

m=1

∑

n∈Z

1

(mz + n)2k

内側の和に (1.15)を適用して

=2ζ(2k) +
2(−2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑

m=1

∞∑

d=1

d2k−1qmd

n = dmとおいて

=2ζ(2k) +
2(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑

n=1

σ2k−1(n)qn.
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1.6.2 Ramanujanの∆

例 1.4.5の dim S2k(Γ(1))の表によればウェイト 10以下のカスプ形式は存在せず、ウェ
イト 12のそれは定数倍を除いて一意である。このウェイト 12のカスプ形式を作ろう。
g2(z) = 60G2(z), g3(z) = 140G3(z)はそれぞれウェイト 4, 6の保型形式でその定数項は

60 · 2ζ(4) =
22

3
π4, 140 · 2ζ(6) =

(2

3

)3

π6

である。これらのべきとして得られるウェイト 12の保型形式

∆(z) := g2(z)3 − 27g3(z)2

の定数項は 26/33 − 27 · 26/36 = 0で消えている。命題 1.6.3の展開式を使って

∆(z) = (2π)12 · (q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + . . . )

がわかるので、∆は 0でない S6(Γ(1))の元である。

定理 1.6.4 (Jacobi). ∆は無限積展開∆(z) = (2π)12q
∏∞

n=1 (1 − qn)24を持つ。

証明. (スケッチ。詳しい証明は [J.-P79, VII章 4.4節]などを参照。)

F (z) := q
∞∏

n=1

(1 − qn)24

がウェイト 12の保型形式であることを示せばよい。Γ(1)は 18頁の S, Tで生成されてい
たが、F (z + 1) = F (z)は明らかだから

F
(−1

z

)
= z12F (z) (1.16)

を証明すればよい。そのためにウェイト 2の「Eisenstein級数」

G1(z) =
∑

n∈Z

∑

m∈Z
n = 0 のとき m 6= 0

1

(mz + n)2

を導入する (無限和は条件収束している)。これは保型形式にはならないが

G1

(−1

z

)
= z2G1(z) − 2πiz

を満たす。これと関係
dF

F
=

dq

q

(
1 − 24

∞∑

n=1

σ1(n)qn
)

を組み合わせて
dF (−1/z)

F (−1/z)
=

dF (z)

F (z)
+ 12

dz

z

が示せる。これから F (−1/z)は z12F (z)の定数倍であり、z = iでの値を比較して (1.16)

を得る。
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系 1.6.5. (i) ∆は∞で 1位の零点を持ち、それ以外の (1.7)の基本領域 Ωの元では極も
零点も持たない。
(ii) j(z) = 1728g2(z)3/∆(z)はΓ(1)の保型函数で、∞で 1位の極を持ち、それ以外のΩの
元で正則。(1728 = 26 · 33)

(iii) j : Γ\H∗ → P1(C)はRiemann面の同型。

証明. (i)は上の定理から明らかである。(ii)も g3
2と∆が共にウェイト 12の保型形式であ

ることと、(i)から直ちに従う。
(iii) j : Γ\H∗ → P1(C)は定数でない有理型函数であるから、あとはその被覆次数が 1で
あることを言えばよい。これは f−1(∞)が（重複も込めて）∞のみであるから明らか。

注意 1.6.6. (i) P1(C)上の有理型函数は有理函数のみであったから、Γ(1)の任意の保型
函数は上の j(z)の有理函数である。
(ii) j(z)は Fourier展開

j(z) =
1

q
+ 744 + 196884q + 21493760q2 + . . .

を持つ。関連した話題については [金子 01]を見られるとよい。

命題 1.6.7 (Γ(1)の保型形式環). (i) k < 0または k = 1のときM2k(Γ(1)) = {0}.
(ii) k = 0のときM0(Γ(1)) = C, k = 2, 3, 4, 5のときM2k(Γ(1)) = C · Gk.

(iii) M2k−12(Γ(1)) 3 f
∼→ ∆ · f ∈ S2k(Γ(1))は線型同型。

(iv) M(Γ(1)) :=
⊕

k∈Z M2k(Γ(1))は明らかな次数環の構造を持つが、M(Γ(1)) = C[G2, G3]

(二変数多項式環)である。

証明. (i), (ii)はGkがウェイト 2kの非自明な保型形式であることと例 1.4.5からすぐわか
る。(iii)は k ≥ 6のとき S2k(Γ(1)) 3 f 7→ ∆−1f ∈ M2k−12(Γ(1))が定義可能なことのみ確
かめればよいが、それはカスプ形式の定義と系 1.6.5 (i)から明らかである。

(iv) ここまでの結果によりC[X,Y ] 3 f(X,Y ) 7→ f(G2, G3) ∈ M(Γ(1))は全射環準同型
である。これが単射でないとすると、G3

2/G
2
3 ∈ C(Γ(1)\H∗)はC上代数的でCは代数閉体

だからG3
2はG2

3の定数倍のはずだが、これは命題 1.6.3から誤りである。

τ 函数とMordellの結果 (2π)−12∆(z)の Fourier係数 τ(n)を Ramanujanの τ 函数と
いう。

q

∞∏

n=1

(1 − qn)24 =
∞∑

n=1

τ(n)qn.

τ(1) = 1, τ(2) = −24, τ(3) = 252, τ(4) = −1472, τ(5) = 4830, τ(6) = −6048

τ(7) = −16744, τ(8) = 84480, τ(9) = −113643, τ(10) = −115920

この τ(n)は次のような乗法性を満たす。
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(i) n, mが互いに素なとき τ(mn) = τ(m)τ(n).

(ii) pが素数で n ≥ 2のとき漸化式 τ(pn+1) = τ(p)τ(pn) − p11τ(pn−1)が成り立つ。

∆(z)に付随する L函数を

L(s, ∆) :=
∞∑

n=1

τ(n)

ns

と定めれば、これは<sが十分大きいところで絶対収束し、sの整型函数に解析接続され
る。上の乗法性はこれが Euler積展開

L(s, ∆) =
∏

p; 素数

1

1 − τ(p)p−s + p11−2s

を持つことを意味する。

1.7 補足—保型線束
Riemann面X上の線束 (line bundle)とは、複素多様体の写像 π : L → Xであってある

Xの座標近傍系 {(Ui, ϕi)}に対して同型 π−1(Ui) ' C×ϕi(Ui)が与えられているもののこ
とだった。開部分集合U ⊂ X上のLの切断 (section)とは、整型写像 f : U → Lであって
π ◦ f = idU を満たすものである。それらのなす Cベクトル空間を Γ(U,L)と書く。U が
十分小さくL|U が自明なとき、つまり π−1(U) ' C×U のときには Γ(U,L)はU 上の整型
函数の空間に他ならない。

X = Γ\Hの状況に戻る。π : L → Xが線束ならば明らかに射影 p : H ³ Xによる引き
戻し

p∗(L) := {(z, v) ∈ H × L | p(z) = π(v)}

は第一成分への射影によってH上の線束である。これには Γが

γ : p∗(L) 3 (z, v) 7−→ (γ.z, v) ∈ p∗(L), γ ∈ Γ

によって作用している。今、この p∗(L)の自明化 (trivialization)、すなわち同型 i : H×C ∼→
p∗(L)が与えられたとする。(z, w) ∈ H × C, γ ∈ Γに対して J(γ, z) ∈ C×があって

γ.(z, w) = (γ.z, J(γ, z)w)

と書けるが、これが Γの作用であることから

(γγ′.z, J(γγ′, z)w) = γγ′.(z, w) = γ.(γ′.z, J(γ′, z)w) = (γγ′.z, J(γ, γ′.z)J(γ′, z)w)

すなわちコサイクル関係式

J(γ, γ′.z)J(γ′, z) = J(γγ′, z), γ, γ′ ∈ Γ (1.17)

が成り立つ。一般に函数 J : Γ × H → C×であって
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• ∀γ ∈ Γに対してH 3 z 7→ J(γ, z) ∈ Cは整型。

• J はコサイクル関係式 (1.17)を満たす。

なるものを Γに対する保型因子 (automorphy factor)と呼ぶ。

命題 1.7.1. X = Γ\H上の線束 Lと p∗(L)の自明化 i : H × C ∼→ Lの対 (L, i)の同型類と
Γの保型因子は一対一に対応する。

証明. (L, i)から保型因子 J は上のように構成される。逆に γ ∈ ΓのH × Cへの作用を保
型因子 J で

γ.(z, v) := (γ.z, J(γ, z)v), z ∈ H, v ∈ C

と捻れば、この作用についての商 L := Γ\(H × C) → Γ\HはX上の線束である。
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第2章 アデール群への移行

この章では楕円保型形式やHilbert保型形式がGL(2)のアデール群上の函数と見なせるこ
とを解説する。

2.1 古典論の問題点
まずは 1章の内容をさっと思い出そう。

H := {z = x + iy |x ∈ R, y ∈ R>0} ((Poincaré)上半平面)

には、SL(2, R) = {g ∈ M2(R) | det g = 1}が一次分数変換
(

a b

c d

)
.z =

az + b

cz + d
.

で作用していた。特にSL(2, R)の離散部分群もHに作用するが、離散部分群Γ ⊂ SL(2, R)

はその作用で上半平面を割った空間Γ\Hが有限な体積 (測度)を持つとき第 1種Fuchs群と
いうのだった。Γ(1) = SL(2, Z)などを見ればわかるようにその場合にも Γ\Hはコンパク
トとは限らない。第 1種 Fuchs群 Γ ⊂ SL(2, R)に対して Γ\Hは Riemann面の構造を持
ち、それに有限個の点 (カスプと呼ばれる)を付け加えてコンパクトRiemann面にできる。
特にその上の正則、有理型函数などが考えられる。函数 f : H → Cが Γに対するウェイ
ト 2kの保型形式 (modular form)とは、

(i) f(γ.z) = (cz + d)2kf(z), (∀γ ∈ Γ, z ∈ H)。

(ii) f はH上正則。

(iii) f は Γのカスプで正則。

となることだった。それらの空間をM2k(Γ)と書いていた。さらに f が全てのカスプで零
点を持つとき、f はカスプ形式と呼ばれていた。Γに対するウェイト 2kのカスプ形式の
空間を S2k(Γ)と書くのだった。

1章ではRiemann面上の複素解析を用いてM2k(SL(2, Z))を調べた。特に cot zの Lau-

rent展開を用いて次を得た。
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命題 2.1.1 (命題 1.6.7). M(SL2(Z)) :=
⊕

k∈Z M2k(SL2(Z)) = C[G2, G3] (二変数多項式
環)である。ただし、G2, G3はそれぞれウェイト 4, 6の Eisenstein級数である。

Gk(z) :=
∑

(a,b)∈Z2\{0}

1

(az + b)2k

さて整数論の目的のためにはΓが数論的部分群、つまり SL2(Q)または総実体上の不定
四元数体の乗法群D×内の合同式で定義される部分群の場合のみが重要である。特に現代
整数論においては、数論的部分群 Γたちに対するXΓ = Γ\Hに数論多様体の構造を入れ、
エタール被覆からなる射影系

lim←−
Γ

XΓ

へのGal(Q̄/Q)の作用を調べることが主たる目的となる。このためには任意に小さい数論
的部分群 Γ ⊂ SL2(Z)に対するM2k(Γ)の分析が必要になるが、そうした情報をこれまで
見てきたような複素解析的な手法から得るのは難しい。示せることと言えばΓ ⊂ SL(2, Z)

が指数有限部分群の場合に、M2k(Γ)が Poincaré級数

ϕn(z) =
∑

γ∈Γ0\Γ

(cz + d)−2k exp
(2πi · n(γ.z)

h

)
, n ∈ Z≥0

たちで張られるということくらいである。ここで

Γ0 =

{(
1 nh

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}

はΓ内の上三角な元からなる部分群である。M2k(Γ)の次元は有限であった (定理 1.4.1)か
らPoincaré級数たちは線型従属なのだが、それらからM2k(Γ)の基底を作り出すことも難
しい。

2.2 Hecke理論
こうしたレベルの深い数論的部分群 Γに対するM2k(Γ)の記述の端緒を与えたのが、

Heckeの理論である。N ∈ Nを止め、ΓとしてレベルN の主合同部分群

Γ(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣∣
a ≡ d ≡ 1 (mod N)

b ≡ c ≡ 0 (mod N)

}

を考える。このときN の約数でない素数 pに対してHecke作用素 Tp ∈ GLC(S2k(Γ))が定
まって、次が成り立つ。

定理 2.2.1 (Hecke理論). (i) Tp, (p - N)たちは互いに可換な S2k(Γ)上の正規作用素。
従って S2k(Γ)はそれらの同時固有函数からなる基底を持つ。
(ii) Tp, (p - N)たちの S2k(Γ)における各同時固有空間は 1次元。
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これらの結果は一般にHecke理論と呼ばれるが、実際にはHeckeの結果のみではなく彼
以後のの多くの研究者の手になる結果も含んでいる。その端緒を与えたという理由により
Heckeの名が冠されているのである。特に (ii)は Jacquet-LanglandsによるGL2上の保型
形式に対する強重複度一定理の特別な場合であり [JL70]、その証明は保型表現論によるほ
かない。この章の目的はこうした結果を正確に解説することである。そこでまずこの節で
はこれらの理論を展開するために最適なアデール群の設定に舞台を移す過程を解説する
[Gel75, §§ 2, 3]。

2.3 上半平面からSL(2, R)へ
ΓをG′(R) = SL(2, R)内の第 1種 Fuchs群とする。ここでは 1.3.3節の解析同相 (1.4)

G′(R)/K′
∞ 3

(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
K′

∞
∼7−→ x + yi ∈ H

を用いて S2k(Γ)の元をG′(R)上の函数に持ち上げる。まずはLie群とLie環について必要
な事項を簡単に復習しておこう。

2.3.1 Lie環とLie群

実Lie環とは、R上のベクトル空間gとブラケット積と呼ばれる双線型写像 [·, ·] : g⊗Rg →
gの対であって、

• 交代性 [Y, X] = −[X,Y ], ∀X,Y ∈ gおよび

• Jacobi恒等式
[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0

を満たすもののことだった。通常はブラケットを省略して gのみでLie環を表す。係数体を
RからCに取り替えて複素Lie環も同様に定義できる。特に実Lie環gに対してgC = g⊗RC
は複素 Lie環になるが、これを gの複素化 (compexification)と呼ぶ。

例 2.3.1. (i) n次正方行列の空間Mn(R)にブラケットを

[X,Y ] := XY − Y X

で定めたものは実 Lie環である。これを gl(n, R)と書く。同様に n次正方複素行列の空間
Mn(C)も複素 Lie環となり、gl(n, C)と書かれる。gl(n, R)の複素化は gl(n, C)である。
(ii) gl(n, R)の部分空間

sl(n, R) := {X ∈ gl(n, R) | trX = 0}

は実 Lie環である。同様にその複素化 sl(n, C)も定義される。
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問 2.1. 上の例の gl(n, R), sl(n, R)がそれぞれ Lie環になることを確かめよ。

Lie群の定義を簡潔に思い出しておこう。n次元可微分多様体 (smooth manifold)とは
Hausdorff位相空間M とその上の n次元可微分構造、すなわち座標近傍系と呼ばれる族
{(Uα, φα)}α∈A

(i) {Uα}α∈AはM の開被覆。
M =

⋃

α∈A

Uα.

(ii) φα : Uα → Rnは連続開写像で、α, β ∈ Aに対して

φα(Uα ∩ Uβ)
φ−1

α−→ Uα ∩ Uβ

φβ−→ φβ(Uα ∩ Uβ)

はC∞級写像であるもの。

の同値類の対のことだった。ただし、二つの座標近傍系 {(Uα, φα)}α∈A, {(Vβ, ψβ)}β∈Bが
同値とは、それらの合併が再び座標近傍系の条件を満たすこととする。可微分構造はM

上の可微分函数の概念を定めるのだった。C∞(M)でM上のC∞級函数の空間を表す。群
Gが可微分多様体の構造を持ち、しかも演算G×G 3 (g, h) 7→ gh ∈ Gおよび逆元を取る
写像G 3 g 7→ g−1 ∈ GがC∞級写像であるとき、これを Lie群と呼ぶ。

例 2.3.2. 可逆な n次正方実行列たちのなす群GL(n, R)は埋め込み

ι : GL(n, R) 3




g1,1 g1,2 . . . g1,n

g2,1 g2,2 . . . g2,n

...
...

. . .
...

gn,1 gn,2 . . . gn,n


 7−→ (gi,j)1≤i,j≤n ∈ Rn2

によってRn2
の位相から誘導される位相に関してHausdorff位相空間になる。さらにその

任意の開部分集合Uに対して上の埋め込みの制限を取って得られる座標近傍系 {(U, ι|U)}U

の定める可微分構造に関して Lie群になる。

問 2.2. 上の例を参考にして SL(n, R) := {g ∈ GL(n, R) | det g = 1}が Lie群になること
を示せ (可微分多様体であることも確かめよ)。

Lie群には次のようにしてLie環が付随する。まず n次元可微分多様体M上のベクトル
場たちのなす Lie環を思い出そう。x ∈ M でのC∞級函数の芽の空間をFxと書く。線型
写像D : Fx → Rで Leibnitzの規則

D(fg) = Df · g(x) + f(x)Dg, f, g ∈ Fx

を満たすものたちの空間をM の xでの接空間 (tangent space)と呼び、TxM と書く。xの
座標近傍 (U, φ)を取れば、TxM は

∂i
φ,x : Fx 3 f 7−→ ∂(f ◦ φ−1)

∂xi

(φ(x)) ∈ R, (1 ≤ i ≤ n)
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(ただし (x1, . . . , xn)はRnの標準座標)たちで張られる n次元Rベクトル空間である。こ
れらの合併

TM :=
⋃

x∈M

TxM

は 1.7節でも触れたM 上のベクトル束の構造を持つ。そのC∞級切断のことをM 上の可
微分ベクトル場という。もっと具体的に言うと、M の開部分集合U 上の可微分ベクトル
場 (smooth vector field)とは函数X : U 3 x 7→ Xx ∈ TxM であって、任意の x ∈ U の座
標近傍 (V, φ)を使って

Xy = ξ1(φ(y))∂1
φ,y + · · · + ξn(φ(y))∂n

φ,y, ∀y ∈ V

と書いたときの係数 ξiたちが φ(V )上のC∞級函数になるもののことである。U 上のベク
トル場Xと U 上のC∞級函数 f ∈ C∞(U)に対して、

Xf(x) := Xxf, x ∈ U (f のXによる Lie微分)

は再びC∞(U)の元である。さて、XM でM上の可微分ベクトル場全体のなすベクトル空
間を表す。X,Y ∈ XM のブラケット積を

[X,Y ]xf := Xx(Y f) − Yx(Xf), f ∈ Fx

と定めれば、これに関してXM は実 Lie環になる。

問 2.3. XM が実 Lie環になることを確かめよ。

可微分多様体の間のC∞級写像 f : M → N はそれらの接空間の間に線型写像

df : TxM 3 D 7−→ (φ 7→ D(φ ◦ f)) ∈ Tf(x)N

を定める。これを f の微分 (differential)と呼ぶ。今、Gを Lie群とする。g ∈ GはC∞級
写像L(g) : G 3 x 7−→ gx ∈ G (左移動作用 (left translation)と呼ばれる)でG自身に作用
しており、C∞(G)にも引き戻しL(g)f(x) := f(g−1x), (f ∈ C∞(G))で作用する。X ∈ XG

が左不変とは、
dL(g)(Xx) = Xgx, ∀g, x ∈ G

となることだった。G上の左不変可微分ベクトル場の全体のなすRベクトル空間 gはXG

のブラケットについて閉じており、特に実Lie環になる。これをLie群GのLie環と呼ぶ。
定義から任意の X ∈ gは X1で決まる: Xg = dL(g)(X1) ので g 3 X

∼7→ X1 ∈ T1Gは
線型同型である。さらに指数写像 exp : g → Gが次のように定義される。C∞級準同型
φ : R → GをGの一変数部分群 (1-parameter subgroup)と呼ぶ。

補題 2.3.3. gとGの一変数部分群の集合の間には全単射: X 7→ (t 7→ eX(t))がある。
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証明. (スケッチ。詳しくは [森田 96, 1.4], [War71, 定理 1.48]などを参照。) まず一変数部
分群 φに対しては T1(G)の元

(
dφ

dt

)

1

: F1 3 f 7−→ d(f ◦ φ)

dt

∣∣∣∣
t=0

∈ R

が定まる。これを (dφ/dt)g := dL(g)(dφ/dt)1によってG全体に延ばして (dφ/dt) ∈ gが得
られる。
逆にX ∈ gに対しては微分方程式

d(f ◦ eX)

dt
= XeX(t)f

の解 eX : R → Gを対応させる。局所座標 (x1, . . . , xn)を使って eX(t) = (e1(t), . . . , en(t))

などと書けば、合成函数の微分の計算からこれは
n∑

i=1

dei

dt

∂f

∂xi

=
n∑

i=1

ξi(eX(t))
∂f

∂xi

(ただしXg =
∑n

i=1 ξi(g)(∂/∂xi)と書いた)となる。f は任意だから結局、常微分方程式
dei/dt = ξi(eX(t))を解くことになる。ところがXは左不変だから

n∑

i=1

ξi(φ(t))
∂f

∂xi

(φ(t)) =Xφ(t)f = (dL(φ(t))X)φ(t)f = X1(L(φ(t)−1)f)

=
n∑

i=1

ξi(1)
∂f

∂xi

(φ(t))

となって、係数 ξiは定数でありそのような解は一意に存在する。

この対応を使って指数写像を exp : g 3 X 7→ eX(0) ∈ Gと定める。

例 2.3.4. (i) 例 2.3.2のGL(n, R)の Lie環は例 2.3.1の gl(n, R)である。実際、指数写像

exp : gl(n, R) 3 X 7−→
∞∑

k=0

Xk

k!
∈ GL(n, R)

を使って

Xgf :=
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

と定めれば、これはGL(n, R)上の左不変ベクトル場になっており (右移動の微分だから
左移動と可換になる)、これが gl(n, R)とGL(n, R)の Lie環との同一視を与える。
(ii) 同様に SL(n, R)の Lie環は sl(n, R)である。

問 2.4. 上の例の (ii)を確かめよ。すなわち (i)で与えた gl(n, R)からGL(n, R)の Lie環
への写像が sl(n, R)から SL(n, R)の Lie環への Lie環の同型 (線型同型でブラケット積を
保つもの)を与えることを確かめよ。
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2.3.2 普遍包絡環とCasimir作用素

実 Lie群Gの Lie環 gを考える。共役作用Ad(g) : G 3 x 7→ gxg−1 ∈ G, (g ∈ G)の微
分は

Ad(g) : g
∼−→ T1G

d(Ad(g))−→ T1G
∼−→ g

により、Gの随伴表現 (adjoint representation) Ad : G → GLR(g)を与える (Ad(g)はG

の自己同型なので左不変ベクトル場を左不変ベクトル場に移す)。X,Y ∈ gおよび f ∈ F1

に対しては、指数写像の定義から

[X,Y ]1f =X1(Y f) − Y1(Xf) =
d

dt

(
Y f(exp tX) − Xf(exp tY )

)∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
Yexp tXf − Xexp tY f

)∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
d

ds
f(exp tX exp sY )

∣∣∣
s=0

) ∣∣∣
t=0

− d

dt

(
d

ds
f(exp tY exp sX)

∣∣∣
s=0

) ∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
d

ds

(
f(exp tX exp sY ) − f(exp sY exp tX)

)∣∣∣
s=0

) ∣∣∣
t=0

= lim
t→0

1

t

(
d

ds

(
f(exp tX exp sY ) − f(exp sY exp tX)

)∣∣∣
s=0

− d

ds

(
f(exp sY ) − f(exp sY )

)∣∣∣
s=0

)

= lim
t→0

1

t

(
d

ds

(
f(exp tX exp sY exp(−tX)) − f(exp sY )

)∣∣∣
s=0

)

=
d

dt
Y1(f ◦ Ad(exp tX))

∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
Ad(exp tX)Y

)
1
f
∣∣∣
t=0

である。すなわち
d

dt
Ad(exp tX)Y

∣∣∣
t=0

= [X,Y ], X, Y ∈ g (2.1)

が成り立つ。これから特に

Ad(g)[X,Y ] = [Ad(g)X, Ad(g)Y ], g ∈ G, X, Y ∈ g (2.2)

が従う。
さて、V を有限次元Cベクトル空間とする。V のテンソル積たちの直和

T (V ) :=
∞⊕

n=0

T n(V ), T n(V ) := V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
n 個

に積 T (V ) × T (V ) 3 (x, y) 7→ x ⊗ y ∈ T (V )を定めて得られるC代数を V のテンソル代
数という。有限次元複素 Lie環 gのテンソル代数を

X ⊗ Y − Y ⊗ X − [X,Y ], X, Y ∈ g
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たちの張る両側イデアル Igで割って得られる商C代数U(g)を gの普遍包絡環 (universal

enveloping algebra) または展開環という。実 Lie群 Gの Lie環 gの複素化の普遍包絡環
U(gC)は定義からG上の左不変微分作用素環と同一視される。一方Gは随伴表現のテン
ソル積で各 T n(gC), 従って T (gC)に作用し、しかも (2.2)から IgC はその作用で不変であ
る。これからGのU(gC)への作用が定まるが、これを再びAdで表す。G上の調和解析で
重要な役割を果たすのは不変微分作用素環、すなわち Z(G) := U(gC)Ad(G)である。Gが
連結な場合などには Z(G)はU(gC)の中心 Z(gC)に一致する。その元の代表的なものが次
のCasimir作用素である。

gを有限次元実 Lie環とする。(2.1)に動機づけられて ad(X)Y := [X,Y ], (X,Y ∈ g)と
定めれば、これは Lie環の準同型

ad : g −→ gl(g)

を与える (gの随伴表現と呼ばれる)。g上の双線型形式

B : g ⊗R g 3 X ⊗ Y 7−→ tr(adXadY ) ∈ R

を g上のKilling形式という。これは

(i) 対称: B(X,Y ) = B(Y, X), (X,Y ∈ g);

(ii) g不変: B(ad(X)Y, Z) = −B(Y, ad(X)Z), (X,Y, Z ∈ g).

を満たす。Killing形式がさらに非退化なとき、gは半単純 (semisimple)であると言われる。

(有限次元)半単純実Lie環 gの基底 {X1, . . . , Xn}を取り、それに関する非退化二次形式
Bの表現対称行列 (B(Xi, Xj))i,jの逆行列を (Bi,j)i,jと書く。このとき

∆ :=
∑

1≤i,j≤n

Bi,jXiXj ∈ U(g)

を gの Casimir元という。これは作り方から基底 {X1, . . . , Xn}の取り方によらず、Z(g)

に属する。Lie群Gはその Lie環 gが半単純なとき半単純であると言われる。連結半単純
Lie群Gに対して gのCasimir元∆はG上の不変微分作用素の環 Z(G)の元である。これ
をGのCasimir作用素という。

問 2.5. 有限次元 Lie環の ad : g → gl(g)が Lie環準同型であることを確かめよ。

問 2.6. (i) n次正方行列X, Y に対して tr(XY ) = tr(Y X)を示せ。
(ii) 有限次元実 Lie環 gのKilling形式Bが対称であることを確かめよ。
(iii) 同様にBが g不変であることを確かめよ。

問 2.7. (i) 有限次元半単純実 Lie環 gの Casimir元∆ ∈ U(g)の定義が、gの基底の取り
方によらないことを確かめよ。
(ii) さらに∆ ∈ Z(g)を確かめよ。
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例 2.3.5. g = sl(2, R)の基底 {X1, X2, X3}として

U :=

(
0 −1

1 0

)
, V =

(
0 1

1 0

)
, H =

(
1 0

0 −1

)

を取れば、

ad(U)

(
y x

z −y

)
=

(
−(x + z) 2y

2y x + z

)
, ad(V )

(
y x

z −y

)
=

(
z − x −2y

2y x − z

)
,

ad(H)

(
y x

z −y

)
=

(
0 2x

−2z 0

)

だから、座標 (x, y, z)についての行列表示

ad(U) =




0 2 0

−1 0 −1

0 2 0


 , ad(V ) =




0 −2 0

−1 0 1

0 2 0


 , ad(H) =




2 0 0

0 0 0

0 0 −2




を得る。これからすぐわかるように

(B(Xi, Xj))i,j =



−8 0 0

0 8 0

0 0 8




だから、∆ = (−U2 + V 2 + H2)/4である。G′(R)上の微分作用素としては、岩澤分解

g =

(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
k(θ), k(θ) =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

の座標を使って

∆ = −y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
− y

∂2

∂x∂θ
(2.3)

と書ける1。

2.3.3 カスプ形式のG′(R)への持ち上げ

さて、S2k(Γ)のG′(R)への持ち上げに話を戻そう。保型因子 j(g, z) = 1/(cz + d), (g =

( a b
c d ) ∈ G′(R))を思い出す。gi = ( ai bi

ci di
), (i = 1, 2)とすれば

j(g1g2, z) =
1

(c1a2 + d1c2)z + c1b2 + d1d2

なので、j(g, z)はコサイクル関係式

j(g1, g2.z)j(g2, z) =
c2z + d2

c1(a2z + b2) + d1(c2z + d2)

1

c2z + d2

= j(g1g2, z) (2.4)

を満たす (1.7節 (1.17)参照)。
1直接計算でも証明できる。定義から gの実Lie環としてのCasimir元と gCの複素Lie環としてのCasimir

元は一致する。後でこれを使って、sl(2, C)の Casimir元として (2.3)を証明する予定である。
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滑らかな (C∞級)函数 φ : G′(R) → Cで条件

(i) φ(γg) = φ(g), ∀γ ∈ Γ, g ∈ G′(R);

(ii) φ(gk(θ)) = e−2kiθφ(g), ∀g ∈ G′(R), k(θ) ∈ K′
∞;

(iii) ∆φ = −k(k − 1)φ;

(iv) φはG′(R)上有界;

(v) φはカスプ的、すなわち Γの任意のカスプ c = gc.∞, (∃gc ∈ G′(R), 1.3.3節参照)に
対して、その Γでの固定化群を (±1112を除いて)

Γc = Ad(gc)

{(
1 nh

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}
, ∃h > 0

と書くとき ∫ 1

0

φ
(
gc

(
1 xh

0 1

)
g
)

dx = 0, ∀g ∈ G′(R) (2.5)

が成り立つ。

を満たすものたちの空間をA0(Γ, 2k)と書く。

命題 2.3.6. 写像

S2k(Γ) 3 f 7−→ φf (g) := f(g.i)j(g, i)2k ∈ A0(Γ, 2k)

は定義可能な線型同型。

証明. まず写像が定義可能なことを示そう。f ∈ S2k(Γ)を固定する。φf が滑らかなこと
は明らか。

(i)は

φf (γg) =f(γ.(g.i))j(γg, i)2k = f(g.i)j(γ, g.i)−2kj(γg, i)2k

(2.4)
= f(g.i)j(g, i)2k = φf (g)

となって確かめられる。
(ii)も (2.4)から従う。

φf (gk(θ)) = f(gk(θ).i)j(gk(θ), i)2k = f(g.i)j(g, i)2kj(k(θ), i)2k = e−2kiθφf (g)

ここで j(k(θ), i) = (i sin θ + cos θ)−1 = e−iθを使った。
(iii)を示すには、岩澤分解の座標を使う。

φf

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
k(θ)

)
= e−2kiθykf(x + yi) (2.6)
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および

∂2

∂y2
ykf(x + yi) =

∂

∂y

(
kyk−1f(x + yi) + yk ∂

∂y
f(x + yi)

)

= k(k − 1)yk−2f(x + yi) + 2kyk−1 ∂

∂y
f(x + yi) + yk ∂2

∂y2
f(x + yi)

に注意して

∆φf (g) =

(
−y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
− y

∂2

∂x∂θ

)
e−2kiθykf(x + yi)

= − y2e−2kiθyk ∂2

∂x2
f(x + yi) − y2e−2kiθ ∂2

∂y2
ykf(x + yi)

+ y(2ki)e−2kiθyk ∂

∂x
f(x + yi)

= − e−2kiθyk+2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
f(x + yi) + 2kie−2kiθyk+1

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
f(x + yi)

− k(k − 1)yke−2kiθf(x + yi)

がわかる。ここで z = x + iyと書けば

∂

∂x
+ i

∂

∂y
= 2

∂

∂z̄
,

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 4

∂2

∂z∂z̄

であるから、f(z)の正則性より右辺の一行目は消えて (iii)を得る。
(iv)は (2.6)がコンパクトRiemann面 Γ\H∗上の連続函数であることから明らか。
(v) Γのカスプ c := gc.∞を上の通りとすれば、f がカスプ形式であることから cでの

Fourier展開

f(gc.z)j(gc, z)2k =
∞∑

n=0

an exp
(2πinz

h

)

の定数項 a0は消えている。この右辺は絶対収束しているからコンパクト集合上の積分と
交換できて、これは

0 =
∞∑

n=0

an

∫ 1

0

exp
(2πin(z + xh)

h

)
dx =

∫ 1

0

f(gc.(z + xh))j(gc, z + xh)2k dx

に同値である。今、g ∈ G′(R)に対して g.i = zと書けば、

∫ 1

0

φf

(
gc

(
1 xh

0 1

)
g
)

dx =

∫ 1

0

f
(
gc

(
1 xh

0 1

)
.z

)
j
(
gc

(
1 xh

0 1

)
g, i

)2k
dx

=

∫ 1

0

f(gc.(z + xh))j(gc, z + xh)2k dx · j(g, i)2k = 0

となって (v)が従う。
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f 7→ φf は明らかに単射だから、後は全射性を示せばよい。それには

A0(Γ, 2k) 3 φ 7−→ f(g.i) := φ(g)j(g, i)−2k ∈ S2k(Γ)

が定義可能な線型写像であることを見ればよい。上の議論を逆にたどることにより、S2k(Γ)

の条件のうち保型性、カスプで消えていることは直ちにわかる。問題は条件 (ii), (iii)から
f の正則性が従うことだが、このメカニズムについては後にGL(2, R)の既約表現を記述
する際に解説することにしよう。

こうしてカスプ形式たちは Γ\G′(R)上の函数に持ち上がった。A0(Γ, 2k)を拡張して、
G′(R)上のΓに関する保型形式を次のように定義する。G′(R)上の函数φが右K′

∞有限とは、

R(k)φ : G′(R) 3 g 7−→ φ(gk) ∈ C, (k ∈ K′
∞)

たちが生成するCベクトル空間が有限次元なことだった。G′(R)上のΓ保型形式とは、滑
らかな函数 φ : G′(R) → Cであって条件

(i) φ(γg) = φ(g), ∀γ ∈ Γ, g ∈ G′(R);

(ii) 右K′
∞有限;

(iii) (Z(G′(R)) = C[∆])有限、すなわち∆の固有函数の有限線型結合;

(iv) 緩増加。すなわちR > 0, N ∈ Nがあって
∣∣∣∣∣φ

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
k(θ)

)∣∣∣∣∣ ≤ RyN

が成り立つ。

を満たすもののこととする。Γ保型形式の空間をA(Γ\G′(R))と書く。φ ∈ A(Γ\G′(R))で
さらにカスプ的なものを Γカスプ形式と呼び、それらの空間をA0(Γ\G′(R))と書く。言
うまでもなくこれらの定義は従来の保型形式、カスプ形式のそれよりはるかに広いものと
なっている。これによって新たにレパートリーに加わる正則でない保型形式の例を少し見
ておこう。

例 2.3.7 (Maassの波動形式). φ ∈ A0(Γ\G′(R))でさらに

(ii)W φ(gk(θ)) = φ(g), ∀k(θ) ∈ K′
∞;

(iii)W ∆φ = 4−1(1 − s2)φ

を満たすものをMaassの波動形式 (wave form)という。これに対応する上半平面上のカス
プ形式

f(z) := φ
((

y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

))
, z = x + iy ∈ H
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は正則ではないが、Hecke理論においては正則カスプ形式と同様に扱えることがH. Maass

によって示されている [Maa49]。なお、ΓがG′(R)の数論的部分群ならば、上に現れるパラ
メタ sは純虚数か−1/9 < s < 1/9を満たす実数であることが知られている2(Kim-Shahidi,

1999)。

例 2.3.8 (実解析的Eisenstein級数). 簡単のために Γ = Γ(1) = G′(Z)とする。

E(s, g) :=
∑

(c,d)∈Z2

(c,d)=1

y(1+s)/2

|cz + d|1+s
, g.i = x + yi

は<s > 1で絶対収束し、s = 1で一位の極を持ちそれ以外では正則な sの有理型函数に解
析接続される。これは (ii)W , (iii)W を満たすが、カスプ形式ではない Γ保型形式である3。
これをパラメタ sの実解析的 Eisenstein級数という。

2.4 SL(2, R)からGL(2, A)へ

2.4.1 アデール環

pを素数とする。x ∈ Q×は pm · a/b, (m, a, b ∈ Z, a, bは pを素因数に持たない)とただ
一通りに書ける。このとき xの p進絶対値を |x|p := p−mと定める。これを |0|p := 0とし
てQに延長したものは距離の公理

• |x|p = 0となるのは x = 0のときのみ。

• | − x|p = |x|p, ∀x ∈ Q;

• |x+ y|p ≤ |x|p + |y|p, ∀x, y ∈ Q (三角不等式。実はさらに超距離不等式 (ultra-metric

inequality)

|x + y|p ≤ sup(|x|p, |y|p) (2.7)

が成り立つ。)

および、

• |xy|p = |x|p|y|p, ∀x, y ∈ Q

を満たす。特にQはこの距離の定める位相に関して位相体になるが、その完備化が p進
数体 Qpである。これは

Zp := {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1}

2一般化された Ramanujan予想によれば純虚数だけでよいはずであるが。
3一方でA0(Γ, 2k)の条件 (ii), (iii) (48頁参照)を満たす Γ保型形式はカスプ形式しかないことが知られ

ている。
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をただ一つの極大コンパクト部分環とする、局所コンパクト位相体である。a/b ∈ Q×,

(a, b ∈ Z \ {0}は互いに素)が Zpに入るためには bが pを素因数に持たないことが必要十
分なことに注意しよう。| · |pはその像がR×

+の離散部分群 〈p〉であるから、例えば

pnZp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ p−n} = {x ∈ Qp | |x|p < p1−n}, (n ∈ N)

は 0の開かつコンパクト (特に閉)な基本近傍系をなす。この意味でQpは (局所コンパク
ト)完全不連結 (totally disconnected)な位相体である。代数的には Zpは pZpをただ一つ
の極大イデアルとする局所環 (local ring)であり、従ってQpは

valp(x) :=

{
− logp |x|p x 6= 0のとき

∞ それ以外のとき

を付値とする完備離散付値体 (complete discrete valuation field)でもある。
同様に x ∈ Qの実数としての絶対値を |x|∞と書けば、Qは距離 | · |∞の定める位相に関

しても位相体になり、その完備化が実数体Rに他ならない。以後、しばしばRをQ∞と
書く。素数および∞をQの素点と呼ぶ。

問 2.8. (i) Zの (p)での局所化 (localization)

Z(p) :=
{ a

b
∈ Q

∣∣∣ a, b ∈ Z, (b, p) = 1
}

を思い出す。ZpはQpでの Z(p)の閉包であることを示せ。
(ii) Zpの単元群 Z×

p が Zp r pZp := {x ∈ Zp | |x|p = 1}に一致することを示せ。
(iii) Q×

p =
∐

n∈Z pnZ×
p を示し x ∈ Q×

p に対して xZp = p−valp(x)Zpであることを確かめよ。

さて素点の有限集合 Sで∞を含むものに対して直積環

A(S) :=
∏

v∈S

Qv ×
∏

p/∈S

Zp

を考える。特にS = {∞}のときにはこれをA(∞)と書く。各Qvの位相の直積位相に関し
てこれは局所コンパクト位相環になる。もちろん S ⊂ T ならA(S) ⊂ A(T )であるから、
これらの位相的帰納極限

A = AQ := lim−→
S

A(S)

としてQのアデール環 (adele ring)が定義される。言い換えればAは合併
⋃

S A(S)に各
A(S)が開部分環となるよう位相を入れたものである。x = a/b ∈ Q×, (a, b ∈ Z \ {0}は
互いに素)の分母の素因数の集合を Sf (x)とすれば、自然な単準同型Q ↪→ Qvたちの直積
Q →

∏
v Qvによる xの像 (x)vはA({∞} ∪ Sf (x))に属するから、単準同型

Q 3 x −→ (x)v ∈ A

は定義可能である。以後、これによりQをA = AQの部分環と見なす。

Ẑ :=
∏

p ; 素数

Zp = lim−→
N

Z/NZ

と書く。
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補題 2.4.1. (1) QはAの離散部分環である。
(2) (0, 1) × Ẑ ⊂ AはQ\Aの基本領域 (1.3.3節参照)である。

証明. (1) 0がQの中でAの位相に関して孤立していることを見ればよい。Aの開部分集
合 (−1, 1) × ẐとQの交わりは (−1, 1)内の整数、すなわち 0のみからなるのでこれは明
らか。

(2) Aの部分群Q + A(∞)を考える。任意の x = (xv)v ∈ AはあるA(S)に含まれる。

(i) S = {∞}なら x ∈ A(∞)である。

(ii) それ以外のとき。まず p ∈ Sに対して xpを近似しよう。xp ∈ p−nZp, (n ∈ N)だと
する。

(a) xp ∈ p−nZ×
p =

∐p−1
k=1 kp1−nZpだから、ある 1 ≤ k1,0 ≤ p − 1に対して

xp(1) := xp − k1,0p
−n ∈ p1−nZp

とできる。

(b) 同様に xp(j) ∈ pj−nZp =
∐p−1

k=1 kpj+1−nZpだから、ある 1 ≤ k1,j ≤ p − 1に対
して

xp(j + 1) := xp(j) − k1,jp
j−n ∈ pj+1−nZp

が成り立つ。

(c) これを j = n − 1まで繰り返せば、結局 ξ(p) :=
∑n−1

j=0 k1,jp
j−n ∈ Qとして

xp ∈ ξ(p) + Zpを得る。

ξ(p)の分母は q 6= p,∈ Sを素因数に持たないので、ξ(p) ∈ Zq, (∀q 6= p,∈ S)が成り
立つ。そこで ξ :=

∑
p∈S ξ(p) ∈ Qとおけば

xp ∈ ξ + Zp, ∀p ∈ S

である。

すなわちQ + A(∞) = Aが示された。一方Aの元が ξ + x, η + y, (ξ, η ∈ Q, x, y ∈ A(∞))

と二通りに書けるためには、明らかに

x − y ∈ Q ∩ A(∞) = Q ∩ Ẑ = Z

が必要十分である。

注意 2.4.2. 上の証明はA(∞)をR ×
∏

p ; 素数 NZp, (N ∈ Z, 6= 0)で置き換えても成立す
る。特にQ + RがAの中で稠密なことがわかる。同様に勝手な素数 pに対してQ + Qpは
Aの中で稠密である。
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2.4.2 イデール群、イデアル群、イデアル類群

集合としてはAはA(S)たちの合併であるから、その単数群もA(S)の単数群たちの合併

A× = A×
Q :=

⋃

S

A(S)×, A(S)× =
∏

v∈S

Q×
v ×

∏

p/∈S

Z×
p

である。これにA(S)×たちの位相的帰納極限としての位相、すなわち各A(S)×がA×の開
部分群となる位相を入れたものをQのイデール群 (idele group)と呼ぶ。イデールノルム

| · |A : A× 3 x = (xv)v 7−→ |x|A :=
∏

v

|xv|v ∈ R×
+

は定義可能な連続準同型であることに注意する。ただし、右辺の無限積で vはQの全て
の素点を走る。これの核をA1 := {x ∈ A× | |x|A = 1}と書く。

補題 2.4.3. (i) Q×はA×の離散部分群。
(ii) Q× ⊂ A1 (Artinの積公式)。さらにA1/Q× ' Ẑ×でA = R×

+ × A1。

証明. (i) 1が A× の位相に関して Q× の中で孤立していることを確かめる。開部分集合
(−1, 1) × Ẑ×とQ×の交わりが {1}だからこれは明らか。

(ii) Artinの積公式は明らか。x = (xv)v ∈ A1に対して ξ := sgn(x∞)
∏

p pvalp(xp) ∈ Q×

とおけば、任意の素数 pに対して

|xp/ξ|p = |xp/p
valp(xp)|p = 1

である。x ∈ A1と積公式から |x∞/ξ|∞ = 1ゆえ符号を比較して x∞ = ξもわかる。すなわ
ちA1 = Q× · Ẑ×だが、明らかにQ× ∩ Ẑ× = {1}だからA1 = Q× × Ẑ×が従う。イデール
ノルムのR×

+ ⊂ A×への制限は同型だから、最後の主張は明らか。

注意 2.4.4. 一般の代数体 F に対してもアデール環 A = AF , イデール群 A× = A×
F が考

えられる。離散的でない局所コンパクト位相体を局所体 (local field)と呼ぶ。局所体には
RおよびCのアルキメデス (archimedean)局所体とQpの有限次拡大や有限体上の一変数
Laurent級数体である非アルキメデス (non-archimedean)局所体がある。非アルキメデス
局所体はQpのように、整数環 (ring of integers)と呼ばれる極大コンパクト部分環をもつ
完備離散付値体である。F の局所体Fvへの像が稠密な埋め込みの同型類 vのことをF の
素点 (place)と呼ぶ。素点 vは Fvがアルキメデス的か否かに応じて、アルキメデス的 (無
限)素点または非アルキメデス的 (有限)素点と言われる。非アルキメデス素点 vでの Fv

の整数環をOvと書く。全てのアルキメデス素点を含む素点の有限集合 Sに対して

A(S) = AF (S) :=
∏

v∈S

Fv ×
∏

v/∈S

Ov

とおき、F のアデール環A = AF をそれらの位相的帰納極限と定める。同様にイデール群
A× = A×

F を
A(S)× = AF (S)× :=

∏

v∈S

F×
v ×

∏

v/∈S

O×
v
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たちの位相的帰納極限と定義する。上で得られたQのアデール環、イデール群について
の結果はAF ' F ⊗Q AQであることを用いて F のアデール環、イデール群にも拡張され
る。同様に正標数を持つ大域体、すなわち有限体上の一変数有理函数体のアデール環など
も考えることができる。詳しいことは [Wei95, I–V章]などを参照されたい。

もうしばらく一般の代数体 F を考えよう。F のアルキメデス素点の集合を S∞と書き、
F∞ :=

∏
v∈S∞

Fvとおく。Af := {(xv)v ∈ A |xv = 0, ∀v ∈ S∞}を有限アデールの環とい
う。さて、部分環O ⊂ F が F の整環 (order)とは、

• Oは加法群として有限生成;

• spanQO = F

が成り立つことだった。

補題 2.4.5. o := F ∩
∏

v-∞ Ov は F の唯一の極大整環で、F での Zの整閉包に等しい。
ただし直積は F の全ての非アルキメデス素点を走る。oはしばしば F の整数環 (integer

ring)と呼ばれる。

証明. F はAの離散部分群だから、oもA(∞) = F∞ ×
∏

v-S Ovの離散部分群である。特
に F∞の 0のコンパクト近傍 U を取れば、o ∩

(
U ×

∏
v-∞ Ov

)
= o ∩ U は有限集合であ

る。つまり F∞の位相に関して 0は oの中で孤立しているから、oは F∞の離散部分群で
ある。F∞ ' F ⊗Q Rは有限次元Rベクトル空間だから、これは oがアーベル群として有
限生成であることを意味する。一方、F\Aはコンパクトだったからその閉部分群 o\A(∞)

およびその商群 o\F∞もコンパクトである。これは oがRベクトル空間F∞の基底を含む
こと、従ってQベクトル空間 F の基底を含むことを意味する。oが F の部分環であるこ
とは明らかだから、oが整環であることが証明された。
次に o′ ⊂ F を加法群としては有限生成な部分環とする。任意の非アルキメデス素点 v

において o′が生成するOv加群 o′vは

• Fvのコンパクト部分群で、

• 乗法についても閉じている、すなわち Fvの部分環でもある。

よって o′v ⊂ Ov だが、o′v は 1を含む Ov 加群だから実は Ov 自身に一致する。すなわち
o′ ⊂ Ovが全ての非アルキメデス素点で成り立つので o′ ⊂ oである。

F でのZの整閉包が oに含まれることは明らか。逆に γ ∈ oはCayley-Hamiltonの定理
から、線型写像 F∞ 3 x 7→ γ · x ∈ F∞の特性多項式の根である。ところがこの写像は F∞

内の格子 oを保つからその特性多項式は整数係数モニック多項式である。

oのイデアル aを考える。非アルキメデス素点 vにおいて Fvでの aの閉包 avはOvの
イデアルだから

av = pordva
v , ∃ordva ∈ Z≥0
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と書ける。ordva > 0となる非アルキメデス素点は有限個しかないことに注意しよう。逆
に {ordva}v-∞から aは

a = F ∩
(∏

v-∞

pordva
v

)

として回復できる。言い換えれば、oの 0でない素イデアルは非アルキメデス素点 vに対
する pv ∩ F たちに他ならない。
そこでこれを拡張して、非アルキメデス素点に対する整数の族 {nv}v-∞で 0でない成分

は有限個しかないものに対して定まる

a := F ∩
(∏

v-∞

pnv
v

)

の形の F の部分 o加群を F の分数イデアル (fractional ideal)と呼ぶ。零イデアルは分数
イデアルでないことに注意したい。これは F の非自明な有限生成部分 o加群と言っても
同じことである。F の分数イデアル全体の集合 I(F )は乗法に関して oを単位元とする群
になる。これを F のイデアル群 (ideal group)という。定義から I(F )は

A×/
A(∞)× = A×

f

/∏

v-∞

O×
v

と同一視される。一方で ξ ∈ F×は分数イデアル

F ∩
(∏

v-∞

pvalv(ξ)
v

)

を定める。ただし valv(ξ)は ξ ∈ p
valv(ξ)
v r p

valv(ξ)+1
v となる整数を表す。この形の分数イデ

アルを主分数イデアル (principal fractional ideal)と呼び、それらのなす I(F )の部分群を
P(F )と書く。商群

P(F )\I(F ) ' F×\A×/A(∞)× = F×\A×
f

/∏

v-∞

O×
v

を F のイデアル類群 (ideal class group)と呼び、その位数 hF を F の類数 (class number)

という4。

2.4.3 GL(2)のアデール群

まずはG := GL(2)をQ上の代数群と見よう。(Alg/Q)で可換Q代数の圏を表す。す
なわちその対象はQを部分環に持つ可換環たちであり、Q代数 A, Bの間の射はそれら

4類数の計算には有名な Kroneckerの極限公式

lim
s↓1

(s − 1)ζF (s) =
2|S∞|πr2RF

|µµµ∞(F )|
√

|DF |
hF

が使われる。類数が 1の虚二次体が 9個しかないことはよく知られている [Hee52], [Sta67], [Deu68]。さら
に類数が 2の虚二次体も 18個しかないことが知られている。
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の間の Q (線型)準同型である。同様に (Grp)で群の圏を表す。(圏に関する基本的な定
義についてはホモロジー代数の教科書を参照されたい。) Q代数群としてのGL(2)とは、
R ∈ (Alg/Q)にR係数の二次正方行列環の単元群G(R) := M2(R)× ∈ (Grp)を対応させ
る「マシン」Gのことである。Rの行き先G(R)の元をGのR有理点 (R-valued points)

という。これは f ∈ HomQ(R,R′), (R,R′ ∈ (Alg/Q))に対して、

f : G(R) 3

(
a b

c d

)
7−→

(
f(a) f(b)

f(c) f(d)

)
∈ G(R′) ∈ Hom(G(R), G(R′))

を対応させるから、いわゆる共変函手 (covariant functor)である5。特にA = AQはQ代
数であるから、GのA有理点の群

G(A) = M2(A)× = {g ∈ M2(A) | det g ∈ A×}

が定義できる。
この方法はQ上定義された線型代数群に一般に適用できるが、G = GL(2)はさらに Z

上定義されている。すなわち可換環の圏 (Ring)から (Grp)への共変函手 R Ã G(R) =

M2(R)×と見なすこともできる。こうするとQ代数でない環、例えばA(S)に対しても

G(A(S)) = G
(∏

v∈S

Qv ×
∏

p/∈S

Zp

)
=

∏

v∈S

G(Qv) ×
∏

p/∈S

G(Zp)

が考えられ、さらにGは (位相可換環の圏から位相群の圏への)共変函手だから

G(A) = lim−→
S

G(A(S))

が成り立っている。以下Kp := G(Zp)と書き、Kf :=
∏

p ; 素数 Kpとおく。またGの中心
をZと書く。

Z(R) :=

{(
a 0

0 a

)∣∣∣∣∣ a ∈ R×

}
.

最後にBorel部分群B = TU を

T :=

{(
a 0

0 d

)
∈ G

}
, U :=

{(
1 b

0 1

)
∈ G

}

と選んでおく。

2.4.4 G(A)上の保型形式

R + QはAで稠密であったが、G(R)G(Q)はG(A)内では稠密だろうか。これを考える
ために [Eic38]から次の定理を引用しよう。

5通常はこれをQスキームの圏から (Grp)への反変函手と見る。A 7→ SpecAは反変函手だから射の向き
が逆転するのである。
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定理 2.4.6 (Eichler). F を代数体とする。G′ = SL(2)に対しては、G′(F∞)G′(F )は
G(AF )で稠密である。

これの証明は長いので省略する。興味のある人は [清水 68]が原論文に比べればずいぶ
ん整理されているので参照されるとよい。実は現在ではさらに強く次の結果が知られてい
る [PR94]。

定理 2.4.7 (強近似定理). Gを代数体 F 上定義された連結半単純単連結な線型代数群6と
する。F の素点 vでG(Fv)がコンパクトでなければ、G(F )G(Fv)はG(AF )で稠密である。

さてK =
∏

p ; 素数 Kp ⊂ G(Af )が

(i) Kp ⊂ G(Qp)は開コンパクト部分群。

(ii) 有限個を除く全ての素数 pでKp = Kp.

(iii) det(K) = Ẑ×.

を満たすとする。例えばN ∈ N (積は実際には有限)に対するHecke部分群

K0(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ G(Ẑ)

∣∣∣∣∣ c ∈ N Ẑ

}

はこれを満たすが、主合同部分群

K(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ G(Ẑ)

∣∣∣∣∣
a, d ∈ 1 + N Ẑ

b, c ∈ N Ẑ

}

は満たさない。G(A)/K = G(R)×G(Af )/KでG(Af )/Kは離散的だから、G(A)/Kは自
然な (実解析的)多様体の構造を持つ。G(Q)のG(A)/Kへの左移動作用は完全不連続で、
G(Q)\G(A)/Kにも多様体の構造が入る。

命題 2.4.8. K ⊂ G(Af )を上の (i), (ii), (iii)を満たす開コンパクト部分群とする。
(a) G(A) = G(Q)

(
G(R) × K

)
。

(b)特にΓ := K∩G′(Q)とおけばこれは第 1種Fuchs群で、さらにdet(K∩G(Q)) = {±1}
なら

Γ\G′(R) 3 Γ · g′ 7−→ G(Q)R×
+g′K ∈ G(Q)R×

+\G(A)/K

は解析同相。ただし、R×
+を部分群

{(
a 0

0 a

)
∈ Z(R)

∣∣∣∣∣ a ∈ R×
+

}

と同一視している。
6証明の鍵は Gの一次の Galoisコホモロジーに対する Hasse原理で、それが知られていなかった E8 型

の場合は永くこの定理から除外されていた。しかし 1990年頃になって Cernousovによって E8型の Hasse
原理も証明され、現在では例外なくこの形の強近似が成立することが知られている。
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証明. (a) 勝手な g ∈ G(A)を取る。det g ∈ A×はQの類数 hQが 1であることから、

det g = ξ · (r, u), ∃ξ ∈ Q×, r ∈ R×, u ∈ Ẑ×

と書ける。条件 (iii)から k1 ∈ Kで det k1 = uとなるものが取れ、従って

g =

(
ξ 0

0 1

)
g′

((
r 0

0 1

)
, k1

)
, ξ ∈ Q×, g′ ∈ G′(A), k1 ∈ K

と書ける。一方K ′ := K ∩ G′(Af )とおけば定理 2.4.6からG′(A) = G′(Q) ·
(
G′(R) × K ′)

であるから、g′ = γ′(g′
∞, k′), (γ′ ∈ G′(Q), g′

∞ ∈ G′(R), k′ ∈ K ′)と書けば、結局

g =

(
ξ 0

0 1

)
γ′(g′

∞, k′)
((

r 0

0 1

)
, k1

)
= γ(g∞, k)

となる。ただし、

γ =

(
ξ 0

0 1

)
γ′ ∈ G(Q), g∞ := g′

∞

(
r 0

0 1

)
∈ G(R), k := k′k1 ∈ K

と書いた。
(b) 仮定から ε ∈ G(Q)∩Kで det ε = −1となるものが取れる。上から任意の g ∈ G(A)

は

g =γ ·
(
g′
∞

(
r 0

0 1

)
, k

)
,

γ ∈ G(Q), g′
∞ ∈ G′(R)

r ∈ R×, k ∈ K

=

(
|r|1/2

∞ 0

0 |r|1/2
∞

)
γ ·

(
εd · Ad(ε−d)g′

∞

(
|r|1/2

∞ 0

0 |r|−1/2
∞

)
, k

)

g′ := Ad(ε−d)g′
∞( |r|1/2

∞ 0

0 |r|−1/2
∞

) ∈ G′(R)として、

=

(
|r|1/2

∞ 0

0 |r|1/2
∞

)
γεd(g′, ε−dk)

と書ける。ただし

d =

{
0 r > 0のとき

1 r < 0のとき

とおいた。すなわちG(A) = G(Q)R×
+G′(R)Kである。次に g′, h′ ∈ G′(R)が

G(Q)R×
+g′K = G(Q)R×

+h′K

を満たせば、h′ = γ(ag′, k), (∃γ ∈ G(Q), a ∈ R×
+, k ∈ K)と書ける。G(Af )成分を見て

γ = k−1 ∈ G(Q)∩Kを得る。特にKがコンパクトなことから | det γ|∞ = 1であるが、これ
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とG(R)成分の等式 h′ = γag′から a = 1がわかる。これからさらに det γ = det h′g′−1 = 1

となって
h′ = γg′, γ ∈ Γ

を得る。解析同相であることはG(Q)\G(A)/Kの実解析構造の入れ方から従う。

例 2.4.9. K = K0(N), (N ∈ N)の場合には

Γ0(N) := G′(Q) ∩ K0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ G′(Z)

∣∣∣∣∣ n ≡ 0 (mod N)

}

は 1.3.4節のN 段のHecke部分群に他ならない。

依然、K ⊂ G(Af )を 58頁の条件 (i), (ii), (iii)を満たす開コンパクト部分群とし、Γ =

G′(Q) ∩ Kを対応するG′(R)の数論的部分群とする。函数 φ : G(A) → Cで条件

(i) φ(γg) = φ(g), ∀γ ∈ G(Q), g ∈ G(A).

(ii) φはG(R)の函数としてC∞級で

φ(gk(θ)) = e−2kiθφ(g), ∀k(θ) ∈ K′
∞, g ∈ G(A)

を満たす。

(iii) φ(gk) = φ(g), ∀k ∈ K.

(iv) ∆φ = −k(k − 1)φ. φ(zg) = φ(g), ∀z ∈ R×
+.

(v) φはG(Q)R×
+\G(A)上の函数として緩増加 (slowly increasing)。すなわち任意の c > 0

とコンパクト集合Ω ⊂ G(A)に対して、C > 0, N ∈ Nがあって

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
≤ C|a|N∞, ∀g ∈ Ω, a ∈ R×

+, |a| > c.

(vi) φはカスプ的 (cuspidal):

∫

Q\A
φ
((

1 x

0 1

)
g
)

dx = 0, ∀g ∈ G(A). (2.8)

を満たすものたちのなす空間をA0(G(Q)\G(A))K
2kと書く。命題 2.3.6と命題 2.4.8から、

次は今や明らかである。

系 2.4.10. G(Af )の開コンパクト部分群Kと Γを上の通りとするとき、

S2k(Γ) 3 f 7−→ φf ∈ A0(G(Q)\G(A))K
2k

は線型同型。ただし φf は命題 2.4.8 (ii)の解析同相によってG(A)上の函数と見ている。
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証明. φf のカスプ性の二つの定義、48頁の条件 (v)と上の条件 (vi)が同値なことを示す。
まず Γのカスプの集合を特定しよう。

主張 2.4.10.1. K ⊂ G(Af )が開コンパクト部分群で Γ = G′(Q) ∩ Kならば、Γのカスプ
の集合はQ ∪ {∞}.

証明. z = g.∞, (g ∈ G′(R))が Γのカスプであるためには、Ad(g)U(R) ∩ Γが非自明なこ
とが必要十分。Γ = G′(Q) ∩ Kだから、特に

Ad(g)U(R) ∩ G′(Q) ) {1} (2.9)

が必要である。g = ( a b
c d )と書けば、

Ad(g)

(
1 x

0 1

)
=

(
1 − acx a2x

−c2x 1 + acx

)

だから、(2.9)は a, c ∈ Q, すなわち z ∈ Q ∪ {∞}に同値である。ここで

Q ∪ {∞} = G′(Q).∞ = {γ.∞| γ ∈ G′(Q)}

に注意する。
さて γ ∈ G′(Q)に対して γU := Ad(γ)U と略記する。今一度 Γ = G′(Q) ∩ Kに注意す
れば、γ.∞, (γ ∈ G′(Q))が Γのカスプであるためには

Γγ.∞ = γU(Q) ∩ Γ = γU(Q) ∩ K 6= {1}

が必要十分である。ところがK
γU := K∩γU(Af )は γU(Af ) ' Afの開部分群で、γU(Q) '

Qは γU(Af )内で稠密である (注意 2.4.2)から γU(Q) ∩ Kは常に非自明である。

主張から Γのカスプは γ.∞, (γ ∈ G′(Q))と書ける。φf はG(Q)不変だから、(2.8)の左
辺で g = γ−1g′, g′ ∈ G′(R)とすれば

∫

U(Q)\U(A)

φf (uγ−1g′) du =

∫

U(Q)\U(A)

φf (γuγ−1g′) du =

∫

γU(Q)\γU(A)

φf (vg′) dv

=

∫

γU(Q)\γU(A)/K
γU

∫

K
γU

φf (vkg′) dk dv

K ⊂ G(Af )と g′ ∈ G′(R)は可換で φf は右K不変ゆえ

=meas(K
γU)

∫

γU(Q)\γU(A)/K
γU

φf (vg′) dv (2.10)

に等しい。ここでK
γU は γU(Af )の開コンパクト部分群だから、ある h ∈ Qがあって

K
γU =

{
Ad(γ)

(
1 b

0 1

)∣∣∣∣∣ b ∈ hẐ

}
,
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従って {±1}を除いて

Γγ.∞ = K
γU ∩ G′(Q) =

{
Ad(γ)

(
1 nh

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}

と書ける。一方で注意 2.4.2から

R/hZ ∼−→ Q\Af/hẐ 3 x
∼7−→ Ad(γ)

(
1 x

0 1

)
∈ γU(Q)\γU(A)/K

γU

は同相ゆえ、結局 (2.10)は

meas(γU(Q)\γU(A))

∫ 1

0

φf

(
γ

(
1 xh

0 1

)
g′

)
dx

に等しい。よって二つのカスプ性条件は同値である。 ¤
Γ\G′(R)の状況と同様、これを参考に保型形式の定義を次のように拡張しよう。

K∞ := O(2, R) = {g ∈ G(R) | gtg = 1112}

とし、K = K∞ ×Kf とおく。K∞ = K′
∞ ∪ ( −1 0

0 1 )K′
∞である。G(A)上の保型形式 (auto-

morphic form)とは、函数 φ : G(A) → Cであって

(i) φ(γg) = φ(g), ∀γ ∈ G(Q), g ∈ G(A).

(ii) φ(g)は gのG(R)成分の函数として滑らかで、右K有限。

(iii) φは Z(G(R))有限。

(iv) φは 60頁の意味で緩増加。

なるもののこととする。G(A)上の保型形式の空間をA(G(Q)\G(A))と書く。さらに φが
60頁の意味でカスプ的なときそれをカスプ形式 (cusp form)と呼ぶ。G(A)上のカスプ形
式の空間はA0(G(Q)\G(A))と書かれる。

注意 2.4.11. Gの Lie環 g = gl(2)は G′の Lie環 g′ = sl(2)と中心 Z(g)の直和だから、
Z(G(R)) = Z(G′(R)) ⊕ U(Z(g))である。

さて、以上で我々は上半平面ないしはRiemann面からGL(2)のアデール群上に舞台を
移したことになる。A(G(Q)\G(A))の利点はこれが、G(A)の (正確には (U(g(C)),K∞)×
G(Af )の)右移動作用を備えている、すなわちG(A)の「表現」になっていることである。
定義からG(A)はG(Qv)たちの「制限直積」であったから、G(A)の既約表現もG(Qv)の
既約表現たちの「制限テンソル積」に分解するであろう。かくしてWeilがHeckeの量指
標をイデール類群の指標と見てそれを局所体の乗法指標の積に分解したように、保型形式
がG(Qv)の表現たちのテンソル積に分解できる。これと 20世紀後半に飛躍的に進展した
局所体上の簡約群の表現論を組み合わせることにより、保型形式の精密な記述が可能にな
る。次章ではそのために必要な局所体上のGL(2)の表現を考察していこう。
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2.4.5 補足:一般の数体上の保型形式とGの類数

上のG(A)上の保型形式の定義は全くそのまま任意の代数体 F に拡張される。F のア
デール環をAF として、F の素点 vでのG(Fv)の極大コンパクト部分群を

Kv =





O(2, R) Fv ' Rのとき
U(2, R) Fv ' Cのとき
G(Ov) vが非アルキメデス的なとき

と取る。ただしU(2, R) := {g ∈ GL(2, C) | gtḡ = 1112}である。K =
∏

v KvはG(AF )の極
大コンパクト部分群になる。G(AF )上の函数 φで

(i) φ(γg) = φ(g), ∀γ ∈ G(F ), g ∈ G(A).

(ii) φ(g)は gのG(F∞)成分の函数として滑らかで、右K有限。

(iii) φは Z(G(F∞))有限。

(iv) φは 60頁の意味で緩増加。

なるものをG(AF )上の保型形式と呼び、その空間をA(G(F )\G(AF ))と書くのである。例
えばF が総実代数体 (すなわち S∞が実素点のみからなる)の場合には、A(G(F )\G(AF ))

は古典的なHilbert保型形式を含んでいる。
一方で、Γ\HないしはΓ\G′(R)上の保型形式をG(Q)R×

+\G(A)/Kに持ち上げる際には、
強近似定理G(A) = G(Q)(G(R) × K)が主要な役割を果たした。Qを代数体 F で取り替
えると、これはもはや成り立たない。例えば、特にKをG(Af )の極大コンパクト部分群
Kf =

∏
v G(Ov)としたときの、

h(G/F ) := |G(F )\G(AF )/(G(F∞) × Kf )| = |G(F )\G(AF,f )/Kf |

をGの F 上の類数と呼ぶが、これは一般に 1ではない。実際、det : G(AF ) → A×
F は全

単射
G(F )\G(AF,f )/Kf

∼−→ F×\A×
F,f

/ ∏

v/∈S∞

O×
v

を与えるから、G = GL(2)に対しては h(G/F ) = hF である。こうした場合には例えばF

が総実ならば、G(F )Z(F∞)\G(AF )/Kは上下半平面の数論的部分群による商の直積
∏

v

Γv\H±

の形の空間たちの複数個の合併になり、古典的なHilbert保型形式などと対応するG(AF )

上の保型形式は必ずしも見やすいものではない。
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第3章 非アルキメデス局所理論

この節ではアデール群の表現としてG(A)上の保型形式を捉えるために必要な、局所体上
のGL(2)の表現論を解説する。

3.1 GL(2, F )の構造

3.1.1 非アルキメデス局所体

ここではF を非アルキメデス局所体、すなわちある素数 pに対するQpの有限次拡大か
有限体 Fq 上の Laurent級数体 Fq((T ))のいずれかとする。F は整数環 (ring of integers)

と呼ばれる極大コンパクト部分環Oを持ち、Oは唯一の極大イデアル pを持つ局所環で
あった。pの生成元$を一つ固定しておこう。{pn = $nO}n∈Nはコンパクト開部分群か
らなる 0の基本近傍系だから、F は完全不連結位相 (52頁)を持つ。特に剰余体O/pは (コ
ンパクト群の開部分群による商ゆえ)ある有限体Fqに同型である。またF 上の任意の (複
素数値)連続函数 f は、各 x ∈ F のある近傍 Uf (x)上で定数である、いわゆる局所定数
(locally constant)函数になる。それらの空間をC∞(F ), コンパクト台付きの元からなるそ
の部分空間を C∞

c (F )と書こう。局所コンパクト位相アーベル群 F の上には不変 (Haar)

測度、すなわち線型形式 µ : C∞
c (F ) 3 f 7→ µ(f) ∈ Cで

• 正値: f 6= 0, ∈ C∞
c (F )が f(x) ≥ 0, ∀x ∈ F を満たせば、µ(f) > 0.

• 不変: ∀a ∈ F に対して µ(f(· + a)) = µ(f(·)).

を満たすものが正実数倍を除いてただ一つある [Hal]。習慣に倣ってこれを

µ(f) =

∫

F

f(x) dx, f ∈ C∞
c (F )

と書く。特に a ∈ F×に対しては |a|F ∈ R×
+であって

∫

F

f(a−1x) dx = |a|F
∫

F

f(x) dx, ∀f ∈ C∞
c (F )

となるものがただ一つある (左辺も不変測度だから)。すぐわかるように | · |F : F× → R×
+

は連続準同型である。これを |0|F := 0として | · |F : F → R≥0に延ばしたものを F のモ
ヂュラス (module)と呼ぶ。

O = {x ∈ F | |x|F ≤ 1}, p = {x ∈ F | |x|F < 1}
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である。x ∈ F×に対して |x|F = q−nとなる整数nを xの付値 (valuation)と呼び、valF (x)

と書く。これらについては [Wei95]などを参照されたい。

3.1.2 高さ函数と岩澤分解

行列環M2(F )はF 上の 4次元線型空間としての位相を持つ。G(F ) = GL(2, F ) = {g ∈
M2(F ) | det g 6= 0}はその開部分集合としての位相に関して局所コンパクト位相群である。
さらに

K(pn) :=

{(
a b

c d

)∣∣∣∣∣
a, d ∈ 1 + pn

b, c ∈ pn

}
, n ∈ N

はコンパクト開部分群からなる 12の基本近傍系であるから、G(F )も完全不連結位相群で
ある。特にK := K(O) = G(O)はG(F )の極大コンパクト部分群である。

F 上の有限次元ベクトル空間 V 上の高さ函数 (height)とは、函数 ‖ · ‖ : V → R≥0で

(i) ‖v‖ = 0となるためには v = 0が必要十分。

(ii) ‖λv‖ = |λ|F · ‖v‖, (∀λ ∈ F , v ∈ V ).

(iii) 超距離不等式 ‖v + w‖ ≤ sup(‖v‖, ‖w‖), (∀v, w ∈ V ).

を満たすもののこととする。高さ函数は V の位相ベクトル空間としての位相に関して連
続になることが知られている。
高さ函数を固定すれば直交の概念が定まる。Rnでは 0でないベクトル ~vが超平面H =

{w ∈ Rn | v∗ · w = 0}と直交するためには、 ~vとHの法線ベクトル v∗のなす角の余弦

|v∗ · v|∞
‖v∗‖ · ‖v‖

が最大になることが必要十分だった。同様に V 上の高さ函数 ‖ · ‖が与えられたとき、V

上の線型形式 f が定める超平面 H = {w ∈ V | f(w) = 0}と v 6= 0,∈ V が ‖ · ‖直交
(‖ · ‖-orthogonal)とは、

|f(v)|F
‖v‖

≥ |f(x)|F
‖x‖

, ∀x ∈ V r {0}

となることと定義する。|f(·)|F /‖ · ‖はコンパクト集合P(V ) := (V r {0})/F×上の連続
函数に落ちるから、このような v 6= 0は必ず存在する。すなわちH の ‖ · ‖直交補空間
L = F · vが存在する。(一意とは限らない！)

補題 3.1.1. V 内の超平面H = {w ∈ V | f(w) = 0}と直線 L = F · v1, (v1 6= 0,∈ V )が
‖ · ‖直交であるためには、(i) V = H ⊕ Lかつ (ii) ∀v ⊕ w ∈ V , (v ∈ H, w ∈ L)に対して
‖v + w‖ = sup(‖v‖, ‖w‖)が成り立つことが必要十分である。
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証明. 必要性。H = {w ∈ V | f(w) = 0}と Lが ‖ · ‖直交しているとする。(i)は明らか。
v + w ∈ V , (v ∈ H, w 6= 0,∈ L)を取れば定義から

|f(w)|F
‖w‖

≥ |f(v + w)|F
‖v + w‖

=
|f(w)|F
‖v + w‖

, f(w) 6= 0

ゆえ ‖w‖ ≤ ‖v + w‖を得る。一方で超距離不等式を v = (v + w)−wに使えば、これと併
せて

‖v‖ ≤ sup(‖v + w‖, ‖w‖) = ‖v + w‖

でもあるから、
sup(‖v‖, ‖w‖) ≤ ‖v + w‖ ≤ sup(‖v‖, ‖w‖)

となって (ii)も従う (w 6= 0としていたがw = 0の場合は明らかである)。
十分性。逆に (i), (ii)が成り立つとする。任意の x 6= 0,∈ V は (i)から x = v + w,

(v ∈ H, w ∈ L)と書ける。w = 0なら |f(x)|F /‖x‖ = 0 ≤ |f(v1)|/‖v1‖である。そうでな
ければ (ii)から ‖x‖ = sup(‖v‖, ‖w‖) ≥ ‖w‖ゆえ、f(w) 6= 0からやはり

|f(w)|F
‖w‖

≥ |f(w)|F
‖v + w‖

=
|f(x)|F
‖x‖

が従う。すなわち LはHと ‖ · ‖直交する。

これを受けて、V の部分空間W,W ′が ‖ · ‖直交するとはW ∩ W ′ = {0}かつ、任意の
w ∈ W , w′ ∈ W ′に対して ‖w + w′‖ = sup(‖w‖, ‖w′‖)が成り立つことと定義する。次は
明らかである。

系 3.1.2 (Schmidの直交化法の類似). V 内の旗 (flag)、すなわち部分空間の減少列 V =

Wn ⊃ Wn−1 ⊃ · · · ⊃ W1 ⊃ {0}で dimF Wk = k, (1 ≤ k ≤ n)となるものに対して、V の
基底 {v1, . . . , vn}で

• Wk = spanF{v1, . . . , vk};

• viたちは互いに ‖ · ‖直交、すなわち ‖
∑n

i=1 λivi‖ = sup1≤i≤n |λi|F‖vi‖が成り立つ。

となるものが取れる。

ここで |λi|Fはqの整数巾を動くから、‖vi‖の値如何によってはviを定数倍しても‖vi‖ = 1

と「正規化」できるとは限らないことに注意しておく。
V 内のO格子 (O-lattice)とは、V の開コンパクトな部分O加群のことである。OF 格

子 L ⊂ V と r > 0に対しては、高さ函数

‖v‖ := inf{|λ|F |λ ∈ F×, λ−1v ∈ L}, (3.1)

が定まる。さらにこの高さ函数から L := {v ∈ V | ‖v‖ ≤ r}としてO格子 Lが回復でき
る。こうして得られる高さ函数は像が | · |F の像 qZ ∪ {0}に含まれるから、系 3.1.2の基底
元 viを適当に定数倍して ‖vi‖ = 1と正規化できる。
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問 3.1. V を上の通り非アルキメデス局所体 F 上の有限次元ベクトル空間とする。
(i) V の基底 {v1, . . . , vn}に対してL := Ov1 ⊕ · · · ⊕Ovnは V 内のO格子であることを確
かめよ。
(ii)

∥∥∑n
i=1 xivi

∥∥ := sup1≤i≤n |xi|F は V 上の高さ函数であることを確かめよ。
(iii) Lと ‖ · ‖が上の対応で対応していることを確かめよ。

補題 3.1.3. G(F )は次の分解を持つ。
(1) 岩澤分解 G(F ) = B(F )K = U(F )T (F )K.

(2) Cartan分解

G(F ) =
∐

n,m∈Z
n≤m

K

(
$n 0

0 $m

)
K.

(3) Bruhat分解

G(F ) = B(F ) t U(F )wB(F ), w :=

(
0 1

1 0

)
.

証明. (1) 縦ベクトルの空間 V = F 2にG(F )は左から線型変換の群として作用している。
O格子 L ⊂ V に (3.1)で対応する高さ函数 ‖ · ‖に関して直交するＶの基底 {~v1, ~v2}を取
れば、

L = {~v ∈ V | ‖~v‖ ≤ 1} = O~v1 ⊕O~v2

である。G(F )はV の基底の集合に推移的に作用しているから、L0 := O2 = O( 1
0 )⊕O( 0

1 )

として、
G(F ) 3 g = (~v1 ~v2) 7−→ gL0 = O~v1 ⊕O~v2 ∈ {V 内のO格子 }

は全射。さらに L0の固定化群はKであるから、

G(F )/K 3 gK 7−→ gL0 ∈ {V 内のO格子 } (3.2)

は全単射である。さて g ∈ G(F )を取り、L := gL0に対応する V 上の高さ函数を ‖ · ‖と
書く。V 内の旗 V = W2 ⊃ W1 = {( ∗

0 ) ∈ V } ⊃ {0}に系 3.1.2を使って、‖ · ‖直交基底
{( a

0 ), ( b
d )}が取れる。さらにこれを ‖( a

0 )‖ = ‖( b
d )‖ = 1と正規化しておけば、

L = {~v = λ1(
a
0 ) + λ2( b

d ) | ‖~v‖ = sup(|λ1|F , |λ2|F ) ≤ 1} =

(
a b

0 d

)
L0

が成り立つ。(3.2)と併せて、g ∈ ( a b
0 d )Kを得る。

(2) M2(F ) =
⋃

n∈N $−nM2(O)だから、勝手な g = ( a b
c d ) ∈ G(F )は g = $−r · h, r ∈ N,

h ∈ M2(O) ∩ G(F )と書ける。一方Oは任意のイデアルが ($n), (n ∈ N)と書ける主イデ
アル整域なので単因子論が適用できる。すなわち n′ ≤ m′ ∈ Nがただ一組決まって

h = k

(
$n′

0

0 $m′

)
k′, k, k′ ∈ G(O)
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と書ける。n = n′ − r, m = m′ − rとすれば、g ∈ K( $n 0
0 $m )Kが従う。

(3) 行列の基本変形を思い出そう。
(

1 b

0 1

)(
~v1

~v2

)
=

(
~v1 + b~v2

~v2

)
,

(
~v1 ~v2

) (
1 b′

0 1

)
=

(
~v1 b′~v1 + ~v2

)

(
~v1 ~v2

) (
a 0

0 d

)
=

(
a~v1 d~v2

)
.

これらを組み合わせれば行および列の置換以外の全ての基本変形を作れるから、勝手な
g ∈ G(F )を 12または ( 0 1

1 0 )に持っていける。

問 3.2. 補題 3.1.3の証明を拡張してGn(F ) := GL(n, F )に対して次の分解を証明せよ。

(i) Gn(F )内の上三角な元からなる部分群を Bn(F )とするとき、岩澤分解 Gn(F ) =

Bn(F )Gn(O)。

(ii) Cartan分解

Gn(F ) =
∐

d1≤d2≤···≤dn∈Z

Gn(O)




$d1

$d2

. . .

$dn


 Gn(O).

(iii) WnでGn(F )内の置換行列、すなわち各行および各列の成分が一つの1を除いて全て0

であるような行列全体の集合とするとき、Bruhat分解Gn(F ) =
∐

w∈Wn
Bn(F )wBn(F ).

3.1.3 測度とHecke環

Gを完全不連結局所コンパクト位相群とする。G上の局所定数函数 (65頁参照)の空間
をC∞(G), そのコンパクト台を持つ元たちのなす部分空間をC∞

c (G)と書く。G上には左
不変測度 µG, すなわち 65頁の不変測度の二つ目の条件を

(ii) 左不変: ∀g ∈ Gに対してL(g)µG(f) := µG(L(g−1)f) = µG(f). ただし (L(g)f)(x) :=

f(g−1x) (左移動作用)と書いた。

で置き換えたものがR×
+倍を除いてただ一つある。これをやはり習慣に倣って

µG(f) =

∫

G

f(g) dµG(g), f ∈ C∞
c (G)

などと書く。同様にG上の右不変測度も正実数倍を除いて一意に存在する。しかしGが
非可換ならば左および右不変測度は必ずしも一致しない。そこで

C∞
c (H(F )) 3 f 7−→

∫

G

f(g)δG(g) dµG(g) ∈ C
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がG上の右不変測度になるような函数 δG : G → R×
+で δG(1) = 1となるものをGのモ

ヂュラス指標 (modular character)と呼ぶ。これはその名の通り連続準同型、つまりWeil

の言うところの擬指標 (quasi-character)になる。特に δG = 1のときGはユニモヂュラ
(unimodular)であるという。

問 3.3. Gがコンパクト、または離散的ならGはユニモヂュラであることを確かめよ。

次にH ⊂ Gを閉部分群とすれば、これは誘導位相に関して完全不連結局所コンパクト
位相群になる。δG/H := (δG|H)δ−1

H と略記する。G上の局所定数函数 f で

• f(hg) = δG/H(h)−1f(g), (h ∈ H, g ∈ G);

• コンパクト集合Cf ∈ Gがあって suppf ⊂ HCf

を満たすものたちの空間をC∞
c (H\G, δ−1

G/H)と書く。G等質空間H\Gは再び完全不連結
局所コンパクト空間になる (103を見よ)が、この上の「右不変測度」も定数倍を除いて一
意に存在する。すなわち次が成り立つ。

補題 3.1.4. Gを完全不連結局所コンパクト位相群、H ⊂ Gを閉部分群とする。線型汎
函数 νH\G : C∞

c (H\G, δ−1
G/H) → Cで右G不変

∫

H\G
f(xg) dνH\G(x) =

∫

H\G
f(x) dνH\G(x), ∀g ∈ G, f ∈ C∞

c (H\G, δ−1
G/H).

なものが定数倍を除いてただ一つある。さらにG,Hそれぞれの上の左不変測度 µG, µH

を止めるごとに、νH\Gで積分公式
∫

G

f(g)δG(g) dµG(g) =

∫

H\G

∫

H

f(hg)δG(h) dµH(h) dνH\G(g), f ∈ C∞
c (G)

を満たすものがただ一つある。

証明. まず次を示す。

(i) p : C∞
c (G) → C∞

c (H\G, δ−1
G/H)を

p(f)(g) :=

∫

H

f(hg)δG(h) dµH(h)

と定めれば、これは定義可能な全射。

(ii) p(f) = 0ならば
∫
G

f(g)δG(g) dµG(g) = 0.

(i) h1 ∈ H, f ∈ C∞
c (G)として

∫

H

f(hh1g)δG(h) dµH(h) =

∫

H

f(hh1g)δG/H(h)δH(h) dµH(h)
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hh1を hとおきなおして

=

∫

H

f(hg)δG/H(hh−1
1 )δH(hh−1

1 ) dµH(hh−1
1 )

δH(h)dµH(h)は右不変ゆえ

=δG/H(h1)
−1

∫

H

f(hg)δG(h) dµH(h).

だから pは定義可能な線型写像。
Gの開コンパクト部分群Kに対してC∞

c (H\G, δ−1
G/H)内の右K不変な元たちのなす部

分空間をC∞
c (H\G, δ−1

G/H)K と書けば、

C∞
c (H\G, δ−1

G/H) =
⋃

K⊂G(F )
開コンパクト部分群

C∞
c (H\G, δ−1

G/H)K (3.3)

である。H\G/Kの完全代表系 {gi}i∈I を固定すれば、C∞
c (H\G, δ−1

G/H)K は

fi(x) :=

{
δG/H(h)−1 x = hgik ∈ HgiKのとき

0 それ以外のとき

(i ∈ I)たちで張られる。今、ChgiK を giKの特性函数として

f̃i(g) :=

(∫

H

ChgiK(hgi)δG(h) dµH(h)

)−1

ChgiK(g)

とおけば、明らかに p(f̃i) = fiだから (3.3)と併せて pは全射であることがわかる。
(ii) 離散集合の場合に帰着すればよい。(i)の証明から明らかに pは

pK
i : C∞

c (HgiK)K 射影−→ Cc(HgiK/K) −→ Cc(H\HgiK/K, δ−1
G/H)

(i ∈ I, K ⊂ Gは開コンパクト部分群)たちの合併である。離散集合HgiK/KにはHが左
移動で推移的に作用しているから、その上の「分布」(Cc(HgiK/K)上の線型形式) T で

L(h)T (f) = T (L(h−1)f) = δG/H(h)−1T (f), h ∈ H

を満たすものは定数倍を除いて一意である。δGµGも f 7→ pK
i (f)(gi)もこの条件を満たす

から (ii)が従う。
以上 (i), (ii)から

νH\G : C∞
c (H\G, δ−1

G/H) 3 p(f) 7−→
∫

G

f(g)δG(g) dµG(g) ∈ C

は定義可能である。これが補題の条件を満たすことは明らかであろう。
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Gを上の通りとして、f, f ′ ∈ C∞
c (G)の畳み込み積 (convolution)

f ∗ f ′(g) :=

∫

G

f(h)f ′(h−1g) dµG(h)

は再びC∞
c (G)に属する。C∞

c (G)にはこれを積とするC代数の構造が定まるが、これを
GのHecke環 (Hecke algebra)と呼び、H(G)と書く。開コンパクト群K ⊂ Gに対して両
側K不変なH(G)の元たちのなす部分 C代数をHK(G) = Cc(K\G/K)と書けば (Gの
K-Hecke環)、

H(G) =
⋃

K⊂G
開コンパクト部分群

HK(G) (3.4)

である。
さて、これらの結果をG = G(F )に適用しよう。KはG(F )の開部分群であるから、閉
部分群H ⊂ Gに対してKH := H(F )∩KもH(F )の開コンパクト部分群である。そこで
特に断らない限り µH(KH) = 1となるよう µH = µH(F )を正規化しておく。以下でよく登
場するHに対する µH を列挙しておこう。F 上のOに 1を対応させる不変測度を単に dx

と書く。F のモヂュラスの定義から dx× := ζF (1)dx/|x|F はmeas(O×) = 1となる F×上
の不変測度である。ここで

ζF (s) :=
1

1 − q−s

は F のDedekindゼータ因子である。

(i) U(F )上には、同型 F 3 x
∼7→ ( 1 x

0 1 ) ∈ U(F )で dxを持っていった測度。

(ii) T (F )上には、同型 (F×)2 3 (t1, t2)
∼7→ ( t1 0

0 t2
) ∈ T (F )で dt×1 dt×2 を持っていった測度。

(iii) G(F )上では g = ( a b
c d )として

dg =
ζF (1)da db dc dd

| det g|2F
.

これらの形から明らかに T (F ), U(F ), G(F )はユニモヂュラである。

問 3.4.

µB : C∞
c (B(F )) 3 f 7−→

∫

(F×)2

∫

F

f
((

1 x

0 1

)(
t1 0

0 t2

)) ∣∣∣∣
t1
t2

∣∣∣∣
−1

dx dt×1 dt×2 ∈ C

νB : C∞
c (B(F )) 3 f 7−→

∫

(F×)2

∫

F

f
((

1 x

0 1

)(
t1 0

0 t2

))
dx dt×1 dt×2 ∈ C

はそれぞれ、B(F )上の左および右不変測度であることを確かめよ。これから

δB

((
a b

0 d

))
=

∣∣∣a
d

∣∣∣
F

がわかる。
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系 3.1.5. f ∈ C∞
c (G(F ))に対して積分公式

∫

G(F )

f(g) dg =

∫

K

∫

(F×)2

∫

F

f
((

1 x

0 1

)(
t1 0

0 t2

)
k
) ∣∣∣∣

t1
t2

∣∣∣∣
−1

F

dx dt×1 dt×2 dk

が成り立つ。

証明. 補題 3.1.4から問題 3.4の µBに対して
∫

G(F )

f(g) dg =

∫

B(F )\G(F )

∫

B(F )

f(bg) dµB(b) dνB\G(g), f ∈ C∞
c (G(F )) (3.5)

をみたすC∞
c (B(F )\G(F ), δB)上の右G(F )不変線型汎函数 νB\Gが唯一つある。

一方、岩澤分解から制限射 resK : C∞
c (B(F )\G(F ), δB) 3 f 7→ f |K ∈ C∞(KB\K)は線

型同型ゆえ、線型汎函数

νB,K : C∞(KB\K)

res−1
K
∼−→ C∞

c (B(F )\G(F ), δB)
νB\G−→ C

は定義可能で、νB\Gは右G(F )不変だったからこれは右K不変である。補題3.1.4をKB\K
に適用すれば、ある c ∈ R×

+があって
∫

KB\K

∫

KB

f(bk) dµB(b) dνB,K(k) = c

∫

K

f(k) dk, ∀f ∈ C∞(K)

が成り立つ。これを (3.5)に代入すれば
∫

G(F )

f(g) dg = c

∫

K

∫

B(F )

f(bk) dµB(b) dk, ∀f ∈ C∞
c (G(F ))

が得られる。ここで f としてKの特性函数を取れば c = 1がわかり、系が従う。

3.2 完全不連結群の表現
まずは一般に完全不連結な局所コンパクト位相群Gの表現を考えよう。詳細について

は [BZ76, I章], [高橋, 1章]などを参照されたい。

3.2.1 滑らかな表現

Bernstein-Zelevinskyに倣って、完全不連結局所コンパクト位相空間を簡略のため `空
間、同様に完全不連結局所コンパクト位相群を `群と呼ぶ。局所コンパクトといったとき
にはHausdorff性も要求していることを強調しておく1。Cベクトル空間 V 上の線型自己

1Bourbakiに倣ってコンパクトな空間は Hausdorffであるとしている。単に任意の被覆が有限部分被覆
を持つ空間は準コンパクト (quasi-compact)であると言われる。
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同型の集合をGLC(V )と書く。これは合成を積として群をなす。Gの抽象群としての表現
(π, V ), すなわち Cベクトル空間 V と群準同型 π : G → GLC(V )の対が滑らか (smooth)

とは、任意の v ∈ V の固定化群 Stab(v,G) := {g ∈ G |π(g)v = v}がGの開部分群であ
ることとする。V は有限次元とは限らないのだが、この定義は V 上の位相に依存してい
ないことに注意されたい。Gの滑らかな表現 (π, V )の元 v ∈ V と f ∈ H(G)に対して、
開コンパクト部分群K ⊂ Gで

• K ⊂ Stab(v,G);

• f ∈ HK(G)

なるものを取れば、

π(f)v =

∫

G

f(g)π(g)v dµG(g) := µG(K)
∑

γ∈suppf/K

f(γ)π(γ)v, v ∈ V

は定義可能である。これと (3.4)から (π, V )は非退化な、すなわちH(G)V = V なるH(G)

加群になることが示せる。特にK-Hecke環HK(G)の単位元を

1K(g) :=

{
meas(K)−1 g ∈ Kのとき

0 それ以外のとき

と書けば、π(1K)は V 内のK不変ベクトルのなす部分空間 V Kへの射影子になる。Gの
二つの滑らかな表現 (π, V ), (π′, V ′)の間のG準同型 (G-homomorphism, G-intertwining

map)とは、線型写像 φ : V → V ′で任意の g ∈ Gに対して可換図式

V
φ−−−→ V ′

π(g)

y
yπ′(g)

V
φ−−−→ V ′

を満たすものである。さらに φが可逆なとき、これをG同型 (G-isomorphism)という。
明らかにG同型は滑らかな表現の間の同値関係である。(π, V )と (π′, V ′)がG同型なこ
とを π ' π′と書く。

約束：以下Gの滑らかな表現 (π, V )の同型類を πで表す。

(π, V )から (π′, V ′)へのG準同型全体のなす Cベクトル空間をHomG(V, V ′)と書く。特
に EndG(V ) := HomG(V, V )は合成を積とする C代数であり、その単元群は (π, V )のG

自己同型の集合AutG(V )である。Alg(G)でGの滑らかな表現を対象とし、それらの間
のG準同型を射とする加法圏を表す。これはH(G)V = V という意味で非退化なH(G)

加群の圏Mod(H(G))に他ならない。
(π, V )をGの滑らかな表現とする。部分空間 V1 ⊂ V がG不変、すなわち π(g)v1 ∈ V1,

(∀g ∈ G, v1 ∈ V1)を満たすとする。このとき π(g−1)|V1は π(g)|V1の逆写像ゆえ、

π1 : G 3 g 7−→ (π(g)|V1) ∈ GLC(V1)
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はGの滑らかな表現 (π1, V1)を与える。このとき (π1, V1)は (π, V )の部分表現 (subrepre-

sentation)であるという。さらに π(g)は可逆な線型写像

π/π1(g) : V/V1 3 v + V1 7−→ π(g)v + V1 ∈ V/V1

を与えるから、滑らかな表現 (π/π1, V/V1)も定まる。これを部分表現 (π1, V1)による (π, V )

の商表現 (quotient representation)という。もっと一般に (π, V )の部分表現の商表現のこ
とをその部分商表現 (subquotient)と呼ぶ。(π, V )は自分自身と {0}以外に部分表現、つま
りG不変部分空間を持たないとき既約 (irreducible)、そうでないとき可約 (reducible)で
あると言われる。Π(G)でGの既約で滑らかな表現の同型類の集合を表す。

補題 3.2.1. (i) Gの滑らかな表現 (π, V )が既約であるためには、任意の開コンパクト部
分群K ⊂ Gに対して、V K が {0}ないしは単純HK(G)加群であることが必要十分。
(ii) K ⊂ Gを開コンパクト部分群とし、Gの既約表現 (πi, Vi), (i = 1, 2)が V K

i 6= {0}を
満たすとする。π1 ' π2であるためにはHK(G)加群 V K

1 と V K
2 が同型なことが必要十分

である。

証明. (i) (π, V ) ∈ Alg(G)と開コンパクト部分群K ⊂ Gを取る。V Kの部分HK(G)加群
M に対して、

(spanπ(G)M)K =π(1K)π(H(G))M = π(1K)π(H(G))π(1K)M

=π(HK(G))M = M
(3.6)

である。これから条件の必要性は直ちに従う。逆に (π, V )が非自明な部分表現 (π′, V ′)を
含めば、ある v 6= 0,∈ V \ V ′を固定する開コンパクト部分群Kで (V ′)K 6= {0}なるもの
に対して、(V ′)K は V K の非自明な部分HK(G)加群である。

(ii) 必要性は明らか。逆に HK(G)同型 ϕ : V K
1

∼→ V K
2 があったとする。(π, V ) :=

(π1 ⊕ π2, V1 ⊕ V2)としてM := {(v, ϕ(v)) | v ∈ V K
1 } ⊂ V K は部分HK(G)加群だから、

(3.6)から
(spanπ(G)M)K = M 6⊂ V1 ⊕ {0}, {0} ⊕ V2.

よってM の生成するGの滑らかな表現W := spanπ(G)M への射影 pri : V ³ Viの制限
は、非自明なG準同型 V1 ← W → V2を与える。(πi, Vi)は既約であったから、これらは
いずれも同型でなくてはならない。(π1, V1) ' W ' (π2, V2).

V の双対空間 V ∗ := HomC(V, C)へのGの作用を

〈π∗(g)v∗, v〉 := 〈v∗, π(g−1)v〉, g ∈ G, v∗ ∈ V ∗, v ∈ V

と定めると、(π∗, V ∗)は再びGの表現 ((π, V )の双対表現 (dual representation)と呼ばれ
る)になるがこれは滑らかとは限らない。一方でV ∗の滑らかなベクトルからなる部分空間

V ∨ := {v∗ ∈ V ∗ | Stab(v∗,G) は開部分群 }
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は明らかにG不変である。そこで (π∗, V ∗)の最大の滑らかな部分表現である (π∨, V ∨)を
(π, V )の反傾表現 (contragredient representation)と呼ぶ。v ∈ V , v∨ ∈ V ∨に対して定ま
るG上の局所定数函数

fv,v∨(g) := 〈π(g)v, v∨〉, g ∈ G

を (π, V )の行列成分 (matrix coefficient)という。

問 3.5. (π, V )がGの既約で滑らかな表現とするとき、その反傾表現 (π∨, V ∨)は再び既
約であることを確かめよ。

問 3.6. (i) C∞
c (G)上の右正則表現 (R,C∞

c (G)):

[R(g)φ](x) = φ(xg), g ∈ G, φ ∈ C∞
c (G)

は滑らかであることを示せ。
(ii) その双対表現は滑らかでないことを示し、(R,C∞

c (G))の反傾表現を求めよ。

補題 3.2.2 (Schurの補題). Gが可算コンパクトならば、その既約で滑らかな表現 (π, V )

の自己準同型は定数倍のみ: EndG(V ) = C.

証明. まず、A 6= 0,∈ EndG(V )に対して、kerA, imAはともに V のG不変部分空間だか
ら、(π, V )の既約性より kerA = {0}, imA = V , すなわちA ∈ AutG(V )である。

V が有限次元のときの証明: 上の Aが C · idV に属さないとすると、任意の λ ∈ Cに
対して A − λ · idV も上から AutG(V )に属する。Cは代数閉体だから Aの特性多項式は
ΦA(T ) := det(T ·idV −A) =

∏r
i=1 (T−λi)と一次式の積に分解する。このとき各A−λi ·idV

が可逆なことは、Cayley-Hamiltonの定理

0 = ΦA(A) =
r∏

i=1

(A − λi · idV )

に矛盾する。
一般の場合の証明: v 6= 0,∈ V に対してK := Stab(v,G)は開部分群でGは可算コンパ
クトゆえ、可算剰余類分解

G =
∐

n∈N

gnK

がある。特に vの生成する (π, V )の部分表現は

spanC{π(g)v | g ∈ G} = spanC{π(gn)v |n ∈ N}

で与えられるが、πは既約だからこれは V 自身に一致する。特に V は可算基底を持つ。
やはりAがC·idV に属さなければ、A−λ·idV , (λ ∈ C)は可逆だから逆写像 (A−λ·idV )−1

がある。このとき、

v 6= 0,∈ V に対して {(A − λ · idV )−1(v) |λ ∈ C}は一次独立である。 (3.7)
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実際、一次関係
∑r

i=1 µi(A − λi · idV )−1(v) = 0があれば、

r∏

i=1

(T − λi) ·
r∑

i=1

µi(T − λi)
−1 =

r−1∏

i=1

(T − νi)

と展開して

0 =
r∑

i=1

µi(A − λi · idV )−1(v) =
r∏

i=1

(A − λi · idV )−1

r−1∏

i=1

(A − νi · idV )(v)

でなくてはならない。これはA− λ · idV , (λ ∈ C)の可逆性に反する。ところが (3.7)は V

が可算基底を持つことに矛盾する。

3.2.2 誘導表現

Gの滑らかな表現 (π, V )の閉部分群Hへの制限 (π|H, V )が再び滑らかな表現になるこ
とは明らかである。逆にHの滑らかな表現 (π, V )からGの滑らかな表現を作るには次の
二つの方法がある。

IndG
H(V ) :=





φ : G → V

∣∣∣∣∣∣∣

(i) ある開部分群Kφ ⊂ Gがあって
φ(gk) = φ(g), ∀g ∈ G, k ∈ Kφ

(ii) φ(hg) = δG/H(h)−1/2π(h)φ(g), h ∈ H, g ∈ G





へのGの作用を

[IndG
H(π, g)φ](x) = φ(xg), (g ∈ G, φ ∈ IndG

H(V ))

と定めると、(IndG
H(π), IndG

H(V ))はGの滑らかな表現になる。ただし δG/Hは 70頁の通
りである。これを (π, V )のGへの誘導表現 (induced representation)という。さらに

indG
H(V ) :=

{
φ ∈ IndG

H(V )

∣∣∣∣∣
コンパクト集合Cφ ⊂ Gがあって

suppφ ⊂ HCφ

}

は IndG
H(V )のG不変部分空間となるが、こうして得られる部分表現 (indG

H(π), indG
H(V ))

を (π, V )のGへのコンパクトまたは有限誘導表現 (finitely inducued reprensentation)と
いう。

補題 3.2.3. (π, V )をGの閉部分群Hの滑らかな表現とするとき、indG
H(π)∨ ' IndG

H(π∨)

である。

証明. indG
H(V )と IndG

H(V ∨)の間の双線型形式を

〈φ, φ∨〉 :=

∫

H\G
〈φ(g), φ∨(g)〉 dνH\G(g), φ ∈ indG

H(V ), φ∨ ∈ IndG
H(V ∨)
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と定める。ここで被積分函数の 〈·, ·〉はもちろんV ×V ∨上の標準H不変双線型形式 (双対性)

である。φはHを法としてコンパクトな台を持つから右辺の被積分函数はC∞
c (H\G, δ−1

G/H)

に属し、積分は定義可能である。これは明らかに非退化であり、νH\Gが右G不変なこと
から

〈indG
H(π, g)φ, φ∨〉 = 〈φ, IndG

H(π∨, g−1)φ∨〉, ∀g ∈ G

を満たす。

命題 3.2.4 (Frobenius相互律). G ⊃ Hを上の通りとする。(π, V )をGの、(τ,W )をH

のそれぞれ滑らかな表現とするとき、

HomG(π, IndG
H(τ)) ' HomH(δ

1/2
G/H(π|H), τ)

が成り立つ。

証明. HomG(π, IndG
H(τ)) 3 Φに対して

φ : V 3 v 7−→ Φ(v)(1) ∈ W

とおけば、

φ(π(h)v) = Φ(π(h)v)(1) = [IndG
H(τ, h)Φ(v)](1) = Φ(v)(h) = δ

−1/2
G/H(h)τ(h)φ(v)

だから φ ∈ HomH(δ
1/2
G/H(π|H), τ)である。逆に φ ∈ HomH(δ

1/2
G/H(π|H), τ)に対して

Φ : V 3 v 7−→ [Φ(v)(g) := φ(π(g)v)] ∈ IndG
H(W )

とおけば、

Φ(v)(hg) = φ(π(h)π(g)v) = δG/H(h)−1/2τ(h)φ(π(g)v) = δG/H(h)−1/2τ(h)Φ(v)(g)

からこれは定義可能で、Φ ∈ HomG(π, IndG
H(τ))も容易にわかる。これらが互いに逆写像

になっていることは容易に確かめられるから読者に委ねることにしよう。

`ベクトル束と誘導表現 実 Lie群の誘導表現がしばしばベクトル束の切断の空間に実現
できるように、`群の有限誘導表現もある種のベクトル束の切断の空間と見なせる。`空
間X上の `ベクトル束 Vとは、その茎 (stalk)と呼ばれるCベクトル空間の族 {Vx}x∈Xと
X上の切断 (section)と呼ばれる函数の族 Γ(X,V) = {ϕ : X 3 x 7→ ϕ(x) ∈ Vx}であって、

(i) Γ(X,V)はC∞(X)上の加群。

(ii) 開部分集合 V ⊂ X に対して Γ(V,V) := {ϕ|V |ϕ ∈ Γ(X,V)}と書く。被覆 X =⋃
i∈I Uiとその上の切断の族 {ϕi ∈ Γ(Ui,V)}i∈I が ϕi|Ui∩Uj

= ϕj|Ui∩Uj
を満たせば、

ある ϕ ∈ Γ(X,V)があって ϕi = ϕ|Ui
, ∀i ∈ Iである (局所性)。
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(iii) ϕ ∈ Γ(X,V)が点 x ∈ Xで ϕ(x) = 0なら、xのある近傍 V 上でも ϕ|V = 0 (局所定
数性)。

(iv) 任意の ξ ∈ Vxに対して ϕ ∈ Γ(X,V)で ϕ(x) = ξとなるものがある。

を満たすもののこととする。Γ(X,V)のコンパクト台を持つ元の空間を Γc(X,V)と書く。
これは (i)からC∞

c (X)加群になる。X上の `ベクトル束の圏 `-Bdl(X)は、C∞
c (X)M = M

なる (非退化という) C∞
c (X)加群の圏Mod(C∞

c (X))に同値である。

`-Bdl(X) 3 V 7−→ Γc(X,V) ∈ Mod(C∞
c (X)).

なおこれの準逆函手はM ∈ Mod(C∞
c (X))に

Vx := M/M(x), M(x) := {v ∈ M | f · v = 0, ∃f ∈ C∞
c (X), f(x) 6= 0}

と Γc(X,V) = M を対応させることで得られる。この圏同値から直ちに次を得る。

補題 3.2.5. (a) Gを `群、Hをその閉部分群とし、(ρ,E) ∈ Alg(H)を取る。このとき
H\G上の `ベクトル束 E で、Γc(H\G, E) ' indG

H(E) (C∞
c (H\G)加群の同型)なるもの

がある。
(b)逆にH\G上の滑らかなG作用2付き `ベクトル束Vが与えられ、原点H ·1での茎VH·1

上のHの滑らかな表現をδ
−1/2
G/Hρと書くとき、C∞

c (H\G)加群としてΓc(H\G,V) ' indG
H(ρ)

である。

次に `空間の連続写像 µ : X → Y およびX上の `ベクトル束 Vを考える。Γc(X,V)を
µ∗ : C∞

c (Y ) 3 f 7→ f ◦µ ∈ C∞
c (X)によりMod(C∞

c (Y ))の対象と見て、それに対応する Y

上の `ベクトル束 µ∗VをVの µによる順像 (direct image)という。さらに `群Hが (X,V)

に滑らかに作用しているとし、µが

µ(h.x) = µ(x), ∀h ∈ H, x ∈ X

を満たすとすれば、Γc(Y, µ∗V) = Γc(X,V)は非退化H(H) ⊗C C∞
c (Y )加群である。特に

そのH不変商 (H-coinvariant)

Γc(Y, µ∗V)H := Γc(Y, µ∗V)
/
Γc(Y, µ∗V)(H)

Γc(Y, µ∗V)(H) := span{h.ϕ − ϕ |h ∈ H, ϕ ∈ Γc(Y, µ∗V)}

は再び非退化C∞
c (Y )加群で、対応する Y 上の `ベクトル束 (µ∗V)Hが考えられる。

補題 3.2.6. 上の状況で y ∈ Y に対して、自然な同型 (µ∗V)H,y
∼= Γc(µ

−1(y),V(µ−1(y)))H
がある。

2こう書いた場合にはGの Γc(H\G,V)への作用が滑らかであることを指す。
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証明. まず µ−1(y) ⊂ Xは閉部分集合だから、制限射

Γc(Y, µ∗V) = Γc(X,V) −→ Γc(µ
−1(y),V(µ−1(y)))

は全射である。この核が
{

(f ◦ µ)ϕ

∣∣∣∣∣
ϕ ∈ Γc(X,V)

f ∈ C∞
c (Y ), f(y) = 0

}

であることは容易にわかる。よって合成 Γc(Y, µ∗V) ³ Γc(µ
−1(y), µ∗V(µ−1(y)))Hの核は

{
(f ◦ µ)ϕ

∣∣∣∣∣
ϕ ∈ Γc(Y, µ∗V)(H)

f ∈ C∞
c (Y ), f(y) = 0

}
= Γc(Y, µ∗V)(H)(y)

である。これと上述の圏同値の記述から補題を得る。

3.2.3 許容表現

Gの滑らかな表現 (π, V )はさらに、任意の開部分群K ⊂ Gによる不変部分V K := {v ∈
V |π(k)v = v, ∀k ∈ K}が有限次元のとき許容表現 (admissible representation)と呼ばれ
る。このとき (π∨, V ∨)は (π∗, V ∗)に一致し再び許容表現になる。また (π∨, V ∨)の反傾表
現と (π, V )は標準同型になる。さらに f ∈ HK(G), k ∈ Kならば

π(k)π(f)v =π(k)

∫

G

f(g)π(g)v dµG(g) =

∫

G

f(g)π(kg)v dµG(g)

=

∫

G

f(k−1g)π(g)v dµG(g) = π(f)v

ゆえ imπ(f) ⊂ V K は有限次元である。特にそのトレース trπ(f)が定義できる。線型汎
函数

trπ : H(G) 3 f 7−→ trπ(f) ∈ C

を πの指標分布 (distribution character)または単に指標 (character)という。

補題 3.2.7. 既約許容表現の指標分布たちは互いに一次独立である。

証明. 既約許容表現の任意の有限族 {(πi, Vi)}r
i=1の指標分布の一次独立性を示せばよい。

V K
i 6= 0, (1 ≤ ∀i ≤ r)となる開コンパクト部分群K ⊂ Gを取れば、補題 3.2.1から V K

i た
ちは有限次元単純HK(G)加群である。trπiのHK(G)への制限はこの V K

i の指標に他な
らない。これらが一次独立なことはよく知られている [Bou, VIII章 §13, 命題 2]。

3.3 非アルキメデスGL(2)の既約表現
この節を通してF は非アルキメデス局所体とする。ここでは前節の結果を用いて、G(F )

の既約で滑らかな表現の構成法を考える。
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3.3.1 放物型誘導表現とJacquet加群

一般にGの閉部分群HとH(F )の滑らかな表現 (π, V )に対して、誘導表現 Ind
G(F )
H(F )(π, V )

や有限誘導表現 ind
G(F )
H(F )(π, V )が考えられるが、特に重要なのはH = Bの場合である。T (F )

の滑らかな表現 (π, V )は射影

B(F ) 3

(
a b

0 d

)
7−→

(
a 0

0 d

)
∈ T (F )

と合成することにより、B(F )の滑らかな表現と見なせる。これをG(F )に誘導して得ら
れる表現

(IG
B (π) := Ind

G(F )
B(F )(π ⊗ 1U(F )), I

G
B (V ) := Ind

G(F )
B(F )(V ))

を (π, V )のBに沿っての放物型誘導表現 (parabolically induced representation)という。岩
澤分解 (補題 3.1.3)からB(F )\G(F )はコンパクトだから誘導表現も有限誘導表現も同じ
である。特に補題 3.2.3 (とその証明)から、φ ∈ IG

B (V ), φ∨ ∈ IG
B (V ∨)の間の双対性

〈φ, φ∨〉 :=

∫

B(F )\G(F )

〈φ(g), φ∨(g)〉 dνB\G(g)
系 3.1.5

=

∫

K

〈φ(k), φ∨(k)〉 dk, (3.8)

は同型 IG
B (π)∨ ' IG

B (π∨)を与える。ここで右辺の 〈·, ·〉は V と V ∨の間の T (F )不変双対
性である。また

IG
B : Alg(T (F )) −→ Alg(G(F ))

は完全函手である。

問 3.7. (π, V )が T (F )の許容表現のとき、IG
B (π, V )はG(F )の許容表現になることを確

かめよ (岩澤分解を用いよ)。

F×は可算コンパクトな可換 `群だから、Schurの補題 3.2.2によってその既約で滑らか
な表現は 1次元表現、すなわち擬指標 (quasi-character)に限られる。T (F ) ' F× ×F×だ
から、その滑らかな既約表現は F×の擬指標の対 ω = (ω1, ω2)と対応する。

ω1 ⊗ ω2 : T (F ) 3

(
t1 0

0 t2

)
7−→ ω1(t1)ω2(t2) ∈ C×.

F×の擬指標 ωに対して、F× ω→ C× |·|→ R×
+はコンパクト部分群O× ⊂ F×上自明で、

| · |F : F× −→ F×/O× 3 $nO× ∼7−→ q−n ∈ R×
+

であったから、|ω| = | · |sF , (∃s ∈ R)とただ一通りに書ける。この sを ωの実部と呼び
<ωと書く。また | · |−s

F ωを ωの虚部といい=ωと書く。<ω = 0となるのは ωが (ユニタ
リ)指標、すなわち C1 := {z ∈ C | zz̄ = 1}に値を持つときである。また s ∈ Cに対し
て ω[s] := ω| · |sF と書く。明らかに <ω[s] = <ω + <s, =ω[s] = =ω| · |=s

F である。さて、
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IG
B (ω1 ⊗ω2)の形のG(F )の表現を一般主系列表現、特に<ωi = 0, (i = 1, 2)のときこれを
主系列表現 (principal series representation)という。

(τ, E)を U(F )の滑らかな表現とする。Eの

E(U) := span{τ(u)ξ − ξ |u ∈ U(F ), ξ ∈ E}

による商空間EU := E/E(U)をEの U(F )不変商 (U(F )-coinvariant)という。次の単純
な補題は有用である。U(F )は

U(p−n) :=

{(
1 x

0 1

)∣∣∣∣∣ x ∈ $−nO

}
, n ∈ N

たちの合併であることに注意する。

補題 3.3.1 (Jacquet-Langlandsの補題). ξ ∈ EがE(U)に属するためには、十分大き
い n ∈ Nに対して ∫

U(p−n)

τ(u)ξ du = 0 (3.9)

となることが必要十分である。

証明. ξ = τ(u1)ξ1 − ξ1だとし、u1 ∈ U(p−n)となる n ∈ Nを取る。このとき
∫

U(p−n)

τ(u)ξ du =

∫

U(p−n)

τ(u)(τ(u1)ξ1 − ξ1) du

=

∫

U(p−n)

τ(uu1)ξ1 du −
∫

U(p−n)

τ(u)ξ1 du

=

∫

U(p−n)

τ(u)ξ1 du −
∫

U(p−n)

τ(u)ξ1 du

=0

ゆえ、条件は必要である。
逆に上の積分が消えているとする。ξ の U(p−n)での固定化群 U(p−n)ξ は開部分群で

U(p−n)はコンパクトだから、有限剰余類分解

U(p−n) =
r∐

i=1

uiU(p−n)ξ

がある。このとき

ξ =ξ − 1

meas(U(p−n))

∫

U(p−n)

τ(u)ξ du

=ξ − 1

r

r∑

i=1

1

meas(U(p−n)ξ)

∫

U(p−n)ξ

τ(uiu)ξ du

=
1

r

r∑

i=1

(ξ − τ(ui)ξ) ∈ E(U)

だから条件は十分でもある。
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さて (π, V ) ∈ Alg(G(F ))に対してもその U(F )への制限の不変商 VB := VU と自然な射
影 jB : V ³ VBが考えられる。

πB(t) : VB 3 jB(v) 7−→ δB(t)−1/2jB(π(t)v) ∈ VB, t ∈ T (F )

で定まる T (F )の滑らかな表現 (πB, VB)を (π, V )の B に沿っての Jacquet加群 (Jacquet

module)という。
Alg(G(F )) 3 π 7−→ πB ∈ Alg(T (F ))

は完全函手である。
m ∈ Nに対してU(pm) := U(F )∩K(pm), T (pm) := T (F )∩K(pm)などと書けば、分解

K(pm) = Ū(pm)T (pm)U(pm) (3.10)

がある。ここで B̄ = TŪ はG内の下三角元からなるBorel部分群である。

補題 3.3.2 (Jacquetの補題). (i) (π, V )を G(F )の許容表現とする。n ≥ 1に対して
jB|V K(pn) : V K(pn) → V

T (pn)
B は全射である。

(ii) 特にG(F )の許容表現 (π, V )の Jacquet加群 (πB, VB)は T (F )の許容表現。

証明. (i)有限次元部分空間 Ē ⊂ V
T (pn)
B とその基底 {v̄1, . . . , v̄m}を固定する。jB(vi) = v̄i

なる vi ∈ V T (pn)たちを取ってE := Span{v1, . . . , vm} ⊂ V T (pn)とすれば jB(E) = Ēであ
る。Eは滑らかな表現の有限次元部分空間ゆえ、kを十分大きく取ればE ⊂ V Ū(pk)とで
きる。t = ( t1 0

0 t2
) ∈ T (F )を valF (t1/t2) ≤ n − kなるものとすれば

π
((

1 0

x 1

))
π(t−1)v = π(t−1)π

((
1 0

xt2/t1 1

))
v = π(t−1)v,

(
1 0

x 1

)
∈ Ū(pn), v ∈ E,

すなわち π(t−1)E ⊂ V B̄(pn)である。ところが v ∈ V B̄(pn)に対しては、(3.10)から

π(1K(pn))v =
1

meas(U(pn))

∫

U(pn)

π(u)
( 1

meas(B̄(pn))

∫

B̄(pn)

π(b̄)v db̄
)

du

=
1

meas(U(pn))

∫

U(pn)

π(u)v du

であるので、補題 3.3.1の証明と同様にして π(1K(pn))v − v ∈ V (U)を得る。すなわち

jB(v) = jB(π(1K(pn))v), ∀v ∈ V B̄(pn)

だが、π(1K(pn))V
B̄(pn) = V K(pn)であるから結局 jB(V B̄(pn)) = jB(V K(pn))がわかる。

以上から

πB(t−1)Ē = δB(t)1/2jB(π(t−1)E) ⊂ jB(V B̄(pn)) = jB(V K(pn))

となって dim Ē ≤ dim V K(pn)がわかる。dim V K(pn) < ∞は Ēによらないから、これは任
意の有限次元部分空間 Ē ⊂ V

T (pn)
B の次元が有界なことを意味し、従って dim V

T (pn)
B < ∞

である。特に Ē = V
T (pn)
B とすれば、

jB(V K(pn)) ⊂ V
T (pn)
B = πB(t−1)V

T (pn)
B ⊂ jB(V K(pn))

となって補題を得る。
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問 3.8. 岩澤分解を用いて、(π, V ) ∈ Alg(G(F ))が有限生成なら、(πB, VB) ∈ Alg(T (F ))

も有限生成であることを示せ。

Frobenius相互律 (命題 3.2.4)から (π, V ) ∈ Alg(G(F )), (ρ,E) ∈ Alg(T (F ))に対して

HomG(F )(π, IG
B (ρ)) ' HomB(F )(δ

−1/2
B π|B(F ), ρ ⊗ 1U(F )) ' HomT (F )(πB, ρ) (3.11)

が成り立つ。

補題 3.3.3 (Bruhatフィルタ). (π, V ) ∈ Alg(T (F ))に対して、T (F )の滑らかな表現の
完全系列

0 −→ w(π) −→ IG
B (π)B −→ π −→ 0

がある。ただしw = ( 0 1
1 0 )として、w(π) := π ◦ Ad(w)と書いている。

証明. 補題 3.2.5 (i)からX := B(F )\G(F )上の `ベクトル束 F で Γc(X,F) ' IG
B (V )と

なるものがある。我々は IG
B (π)のB(F )への制限のみに関心があるので、XのB(F )軌道

(右移動作用についての)分解、すなわちBruhat分解

X = Y ∪ Z, Y := B(F )\B(F )wB(F ), Z := B(F )\B(F )

を考える。明らかに Y ⊂ Xは開、Z ⊂ Xは閉部分集合ゆえ、完全系列

0 −→ Γc(Y,F) −→ Γc(X,F) −→ FZ −→ 0

がある。ここで左の単射は ϕ ∈ Γc(Y,F)にそれを Y の外には 0で延ばしたものを対応さ
せる写像、右の全射は単にZへの制限である (制限するのが 1点なので茎FZと同一視し
ている)。補題 3.2.5 (ii)から FZ ' (δ

1/2
B (π ⊗ 1U(F )), V )ゆえ (FZ)B ' (π, V )は直ちにわ

かる。
一方 {b ∈ B |Bwb = Bw} = B ∩ Ad(w)B = T から、

T (F )\B(F ) 3 T (F )b
∼7−→ B(F )wb ∈ Y

は同相写像であり、t ∈ T (F )は原点B(F )w ∈ Y 上の茎の元 ϕ(B(F )w) ∈ FB(F )wに

t.ϕ(B(F )w) = φ(wt) = φ(Ad(w)t · w) = δB(Ad(w)t)1/2w(π)(t)φ(w)

= δB(t)−1/2w(π)(t)ϕ(B(F )w)

と作用する。ただしϕ ∈ Γc(Y,F)に対してϕ(B(F )w) = φ(w)となる φ ∈ IG
B (V )を取って

いる。これと補題 3.2.5 (ii)から

Γc(Y,F) ' ind
B(F )
T (F )(w(π), w(V ))

がわかる。ところが Levi分解B(F ) = T (F ) n U(F )から

ind
B(F )
T (F )(w(V )) 3 φ

∼7−→ φ|U(F ) ∈ C∞
c (U(F )) ⊗ w(V )
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は U(F )の滑らかな表現の間の同型である。特に不変測度の一意性から、U(F )不変線型
写像 Γc(Y,F) ³ Γc(Y,F)Bは定数倍を除いて

Γc(Y,F)
∼−→ ind

B(F )
T (F )(w(V ))

∼−→ C∞
c (U(F )) ⊗ w(V )

R

U(F ) du

−→ w(V )

に一致する。特に φ ∈ ind
B(F )
T (F )(w(V ))の像に t ∈ T (F )は

t.

∫

U(F )

φ(u) du =

∫

U(F )

φ(ut) du =

∫

U(F )

φ(t · Ad(t−1)u) du

=δB(t)

∫

U(F )

φ(tu) du = δB(t)

∫

U(F )

δB(t)−1/2w(π)(t)φ(u) du

=δB(t)1/2w(π)(t)

∫

U(F )

φ(u) du

と作用するから、Γc(Y,F)B ' (w(π), w(V ))を得る。

3.3.2 超カスプ表現

(π, V )をG(F )の滑らかな表現とする。G(F )の中心

Z(F ) :=

{(
a 0

0 a

)∣∣∣∣∣ a ∈ F×

}

の元 zに対して π(z) : V
∼→ V は π(g), (g ∈ G(F ))と可換だから、π(z) ∈ AutG(F )(V )で

ある。特に (π, V )が既約ならば、Schurの補題により π(z)はスカラー倍写像である。言
い換えればある ω : F× → C×があって

π
((

a 0

0 a

))
= ω(a)idV , ∀a ∈ F×

が成り立つ。この ωを πの中心指標 (central character)と呼び、ωπと書く。

定理 3.3.4 (Harish-Chandraの定理). G(F )の滑らかな表現 (π, V )についての次の二
つの条件は同値である。

(i) (πB, VB) = 0.

(ii) (π, V )の任意の行列成分はZ(F )を法としてコンパクトな台を持つ。

証明. まず次を示す。

主張 3.3.4.1. v ∈ V について次の二条件は同値。

(a) v ∈ V (U).
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(b) 任意の開コンパクト部分群K ⊂ G(F )に対してN ∈ Nがあって、

π(1K)π(t)v = 0, ∀t =

(
t1 0

0 t2

)
∈ T (F ), valF (t1/t2) > N.

証明. (a) ⇒ (b). 補題 3.3.1から n ∈ Nがあって (3.9)が成り立つ。開コンパクト部分群
K ⊃ K ′に対して π(1K)π(1K′) = π(1K)だから、(b)のKをそれに含まれる主合同部分群
K(pm) (m ∈ N)で取り替えてよい。π(1K(pm))π(t)vは

π|U(F )(1U(pm))π(t)v =qm

∫

pm

π
((

1 x

0 1

)(
t1 0

0 t2

))
v dx

=qm

∫

pm

π
((

t1 0

0 t2

)(
1 t−1

1 t2x

0 1

))
v dx

t−1
1 t2xを xとおきなおして

=qm−valF (t1/t2)π(t)

∫

U(pm−valF (t1/t2))

π(u)v du

に π|B(F )(1B̄(pm))を施したもの。よってm−N < −nとなるようN を十分大きく取れば、
これは (3.9)から 0である。

(b) ⇒ (a). m ∈ Nを十分大きく取って、K(pm) ⊂ Stab(v, G(F ))とできる。valF (t1/t2) ≥
0のとき

Ad
((

t1 0

0 t2

))−1

B̄(pm) ⊂ B̄(pm)

だから、valF (t1/t2) = n + m > N ならば

0 =π(1K(pm))π(t)v = π|U(F )(1U(pm))π|B̄(F )(1B̄(pm))π(t)v

=π|U(F )(1U(pm))π(t)π|B̄(F )(1B̄(pm))v

K(pm)の取り方から

=π|U(F )(1U(pm))π(t)v =

∫

U(pm)

π(u)π(t)v du

上と同様の計算により

=π(t)

∫

U(p−n)

π(u)v du

である。よって補題 3.3.1から v ∈ V (U)を得る。



3.3. 非アルキメデスGL(2)の既約表現 87

(i) ⇒ (ii). w = ( 0 1
1 0 )として B̄ = Ad(w)Bだから、VB = 0すなわち V = V (U)は

V = π(w)V = π(w)V (U) = span{π(w)π(u)v − π(w)v |u ∈ U(F ), v ∈ V }
= span{π(wuw−1)v − v |u ∈ U(F ), v ∈ V } = V (Ū)

すなわち VB̄ = 0に同値である。さて、v ∈ V , v∨ ∈ V ∨とし v, v∨を固定する G(F )の
主合同部分群 K = K(pn)を取る。K/K ' G(O/pn)の完全代表系 {ki}1≤i≤r を取って
vi := π(ki)vとおく。上と仮定から V = V (U)かつ V = V (Ū)ゆえ、主張 3.3.4.1を viに
適用すればN ∈ Nがあって

π(1K)π(t)vi = 0, 1 ≤ ∀i ≤ r, ∀t =

(
t1 0

0 t2

)
∈ T (F ), |valF (t1/t2)| > N

が成り立つ。Cartan分解 (補題 3.1.3)を使って g ∈ G(F )を g = ktkik
′, (k ∈ K, t ∈ T (F ),

k′ ∈ K)と書けば、K ⊂ Kは正規部分群であることに注意して

fv,v∨(g) = 〈π(g)v, π∨(1K)v∨〉 = 〈π(1K)π(ktki)v, v∨〉 = 〈π(k)π(1K)π(t)vi, v
∨〉

= 〈π(1K)π(t)vi, π
∨(k−1)v∨〉

が消えないのは |valF (t1/t2)| ≤ N、すなわち gが

K

{(
t1 0

0 t2

)
∈ T (F )

∣∣∣∣∣ − N ≤ valF (t1/t2) ≤ N

}
K

に属するときに限られる。この集合は明らかに Z(F )を法としてコンパクトである。
(ii) ⇒ (i). G(F )1 = {g ∈ G(F ) | | det g|F = 1}とおけば Z(F ) ∩ G(F )1 = Z(O)はコン

パクトだから、(π, V )の行列成分 fv,v∨のG(F )1への制限はコンパクト台を持つ。このと
き開コンパクト部分群K ⊂ G(F )1に対して

dim(span{π(1K)π(g)v | g ∈ G(F )1}) < ∞ (3.12)

である。実際、そうでなければG(F )1内の点列 {gn}n∈Nで {π(1K)π(gn)vi}n∈Nが一次独立
であるものが取れる。特に v∨ ∈ V ∨で

fv,π(1K)v∨(gn) = 〈π∨(1K)v∨, π(gn)v〉 = 〈v∨, π(1K)π(gn)v〉 = n, ∀n ∈ N

となるものがあるはずだが、これは fv,π(1K)v∨ |G(F )1 ∈ Cc(K\G(F )1)が有限個の値しか取
れないことに矛盾する。(3.12)から有限族 v∨

1 , . . . , v∨
n ∈ V ∨で 〈π(1K)π(g)v, v∨

i 〉 = 0, (1 ≤
∀i ≤ n)ならば π(1K)π(g)v = 0であるようなものがある。よって T (F )1 := G(F )1 ∩ T (F )

として

{t ∈ T (F )1 |π(1K)π(t)v 6= 0} ⊂
n⋃

i=1

suppfv,π∨(1K)v∨
i
∩ T (F )1

はコンパクトである。T (F )1Z(F ) ⊂ T (F )は指数 2の部分群であるから、これは {t ∈
T (F ) |π(1K)π(t)v 6= 0}が Z(F )を法としてコンパクトなことに他ならない。よって主張
3.3.4.1から v ∈ V (U)がわかり、v ∈ V は任意だったから VB = {0}を得る。
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この定理の条件を満たす (π, V )を準カスプ表現 (quasi-cuspidal representation)、さらに
(π, V )が許容的なときそれを超カスプ表現 (supercuspidal representation)と呼ぶ。既約超
カスプ表現の同型類の集合を Π0(G(F ))と書く。Harish-Chandraの定理の帰結として次
が得られる。

系 3.3.5. Zornの補題を認めることにする。
(i)任意の π ∈ Π(G(F ))は超カスプ表現か、ある一般主系列表現 IG

B (ω1 ⊗ ω2)の部分表現
に同型かのいずれかである。
(ii) G(F )の既約表現は許容表現である。

証明. (i)まず既約な準カスプ表現が許容的なこと、すなわち超カスプ表現になることを
確かめよう。同型

G(F )/G(F )1Z(F )
| det |F

∼−→ qZ/q2Z ' Z/2Z

から、(π|G(F )1Z(F ), V ) は長さ高々2 である。Z(F ) は V に中心指標 ωπ で作用するから
(π|G(F )1 , V )も同様であり、従ってその有限生成系 {v1, . . . , vr}がある。各 viと開コンパク
ト部分群K ⊂ G(F )に対して span{π(g)vi | g ∈ G(F )1})Kが有限次元なことを見ればよい
が、これは (3.12)と全く同様に示せる。
次に π ∈ Π(G(F ))が超カスプ表現でなければ定理 3.3.4から πB 6= {0}である。πB は

有限生成 (問 3.8)だから、Zornの補題によりその極大部分 T (F )加群が存在する (例えば
[松阪 68, 3章 §5 定理 13]を参照)。従って πBの既約な商表現 ω1 ⊗ ω2が存在する。このと
き Frobenius相互律 (3.11)から

HomG(F )(π, IG
B (ω1 ⊗ ω2)) ' HomT (F )(πB, ω1 ⊗ ω2) 6= {0}

ゆえ、0でない G(F )準同型 ϕ : π → IG
B (ω1 ⊗ ω2)がある。π の既約性から真部分表現

kerϕ ⊂ πは 0でなくてはならないから、これは πが IG
B (ω1 ⊗ω2)の部分表現に同型なこと

を意味する。
(ii) (i)から π ∈ Π(G(F ))は超カスプ表現か許容表現 IG

B (ω1 ⊗ ω2)の部分表現だから許
容的である。

注意 3.3.6. 上でZornの補題、従って選択公理を仮定した。この仮定のもとで実は「有限
生成な許容表現は長さ有限である」ことが示せる (Howeの定理 [How], [BZ76, 4.1])。

中心指標 ωを持つG(F )の滑らかな表現の圏をAlg(G(F ))ωと書こう。ρの行列成分た
ちの空間A(ρ∨)は

H(G(F ))ω :=

{
f : G(F ) → C
局所定数

∣∣∣∣∣
(i) f(zg) = ω(z)−1f(g), ∀z ∈ Z(F ), g ∈ G(F )

(ii) suppf はZ(F )を法としてコンパクト

}

に含まれる。特にコンパクト位相群に対する Schurの直交関係を次のように拡張できる。
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補題 3.3.7 (Schurの直交関係). G(F )の既約超カスプ表現 (ρ,E)に対して、その形式次
数と呼ばれる正実数 d(ρ)があって次が成り立つ。ρの中心指標を ωとすれば、(π, V ) ∈
Alg(G(F ))ωと v ∈ V, v∨ ∈ V ∨, ξ ∈ E, ξ∨ ∈ E∨に対して

∫

G(F )/Z(F )

fv,v∨(g)fξ,ξ∨(g−1)
dg

dz
=





0 π 6' ρのとき
〈v, ξ∨〉〈ξ, v∨〉

d(ρ)
(π, V ) = (ρ,E)のとき.

証明. v∨ ∈ V ∨と ξ ∈ Eに対して双線型形式

Bξ,v∨(·, ·) : V ⊗ E∨ 3 v ⊗ ξ∨ 7−→
∫

G(F )/Z(F )

fv,v∨(x)fξ,ξ∨(x−1)
dx

dz
∈ C (3.13)

を考える。g ∈ G(F )に対して

Bξ,v∨(π(g)v, ρ∨(g)ξ∨) =

∫

G(F )/Z(F )

〈π(x)π(g)v, v∨〉〈ρ(x−1)ξ, ρ∨(g)ξ∨〉 dx

dz

=

∫

G(F )/Z(F )

〈π(xg)v, v∨〉〈ρ((xg)−1)ξ, ξ∨〉 dx

dz

=Bξ,v∨(v, ξ∨)

なのでこれはG(F )不変である。もしある (v∨, ξ)に対してBξ,v∨が恒等的に消えていなけ
れば、それは非自明なG(F )準同型

φv∨,ξ : V 3 v 7−→ [ξ∨ 7→ Bξ,v∨(v, ξ∨)] ∈ (E∨)∨ = E (3.14)

を与える。ところが π, ρは共に既約だからこのような φv∨,ξは同型にならねばならない。
特に主張の第一の場合が示された。

π ' ρの場合にはそのあいだの G(F )同型を固定して (π, V )と (ρ,E)を同一視してよ
い。このとき Schurの補題 3.2.2から (3.14)の φv∨,ξはある定数 cv∨,ξ ∈ C×倍である。言い
換えれば

Bv∨,ξ(v, ξ∨) = 〈φv∨,ξ(v), ξ∨〉 = cv∨,ξ〈v, ξ∨〉

である。一方 (3.13)で gを g−1で置き換えれば、これは

Bξ∨,v(ξ, v
∨) = 〈φξ∨,v(ξ), v

∨〉 = cξ∨,v〈ξ, v∨〉

にも等しい。結局ある c ∈ C×があって、任意の v, ξ ∈ E, v∨, ξ∨ ∈ E∨に対して
∫

G(F )/Z(F )

fv,v∨(x)fξ,ξ∨(x−1)
dx

dz
= c〈v, ξ∨〉〈ξ, v∨〉 (3.15)

が成り立つ。cの逆数を d(ρ)とおけば主張の第二の式を得る。
最後に ξ∨ ∈ E∨ \ {0}を固定すれば |ω(z)|2 = |z|2<ω

F = | det( z 0
0 z )|<ω

F なので、ξ, ξ′ ∈ Eに
対して

(ξ′, ξ) :=

∫

G(F )/Z(F )

fξ′,ξ∨(x)fξ,ξ∨(x)| det x|−<ω
F

dx

dz
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は定義可能である。そこで ξ 6= 0,∈ Eに対して ξ∗ : E 3 ξ′ 7→ (ξ′, ξ) ∈ C, ∈ E∨とおけば

fξ,ξ∗(g
−1) =(ρ(g−1)ξ, ξ) =

∫

G(F )/Z(F )

fξ,ξ∨(xg−1)fξ,ξ∨(x)| det x|−<ω
F

dx

dz

=

∫

G(F )/Z(F )

fξ,ξ∨(x)fξ,ξ∨(xg)| det(xg)|−<ω
F

dx

dz

=| det g|−<ω
F (ξ, ρ(g)ξ) = | det g|−<ω

F (ρ(g)ξ, ξ)

=| det g|−<ω
F fξ,ξ∗(g)

が成り立つ。特に (3.15)で v = ξ, v∨ = ξ∨ = ξ∗とすれば

d(ρ)| det g|−<ω
F

∫

G(F )/Z(F )

|fξ,ξ∗(g)|2 dg

dz
= ‖ξ‖4

がわかるから、d(ρ)は正実数である。

注意 3.3.8. 上の証明の最後の議論から特に、既約超カスプ表現 (ρ,E)の中心指標 ωρが
ユニタリならば (ρ,E)はユニタリ化可能 (3.3.4節参照)であることがわかる。

これを用いて中心指標ωを持つ超カスプ表現の等型成分をAlg(G(F ))ωから切り出すこ
とができる。

命題 3.3.9. ρ ∈ Π0(G(F ))としてその中心指標を ωと書く。(π, V ) ∈ Alg(G(F ))ωは次を
満たす直和分解 (π, V ) = (πρ, Vρ) ⊕ (πρ, V ρ)を持つ。

(i) πρは ρの直和に同型。

(ii) πρは ρに同型な部分商を持たない。

証明. H(G(F ))ωにはG(F )が右および左移動

[R(g)f ](x) = f(xg), [L(g)f ](x) = f(g−1x), g ∈ G(F ), f ∈ H(G(F ))ω

で作用しているが、A(ρ∨)がこれらのG(F )作用で不変で

(ρ∨ ⊗ ρ,E∨ ⊗ E) 3 ξ∨ ⊗ ξ 7−→ fξ∨,ξ ∈ (R × L,A(ρ∨)) (3.16)

がG(F ) × G(F )の既約で滑らかな表現の同型であることは容易に確かめられる。畳み込
み代数H(G(F ))ωの単位元は

1K,ω(g) :=

∫

Z(F )

1K(zg)ω(z) dz

で与えられ、ρは許容的だから ρ(1K) ∈ HomC(E, E) ' E∨⊗Eである。一方でH(G(F ))ω

は (π, V ) ∈ Alg(G(F ))ωに

π(f)v :=

∫

G(F )/Z(F )

f(g)π(g)v
dg

dz
, f ∈ H(G(F ))ω, v ∈ V

と作用する。
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主張 3.3.9.1. 開コンパクト部分群K ⊂ G(F )に対して d(ρ) · ρ(1K,ω) ∈ E∨ ⊗ Eの (3.16)

による像を εK
ρ ∈ H(G(F ))ωと書けば次が成り立つ。

(i) 中心指標 ωを持つ π ∈ Π(G(F ))に対して

π(εK
ρ ) =

{
ρ(1K,ω) π = ρのとき

0 π 6' ρのとき.

(ii) K ⊂ K ′ ⊂ G(F )が開コンパクト部分群のとき、εK
ρ ∗ εK′

ρ = εK′
ρ ∗ εK

ρ = εK′
ρ .

証明. (i) fξ∨,ξ ∈ A(ρ∨)および v ∈ V , v∨ ∈ V ∨に対して

〈π(fξ∨,ξ)v, v∨〉 =
〈∫

G(F )/Z(F )

fξ∨,ξ(g)π(g)v
dg

dz
v∨

〉

=

∫

G(F )/Z(F )

〈π(g)v, v∨〉〈ξ, ρ∨(g)ξ∨〉 dg

dz

=

∫

G(F )/Z(F )

fv,v∨(g)fξ,ξ∨(g−1)
dg

dz

(3.17)

だから π 6' ρの場合は補題 3.3.7から明らか。π = ρの場合を計算するために、ρは許容的
だからEK は有限次元で (E∨)K = (EK)∗であることを思い出そう。EK と (E∨)K の互い
に双対な基底 {e1, . . . , er}, {e∨1 , . . . , e∨r }を固定すれば、明らかに

ρ(1K,ω) =
r∑

i=1

e∨i ⊗ ei

である。特に (3.17)と併せて、任意の ξ ∈ E, ξ∨ ∈ E∨に対して

〈ρ(εK
ρ )ξ, ξ∨〉 =d(ρ)

r∑

i=1

〈ρ(fe∨i ,ei
)ξ, ξ∨〉

=d(ρ)
r∑

i=1

∫

G(F )/Z(F )

fξ,ξ∨(g)fei,e∨i
(g−1)

dg

dz

=
〈 r∑

i=1

〈ξ, e∨i 〉ei, ξ
∨
〉

=〈ρ(1K)ξ, ξ∨〉

となって π = ρの場合が従う。
(ii)は εK

ρ が一意であることから直ちに従う。εK
ρ が一意なことは f ∈ H(G(F ))ωが π(f),

(πは中心指標 ωを持つ既約表現)たちで一意に決まること3から明らかであろう。

(π, V ) ∈ Alg(G(F ))ω とすれば V =
⋃

K⊂G(F ) V K であり、π(εK
ρ )v は主張 3.3.9.1 (ii)

から v ∈ V K なる開コンパクト部分群 K の取り方によらないから、π(εK
ρ )たちの合併

π(ερ) : V → V が考えられる。
3対偶を考えれば容易に示せる。
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主張 3.3.9.2. (1) ερはAlg(G(F ))ωの中心 Z(G(F ))ω = End(idAlg(G(F ))ω)に属する。すな
わち

(i) (π, V ) ∈ Alg(G(F ))ωに対して π(ερ) ∈ EndG(F )(π)である。

(ii) (πi, Vi) ∈ Alg(G(F ))ω, (i = 1, 2)かつ φ ∈ HomG(F )(π1, π2)のとき、

V1
φ−−−→ V2

π1(ερ)

y
yπ2(ερ)

V1
φ−−−→ V2

は可換。

が成り立つ。
(2) ερ ∈ Z(G(F ))ωは射影子。すなわち (π, V ) ∈ Alg(G(F ))ωに対して π(ερ)π(ερ) = π(ερ)

である。

証明. g ∈ G(F )と開コンパクト部分群K ⊂ G(F )に対して、Ad(g)HK(G(F ))ω = HAd(g)K(G(F ))ω

だから、それらの単位元に関してもAd(g)1K,ω = 1Ad(g)K,ωが成り立つ。これと主張 3.3.9.1

の εK
ρ の特徴付けから、Ad(g)εK

ρ = ε
Ad(g)K
ρ を得る。(π, V ) ∈ Alg(G(F ))ωの元 vがK不変

なら π(g)vはAd(g)K不変なことに注意して、

π(ερ)π(g)v =

∫

G(F )/Z(F )

εAd(g)K
ρ (x)π(xg)v

dx

dz

=π(g)

∫

G(F )/Z(F )

εAd(g)K
ρ (x)π(g−1xg)v

dx

dz

g−1xgを xとおきなおして

=π(g)

∫

G(F )/Z(F )

εAd(g)K
ρ (Ad(g)x)π(x)v

dx

dz

=π(g)

∫

G(F )/Z(F )

Ad(g−1)εAd(g)K
ρ (x)π(x)v

dx

dz

=π(g)

∫

G(F )/Z(F )

εK
ρ (x)π(x)v

dx

dz

=π(g)π(ερ)v

となって (1) (i)が従う。(ii)は明らか。(2)は 1K,ω ∗ 1K,ω = 1K,ω (HK(G(F ))ωの単位元だ
から)から直ちに従う。

さて、(π, V ) ∈ Alg(G(F ))ωに対してVρ := imπ(ερ), V ρ := kerπ(ερ)とおく。主張 3.3.9.2

(2)から明らかに V = Vρ ⊕ V ρである。次に任意の v ∈ V に対して

φρ,v : (L,A(ρ∨)) 3 f 7−→ π(f)v ∈ (π, V )
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はG(F )準同型であることに注意する。左辺は ρ⊗E∨
に同型だから、

⋃
v∈V imφρ,vも ρのあ

る直和に同型である。一方、εK
ρ ∈ A(ρ∨)ゆえ

Vρ =
⋃

K⊂G(F )

π(εK
ρ )V

はこの部分空間に含まれるから、やはり ρの直和に同型である。最後に V ρが ρに同型な
部分商を含めば、補題 3.3.7から π(ερ)|V ρ 6= 0が従い矛盾である。

系 3.3.5から、G(F )の滑らかな表現 πが長さ有限ならばそれは許容表現である。その
ような πの既約部分商として現れる Π(G(F ))の元の集合 JH(π)は πから一意に定まり、
その元を πの組成因子 (composition factor)というのだった。

系 3.3.10. (i) F×の擬指標の対 (ω1, ω2)に対して、IG
B (ω1 ⊗ ω2)の長さは高々2である。

(ii) F×の擬指標の二つの対 (ω1, ω2), (ω′
1, ω

′
2)が JH(IG

B (ω1 ⊗ ω2)) ∩ JH(IG
B (ω′

1 ⊗ ω′
2)) 6= ∅

となるためには、(ω1, ω2) = (ω′
1, ω

′
2)または (ω′

2, ω
′
1)となることが必要十分。そのとき両

者の組成因子は一致する。
(iii) Π0(G(F ))の元は一般主系列表現の組成因子に現れない。

証明. (iii)既約超カスプ表現 ρが IG
B (ω1 ⊗ ω2)の部分商だとすれば、両者の中心指標は一

致する ω = ω1ω2. よって命題 3.3.9から IG
B (ω1 ⊗ ω2)は ρを部分表現に持つ。特に

{0} 6= HomG(F )(ρ, IG
B (ω1 ⊗ ω2))

(3.11)
' HomT (F )(ρB, ω1 ⊗ ω2)

だが、これは ρB = 0に矛盾である。
(i) (iii)から IG

B (ω1 ⊗ ω2)の任意の既約部分商 πは πB 6= 0を満たす。特に Jacquet函手
の完全性から IG

B (ω1 ⊗ ω2)の長さは dim IG
B (ω1 ⊗ ω2)Bで抑えられる。ところが補題 3.3.3

から
dim IG

B (ω1 ⊗ ω2)B = dim(ω1 ⊗ ω2) + dim w(ω1 ⊗ ω2) = 2

である。
(ii)必要性。πが IG

B (ω1 ⊗ ω2), IG
B (ω′

1 ⊗ ω′
2)の共通の組成因子だとする。πB の長さは

IG
B (ω1 ⊗ ω2)Bの長さ 2で抑えられるから有限で、従ってその既約商 µ ´ πBがある。µは
補題 3.3.3から、ω1 ⊗ ω2か ω2 ⊗ ω1のいずれかだが、同時に ω′

1 ⊗ ω′
2か ω′

2 ⊗ ω′
1のいずれ

かでもあるから条件は必要である。
十分性。ω1 6= ω2のときに JH(IG

B (ω1 ⊗ ω2)) = JH(IG
B (ω2 ⊗ ω1))を示せばよい。

主張 3.3.10.1. T (F )の滑らかな有限次元表現 (τ, E)が χ ∈ Π(T (F ))を組成因子に持て
ば、τ は χを部分表現に持つ。

証明. T (F ) ' (F×)2は極大コンパクト部分群KT ' (O×)2と

ΛT :=

{(
$n 0

0 $m

)∣∣∣∣∣ n, m ∈ Z

}
' Z ⊕ Z
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の直積であることに注意する。KT の有限次元表現は完全可約だから既約分解

(τ |KT , E) =
⊕

κ∈Π(KT )

(τ [κ], E[κ])

がある。ここで (τ [κ], E[κ])は κの有限直積に同型である。ΛT とKT は可換だからこの分
解は T (F )加群としての直和分解でもある。特に仮定はE[χ|KT ]が χに同型な部分商を持
つことに同値である。さて、ΛT は

s1 :=

(
$ 0

0 1

)
, s2 :=

(
1 0

0 $

)

で生成される。仮定から E1 := ker(τ(s1) − χ(s1)|E[χ|KT ])、さらに E[χ] := ker(τ(s2) −
χ(s2)|E1)は自明でない (階数を考えてみよ)。このとき ξ ∈ E[χ]に t ∈ T (F )は χ(t)倍で
作用する。

主張と (3.11), 補題 3.3.3から

HomG(F )(I
G
B (ω1 ⊗ ω2), I

G
B (ω2 ⊗ ω1)) ' HomT (F )(I

G
B (ω1 ⊗ ω2)B, ω2 ⊗ ω1) 6= {0}

ゆえ、非自明なG(F )準同型 ϕ : IG
B (ω1 ⊗ ω2) → IG

B (ω2 ⊗ ω1)がある。
(a) ϕが単射なとき、補題 3.3.3から (IG

B (ω2 ⊗ ω1)/imϕ)B = 0であることに注意する。
(iii)と併せて ϕは全射だから同型である。

(b)そうでないとき、

0 −→ (π := kerϕ) −→ IG
B (ω1 ⊗ ω2) −→ (π′ := imϕ) −→ 0

である。πB, π′
Bとも非自明で補題 3.3.3から IG

B (ω1 ⊗ ω2)Bは長さ 2だから、πBは既約で
ある。よって

{0} 6= HomG(F )(π, IG
B (ω1 ⊗ ω2)) ' HomT (F )(πB, ω1 ⊗ ω2)

から πB ' ω1 ⊗ ω2である。補題 3.3.3と併せて π′
B ' ω2 ⊗ ω1もわかる。特に

HomG(F )(I
G
B (ω2 ⊗ ω1)/π

′, IG
B (ω1 ⊗ ω2)) ' EndT (F )(ω1 ⊗ ω2) ' C

の非自明な元 ψが取れる。ところが

HomG(F )(π
′, IG

B (ω1 ⊗ ω2)) ' HomT (F )(ω2 ⊗ ω1, ω1 ⊗ ω2) = {0}

ゆえ imψ = πでなくてはならない。すなわち

0 −→ π′ −→ IG
B (ω2 ⊗ ω1) −→ π −→ 0

となって証明終わり。
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例 3.3.11 (Steinberg表現). IG
B (ω[1/2] ⊗ ω[−1/2]), (ω ∈ Π(F×))を考える。反傾表現

IG
B (ω−1[−1/2] ⊗ ω−1[1/2])は

{
φ : G(F ) → C

∣∣∣∣∣
(i) φはある開コンパクト部分群で右不変
(ii) φ(utg) = ω(det t)−1φ(g), u ∈ U(F ), t ∈ T (F )

}

上の右移動表現である。特にC ·(ω−1 ◦det)をG(F )不変部分空間に持つから、IG
B (ω[1/2]⊗

ω[−1/2])はその反傾表現 ω ◦ detを既約商に持つ。よって系 3.3.10から

0 −→ δ(ω) −→ IG
B (ω[1/2] ⊗ ω[−1/2]) −→ ω ◦ det −→ 0

となる δ(ω) ∈ Π(G(F ))があることがわかる。この δ(ω)を ωでひねった Steinberg表現、
あるいはGalois表現的な理由からスペシャル表現と呼ぶ。

3.3.3 既約表現の分類

ミラボリック部分群の表現 加法群 F の非自明な指標 ψ : F → C×を固定する。例えば
F = Qpのときには

ψQp : Qp 3
a

pn
+ r 7−→ exp

(2πia

pn

)
∈ C×,

r ∈ Zp, 0 < a < pn,

n ∈ Z≥0,

[F : Qp] < ∞のときには ψF := ψQp ◦ TrF/Qp などとすればよい。F の Pontrjagin双対 (F

からC1への連続な準同型全体の群) FDは

F 3 a
∼7−→ ψa ∈ FD

によって加法群 F と同一視される (位相群としての同型であることに注意せよ) [Wei95,

II.5定理 3]。しかもアルキメデス的な場合と異なり、Fourier変換

Fψf(a) = f̂(ψa) :=

∫

F

f(x)ψa(x) dx

は同型H(F )
∼→ C∞

c (FD)を与える [Wei95, VII.2命題 2]。これが左辺を畳み込み代数、右
辺を値の乗法によって環と見ての環同型であることに注意する。
さて、同型 U(F ) 3 ( 1 x

0 1 )
∼7→ x ∈ F から ψaには

ψa
U : U(F ) 3

(
1 x

0 1

)
7−→ ψa(x) ∈ C×

が対応する。(τ, E) ∈ Alg(U(F ))への f̂ ∈ C∞
c (U(F )D), (f ∈ H(U(F )))の作用を τ(f̂)ξ :=

τ(f)ξと定めれば、圏同値

Alg(U(F ))
∼−→ Mod(H(U(F )))

∼−→ Mod(C∞
c (U(F )D))

∼−→ `-Bdl(U(F )D) (3.18)
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が得られる。(τ, E) ∈ Alg(U(F ))とψa ∈ U(F )Dに対して、U(F )不変商の定義をψaでひ
ねって

EU,ψa := E/E(U, ψa), E(U, ψa) := span{π(u)v − ψa(u)v |u ∈ U(F ), v ∈ E}

とおく。

補題 3.3.12. (τ, E) ∈ Alg(U(F ))と E ∈ `-Bdl(U(F )D)が上の圏同値で対応していると
き、ψa

U ∈ U(F )Dに対してEU,ψa ' Eψa
U

(ψa
U での茎)である。

証明. 簡単のために ψが位数 0, すなわち ψ|O = 1だが ψ|$−1Oは非自明であるとしよう。
補題 3.3.1の証明を少し変形すれば、ξ ∈ EがEU,ψa に属するためには十分大きい n ∈ N
に対して

τ(ψ
a

U · ChU(p−n))ξ =

∫

U(p−n)

π(u)ψa
U(u)ξ du = 0

となることが必要十分であることが示せる。ξに対応するΓc(U(F )D, E)の元をやはり ξと
書こう。ここで

Fψ(ψ
a

U · ChU(p−n))(x) =

∫

p−n

ψa
U(y)ψ(xy) dy =

∫

p−n

ψ((x − a)y) dy

=qn · Cha+pn(x)

に注意すれば、上の条件が ψaの近傍で消えていないある f ∈ C∞
c (U(F )D)に対して f ·

ξ(ψa) = 0となること、すなわち ξ(ψa) = 0であることに同値なことがわかる。

Gの部分群

P := G1 o U =

{(
a x

0 1

)
∈ G

}
, G1 :=

{(
a 0

0 1

)∣∣∣∣∣ a ∈ Gm

}

をミラボリック (mirabolic)部分群4と呼ぶ。P (F )のモヂュラス指標を δP (( a x
0 1 )) = |a|F と

書く。

系 3.3.13. (τ, E) ∈ Alg(P (F ))と F の非自明な指標 ψに対して、Alg(P (F ))の完全系列

0 −→ ind
P (F )
U(F )(EU,ψ ⊗ ψU) −→ τ −→ τU ⊗ δ

1/2
P ⊗ 111U(F ) −→ 0

が成り立つ。ただしEU,ψ ∈ Alg({1}), τU ∈ Alg(G1(F ))と見ている。

証明. (τ, E)に付随するU(F )D上の `ベクトル束を Eと書く。P (F )はU(F )Dに共役で作
用し、Y := U(F )D r {1U(F )}, Z = {1U(F )}の二つの軌道を持つ。対応して完全系列

0 −→ Γc(Y, E(Y )) −→ Γc(U(F )D, E) −→ EZ −→ 0

がある。ψU ∈ Y での茎 EψU
は補題 3.3.12から EU,ψ で、そこに ψU の固定化群 U(F )は

ψU で作用するから Γc(Y, E(Y )) ' ind
P (F )
U(F )(EU,ψ ⊗ ψU)である。同様に補題 3.3.12から

EZ ' EU ' τU ⊗ δ
1/2
P ⊗ 1U(F )である。

4miracle parabolicから。
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例 3.3.14. τ := IG
B (ω1 ⊗ ω2)|P (F )の場合を考えてみよう。IG

B (ω1 ⊗ ω2)に付随するX :=

B(F )\G(F )上の `ベクトル束 F を取る。X 内の U(F )軌道を Y := B(F )\B(F )wU(F ),

Z := B(F )\B(F )と書けば、補題 3.3.3の証明と同様に

0 −→ Γc(Y,F(Y )) −→ Γc(X,F) −→ FZ −→ 0

であり、

(i) HomU(F )(FZ , ψU) = HomU(F )(τU , ψU) = {0}.

(ii) B(F )w ∈ Y のU(F )での固定化群は自明ゆえ、Γc(Y,F(Y )) ' ind
U(F )
{1} (C) = C∞

c (U(F ))

である。よって不変測度の一意性から

HomU(F )(Γc(Y,F(Y )), ψU) ' (Γc(Y,F(Y )) ⊗ CψU
)∗U

は
∫

U(F )
ψU(u) duで張られる一次元空間である。

これから

dim HomU(F )(I
G
B (ω1 ⊗ ω2), ψU) ≤ dim HomU(F )(Γc(Y,F(Y )) ⊕FZ , ψU) = 1

がわかる。実は (ii)の線型形式は IG
B (ω1 ⊗ ω2)上へ

Λψ,ω1,ω2 : IG
B (Cω1⊗ω2) 3 φ 7−→

∫

U(F )

φ(wu)ψU(u) du ∈ C

と拡張され、実際に左辺の非自明な元 (Whittaker汎函数)を与えるから (補題 3.4.8を参
照) dim IG

B (ω1⊗ω2)U,ψ = 1がわかる。これらと補題 3.3.3より系 3.3.13の完全系列は、フィ
ルタ {0} ⊂ Fw,ψ ⊂ Fw = Γc(Y,F(Y )) ⊂ IG

B (ω1 ⊗ ω2)で

Fw,ψ ' ind
P (F )
U(F )(ψU), Fw/Fw,ψ ' ω2[1/2] ⊗ 1U(F ),

IG
B (ω1 ⊗ ω2)/Fw ' ω1[1/2] ⊗ 1U(F )

なるものを与えている。

命題 3.3.15 (一般主系列表現の可約点). IG
B (ω1⊗ω2)が可約であるためにはω1ω

−1
2 = | · |±1

F

が必要十分。

証明. 十分性は例 3.3.11で見た通りである。逆に IG
B (ω1 ⊗ ω2)が可約だとする。

0 −→ π −→ IG
B (ω1 ⊗ ω2) −→ π′ −→ 0.

不変商を取る函手は完全だから

0 −→ πU,ψ −→ IG
B (ω1 ⊗ ω2)U,ψ −→ π′

U,ψ −→ 0
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で、例 3.3.14から dim IG
B (ω1 ⊗ ω2)U,ψ ≤ 1ゆえ、π, π′のいずれか一方のみが非退化であ

る。必要なら ω1, ω2を入れ替えて πU,ψ = {0}としてよい。(πU,ψ = {0}となる組成因子 π

を取り、πBの既約商を ω1 ⊗ ω2とすればよい。系 3.3.5の証明参照。)

G(F )不変双対性

IG
B (ω1 ⊗ ω2) ⊗C IG

B (ω−1
1 ⊗ ω−1

2 ) 3 φ ⊗ φ∨ 7−→
∫

K

φ(k)φ∨(k) dk ∈ C

は制限により非自明な P (F )不変双線型形式

〈·, ·〉 : π|P (F ) ⊗C IG
B (ω−1

1 ⊗ ω−1
2 )|P (F ) −→ C

を与える。ここで πU,ψ = {0}と系 3.3.13から π|P (F ) = (π|P (F ))U [1/2] ⊗ 1U(F )ゆえ、この
双線型形式は非自明なG1(F )不変双線型形式

〈·, ·〉 : (π|P (F ))U [1/2] ⊗C (IG
B (ω−1

1 ⊗ ω−1
2 )|P (F ))U [1/2] −→ C

から引き起こされている。これと例 3.3.14 から (π|P (F ))U は ωi[1], (i = 1, 2)のいずれかを
既約組成因子に持つ。ところが (π|P (F ))U は Jacquet加群 πB のG1(F ) ⊂ T (F )への制限
だからBruhatフィルタにより、その組成因子は ωj, (j = 1, 2)のいずれかである。よって
ω1ω

−1
2 = | · |±1

F でなくてはならない。

以上でΠ(G(F ))の記述が完成したことになる。その結果をまとめておこう。

系 3.3.16 (G(F )の既約許容表現). G(F )の既約許容表現の同型類は次の通り。
(i)既約超カスプ表現。
(ii) ω ∈ Π(F×)でひねった Steinberg表現 δ(ω) = ω(det) ⊗ δ(1).

(iii)既約な一般主系列表現 IG
B (ω1 ⊗ ω2) ' IG

B (ω2 ⊗ ω1), ω1 6= ω2[±1] ∈ Π(F×).

(iv)一次元表現 ω(det), ω ∈ Π(F×).

3.3.4 補足 — 既約ユニタリ表現の分類

以下で扱うGL(2)上の保型形式、特にその標準L函数についてのHecke理論においては
既約ユニタリ表現の記述が必要になることはない。しかし一般の簡約群上の場合には2.4節
で定義された保型形式の空間を記述することは難しく、その整数論的な意味も明らかでは
ない。むしろより解析的に見えるL2(G(Q)AG\G(A))の方が LanglandsによるEisenstein

級数のスペクトル理論などによる記述を持ち、しかもG(Q)\G(A)/K∞上の保型ベクトル
束の切断として定義される数論幾何的保型形式とも対応する。ここでAGはG(R)の中心
Z(R)内の極大Rベクトル部分群である。そこで L2(G(Q)AG\G(A))上のG(A)の右正則
表現

[R(g)φ](x) = φ(xg), φ ∈ L2(G(Q)AG\G(A))

の既約部分商を考えることになるが、それらは不変測度に関するL2-(Petersson)内積に関
して常にユニタリ表現になる。この理由からここではΠ(G(F ))の元でユニタリなものを
決定することについて略説しておく。
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`群Gの滑らかな表現 (π, V )がユニタリ化可能 (unitarizable)とは、写像

(·, ·) : V × V −→ C

であって

(i) 第一変数に関して線型で (v, w) = (w, v), ∀v, w ∈ V (エルミート形式である)。

(ii) 特に (v, v), v ∈ V は実数になるが、さらに (v, v) > 0, ∀v ∈ V (正定値)。

(iii) (π(g)v, π(g)w) = (v, w), ∀g ∈ G, v, w ∈ V (G不変性)。

なるもの (G不変ユニタリ内積)が存在することとする。Gの既約ユニタリ化可能許容表
現の同型類の集合をΠunit(G)と書く。

命題 3.3.17 (G(F )の既約ユニタリ表現). Πunit(G(F ))は次の通り。
(i) Π0(G(F ))の元でユニタリな中心指標を持つもの。
(ii) δ(ω), ω ∈ Πunit(F

×).

(iii)主系列表現 IG
B (ω1 ⊗ ω2), ω1, ω2 ∈ Πunit(F

×).

(iv) ω ◦ det, ω ∈ Πunit(F
×).

(v)補系列表現 (complementary series representation) IG
B (ω[s] ⊗ ω[−s]), ω ∈ Πunit(F

×),

0 < s < 1/2.

証明. (スケッチ) π ∈ Π(G(F ))がユニタリ化可能なら ωπもユニタリであることを注意し
ておく。

(i)のユニタリ中心指標を持つ既約超カスプ表現がユニタリ化可能なことは注意 3.3.8で
指摘したとおり。(iv)の表現がユニタリ化可能なことも明らか。

(ii) δ(ω)の実現 V を取る。δ(ω)B ' ω[1/2] ⊗ ω[−1/2]であった。v ∈ V , v∨ ∈ V ∨に対
して v∨を固定する開コンパクト部分群K ⊂ G(F )を取る。主張 3.3.4.1 から

fv,v∨(t) = 〈δ(ω)(t)v, v∨〉 = 〈δ(ω)(t)v, δ(ω−1)(1K)v∨〉 = 〈δ(ω)(1K)δ(ω)(t)v, v∨〉

は t = ( t1 0
0 t2

)の |t1/t2|F が十分小さいときには δ
1/2
B ⊗ δ(ω)B ' ω[1] ⊗ ω[−1]の定数倍であ

る。|ω[1] ⊗ ω[−1](t)| = |t1/t2|F なので、これは δ(ω)の行列成分が |t1/t2|F → 0のときに
急減少であることを意味する。同様に δ(ω)B̄ = ω[−1/2] ⊗ ω[1/2]を考えて |t1/t2|F → ∞
のときも急減少であることが示せる。特に δ(ω)の行列成分は中心を法として二乗可積分
である。 ∫

G(F )/Z(F )

|fv,v∨(g)|2 dg

dz
< ∞, ∀v ∈ V, v∨ ∈ V ∨.

よって超カスプ表現の場合と同様に v∨ 6= 0, ∈ V ∨に対して

(v, v′) :=

∫

G(F )/Z(F )

fv,v∨(g)fv′,v∨(g)
dg

dz
, v, v′ ∈ V

は定義可能なG(F )不変ユニタリ内積である。
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(iii), (v)ユニタリ化可能性の判定に便利なように一般主系列表現を IG
B (ω1[λ1]⊗ ω2[λ2]),

(ωi ∈ Πunit(F
×), λi ∈ R)と書いておく。滑らかな表現 (π, V )のユニタリ化可能性の定義

のうち正値性 (ii)を除く二条件を満たすものをエルミート表現 (hermitian representation)

という。これは半線型5同型

(π, V ) 3 v 7−→ [v′ 7→ (v′, v)] ∈ (π∨, V ∨)

の存在に同値である。(π, V )が既約ならば Schurの補題からこのような半線型同型は定数
倍を除いて一意だから、G(F )不変エルミート内積も定数倍を除いて一意である。さて、
IG
B (ω1[λ1]⊗ω2[λ2])は「複素共役」IG

B (ω−1
1 [λ1]⊗ω−1

2 [λ2])に半線型同型であり、IG
B (ω1[λ1]⊗

ω2[λ2])
∨ ' IG

B (ω−1
1 [−λ1]⊗ω−1

2 [−λ2])であった。系 3.3.16 (iii)と併せて IG
B (ω1[λ1]⊗ω2[λ2])

がエルミートになるのは

• λ1 = λ2 = 0であるか、

• ω1 = ω2かつ λ1 = −λ2 6= 0

の場合である。前者の場合には

(φ, φ′) :=

∫

K

φ(k)φ′(k) dk, φ, φ′ ∈ IG
B (Cω1⊗ω2)

が定義可能なG(F )不変ユニタリ内積を与えることはすぐにわかる ((3.5)を使う)。
後者の場合には ω1 = ω2を ωと書き、s := λ1 = −λ2 > 0としてよい。ここでHarish-

Chandraの絡作用素 (intertwining operator) M(w, s) : IG
B (ω[s]⊗ω[−s]) → IG

B (ω[−s]⊗ω[s])

を導入する。これは<s > 0では絶対収束積分

(
M(w, s)φ

)
(g) :=

∫

F

φ
((

0 1

1 0

)(
1 x

0 1

)
g
)

dx

で与えられ、M(w, s)φは qsの有理函数になる。特に s = 0で一意の極を持つことが知ら
れており、

N(w, s) :=
ζF (2s + 1)

ζF (2s)
M(w, s)

としてその極を除いたものを正規化した (normalized)絡作用素という6。分子 ζF (s+1)は
<s ≥ 0で零点も極も持たないから、s > 0でのM(w, s)とN(w, s)の挙動は一致してい
る。このとき

(φ, φ′) :=

∫

K

(
N(w, s)φ

)
(k)φ′(k) dk, φ, φ′ ∈ IG

B (Cω[s]⊗ω[−s])

は定義可能で、問題のエルミート内積を与えている。IG
B (ω[s]⊗ ω[−s])がユニタリ化可能

であることはこれが正定値または負定値であることに同値である。ところがこのエルミー
5Cベクトル空間の間の写像 f : V → W が半線型 (sesquilinear)とは、加法群の準同型であって f(λv) =

λ̄f(v), λ ∈ C, v ∈ V を満たすもののことであった。
6Gindikin-Karepelevichの方法による証明を加えるか？
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ト形式の符号は sの連続函数なので、上が s = 0で正定値なことから 0 < s < 1/2でも正
定値にならねばならない。こうして補系列のユニタリ化可能性も示される。なお s = 1/2

ではN(w, s)が非自明な核 δ(ω)を持つので、これは ω ◦ det ´ IG
B (ω[1/2]⊗ω[−1/2])上の

ユニタリ内積を与えている。
最後に命題のリストが既約ユニタリ化可能表現を全て尽くしていることを示そう。次を

見れば十分である。

主張 3.3.17.1. IG
B (ω[s] ⊗ ω[−s])は s > 1/2でユニタリ化可能でない。

証明. 簡単のために (π, V ) := (IG
B (ω[s]⊗ ω[−s]), IG

B (Cω[s]⊗ω[−s]))と書く。仮に (π, V )上の
G(F )不変ユニタリ内積 (·, ·)があったとしよう。補題 3.3.3から v ∈ V で

jB

(
π
((

t1 0

0 t2

))
v
)

= ω(t1t2)

∣∣∣∣
t1
t2

∣∣∣∣
1/2−s

jB(v) 6= 0,

(
t1 0

0 t2

)
∈ T (F )

となるものが取れる。さらに主張3.3.4.1から、vを固定する開コンパクト部分群K ⊂ G(F )

と v∨ ∈ (V ∨)K および c 6= 0で、|t1/t2|F が十分小さい t = ( t1 0
0 t2

) ∈ T (F )に対して

〈π(t)v, v∨〉 = 〈π(1K)π(t)v, v∨〉 = c · ω(t1t2)

∣∣∣∣
t1
t2

∣∣∣∣
1/2−s

(3.19)

であるものがある。(·, ·)は V K上のユニタリ内積に制限されるので V Kのそれに関する正
規直交基底 {v1, . . . , vn}を取り、(v′, v∗) := 〈v′, v∨〉により v′ ∈ V K を定める。このとき、

(π(1K)π(g)v, π(1K)π(g)v) ≤ (π(g)v, π(g)v) = (v, v), ∀g ∈ G(F ), v ∈ V K

だから、π(1K)π(g) ∈ EndC(V K)の {v1, . . . , vn}についての行列表示AK(g)はコンパクト
集合

Ω :=








x1,1 x1,2 . . . x1,n

x2,1 x2,2 . . . x2,n

...
...

. . .
...

xn,1 xn,2 . . . xn,n


 ∈ Mn(C)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n
i=1 |xi,j|2 = 1

1 ≤ j ≤ n





に属する。ところが t ∈ T (F )に対してAk(t) = (xi,j(t))i,jと書けば、(3.19)から

c · ω(t1t2)

∣∣∣∣
t1
t2

∣∣∣∣
1/2−s

=(Ak(t)v, v∗) =
( n∑

i=1

n∑

j=1

xi,j(t)(v, vj)vi,

n∑

i=1

(v∗, vi)vi

)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

xi,j(t)(v, vj)(v
∗, vi)

が十分小さい |t1/t2|F に対して常に成立するはずである。s > 1/2ならば |t1/t2|F → 0の
とき左辺の値は有界でないから、これは矛盾である。

以上で命題 3.3.17が証明された。なおこの証明の議論で p進群の既約ユニタリ化可能表
現の分類の論点はほとんどカバーされている。
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3.4 標準Lおよび ε因子

3.4.1 Whittaker模型

ψを F の非自明な指標としする。対応する U(F )の指標 ψU (3.3.3節参照)からの誘導
表現の空間 Ind

G(F )
U(F )(CψU

)をWψ(G(F ))と書き、G(F )上のWhittaker函数の空間と呼ぶ。

Wψ(G(F ))

:=

{
W : G(F ) → C

∣∣∣∣∣
(i) W はある開コンパクト部分群で右不変
(ii) W (ug) = ψU(u)W (g), ∀u ∈ U(F ), g ∈ G(F )

}
.

(π, V ) ∈ Π(G(F ))上の ψ-Whittker汎函数 (ψ-Whittaker functional)とは、線型形式 Λψ :

V → Cであって
Λψ(π(u)v) = ψU(u)Λψ(v), u ∈ U(F ), v ∈ V

を満たすもの、つまり Λψ ∈ HomU(F )(π|U(F ), ψU) ' V ∗
U,ψ のこととする。(π, V )は非自明

なWhittaker汎函数を持つとき ψ非退化 (ψ-generic)であると言われる。このとき

{0} 6= HomU(F )(π|U(F ), ψU) ' HomG(F )(π,Wψ(G(F )))

より πはWψ(G(F ))の部分表現としての実現される。この実現を πの ψ-Whittaker模型
(ψ-Whittaker model)という。我々の最初の目標は次の定理である。

定理 3.4.1 (Jacquet-Langlands). 任意の ψ非退化な (π, V ) ∈ Π(G(F ))に対してその
ψ-Whittaker模型は一意である: dim VU,ψ = 1.

注意 3.4.2 (加法指標への依存度). (π, V ) ∈ Π(G(F ))が ψ非退化だとし、その上の ψ-

Whittaker汎函数Λψを取る。a ∈ F×に対して ψa(x) := ψ(ax)とおけば、

Λψ ◦ π
((

a 0

0 1

))(
π
((

1 x

0 1

))
v
)

= Λψ

(
π
((

a 0

0 1

)(
1 x

0 1

))
v
)

=Λψ

(
π
((

1 ax

0 1

)(
a 0

0 1

))
v
)

=ψa(x)Λψ ◦ π
((

a 0

0 1

))
(v)

だから、Λψ ◦ π(( a 0
0 1 ))は非自明な ψa-Whittaker汎函数であり、(π, V )は ψa非退化であ

る。F の任意の非自明指標はある a ∈ F×を使って ψaと書ける [Wei95, II.5定理 3の系]

から、これは πの ψ非退化性が実は ψによらないことを示している。よって以下では ψ

非退化性を単に非退化 (generic)と呼ぶことにする。

GL(2)の場合にはこれは [JL70, 補題 2.13.2]に他ならないが、ここではGL(n)の場合に
も適用できるGelfand-Kazhdanの証明を紹介しよう [GK75]。まず `等質空間上の分布の
`群不変性の延長についてのGelfand-Kazhdanの定理をさっと復習しよう。証明など詳細
に関しては [BZ76, §6]を参照されたい。
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Gelfand-Kazhdanの結果 `群Gが `空間Xに連続に作用しているとする。X内のG

軌道の集合をG\X と書き、p : X ³ G\X を自然な射影とする。G\X には商位相を入
れるが、これは必ずしもHausdorffにならない。しかしGのXへの作用が正則 (regular)、
すなわちその作用のグラフ

{(x, g.x) |x ∈ X, g ∈ G}

が閉集合ならば、G\Xは再び `空間である。これにより、特にGをその閉部分群H ⊂ G

で割った空間G/Hは `空間になる。
ところが作用の正則性はこれ以外の我々が扱う対象にとっては強すぎるのである。そ

こで閉集合の代わりに可設部分集合を考える必要がある。位相空間Xの部分集合 Y が局
所閉集合とは、各点 y ∈ Y の近傍 U で Y ∩ U が U の中で閉なものが取れることだった。
Y ⊂ X が可設的 (constructible)とは、それが有限個の局所閉集合の合併であることとす
る。可設的な Y に対しては直和分解

Y = Y 0 t Y 1 t · · · t Y r

で各 Y iは局所閉、(Y i+1 t · · · t Y r) ⊂ (Y i t · · · t Y r)は閉部分集合かつ、Y 0 ⊂ Y は稠密
であるようなものが取れる。さて `群Gの `空間Xへの作用が可設的とは、その作用の
グラフが可設的なこととする。このとき、Xの空でないG不変な開部分集合U でそこへ
のG作用が正則であるものが存在する。実際、作用の可設性の定義は (G\X)2内の対角
部分集合∆(G\X)の可設性に同値だから、ある (x̄, x̄) ∈ ∆(G\X)の近傍 Ū × Ū でその中
で∆(G\X)が閉であるものが取れる。この Ū の逆像を U とすればよい。また各G軌道
Sは再び可設的なので、S0のG軌道 S自身も局所閉集合である。

補題 3.4.3. `群Gが `空間Xに可設的に、その上の `ベクトル束 Vに滑らかに作用して
いるとする。X内の各G軌道Oへの制限 Γc(O,V(O))上の非自明なG不変線型形式がな
ければ、Γc(X,V)上のG不変線型形式も 0のみである。

証明. GのXへの作用が正則ならば、p : X ³ G\Xに補題 3.2.6が使えて、各O ∈ G\X
で (p∗V)G,O = Γc(O,V(O))G = {0}である。よって Γc(G\X, p∗V)G = {0}だから主張が
従う。
一般の場合の証明は背理法による。Γc(X,V)上の非自明なG不変線型形式 T があった

とする。suppT はG不変だから、Xを suppT で置き換えてよい。先述したように空でな
いG不変開部分集合 U ⊂ Xで、その上のG作用が正則なものがあるから、上の議論に
より T |Γc(U,V(U)) = 0なはずだが、これは suppT = Xに矛盾する。

この補題からGelfand-Kazhdanの定理が得られる。

定理 3.4.4 (Gelfand-Kazhdan). `群Gが `空間Xに可設的に、その上の `ベクトル束
Vに滑らかに作用しているとする。`ベクトル束の自己同型 σ : (X,V)

∼→ (X,V)が条件

(i) 任意の g ∈ Gに対して g.(σ.ϕ) = σ(gσ.ϕ), ∀ϕ ∈ Γ(X,V)となる gσ ∈ Gがある。

(ii) σのある有限巾はG作用に含まれる。
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(iii) O ∈ G\XがΓc(O,V(O))G 6= {0}を満たせば、σ(O) = Oかつ σはΓc(O,V(O))Gに
自明に作用する。

を満たせば、Γc(X,V)上のG不変線型形式は σ不変でもある。

証明. Γc(X,V)上の非自明なG不変線型形式 T で σ(T ) 6= T なるものがあったとして矛
盾を導こう。
まず T を σの固有線型形式で置き換えられる。σnがG作用に含まれる最小の正整数 n

を取り、指標 χ : Z/nZ → C×たちのなす群を (Z/nZ)∧と書く。函数 fT : Z/nZ 3 k 7→
σk(T ) ∈ Γc(X,V)∗の Fourier変換

f̂T (χ) :=
1

n

∑

k∈Z/nZ

χ(k)σk(T )

を考える。Fourier逆公式
σk(T ) =

∑

χ∈(Z/nZ)∧

χ(k)f̂T (χ)

から
0 6= σ(T ) − T =

∑

χ∈(Z/nZ)∧

(χ(1) − 1)f̂T (χ)

だから、少なくとも一つの χ 6= 111,∈ (Z/nZ)∧について f̂T (χ) 6= 0である。しかもこれは

σ(f̂T (χ)) =
∑

k∈Z/nZ

χ(k)σk+1(T ) =
∑

k∈Z/nZ

χ(k − 1)σk(T ) = χ(1)f̂T (χ) (3.20)

を満たす。
次に σの V への作用を f̂T (χ)を不変にするように σχϕ := χ(1)σ(ϕ), ϕ ∈ Γ(X,V)とひ
ねる。実際 (3.20)から

〈σχ(f̂T (χ)), ϕ〉 = 〈f̂T (χ), χ(1)σ−1(ϕ)〉 = χ(1)〈σ(f̂T (χ)), ϕ〉 = 〈f̂T (χ), ϕ〉

である。ところがGの作用の像と σχで生成される (離散位相)群G(σχ)の作用は、その
グラフが

{(x, gσk(x)) |x ∈ X, g ∈ G, k ∈ N} =
⋃

k∈Z/nZ

σk
2{(x, g.x) |x ∈ X, g ∈ G}

(σ2は σを第二成分だけに施す写像)とG作用のグラフを移動したものの有限合併なので
可設的である。よって補題 3.4.3が適用できる。
今、X内のG(σχ)軌道 Õとその中のG軌道Oに対してΓ(O,V(O))G 6= {0}ならば、定理

の仮定 (iii)からOはσ不変ゆえ Õ = Oである。よって再び仮定 (iii)からσはΓ(O,V(O))G
に自明に作用し、従って σχは χ(1) 6= 1倍で作用する。すなわち Γ(Õ,V(Õ))G(σχ) = {0}
が常に成り立つ。よって補題 3.4.3から Γc(X,V)G(σχ) = {0}なはずだが、f̂T (χ)はその上
の非自明な線型形式ゆえ矛盾である。
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既約表現の反傾表現 G(F )の外部自己同型

θ2 : G(F ) 3 g 7−→

(
0 1

−1 0

)
tg−1

(
0 −1

1 0

)
∈ G(F )

を導入する。θ2
2 = idに注意する。

命題 3.4.5. π ∈ Π(G(F ))に対して、θ2(π) := π ◦ θ−1
2 は π∨ に同型である。特に π∨ '

(ω−1
π ◦ det) ⊗ πである。

証明. 補題 3.2.7から、trθ2(π) = trπ∨を示せばよい。f ∈ H(G(F ))に対して、f∨(g) :=

f(g−1)と書く。f ∈ HK(G(F ))となる開コンパクト部分群K を取れば、V K は有限次元
だからその有限基底 {v1, . . . , vn}とその双対基底 {v∨

1 , . . . , v∨
n} ⊂ (V ∨)Kが取れる。このと

き f∨ ∈ HK(G(F ))とG(F )がユニモヂュラなことから

trπ∨(f) =
n∑

i=1

〈vi, π
∨(f)v∨

i 〉 =
n∑

i=1

∫

G(F )

f(g)〈vi, π
∨(g)v∨

i 〉 dg

=
n∑

i=1

∫

G(F )

f(g)〈π(g−1)vi, v
∨
i 〉 dg =

n∑

i=1

∫

G(F )

f(g−1)〈π(g)vi, v
∨
i 〉 dg

=
n∑

i=1

〈π(f∨)vi, v
∨
i 〉 = trπ(f∨)

である。一方 tπ(g) := π(tg)と書けば (Gの逆群Goppの表現になる)、

trθ2(π)(f) =tr

∫

G(F )

f(g)π(θ2(g)) dg

=trπ
((

0 1

−1 0

))
◦

∫

G(F )

f(g)π(tg−1) dg ◦ π
((

0 1

−1 0

))−1

=

∫

G(F )

f(g−1)π(tg) dg = trtπ(f∨)

であるから、結局 trπが行列の転置を取る操作で不変なことをいえばよい。

(o) G(F )のG(F )自身への随伴作用Ad(g)x = gxg−1は可設である (F 線型代数群の F

多様体への作用から定まる F 有理点の作用は可設になる。[BZ76, 補遺]参照)。

(i) t
(
Ad(g)x

)
= Ad(tg−1)tx.

(ii) t(tx) = x.

(iii) xと txは同一のG(F )共役類に属する。(xの特性多項式が重根を持たなければ、x

のG(F )共役類は特性多項式から決まる7から明らか。重根を持つ場合は Jordan標
準形を考えればよい。)

7Hilbertの定理 90から従う。今学期の代数学C演習の冬休みレポート問題 2, 3およびその後の定理 5.12
を参照。
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なので、G = G(F )がX = G(F )に共役で作用し σ(x) = txである場合に定理 3.4.4が適
用できて、G(F )不変分布 trπは転置でも不変である。
二つ目の主張は θ2(g) = (det g)−1 · gから直ちに従う。

定理 3.4.1の証明 X = (U(F )\G(F ))2にはG(F )が右移動で作用している。

g.(U(F )x, U(F )y) := (U(F )xg−1, U(F )yg−1), g ∈ G(F ), (U(F )x, U(F )y) ∈ X.

この上の自己同型σ : X 3 (U(F )x, U(F )y) 7→ (−U(F )θ2(y), U(F )θ2(x)) ∈ Xを考えよう。
補題 3.2.5からX上の `ベクトル束 V = VψU⊗ψU

で Γc(X,VψU⊗ψU
) ' ind

G(F )2

U(F )2(CψU⊗ψU
)な

るものがある。すぐわかるようにこれらは定理 3.4.4の条件:

(o) G(F )のXへの作用は F 線型代数群の F 多様体への作用から来ているので可設的。

(i) g ∈ G(F )に対して θ2
2 = idに注意すれば、

g ◦ σ(U(F )x, U(F )y) =(−U(F )θ2(y)g−1, U(F )θ2(x)g−1)

=σ(U(F )xθ2(g)−1, U(F )yθ2(g)−1)

=σ ◦ θ2(g)(U(F )x, U(F )y).

(ii) σ4 = id.

を満たす。
さらに (iii)も成り立つことを確かめよう。まずBruhat分解G(F ) = B(F )tU(F )wB(F )

から、

G(F )\X = U(F ) × U(F )\G(F ) × G(F )/∆G(F )

=
∐

t∈T (F )

(U(F )t, U(F ))∆G(F ) t
∐

t∈T (F )

(U(F )wt, U(F ))∆G(F )

がわかる。
(a) x(t) := (U(F )t, U(F )), (t ∈ T (F ))の固定化群はG(F )x(t) = U(F )ゆえG(F ).x(t) '

U(F )\G(F )である。ϕ ∈ Γ(X,V)に対してϕ(x(t)) = φ(t, 1)となる φ ∈ ind
G(F )2

U(F )2(CψU⊗ψU
)

を取り、t = ( t1 0
0 t2

)と書けば U(F )は ϕ(x(t)) ∈ Vx(t)に
(

1 x

0 1

)
.ϕ(x(t)) =φ

((
t1 0

0 t2

)(
1 x

0 1

)
,

(
1 x

0 1

))

=φ
((

(
1 t1t

−1
2 x

0 1

)
,

(
1 x

0 1

))
, (t, 1)

)

=ψ(t1t
−1
2 x + x)ϕ(x(t))
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と作用するから、Γc(G(F ).x(t),V(G(F ).x(t))) ' ind
G(F )
U(F )(C

ψ
t1t−1

2 +1

U

)である。よって補題

3.2.3と命題 3.2.4から

Γc(G(F ).x(t),V(G(F ).x(t)))G(F ) = HomG(F )(ind
G(F )
U(F )(ψ

t1t−1
2 +1

U ),1G(F ))

'HomG(F )(1G(F ), Ind
G(F )
U(F )(ψ

t1t−1
2 +1

U )) ' HomU(F )(1U(F ), ψ
t1t−1

2 +1
U )

'

{
C t1 = −t2のとき

{0} それ以外のとき

を得る。t1 = −t2ならば θ2(t) = (
−t−1

1 0

0 t−1
1

) = −t−1から

σ(x(t)) = (−U(F ), U(F )θ2(t)) = (−U(F ),−U(F )t−1) = θ2(t).(U(F )t, U(F ))

なのでG(F ).x(t)は確かに σ不変であり、σは Γc(G(F ).x(t),V(G(F ).x(t)))G(F ) ' Cに定
数倍で作用する。ところが θ2(t)

−1 ◦ σは x(t)を動かさないだけでなくそこでの茎 Vx(t) '
C1U (F )に

(θ2(t)
−1 ◦ σ)ϕ(x(t)) = φ(σ−1 ◦ θ2(t).(t, 1)) = φ(t, 1) = ϕ(x(t))

と自明に作用しているから、この定数は 1でなくてはならない。ただし ϕ, φは前出の通
りである。

(b) x(wt) := (U(F )wt, U(F )), (t ∈ T (F ))の場合には θ2(wt) = −t−1wに注意すれば

σ(x(wt)) = (−U(F ), U(F )θ2(wt)) = (−U(F ),−U(F )t−1w)

= −wt.(U(F )wt, U(F )) = −wt.x(wt)

ゆえG(F ).x(wt)はいつも σで保たれる。またG(F )x(wt) = {1}から (a)と同様にして

Γc(G(F ).x(wt),V(G(F ).x(wt))) ' ind
G(F )
{1} C ' C∞

c (G(F ))

である (G(F )は後者に右移動で作用する)。Γc(G(F ).x(wt),V(G(F ).x(wt)))∗G(F )はG(F )

上の不変測度で張られる一次元空間であるが、その不変測度は σの作用

σ(g.x(wt)) =σ(U(F )wtg−1, U(F )g−1) = (−U(F )θ2(g)−1, U(F )θ2(wtg−1))

=(U(F )wtθ2(wtg−1), U(F )θ2(wtg−1))

=θ2(gt−1w).x(wt)

で引き起こされる変換 g 7→ θ2(gt−1w)で明らかに不変である。
以上から定理 3.4.4が適用できて、X上のG(F )不変線型形式は σ不変でもあることが

わかった。さて、問題の空間

VU,ψ ' HomG(F )(π, Ind
G(F )
U(F )(ψU))

補題 3.2.3' HomG(F )(ind
G(F )
U(F )(ψU), π∨)
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の非自明な元Ψ : ind
G(F )
U(F )(CψU

) → V ∨を取る。一方で θ2(U) = U , θ2(ψU) := ψU ◦ θ2 = ψU

と命題 3.4.5から

HomU(F )(π
∨|U(F ), ψU) = HomU(F )(θ2(π)|U(F ), ψU) = HomU(F )(π|U(F ), ψU)

を得る。すなわち既約な πが ψ非退化ならば π∨も非退化なので、上と同様にΨ∨ 6= 0, ∈
HomG(F )(ind

G(F )
U(F )(ψU), π)が取れる。するとG(F )不変な双線型形式

B : ind
G(F )2

U(F )2(CψU⊗ψU
)

∼−→ ind
G(F )
U(F )(CψU

) ⊗ ind
G(F )
U(F )(CψU

) 3 φ ⊗ φ′ 7−→ 〈Ψ(φ), Ψ∨(φ′)〉 ∈ C

が定まるが、上からこれは σ不変でもある。

B(φ, φ′) = B((−θ2)(φ
′), θ2(φ)), φ, φ′ ∈ ind

G(F )
U(F )(CψU

).

ただし (−θ2)(φ)(x) := φ(−θ2(x))と書いている。これは

kerΨ ={φ ∈ ind
G(F )
U(F )(CψU

) |B(φ, φ′) = 0, ∀φ′ ∈ ind
G(F )
U(F )(CψU

)}

={φ ∈ ind
G(F )
U(F )(CψU

) |B(φ′, θ2(φ)) = 0, ∀φ′ ∈ ind
G(F )
U(F )(CψU

)}

=θ2(kerΨ∨)

を意味する。すなわち kerΨは Ψによらず一意である。ところが Schurの補題から Ψは
kerΨで定数倍を除いて一意に定まるのだったから、定理が示された。 ¤

注意 3.4.6 (対称性の拡張の意味). 上の証明で、U(F )2の非退化指標ψU ⊗ψUに付随する
(U(F )\G(F ))2上の `ベクトル束上のG(F )不変分布が (g1, g2) 7→ (θ2(g2),−θ2(g1))で不変
なことを示した。実はこれのひねられた類似版も正しい。

E/F を標数 0の非アルキメデス局所体の二次拡大とし、そのGalois群の生成元を σと
書く。G(F ) = G(E)σ はG(E)の部分群である。このとき U(E)の非退化指標 ψU,E に付
随する U(E)\G(E)上の `ベクトル束上の G(F )不変分布は g 7→ θ2(σ(g))で「不変」に
なる。これは、G(E)の ψU,E 非退化な既約許容表現 (π, V )がG(F )不変線型形式を持て
ば (G(F )-distinguished と言われる)、σ(π) ' π∨が成り立つことを意味する。これは πが
E/F に付随するに変数ユニタリ群 UE/F (2, F )の既約表現 (正確には Lパケット)からの
(ひねられた) ベースチェンジリフトであることに同値である。さらにこの結果の大域類
似も成り立つ。これらの結果については [HLR86], [JY90]などを参照されたい。

G(E) ⊃ G(F )は簡約群とその上の対合的な自己同型の不変部分群という、いわゆる対
称対 (symmetric pair)の一例である。上は対称空間G(E)/G(F )上の函数空間に実現され
る表現が第三の群G′(F ) = UE/F (2, F )の表現からのリフトになっていることを主張して
いる。一般に対称対G ⊃ H に対して第三の簡約群G′でG/H 上に表れる表現がG′から
のリフトで得られるものがある、という一般的な仕組みについては [JLR93]の導入に概念
的な解説がある。定理 3.4.1の場合にはこの (G,G′)が再び対称対であることから、H(F )

不変な分布がG′ = Gθとなる対合的自己同型 θ = θ2 ◦ σでも不変になっていたのである。

逆にWhittaker模型の存在については次が成り立つ。
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命題 3.4.7. G(F )の一次元でない (従って無限次元の)既約許容表現は非退化である。

証明. まず既約超カスプ表現 (π, V )の場合には、

補題 3.4.8. 任意の ω1 ⊗ ω2 ∈ Π(T (F ))に対して例 3.3.14 の線型汎函数

Λψ,ω1,ω2 : IG
B (Cω1⊗ω2) 3 φ 7−→

∫

U(F )

φ(wu)ψU(u) du ∈ C (3.21)

は IG
B (ω1 ⊗ ω2)上の定義可能なWhittaker汎函数を定める。

証明. Casselman-Shalikaの Prop.2.1を見て書く。
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第4章 アルキメデス局所理論

4.1 GL(2, R), GL(2, C)の表現

4.2 アルキメデス標準L因子
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[BZ76] I. N. Bernštĕın and A. V. Zelevinskĭı. Representations of the group GL(n, F ),

where F is a local non-Archimedean field. Uspehi Mat. Nauk, Vol. 31, No. 3(189),

pp. 5–70, 1976.
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(Alg/Q), 56

(Grp), 56

B′ = T ′U , 3

G軌道 (G-orbit), 1

G主等質空間 (principal G-homogeneous

space, G-torsor), 2

G等質空間 (G-homogeneous space), 1

G.x, 1

GL(n, R), 42

Gx, 2

Q = LV − ⊂ SL(2)C, 3

SL(n, R), 42

T (pm), 85

TxM , 42

U(pm), 85

A(S), 52

A(∞), 52

A = AQ (Qのアデール環), 52

Ad 随伴作用, 1

Γカスプ形式, 50

Γ保型形式, 50

Π0(G(F ))

既約超カスプ表現の同型類の集合, 90

Qの素点, 52

Qp (p進数体), 51

<ω, =ω, 84

Zp, 51

K′
∞ = SO(2, R), 3

A(Γ\G′(R)), 50

A0(Γ, 2k), 48

A0(Γ\G′(R)), 50

H (上半平面), 3

H∗, 16

XM , 43

Z(G) ⊂ Z(gC), 46

gl(n, R), 41

gの随伴表現, 46

gC Lie環 gの複素化, 41

sl(n, R), 41

Mod(H(G))

非退化H(G)加群の圏, 73

ω[s], 84

ψ-Whittaker模型 (ψ-Whittaker model), 94

ψ-Whittker汎函数 (ψ-Whittaker functional),

94

ψ非退化 (ψ-generic), 94

∼G, 1

Ẑ, 52

df (f の微分), 43

k(θ), 3

w(π), 86

(一般)主系列表現, 84

Bernoulli数, 33

Borel埋め込み, 3

Bruhatフィルタ, 86

Casimir元, 46

Casimir作用素, 46

Fuchs群, 13

Jacquet加群, 85

Killing形式, 46

Lie環, 41

Lie群, 42

Lie群Gの Lie環, 43
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Lie微分, 43

Maassの波動形式 (wave form), 50

Steinberg表現, 93

局所定数函数
locally constant function, 64

準カスプ表現
quasi-cuspidal representation, 90

整数環
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高さ函数
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超カスプ表現
supercuspidal representation, 90

付値
valuation, 64

不変測度, 64

テンソル代数, 45

カスプ, 16

モヂュラス
module, 位相体の, 64

右K′
∞有限, 50

可設 (constructible)部分空間, 95

可設的な作用, 95

可微分ベクトル場 (smooth vector field),
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可微分構造, 42

可微分多様体 (smooth manifold), 42

完全不連結 (totally disconnected), 52
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固定化群 (fixator, stabilizer, isotropy sub-

group), 1

左移動作用 (left translation), 43

指数写像 (exponential map), 44

実解析的 Eisenstein級数, 51

推移的 (transitive), 1

随伴表現 (adjoint representation), 45

正則作用 (位相群の), 95

接空間 (tangent space), 42

第１種 Fuchs群, 13

単純 (simple), 忠実 (faithful)な作用, 2

超距離不等式 (ultra-metric inequality), 51
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