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GL2上の保型形式とL函数∗

2008年 8月 30日

0 導入
保型形式とは上半平面上の、ある第１種Fuchs群Γ に対する保型性を持つ正則函数のこ

とであった。商空間 Γ\Hにカスプを付けて得られるコンパクト Riemann面XΓ = Γ\H∗

上の (ウェイトから定まる)ある線束の正則切断であるといってもよい。定義から保型形
式は Γ をモノドロミー群に持つ微分方程式系の解として研究され、いくつかの重要な保
型形式が具体的に構成されてきた。
一方で整数論における保型形式はDirichlet級数やGalois表現などの大域的な対象につい

て具体的、実効的な情報を与える貴重な存在であり、そのためにはまず保型形式自身を具体
的に記述できることが求められる。Γ が SL2(Z)の場合には、Eisenstein級数やRamanujan
の∆函数などによる保型形式の詳しい記述がある。しかしそれは SL2(Z)の組合せ論的な
特性から引き出されたものであり、一般には Γ に対する保型形式が Poincaré級数で張ら
れることが示せるのみである。
実はこのように保型形式全体を記述するためには、Γ\Hや Γ\SL2(R)よりもそれらの “

射影極限”であるGL2(Q)R×\GL2(A)上の保型形式を考える方がよい。ただし AはQの
アデール群であり、SL2がGL2で置き換えられている理由は後で説明する。この設定の最
大のメリットはGL2のアデール群GL2(A)の作用を備えており、従ってその上の保型形式
の空間はGL2(A)の “線型表現”と見なされる点である。特に保型形式を記述する問題は
この表現の記述に帰着される。しかもGL2(A)は実数体や p進体上のGL2の制限直積で
あるから、その既約表現はGL2(R)やGL2(Qp)の既約表現による “Euler積展開”を持つ。
局所類体論が類体論の応用範囲を大きく拡げたように、こうした局所理論も保型形式の
整数論において重要な役割を果たす。なかんずく大切なことは、既約保型表現に対してそ
の局所成分を通して Euler積展開を持つDirichlet級数 (保型L函数)が定まることである。
そして保型形式の記述自体もこの保型 L函数によって与えられるのである。

∗第 16回整数論サマースクール「保型 L函数」の報告集原稿。
c⃝今野拓也 (九州大学大学院数理学研究院)
電子メール: takuya@math.kyushu-u.ac.jp
ホームページ: http://www.math.kyushu-u.ac.jp/∼takuya/edu/
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このノートの目的は Jacquet-Langlandsによってなされたこれらの研究 [JL70]の結果を
概説することである。1960年代に行われたこの研究を皮切りに、保型形式や保型表現の
概念は大域体上の簡約群に対して一般化され、その整数論への応用も広く研究されるよう
になった。ついには代数体上の古典群の保型表現の記述さえも非常に近い将来に完成しよ
うという現在、Jacquet-Langlandsを振り返る必要があるか問われる向きもあるだろう。し
かし、もっとも単純なGL2の場合だからこそ、500ページの原著よりずっと短いレジュメ
が役立つのではと考えることにした。同じような内容を解説した文献も [Gel75], [BC79]
など数多いので、このノートではあまり完全な証明はせず、既約表現の分類やそれらに付
随する L函数の Euler因子の計算などをなるべく具体的に与えることにページを割いた。
読者には証明の雰囲気をつかんだ上で具体的な L因子や表現の一覧表のように使ってい
ただければ幸いである。ノート全体の構成は次のようになっている。
まず 1節では古典的な上半平面上の保型形式がどのようにして有理数体上のGL2のア
デール群上に持ち上がるかを解説する。次いでこの持ち上げを念頭に置いて、一般の代
数体 F 上のGL2のアデール群上の保型形式を定義する。これは例えば代数体が総実な場
合には古典的なHilbert保型形式を含む広範な概念である。基礎体F が正標数の大域体の
場合にも類似の定義ができるのだが、記号を節約するためにこの原稿では代数体の場合
のみを考えることにする。さらにそれらの保型形式の記述が本質的にGL2(F )R×\GL2(A)

上の二乗可積分函数の空間上のGL2(A)のユニタリ表現の既約分解に帰着されることを見
る。実はカスプ形式でない保型形式の記述はこの既約分解には含まれないのだが、その問
題はあまり重要でないので割愛した。

2節ではGL2(A)の既約表現の局所成分をなす、局所体上のGL2の既約許容表現を分類
する。ここでは主に非アルキメデス局所体の場合を解説し、R, C上の場合については基
本的な定義と結果だけを復習するに留めた。R, C上の場合には指数函数や超幾何函数な
どで表現が具体的に記述されるが、非アルキメデス的な場合にはその代わりとして局所類
体論が用いられる。2節で用いた局所類体論の結果については補遺Aにまとめておいた。
続く 3節ではこうして分類した既約表現に対応するL因子 (L函数の Euler因子)の定義
を与え、それらを計算する。L因子の定義にはWhittaker模型と呼ばれる既約表現の実現
が本質的な役割を果たす。L因子の計算はこのWhittaker模型の変形であるKirillov模型を
計算して求める方法もあるが、ここではWeil表現による既約表現の実現を用いる [JL70]
の方法を紹介した。分岐している表現に対してはL因子はおおむね 1であり、表現の情報
は函数等式を統制する ε因子に含まれている。最後にこのL, ε因子を組み合わせて定義さ
れる γ因子 (ε′因子)により既約表現が分類されることを見る。
これらの準備の元に 4節でGL2(A)の既約カスプ表現の記述を与える。これがいわゆる

Hecke理論の Jacquet-Langlandsによる拡張である。GL2(A)の既約表現は局所体上のGL2

の既約表現の “制限テンソル積”に分解する。(これはHeckeの量指標が局所体の乗法群の
指標のEuler積に分解することの拡張である。)その各局所成分に付随するL因子のEuler
積として標準L函数が定義される。GL2(A)の既約表現がカスプ形式であるためには、こ
の標準 L函数がよい挙動をすることが必要十分であるというのが、我々の目標としてい
た保型形式の記述である。
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記号 このノートでは自然数の集合 Nは 0を含むものとする。N 次の単位行列を 1N と
書く。群 Gの元 gによる内部自己同型 x 7→ gxg−1 を Ad(g)と書く。Gが Lie群のとき
には Ad(g)がその Lie環に引き起こす自己同型も Ad(g)で表す。自明な指標 (単位表現)
G ∋ g 7→ 1 ∈ C×を 1 = 1Gと書く。

1 古典的保型形式から保型表現へ
この節では上半平面上の保型形式がどのようにしてGL2のアデール群上の函数に持ち
上がるか、さらに保型形式の研究がいかにして保型表現の問題に帰着されるかを手短に解
説する。

1.1 楕円保型形式

まずは保型形式とは何であったかを手短に思い出そう。
SL2(C) は平面 C2 に線型変換として作用する。ベクトル ( 1

0 ) の固定化群は U(C) :=

{( 1 b
0 1 ) | b ∈ C}であるから、

SL2(C)/U(C) ∋ gU(C) 7−→ g

(
1

0

)
∈ C2 r {(0, 0)}

は解析同相である。これは単に gの第 1列を取る写像であるから、対角極大トーラスT ′(C)

:=
{(

a 0
0 a−1

)
| a ∈ C×}

の元 t =
(

a 0
0 a−1

)
の右作用 g 7→ gtはC2 r {( 0

0 )}の a倍写像に移る。
よってB′(C) := T ′(C) n U(C) ⊂ SL2(C)と書けば、解析写像からなる可換図式

SL2(C)/U(C)
解析同相−−−−→ C2 r {(0, 0)}y y

SL2(C)/B′(C)
解析同相−−−−→ P1(C)

4
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が得られる。SL2(C)/B′(C)への SL2(C)の左移動作用はP1(C)への一次分数変換としての
作用にほかならない。kを偶正数とする。指標χk : T ′(C) ∋

(
a 0
0 a−1

)
7→ ak ∈ C×を用いて、

Lk = SL2(C)/U(C) ×T ′(C),χ∨
k

C :=
(
SL2(C)/U(C) × C

)/
(gt, z) ∼ (g, χk(t)

−1z)

とおけば、Lk ∋ (g, z) 7→ gB′(C) ∈ P1(C)は複素線束である。
SL2(C)等質空間P1(C)は上下半平面H±および実軸に無限遠点を付けたP1(R)の３つ

の SL2(R)軌道の合併である。そのうちの上半平面 H = H+を考える。上の解析同相は
P1(C)の原点として 0を採用していたが、これは上半平面に入っていないので代わりに虚
数単位 iを使う。c :=

√
2
−1

( 1 i
i 1 )と書けば i = c.0であるから、cB′(C)c−1 ∩ SL2(R)が回

転行列の群 SO2(R)になることに注意して、可換図式

SL2(C)/B′(C)
解析同相−−−−→ P1(C)

Ad(c)

y c

y
SL2(C)/cB′(C)c−1 解析同相−−−−→ P1(C)

埋め込み

x x埋め込み
SL2(R)/SO2(R)

解析同相−−−−→ H

が得られる。先の線束のHへの制限は Lk|H = SL2(R) ×SO2(R),χ∨
k

C → SL2(R)/SO2(R)と
なる。ただし

χk : SO2(R) ∋

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
Ad(c)−1

7−→

(
eiθ 0

0 e−iθ

)
χk7−→ eikθ ∈ C×

と書いている。
第１種 Fuchs群 Γ ⊂ SL2(R)を取る。Γ は Hに完全不連続に作用し、商空間 Γ\Hは

Riemann面の構造を備える。さらに、HにΓ のカスプと呼ばれるP1(R)の点たちを付け加
えたものをH∗として、商XΓ := Γ\H∗はコンパクトRiemann面になる。上と同様に線束

Γ\SL2(R) ×SO2(R),χ∨
k

C −→ Γ\H

が定まり、それはXΓ 上の線束 π : Lk,Γ → XΓ に延びる。これをウェイト k,レベルΓ の保
型線束と呼ぶ。その正則切断、すなわち正則写像 ϕ : XΓ → Lk,Γ で π ◦ ϕ = idXΓ

となる
ものをウェイト k,レベル Γ の保型形式という。
自然な射影H → Γ\Hを pΓ と書き、それによる Lk,Γ の引き戻し

π̃ : p∗Γ Lk,Γ := {(z, ℓ) ∈ H × Lk,Γ | pΓ (z) = π(ℓ)} pr1−→ H

を考える。これは H上の線束だが、Hは単連結だからその上の線束は自明な線束 H × C
に同型である。実際、p∗Γ Lk,Γ の元を (z,

(
( z

1 ) , u
)
), (( z

1 ) ∈ C2 r {(0, 0)}, u ∈ C)と書いて、

5
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それに (z, u) ∈ H × Cを対応させる写像 i : p∗Γ Lk,Γ → H × Cは線束の同型である:

p∗Γ Lk,Γ
i−−−→ H × C

eπ

y ypr1

H H

この同型で γ = ( a b
c d ) ∈ Γ の p∗Γ Lk,Γ への作用をH × Cに持って行くと

γ.(z, u) =i
(
γ.z,

((
z

1

)
, u

))
= i

(
γ.z,

(
γ

(
z

1

)
, u

))
= i

(
γ.z,

((
az + b

cz + d

)
, u

))
=i

(
γ.z,

(
(cz + d)

(
γ.z

1

)
, u

))
= i

(
γ.z,

((
γ.z

1

)
, (cz + d)−ku

))
=(γ.z, j(γ, z)ku)

となる。ここで

j(g, z) :=
1

cz + d
, g =

(
a b

c d

)
∈ SL2(R)

は保型因子である。さて、ウェイト kでレベル Γ の保型形式 ϕは p∗Γ Lk,Γ の Γ 不変な正
則切断と見なされる。それと上の同型の合成を i(ϕ(z)) = (z, f(z))と書けば、ϕの Γ 不変
性は

f(γ.z)j(γ, z)k = f(z), γ ∈ Γ

となり、f が通常の Γ に対するウェイト kの保型形式の空間Mk(Γ )に属することがわか
る。こうしてMk(Γ )と Lk,Γ の正則切断の空間の間の線型同型が得られる。

1.2 両側剰余類空間

このノートを通してGは代数体 F 上の代数群GL2を表す。つまり可換 F 代数Rに対
してG(R)はR係数 2次正方行列環M2(R)の単元群である。その中心ZはGL1と同一視
される。当面 F = Qの場合を考える。
素数 pに対して p進数体Qpは局所コンパクト完全不連結体であり、p進整数環Zpはそ
の極大コンパクト部分環であった。よって素数の有限集合 Sに対して直積環

A(S) = R ×
∏
p∈S

Qp ×
∏
p/∈S

Zp

は局所コンパクト位相環になる。S ⊂ T なら自然にA(S) ⊂ A(T )であり、この埋め込み
についての位相的帰納極限 A= lim−→S

A(S)がQのアデール環であった。Aの元で Rの成
分が 0であるものからなる部分環を有限アデール環と呼びAfinと書く。Ẑ:=

∏
p ZpはAfin
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の極大コンパクト部分環であり、開コンパクト部分群の族 {N Ẑ}N∈NはAfinの単位元 0の
基本近傍系をなす。よく知られているように

A = Q + (R × N Ẑ), N ∈ N (1.1)

が成り立つ。
上の構成に現れる環をその単元群で置き換えることにより、A×(S) = R××

∏
p∈S Q×

p ×∏
p/∈S Z×

p およびQのイデール群 A×:= lim−→S
A×(S)が定義される。Qp上のモジュラス (p

進ノルム) | |pは Z×
p で 1だから、イデールノルム

| |A : A× ∋ (xv)v 7−→ |x∞|∞
∏

p

|xp|p ∈ R×
+

は定義可能な連続準同型になる。ここで x∞はR成分であり、| |∞はR上の通常の絶対値
である。また正実数のなす乗法群を R×

+と書いている。A1:= ker| |Aと書けば、明らかに
A× = R×

+ × A1であり、またArtinの積公式Q× ⊂ A1が成り立つ。Qの類数は 1であるの
でさらに

A× = Q×(R× × Ẑ×) (1.2)

であることに注意する。
同様にG(Qp)は開コンパクト部分群族 {K(pn) := 12 + pnM2(Zp)}n≥1を単位元の基本

近傍系とする局所コンパクト完全不連結群であり、Kp= {g ∈ M2(Zp) | det g ∈ Z×
p }はそ

の極大コンパクト部分群である。再び素数の有限集合 Sに対して

G(A(S)) = G(R) ×
∏
p∈S

G(Qp) ×
∏
p/∈S

Kp

は局所コンパクト位相群となる。その位相的帰納極限 G(A):= lim−→S
G(A(S))を Gのア

デール群という。やはりG(R)成分が 1である元からなるG(A)の部分群を有限アデール
群と呼んで G(Afin)と書く。R×

+を Z(R) ≅ R×の部分群と見なす。開コンパクト部分群
K ⊂ G(Afin)に対してG(Afin)/K は離散的だから、G(A)/R×

+K ∼= G(R) × G(Afin)/R×
+K

は実解析多様体である。G(Q)のG(A)/R×
+K への左移動作用は完全不連続なので両側剰

余類空間G(Q)R×
+\G(A)/Kも実解析多様体となる。上半平面からアデール群への移行は

次の命題による。

命題 1.1. 開コンパクト部分群 K ⊂ G(Afin)が条件 det K = Ẑ× を満たすとし、Γ :=

K ∩ SL2(Q) ⊂ SL2(R)を対応する数論的部分群とする。このとき

Γ\SL2(R) ∋ Γg 7−→ G(Q)R×
+gK ∈ G(Q)R×

+\G(A)/K

は解析同相である。
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証明. まず g, g′ ∈ SL2(R)が g′ ∈ G(Q)R×
+gK = G(Q)(R×

+g × K)を満たすとする:

(g′, 1) = γ(ag, k), (γ ∈ G(Q), a ∈ R×
+, k ∈ K)

g′(ag)−1 = γ = k−1の行列式を取って a−2 ∈ Q∩ Ẑ× = {±1}ゆえ a = 1である。よって上
は γ = k−1 = g′g−1 ∈ K ∩ SL2(Q) = Γ に対して g′ = γgとなることに同値だから、命題
の写像は定義可能かつ単射である。
任意の g ∈ G(A)に対して、(1.2)から det g = ξ(r, u), (ξ ∈ Q×, r ∈ R×, u ∈ Ẑ×)と書け
る。仮定から u = det k1となる k1 ∈ Kがあり

g′ :=

(
ξ 0

0 1

)−1

g
((

r 0

0 1

)
, k1

)−1

∈ SL2(A)

である。一方、Eichlerの強近似定理 [Eic38]により SL2(Q)SL2(R)は SL2(A)で稠密だか
ら、SL2(A) = SL2(Q)(SL2(R) × K ′), (K ′ := K ∩ SL2(Afin))が成り立つ。これらから

G(A) = G(Q)SL2(A)(G(R) × K) = G(Q)(G(R) × K) (†)

を得る。さて、det γ = det k = −1となる γ ∈ G(Q), k ∈ Kを取れば、再び強近似定理か
ら γk = γ′k′, (γ′ ∈ SL2(Q), k′ ∈ K ′)と書ける。特に ϵ := γ−1γ′ = kk′−1 ∈ G(Q) ∩ Kかつ
det ϵ = −1である。これと (†)から

G(A) = G(Q)(ϵZR×
+SL2(R) × K) = G(Q)(R×

+SL2(R) × K)

ゆえ、命題の写像は全射でもある。それが解析同相になることは両辺の解析構造の定義か
ら従う。

例 1.2. 例えば n ∈ Z>0に対して

K0(n) :=

{(
a b

c d

) ∣∣∣∣∣ a d ∈ Ẑ×

b ∈ Ẑ, c ∈ nẐ

}
⊂ G(Afin)

は命題 1.1の仮定を満たし、K0(n) ∩ SL2(Q)はレベル nのHecke部分群

Γ0(n) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣∣ c ∈ nZ

}

である。命題により Γ0(n)\HはG(Q)R×
+\G(A)/K0(n)と同一視される。

注意 1.3. 整数 n > 1に対してK(n) := 12 + nM2(Ẑ) ⊂ G(Afin)とおけば、K(n) ∩ SL2(Q)

はレベル nの主合同部分群 Γ (n) := {γ ∈ SL2(Z) | γ ≡ 12 (mod n)}であるが、これは
det K(n) = 1 + nẐ ( Ẑ×となって命題 1.1の仮定を満たさない。このようなKに対して
はG(Q)R×

+\G(A)/K は有限個の数論的部分群 Γiに対する合併
∐r

i=1 Γi\Hに解析同相に
なる。その場合でも各連結成分 Γi\Hの記述はないが、

∐r
i=1 Γi\H全体とその連結成分の

集合へのG(Q)の推移的な作用の (類体論を用いた)よい記述がある。

8
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1.3 上半平面からアデール群へ

開コンパクト部分群K ⊂ G(Afin)で det K = Ẑ×なるものを取り、Γ = K ∩ SL2(Q)を
命題 1.1の通りとする。SL2(R)の Lie環の複素化

sl2(C) = {X ∈ M2(C) | trX = 0}

のC上の基底

U :=

(
0 1

−1 0

)
, X :=

1

2

(
1 i

i −1

)
, Y :=

1

2

(
1 −i

−i −1

)
(1.3)

を取る。SL2(R)の Laplace-Beltrami作用素とは sl2(C)の普遍包絡環 (universal enveloping
algebra, 14ページの脚注参照)の元として

∆ := −1

2

(
XY + Y X − U2

2

)
で定まる不変微分作用素であった1。
自然数 kに対して、函数 φ : G(A) → Cで

(i) φ(γag) = φ(g), (γ ∈ G(Q), a ∈ R×
+);

(ii) φ(g)は gのG(R)成分について滑らかで、次を満たす:

φ
(
g
((

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
, h

))
= eikθφ(g), (g ∈ G(A), 0 ≤ θ < 2π, h ∈ K);

(iii) ∆φ = −k(k − 2)

4
φ;

(iv) φは G(Q)R×
+\G(A)上緩増加。つまりコンパクト集合 Ω ⊂ G(A)に対して C > 0,

N ∈ Zがあって

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
≤ C|a|N∞, ∀g ∈ Ω, a ≥ 1,∈ R.

を満たすものの空間をA(G; k,K)と書く。

命題 1.4. 命題 1.1の解析同相を使って

Mk(Γ ) ∋ f 7−→
(
G(Q)R×

+gK 7→ φf (g) := f(g.i)j(g, i)k
)
∈ A(G; k,K)

とおけば、これは定義可能な単射を与える。

1∆は Casimir作用素の −2倍、[JL70, §5]のDの −1/2倍である。
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証明. f ∈ Mk(Γ )とする。

(i) g ∈ SL2(R), γ ∈ Γ に対して、保型形式の定義から

φf (γg) = f(γg.i)j(γg, i)k = f(g.i)j(γ, g.i)−k(j(γ, g.i)j(g, i))k = φf (g)

ゆえ φf は Γ\SL2(R) = G(Q)R×
+\G(A)/K上の函数。

(ii) SL2(R) ∋ gを

g =

(
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
, (1.4)

(x ∈ R, y ∈ R×
+, 0 ≤ θ < 2π)と岩澤分解すれば、z = x + yiとして

φf

((
y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

))
= eikθyk/2f(z) (1.5)

だから φf はA(G; k,K)の条件 (ii)を満たす。

(iii) 分解 (1.4)の座標で計算すると

∆ = −y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ y

∂2

∂x∂θ

となるから、

∆φf (g) = − y2eikθ

(
yk/2∂2f

∂x2
+

k(k − 2)

4
yk/2−2f(z) + kyk/2−1∂f

∂y
(z) + yk/2∂2f

∂y2
(z)

)
+ ikeikθyk/2+1 ∂f

∂x
(z)

= − eikθyk/2+2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
f(z) + ikeikθyk/2+1

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
f(z)

− k(k − 2)

4
eikθyk/2f(x + yi)

= − k(k − 2)

4
φf (g)

がわかる。f は正則だから右辺のラプラス作用素と 2∂/∂z̄の項 (第一行)は消えてい
ることに注意せよ。

(iv) f は Γ\H, (Hは Poincaré上半平面)にカスプを付け加えて得られるコンパクト Rie-
mann面上の整型函数だから (1.5)から φf はG(Q)R×

+\G(A)上緩増加。

これらから命題の写像は定義可能である。またその単射性も自明である。
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例 1.5 (正則 Eisenstein級数). Gの上三角な元からなる (Borel)部分群をBと書き

T :=

{(
a 0

0 d

)
∈ G

}
, U :=

{(
1 b

0 1

)
∈ G

}
とおけば、B = U o T (半直積)である。極大コンパクト部分群K = O2(R) × Kfin,
(Kfin :=

∏
p素数 Kp)に対して、G(A)の岩澤分解

G(A) = B(A)K

が成り立つ。kを 2以上の整数として、f2k : G(A) → Cを

f2k

((
a b

0 d

)((
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
, h

))
:=

∣∣∣a
d

∣∣∣k
A

e2kiθ,

(( a b
0 d ) ∈ B(A),

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
∈ SO2(R), h ∈ Kfin)と定めれば、これは分解の取り方によら

ず定義可能で、左B(Q)R×
+不変である。特に k ≥ 2ならば

E2k(g) :=
∑

γ∈B(Q)\G(Q)

f2k(γg), g ∈ G(A)

は広義絶対一様収束してA(G; 2k, Kfin)の元を定める。Γ = SL2(Z)としΓ∞ := Γ∩B(Q) =

{± ( 1 n
0 1 ) |n ∈ Z}とおく。するとE2kはウェイト 2kの正則 Eisenstein級数

G2k(z) =
∑

(c,d)∈Z⊕Zr{(0,0)}

1

(cz + d)2k
=

∑
γ∈Γ∞\Γ

j(γ, z)2k ∈ M2k(SL2(Z))

の命題 1.4によるG(A)への持ち上げにほかならない。実際、g ∈ SL2(R)の岩澤分解 (1.4)
を使えば

f2k(g) = yke2kiθ = j
((

y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
, i

)2k

j
((

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
, i

)2k

= j(g, i)2k

である。また自然な埋め込み Γ ↪→ G(Q)は全単射 Γ∞\Γ ∼→ B(Q)\G(Q)を与える2。よっ
てG(Q)R×

+gKfin, (g ∈ SL2(R))で

φG2k
(g) =

∑
γ∈Γ∞\Γ

j(γ, g.i)2kj(g, i)2k =
∑

γ∈Γ∞\Γ

j(γg.i)2k = E2k(g)

となる。
2問題の写像が定義可能かつ単射なことは直ちにわかる。それが全射なこと、つまりB(Q)SL2(Z) = G(Q)

を見ればよい。勝手な
(

a b
c d

)
∈ G(Q)を取る。左から適当な対角行列をかけて c, dが互いに素な整数だとし

てよい。よってmd−nc = 1となるm, n ∈ Zがある。(m, n), (c, d)は線型独立だから (a, b) = x(m,n)+y(c, d)
となる x, y ∈ Qが取れる。このとき (

x y
0 1

)(
m n
c d

)
=

(
a b
c d

)
.
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Fourier係数とカスプ形式 前の例に引き続き kは正の偶数とする。Γ\Hのカスプ cはあ
る γc ∈ SL2(Q)を使って c = γc.∞と書ける。その Γ での固定化群は {±1}を法として

Γc = γc

{(
1 nh

0 1

)∣∣∣∣∣ n ∈ Z

}
γ−1

c , h ∈ Q× (1.6)

の形である。このとき f ∈ Mk(Γ )は cでの Fourier展開

f(γc.z)j(γc, z)k =
∞∑

n=0

an(f, c)e2πinz/h (1.7)

を持つ。この Fourier係数をアデール群の言葉で記述しよう。
コンパクト群A/Qの任意の指標は

ψ : A/Q ∼−→ (R × Ẑ)/Z ∋ (x∞, xfin) + Z 7−→ exp(2πix∞) ∈ C1

を使って ψξ(x) := ψ(ξx), (∃ξ ∈ Q)と一意に書ける。これは U(Q)上で 1である U(A)の
指標

ψξ
U : U(A) ∋

(
1 b

0 1

)
7−→ ψξ(b) ∈ C1

を与える。さて、(1.1)を使って命題 1.1のように議論すれば、(1.6)の h ∈ Q×は解析同相

R/hZ ∋ b 7−→ U(Q)

(
1 b

0 1

)
(γ−1

c Kγc ∩ U(Afin))

∈U(Q)\U(A)/(γ−1
c Kγc ∩ U(Afin))

で特徴づけられる。このとき z = x + iy = g.iとなる g ∈ SL2(R)を取り、z + b = ( 1 b
0 1 ) .z

に注意すれば、

an(f, c) =
e2πny/h

h

∫ h

0

f(γc.(z + b))j(γc, z + b)ke−2πinb/h dx

=
e2πny/h

h

∫
R/hZ

φf

(
γc

(
1 b

0 1

)
g
)
j
((

1 b

0 1

)
g, i

)−k

ψn/h(b) db

=e2πny/hj(g, i)−k

∫
U(Q)\U(A)/(γ−1

c Kγc∩U(Afin))

φf (γcug)ψ
n/h
U (u) du

=e2πny/hj(g, i)−k

∫
U(Q)\U(A)

φf (γcug)ψ
n/h
U (u) du

=e2πny/hj(g, i)−k

∫
U(Q)\U(A)

φf (ug)ψ
n/h
U (u) du

(1.8)

である。ただし duはU(Q)\U(A) ≅ A/Q上の全測度が 1となる不変測度である。そこで
φ ∈ A(G; k,K)で

φB(g) :=

∫
U(Q)\U(Q)

φ(ug) du = 0, ∀g ∈ G(A) (1.9)
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を満たすものをカスプ形式と呼ぶことは自然である。実際、その空間をA0(G; k,K)と書
くと次が成り立つ。

命題 1.6. 命題 1.4の写像は Γ に対するウェイト k の正則カスプ形式の空間 Sk(Γ )から
A0(G; k,K)への線型同型である。

これは 1.6で触れるスペクトル解析を用いて証明される。詳しくは [Gel75]を見よ。

1.4 GL2(A)上の保型形式

以上の観察を受けてGL2のアデール群上の保型形式を定義しよう。
F を任意の代数体とし、そのアデール環をA = AF と書く。(大域体のアデール環、イ

デール群の構造に慣れていない読者は [Wei95, III, IV章]を参照するか、これまで通り
F = Qとして読み進まれればよい。)同様にイデール群をA× = A×

F とし、イデールノル
ム | |A: A× → R×

+の核をA1と書く。R×
+を埋め込み

R×
+ ∋ a 7−→ (

無限素点︷ ︸︸ ︷
a, . . . , a;

有限素点︷ ︸︸ ︷
1, 1 . . .) ∈ A×

の像と同一視すれば、A× = A1 ×R×
+で Artinの積公式 F× ⊂ A1が成り立つ。F の各素点

vでの完備化を Fv,そのモジュラスを | |vで表す。特に vが非アルキメデス的な場合には、
Ov⊃pvをFvの唯一の極大コンパクト部分環 (整数環)およびその唯一の極大イデアルとす
る。 F のアルキメデス素点での完備化の直和を F∞:=

∏
v|∞ Fvと書く。

有理数体上の場合と同様にG = GL2と書き、B = TU ⊂ Gをその上三角 Borel部分群
とする。アデール群G(A)の構造をざっと思い出そう。上の通りR×

+をZ(F∞) ≅ F×
∞の部

分群と見たものをやはりR×
+と書く。F の各素点 vで

Kv :=


O2(R) = {g ∈ G(Fv) | gtg = 12} vが実のとき

U2(R) = {g ∈ G(Fv) | gtḡ = 12} vが複素のとき

{g ∈ G(Fv) ∩ M2(Ov) | det g ∈ O×
v } vが非アルキメデスのとき

とおけば、定義から

G(A) = lim−→
S

G(A(S)), G(A(S)) :=
∏
v∈S

G(Fv) ×
∏
v/∈S

Kv

である。ここで Sは全てのアルキメデス素点を含む F の素点の有限集合を走り、右辺は
局所コンパクト群G(A(S))の位相的帰納極限を表す。またK:=

∏
v KvはG(A)の極大

コンパクト部分群である。

T (A)1 :=

{(
a 0

0 d

) ∣∣∣∣∣ a, d ∈ A1

}
, A :=

{(
a 0

0 d

) ∣∣∣∣∣ a, d ∈ R×
+

}
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とおけば岩澤分解
G(A) = U(A)AT (A)1K (1.10)

が成り立つ。これを用いて商空間G(F )\G(A)の構造が記述できる。
A = F + C1, A1 = F×C2となるコンパクト部分集合C1 ⊂ A, C2 ⊂ A1を取って、

Ω1 :=

{(
1 b

0 1

) ∣∣∣∣∣ b ∈ C1

}
, Ω2 :=

{(
a 0

0 d

) ∣∣∣∣∣ a, d ∈ C2

}
およびΩ := Ω1Ω2とおく。また t > 0に対して

A(t) :=

{(
a 0

0 d

)
∈ A

∣∣∣∣∣ a

d
> t

}
と書く。

事実 1.7 ([JL70],補題 10.1). t0 > 0を十分小さく取れば、Siegel領域S(t0) := ΩA(t0)Kは
G(A) = G(F )S(t0)を満たす。

すなわちG(F )\G(A)は岩澤分解のA成分方向だけが非コンパクトである。
実Lie群G(F∞)のLie環の複素化を g∞,その普遍包絡環3U(g∞)の中心をZ(g∞)と書く。
例えば F = Qならば、Z(g∞)は 1.3節の∆と g∞ = M2(C)の中心で生成される。G(F∞)

の Lie環の元Xは φ ∈ C∞(G(F∞))に

R(X)φ(g) :=
d

dt
φ(g exp(tX))

∣∣∣
t=0

と作用している。それを g∞のC線型作用に延ばし、さらにC代数 U(g∞)の作用に延長
したものをやはりRと書く。

G(A)上の高さ函数を

∥g∥ :=
∏

v

∥gv∥v,

∥g∥v := max(|gi,j|v, |gi,j/ det g|v), g ∈ G(Fv)

により定める。Kv ∋ kに対しては ∥k∥v = 1だから右辺の Euler積は実際には有限積で
ある。

定義 1.8. φ : G(A) → Cが保型形式 (automorphic form)とは、条件

(i) φ(γag) = φ(g), (γ ∈ G(F ), a ∈ R×
+, g ∈ G(A));

(ii) φはG(F∞)成分について滑らかで、右K有限:

dim span{R(k)φ(·) := φ(·k) | k ∈ K} < +∞.

3g∞のテンソル代数 T (g∞) =
⊕∞

n=0 g⊗n
∞ を {X ⊗ Y − Y ⊗X − [X,Y ] |X, Y ∈ g∞}の生成する両側イ

デアルで割って得られる環のこと。
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(iii) φは Z(g∞)有限: dim span{R(X)φ |X ∈ Z(g∞)} < +∞.

(iv) φはG(A)上で緩増加: c, r > 0があって |φ(g)| < c∥g∥r, (g ∈ G(A)).

が成り立つこととする。G(A)上の保型形式の空間をA(G)と書く。さらにφ ∈ A(G)がカ
スプ形式 (cusp form)とは、

(v) φのBに沿っての定数項:

φB(g) :=

∫
F\A

φ
((

1 x

0 1

)
g
)

dx

が消えている。

を満たすこととする。G(A)上のカスプ形式の空間をA0(G)⊂ A(G)と書く。

注意 1.9. 上の定義の緩増加性は次のように強められる。定義 1.8の (ii)を満たす函数 φ :

G(A) → Cの一様緩増加とは、ある r > 0に対して次が成り立つこととする: 任意の
X ∈ U(g∞)に対して cX > 0があって

|R(X)φ(g)| ≤ cX∥g∥r, g ∈ G(A).

コンパクトな台を持つ函数 f : G(A) → Cであって、G(F∞)成分について滑らかでG(Afin)

成分について局所定数なものたちのなす空間をC∞
c (G(A))で表す。G(A)上の不変測度 dx

を取れば、緩増加な φ : G(A) → Cと f ∈ C∞
c (G(A))に対して

R(f)φ(g) :=

∫
G(A)

f(x)φ(gx) dx

は一様緩増加になることが知られている [MW94,補題 I.2.5]。一方 [HC66,定理 1] ([Bum97,
2.9])から Z(g∞)有限かつK有限な φに対しては、R(f)φ = φとなる両側K有限な f ∈
C∞

c (G(A))がある。これらから任意の φ ∈ A(G)は一様緩増加であることがわかる。

1.5 Fourier展開

非自明な指標 ψ : A/F → C (例えば 1.3節の ψと TrF/Q : A/F → AQ/Qの合成など)
を取る。A/F の任意の指標は ψξ(x) := ψ(ξx), (ξ ∈ F )とただ一通りにかける。また ψは
U(F )\U(A)の指標

ψU : U(F )\U(A) ∋

(
1 b

0 1

)
7−→ ψ(b) ∈ C1

を与える。φ ∈ A(G)の ψU -Whittaker函数または ψ-Fourier係数を

Wψ(φ; g) :=

∫
U(F )\U(A)

φ(ug)ψU(u) du =

∫
A/F

φ
((

1 x

0 1

)
g
)
ψ(x) dx, g ∈ G(A)
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と定める。定義から ξ ∈ F×に対して

Wψ

(
φ;

(
ξ 0

0 1

)
g
)

=

∫
A/F

φ
((

1 x

0 1

)(
ξ 0

0 1

)
g
)
ψ(x) dx

=

∫
A/F

φ
((

ξ 0

0 1

) (
1 ξ−1x

0 1

)
g
)
ψ(x) dx

=

∫
A/F

φ
((

1 x

0 1

)
g
)
ψ(ξx) dx = Wψξ(φ; g)

である。特に U(F )\U(A) ∋ u 7→ φ(ug) ∈ Cの Fourier展開を取ることで、展開

φ(g) = φB(g) +
∑
ξ∈F×

Wψξ(φ; g) = φB(g) +
∑
ξ∈F×

Wψ

(
φ;

(
ξ 0

0 1

)
g
)

(1.11)

が成り立つ。これが Fourier展開 (1.7)のアデール群上の保型形式への拡張である。
函数 φ : G(F )\G(A) → Cが急減少 (rapidly decreasing)とは、任意の R ∈ Rに対して

c > 0があって
|φ(g)| ≤ cδB(g)R, ∀g ∈ S(t0), det g ∈ A1

が成り立つこととする。ただし

δB : G(A) ∋ ut

(
a 0

0 d

)
k 7−→ a

d
∈ R×

+,

(
u ∈ U(A), t ∈ T (A)1,

(
a 0

0 d

)
∈ A(t0), k ∈ K

)
と書いている。古典的なカスプ形式が急減少であることはよく知られている。証明はずい
ぶん難しくなるが、この性質をA0(G)に拡張できる。

命題 1.10. A(G) ∋ φに対して、φ − φBは急減少である。特にG(A)上のカスプ形式は急
減少である。

証明. まずA/F 上の Fourier展開

(φ − φB)(g) =
∑
ξ∈F×

Wψ

(
φ;

(
ξ 0

0 1

)
g
)
, g ∈ S(t0)

を (1.7)のR/hZ上の展開のような形に戻す。定義 1.8 (ii)から φはある開コンパクト部分
群K ⊂ G(Afin)で右不変である。S(t0)の定義中のΩに対してΩK ⊂ G(F∞) × Cfinとな
るコンパクト部分集合 Cfin ⊂ G(Afin)とその有限被覆 Cfin ⊂

∐r
i=1 giK, (gi ∈ G(Afin))を

取る。これを使って U(Afin)の開コンパクト部分群

N :=
r⋂

i=1

giKg−1
i ∩ U(Afin)

16
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を取る。このとき g = bak ∈ S(t0), (b ∈ Ω, a ∈ A(t0), k ∈ K), u ∈ U(A), n ∈ N に対し
て、bkのG(Afin)成分を (bk)fin = gik1, (1 ≤ i ≤ r, k1 ∈ K)と書けば

φ(ung) =φ(unbak) = φ(ubak · k−1b−1nbk) = φ(ug(bk)−1nbk)

=φ(ugk−1
1 g−1

i ngik1) = φ(ugk−1
1 Kk1) = φ(ugK)

=φ(ug)

(1.12)

が成り立つ。さてN はある開コンパクト部分群 N̄ ⊂ Afinを使って

N =

{(
1 b

0 1

) ∣∣∣∣∣ b ∈ N̄

}
(1.13)

と書ける。N := N̄ ∩ F は F∞ 内の Z格子である。同様に N̄ の ψ 双対 N̄∗
ψ := {x ∈

Afin |ψ(xb) = 1, ∀b ∈ N̄} ⊂ Afin は再び開コンパクト部分群で、N∗
ψ := N̄∗

ψ ∩ F は F∞

内の Z格子である。(1.12)から

Wψ

(
φ;

(
ξ 0

0 1

)
g
)

=

∫
A/F

φ
((

1 b

0 1

)
g
)
ψ(ξb) db

は ψ(ξ·)が N̄上自明、つまり ξ ∈ N∗
ψのとき以外は消えている。よって φ − φBの Fourier

展開は

(φ − φB)(g) =
∑

ξ∈N∗
ψr{0}

Wψ

(
φ;

(
ξ 0

0 1

)
g
)
, g ∈ S(t0) (1.14)

となる。
これをさらに具体的に書いてみよう。F∞のR基底 {ξ1, . . . , ξd}でN =

⊕d
j=1 Zξj とな

るものを取れば、N∗
ψの定義から F∞のR基底 {ξ∗1 , . . . , ξ∗d}で

• N∗
ψ =

⊕d
j=1 Zξ∗j かつ

• ψ(
(∑d

j=1 x∗
jξ

∗
j

)(∑d
j=1 xjξj

)
) = exp

(
2πi

∑d
j=1 x∗

jxj

)
, (x∗

j , xj ∈ R)

となるものがある。そこでXj :=
(

0 ξj

0 0

)
∈ g∞とおく。各 ξ ̸= 0,∈ N∗

ψは ξ =
∑d

j=1 njξ
∗
j ,

(n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd r {0})と書け、F\A/N̄ ∼= F∞/Nであるから、(1.14)は

(φ − φB)(g) =
∑

n∈Zdr{0}

Wn(φ; g) (1.15)

ただし

Wn(φ; g) =

∫
F∞/N

φ
((

1 x

0 1

)
g
)
ψ

(
−x ·

d∑
j=1

njξ
∗
j

)
dx

=

∫
· · ·

∫
(R/Z)d

φ
((

1
∑d

j=1 ξjxj

0 1

)
g
)
e−2πi

Pd
j=1 njxj dx1 . . . dxd

=

∫
· · ·

∫
(R/Z)d

φ
( d∏

j=1

exp(xjXj) · g
)
e−2πi

Pd
j=1 njxj dx1 . . . dxd
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となる。空でない部分集合S ⊂ {1, . . . , d}に対して、j ∈ Sでは nj ̸= 0, j /∈ Sでは nj = 0

である n = (n1, . . . , nd) ∈ Zdの集合を Z∗
Sと書く。(1.15)は

(φ − φB)(g) =
∑

S ̸=∅,⊂{1,...,d}

∑
n∈Z∗

S

Wn(φ; g)

となるから、右辺の n ∈ Z∗
Sについての級数が急減少であることを示せばよい。必要なら

{ξ1, . . . , ξd}を並べ替えて S = {1, . . . , r}, (1 ≤ r ≤ d)であるとしてよい。
まず Ad(A(t0))

−1Ω =
⋃

a∈A(t0) Ad(a)−1Ω1 · Ω2 はコンパクトであることに注意する。
よって Ω′ := Ad(A(t0))

−1ΩK もコンパクトである。U(g∞)でのm次以下のテンソルの
空間

⊕m
j=0 T j(g∞) =

⊕m
j=0 g⊗j

∞ の像 Um(g∞)は有限次元Cベクトル空間である。よって
Ad(k)Xj , (k ∈ Ω′, 1 ≤ j ≤ d)たちのm個以下のテンソル積の集合は Um(g∞)のあるコン
パクト集合に含まれる。このこと φの微分は一様に緩増加であったこと (注意 1.9)から、
あるN > 0があって次が成り立つ。

任意のm ∈ Nに対して cm > 0があって

|R(Ad(k1)
−1Xj1 · · ·Ad(kℓ)

−1Xjℓ
)φ(g)| ≤ cm∥g∥N , (†)

∀ki ∈ Ω′, 1 ≤ ji ≤ d, ℓ ≤ m, g ∈ G(A).

さて det g ∈ A1を満たす g ∈ S(t0)を

g =

(
a 0

0 a−1

)
k, a >

√
t, ∈ R, k ∈ Ω′

と書く。Ω′のコンパクト性から gによらない c > 0があって

∥g∥ ≤ ca (‡)

である。ℓ ∈ Sに対しては部分積分により

Wn(φ; g) =

∫
· · ·

∫
(R/Z)d

φ
(
g

d∏
j=1

exp(a−2xjAd(k)−1Xj)
)
e−2πi

Pd
j=1 njxj dx1 . . . dxd

=

∫
· · ·

∫
(R/Z)d−1

([
φ
(
g

d∏
j=1

exp(a−2xjAd(k)−1Xj)
)e−2πi

Pd
j=1 njxj

−2πinℓ

]1

0

+
1

2πinℓa2

∫
R/Z

R(Ad(k)−1Xℓ)φ
(
g

d∏
j=1

exp(a−2xjAd(k)−1Xj)
)

× e−2πi
Pd

j=1 njxj dxℓ

)
dx1

ℓ
∨. . .dxd

=
1

2πinℓa2

∫
· · ·

∫
(R/Z)d

R(Ad(k)−1Xℓ)φ
( d∏

j=1

exp(xjXj) · g
)

18
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× e−2πi
Pd

j=1 njxj dx1 . . . dxd

=
1

2πinℓa2
Wn(R(Ad(k)−1Xℓ)φ; g)

が成り立つ。XS :=
∑

j∈S Xjとおき、上の操作を繰り返すことで

Wn(φ; g) =
1

(n1 · · ·nr)m(2πia2)rm
Wn(R(Ad(k)−1X⊗m

S )φ; g)

を得る。任意のR ∈ Rに対してm > (2r)−1(N − 2R)となるm ∈ Nを取れば、上式と (†),
(‡)から∣∣∣ ∑

n∈Z∗
S

Wn(φ; g)
∣∣∣ ≤ ∑

n∈Z∗
S

1

(n1 · · ·nr)m(2πa2)rm
|Wn(R(Ad(k)−1X⊗m

S )φ; g)|

≤
∑
n∈Z∗

S

cmrm∥g∥N

(n1 · · ·nr)m(2πa2)rm
≤ cmrmcN

(2π)rm

( ∑
n∈Z∗

S

1

(n1 · · ·nr)m

)
aN−2rm

≤cmrmcN

(2π)rm

( ∑
n∈Z∗

S

1

(n1 · · ·nr)m

)
δB(g)R

となって左辺が急減少であることがわかる。

1.6 Petersson内積とL(G)

G(A)/R×
+上の不変測度 dgを止める。U(A), T (A)1, K上の不変測度 du, dt, dkを適当に

選べば岩澤分解 (1.10)の積分公式∫
G(A)/R×

+

φ(g) dg =

∫
K

∫
T (A)1

∫
R×

+

∫
U(A)

φ
(
u

(
a 0

0 1

)
tk

)
du |a|−1

A da× dt dk (1.16)

が成り立つ。ただし daをR上の Lebesgue測度として da× = da/aと書いている。これと
事実 1.7から φ ∈ A(G)に対して∫

G(F )R×
+\G(A)

|φ(g)|2 dg ≤
∫

S(t0)R×
+/R×

+

|φ(g)|2 dg

≤
∫

K

∫
Ω2

∫
R>t

∫
Ω1

∣∣∣φ(
u

(
a 0

0 1

)
tk

)∣∣∣2 du |a|−1
A da× dt dk

(1.17)

である。これから直ちに次がわかる。

補題 1.11. (i) G(F )R×
+\G(A)はコンパクトではないが測度有限である。

(ii)急減少な保型形式はG(F )R×
+\G(A)上で二乗可積分である。
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定義 1.12. G(A)上の可測函数 φ : G(A) → Cで

(i) φ(γag) = φ(g), (∀γ ∈ G(F ), a ∈ R×
+, g ∈ G(A));

(ii) φはG(F )R×
+\G(A)上で二乗可積分。

を満たすものの空間をL(G)と書く。L(G)上の L2内積

(φ, φ′) :=

∫
G(F )R×

+\G(A)

φ(g)φ′(g) dg

を Petersson内積という。φ ∈ L(G)で

(iii) φの定数項 φB (定義 1.8 (v)参照)はG(A)上ほとんど至るところで消えている。

を満たすものたちのなす閉部分空間をL0(G)と書く。

上の議論と命題 1.10からA0(G) ⊂ L0(G)であるが、A(G)と L(G)の間には特に包含
関係はない。しかしL(G)にはG(A)の右移動作用

R(g)φ(x) = φ(xg), g ∈ G(A), φ ∈ L(G)

で閉じているという利点がある。Petersson内積はこの作用で不変だから (R,L(G))はG(A)

のユニタリ表現4になっている。L0(G)はG(A)作用Rで不変だから、(R,L0(G))は (R,L(G))

の部分ユニタリ表現である。G(A)/R×
+の既約ユニタリ表現の同値類の集合をΠ(G(A)1)5と

書く。Hilbert空間Hが可算個の閉部分空間Hn, (n ∈ N)のHilbert直和とは

• 任意のφ ∈ Hに対して {φn ∈ Hn}n∈Nがあって、級数
∑∞

n=0 φnはφに絶対収束する。

• Hn ∩ Hm = {0}, (n ̸= m ∈ N).

となることであった。

定理 1.13 (Piatetsky-Shapiro). (R,L0(G))は可算個の既約ユニタリ部分表現のHilbert直和
に分解する。各 π ∈ Π(G(A)1)のL0(G)での重複度は有限である:

(R,L0(G)) ≅
⊕̂

π∈Π(G(A)1)

π⊕m(π), m(π) ∈ N.

4Gを位相群とする。Hilbert空間H と g ∈ Gに対するH 上のユニタリ作用素の族 {π(g)}g∈G で

• π(g1g2) = π(g1) ◦ π(g2), (g1, g2 ∈ G);

• G × H ∋ (g, φ) 7→ π(g)φ ∈ H は連続。

を満たすものを Gのユニタリ表現という。
5G(A)1 := {g ∈ G(A) | |det g|A = 1}とおけば、直積分解G(A) = R×

+ ×G(A)1が成り立つのでこう書い
ている。
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証明. これは次の事実から従う。

主張 1.13.1 ([Lan76]補題 3.2). 局所コンパクト群Gのユニタリ表現 (ρ,L)が次を満たすと
する。「1 ∈ Gの任意の近傍 V に対して、可積分関数 f : G → R≥0で

(a) supp f ⊂ V ;

(b) f∨(g) := f(g−1) = f(g), (g ∈ G)かつ
∫

G

f(g) dg = 1;

(c) ρ(f) : L ∋ ξ 7→
∫

G

f(g)ρ(g)ξ dg ∈ LはL上のコンパクト作用素6。

を満たすものがある。」このとき (ρ,L)は可算個の既約ユニタリ部分表現のHilbert直和に
分解し、各 π ∈ Π(G)の ρでの重複度は有限である。

G(A)の 1の近傍 V に対して、事実の条件 (a), (b)を満たす f ∈ C∞
c (G(A))が取れるこ

とは明らかだから、定理は次の主張から従う。

主張 1.13.2. f ∈ C∞
c (G(A))に対して作用素

R(f)φ(x) :=

∫
G(A)

f(g)φ(xg) dg

のL0(G)への制限はコンパクト作用素である。

一般に測度付き空間 (X,µ)でµ(X)が有限なものに対してHilbert空間L2(X) = L2(X,µ)

を考える。K ∈ L2(X × X)に対して積分作用素

L2(X) ∋ φ(x) 7−→
∫

X

K(x, y)φ(y) dµ(y) ∈ L2(X)

が定まる。こうして得られる線型作用素をHilbert-Schmidt作用素という。Hilbert-Schmidt
作用素はコンパクトであることが知られている [黒田 80, 例題 11.37]。よって主張 1.13.2
の形の作用素がHilbert-Schmidt型であることを示せばよい。
そこでまず

R(f)φ(x) =

∫
G(A)

f(x−1y)φ(y) dy =

∫
U(A)\G(A)

∫
U(A)

f(x−1uy)φ(uy) du dy

=

∫
U(A)\G(A)

∫
U(F )\U(A)

∑
ν∈U(F )

f(x−1νuy)φ(uy) du dy
(1.18)

と積分を分ける。φ ∈ L0(G)に対しては∫
U(F )\U(A)

∫
U(F )\U(A)

∑
ν∈U(F )

f(x−1νu′uy) du′ φ(uy) du

=

∫
U(F )\U(A)

∑
ν∈U(F )

f(x−1νu′y) du′ ·
∫

U(F )\U(A)

φ(uy) du = 0

6Hilbert空間H 上の有界作用素 T がコンパクトとは、任意の有界列 {φn}n∈N ⊂ H に対して {Tφn}n∈N
が収束部分列を持つことだった。

21



SS
20

08

だから、(1.18)の右辺の内側の積分からこれを差し引いて

R(f)φ(x) =

∫
U(A)\G(A)

∫
U(F )\U(A)∑

ν∈U(F )

(
f(x−1νuy) −

∫
U(F )\U(A)

f(x−1νu′uy) du′
)

φ(uy) du dy

=

∫
U(A)\G(A)

∫
U(F )\U(A)

kB(x, uy)φ(uy) du dy

(1.19)

を得る。ただし

kB(x, y) :=

∫
U(F )\U(A)

∑
ν∈U(F )

(f(x−1νy) − f(x−1νu′y)) du′ (1.20)

とした。主張 1.13.2の証明には次の主張が必要である。

主張 1.13.3. kB(x, y)はS(t0) × G(A)上で有界である。

証明. 命題 1.10の証明と同様に x = ak1 ∈ S(t0), (a ∈ A(t0), k1 ∈ Ω′と書く。kB(x, νy) =

kB(x, y), (ν ∈ U(F ))であるから、y = utk, (u ∈ Ω1, t ∈ T (A), k ∈ K)であるとしてよい。
まず (1.20)の被積分函数の和∑

ν∈U(F )

(
f(k−1

1 a−1νutk) − f(k−1
1 a−1νu′utk)

)
. (1.21)

の 0でない項の数を評価する。ν ∈ U(F )の項が消えないためには

a−1νut ∈ (Ω′ · supp f · K) ∩ B(A), a−1νu′ut ∈ (Ω′ · supp f · K) ∩ B(A) (1.22)

のいずれかが必要である。従ってLevi分解B(A) = U(A)oT (A)のU(A)成分Ad(a)−1(νu),
Ad(a)−1(νu′u) も (Ω′ · supp f · K) ∩ B(A) の U(A) 成分 Ω′

f に属する。u に加え u′ ∈
U(F )\U(A)も Ω1に属するとしてよいから、Ad(a)−1u, Ad(a)−1(u′u)はともにコンパク
ト集合Ω′′ := Ad(A(t0))

−1(Ω1 ∪ Ω2
1)に属する。結局、(1.21)の ν ∈ U(F )の項が消えない

ためには、Ad(a)−1νがΩU
f := Ω′

f (Ω
′′)−1に属することが必要である。ここで

(a) U(A)の 1の近傍 V1で V1 ∩ U(F ) = {1}となるもの、

(b) コンパクト部分集合 V2 ⊂ U(A)でAd(A(t0))
−1V1を含むもの

を取る。(b)からAd(a)−1ν ∈ ΩU
f であるためには、Ad(a)−1(νV1) ⊂ ΩU

f V2が必要である。
よって (a)からそのような ν ∈ U(F )の個数は f のみによる c1 > 0があって

|{ν ∈ U(F ) | νV1 ⊂ Ad(a)(ΩU
f V2)}| ≤

vol (Ad(a)(ΩU
f V2))

vol V1

=
δB(a)dvol (ΩU

f V2)

vol V1

≤ c1δB(a)d

(1.23)
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で抑えられる。
次に (1.22)の T (A)成分に注目すれば、

(1.21)が消えないためには a−1tが f のみによるコンパクト集合
ΩT

f ⊂ T (A)に属することが必要である。
(1.24)

コンパクトなCB
fin ⊂ B(Afin), CT

fin ⊂ T (Afin)でΩ ⊂ B(F∞)×CB
fin, ΩT

f ⊂ T (F∞)×CT
finとな

るものを取る。f = f∞ ⊗ ffin, (f∞ ∈ C∞
c (G(F∞)), ffin ∈ C∞

c (G(Afin)))と書けるとしてよ
い。ffinはG(Afin)のある開コンパクト部分群で両側不変だから、

span {U(Afin) ∋ u 7→ ffin(k
−1
1 utk) ∈ C | k1 ∈ CB

fin, t ∈ CT
fin, k ∈ Kfin}

は有限次元である。よってその任意の元がN不変となる開コンパクト部分群N ⊂ U(Afin)

が取れる。N をある開コンパクト部分群 N̄ ⊂ Afinを使って命題 1.10の証明中の (1.13)の
形に書けば、N := N̄ ∩ F は F∞の Z格子となる。

A/F ∋ x 7−→
∑

ν∈U(F )

f
(
k−1

1 a−1ν

(
1 x

0 1

)
utk

)
∈ C

は F\A/N̄ = F∞/N上の函数である。特に u′ ∈ U(F )\U(A)/N はある b ∈ F∞/Nを使っ
て u′ = exp X = ( 1 b

0 1 ), (X = ( 0 b
0 0 ) ∈ g∞)と書ける。このとき微積分学の基本定理により、

(1.20)の被積分函数中の和の ν ∈ U(F )の項は

|f(k−1
1 a−1νy) − f(k−1

1 a−1νu′y)|

=
∣∣∣f(k−1

1 a−1νy exp(Ad(y)−1X)) − f(k−1
1 a−1νy)

∣∣∣
≤

∫ 1

0

|R(Ad(y)−1X)f(k−1
1 a−1νy exp(tAd(y)−1X))| dt

=

∫ 1

0

|R(Ad(y−1a)Ad(a)−1X)f(k−1
1 a−1νy exp(tAd(y)−1X))| dt

=δB(a)−d

∫ 1

0

|R(Ad(y−1a)X)f(k−1
1 a−1νy exp(tAd(y)−1X))| dt

≤δB(a)−d sup
g∈G(A)

|R(Ad(y−1a)X)f(g)|

と評価される。(1.24)からこの項が消えないためには、a−1y = Ad(a)−1u · a−1tkがコンパ
クト集合Ad(A(t0))

−1Ω1 · ΩT
f Kに属さねばならず、Xは F∞/Nの基本領域から定まるコ

ンパクト集合に属するから、fのみによる定数 c2 > 0があって、項 f(x−1νy)−f(x−1νu′y)

が消えないとき、
|f(x−1νy) − f(x−1νu′y)| ≤ c2δB(a)−d

である。これと (1.23)から (1.20)の被積分函数は有界である。U(F )\U(A)はコンパクト
だから kB(x, y)自身もS(t0) × G(A)上有界である。
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(1.19)に戻って x = ak1 ∈ S(t0), (a ∈ A(t0), k1 ∈ Ω′), φ ∈ L0(G)を取れば、

|R(f)φ(x)| ≤
∫

U(A)\G(A)

∫
U(F )\U(A)

|kB(x, uy)φ(uy)| du dy

(1.16)と (1.24)を使って

≤
∫

K

∫
aΩT

f

∫
U(F )\U(A)

|kB(x, utk)φ(utk)| du δB(t)−1 dt dk

主張 1.13.3から f のみによる c3 > 0があって

≤
∫

K

∫
aΩT

f

∫
U(F )\U(A)

c3|φ(utk)| du δB(t)−1 dt dk

≤c3

∫
Ω1aΩT

f K

|φ(y)| dy

Schwartzの不等式を使って

≤c3

(∫
Ω1aΩT

f K

dy

)1/2(∫
Ω1aΩT

f K

|φ(y)|2 dy

)1/2

第一項を (1.16)を使って計算すれば

=c3δB(a)−1/2vol (Ω1Ω
T
f K)1/2

(∫
Ω1aΩT

f K

|φ(y)|2 dy

)1/2

Ω1aΩT
f K ⊂ aAd(A(t0))

−1Ω1 · ΩT
f K は有限個のS(t0)g, (g ∈ G(A))の形の集合で被覆さ

れ、その個数は aによらないから、結局 f のみによる c4 > 0があって

|R(f)φ(x)| ≤ c4δB(x)−1/2∥φ∥, φ ∈ L0(G), x ∈ S(t0) (1.25)

である。
さて、主張 1.13.2を証明しよう。R(f)の L0(G)への制限を、L(G)での L0(G)の直交
補空間上では 0としてL(G)全体の上の有界作用素に延ばしたものをR0(f)と書く。ほと
んど全ての x ∈ G(F )R×

+\G(A)に対して L(G) ∋ φ 7→ R0(f)φ(x) ∈ Cは有界線型汎函数
だから、Rieszの表現定理 ([黒田 80,定理 8.5])によりある k(x) ∈ L(G)があって

R0(f)φ(x) =

∫
G(F )R×

+\G(A)

k(x, y)φ(y) dy, φ ∈ L(G)

が成り立つ。これと (1.25)を併せると∣∣∣∣∣
∫

G(F )R×
+\G(A)

k(x, y)φ(y) dy

∣∣∣∣∣ ≤ c4δB(x)−1/2∥φ∥, φ ∈ L(G), x ∈ S(t0)
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を得る。特に φ = k(x)として ∥k(x)∥2 ≤ c4δB(x)−1/2∥k(x)∥,すなわち

∥k(x)∥ ≤ c4δB(x)−1/2, x ∈ S(t0)

である。ところが (1.17)から∫
G(F )R×

+\G(A)

δB(x)−1 dx ≤
∫

K

∫ ∞

t0

∫
Ω1

|a|−1
A du |a|−1

A da× dk

≤ vol (Ω1 × K)

∫ ∞

log t0

e−2[F :Q]x dx < +∞

だから、これは k(x, y)がG(F )R×
+\G(A)上で二乗可積分であることを意味し、R0(f)は

Hilbert-Schmidt作用素である。

定理 1.13から、各 π ∈ Π(G(A)1)の構造と、それがL0(G)に現れる重複度m(π)がわか
れば、A0(G)を含む L0(G)が理解できたことになる。G(A)は各素点での局所体 Fv上の
有理点の群G(Fv)の “制限直積”であったから、G(A)の既約ユニタリ表現は各G(Fv)の
既約ユニタリ表現たちを用いて記述される。

2 局所体上のGL2の表現論
以下、この節を通してF は局所体、つまり離散的でない局所コンパクト体を表す。G(F )

の表現論はF がアルキメデス的、つまりR, Cの場合と非アルキメデス的な場合で大きく
異なる。実 Lie群の表現論については [Wal88]など多くの文献があるので、ここではもっ
ぱら F が非アルキメデス局所体の場合を解説し、アルキメデス的な場合については結果
に触れるだけにとどめる。

F のモジュラスを | |F で表す。F が非アルキメデス的な場合にはさらに、

• F の唯一の極大コンパクト部分環O := {x ∈ F | |x|F ≤ 1};

• Oの唯一の極大イデアル p := {x ∈ F | |x|F < 1};

• pの生成元ϖ;

• 剰余体 kF := O/pとその位数 q;

• 付値 valF : F× ∋ x 7→ − logq |x|F ∈ Z

などの記号も断りなく使うことにする。これらについては例えば [Wei95, 1章]を参照さ
れたい。
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2.1 局所体上のGL2の構造

前節と同様にG := GL2,F と書き、B = TU をその上三角 Borel部分群とする。F = R,
CのときG(F )はそれぞれ実、複素 Lie群である。F が非アルキメデス的ならばG(F )は
コンパクト開部分群からなる単位元の基本近傍系

K(pn) := {g ∈ G(O) | g ≡ 12 (mod pn)}, n ∈ N

を持つ、完全不連結局所コンパクト群 (TDLC群)すなわち [BZ76]の意味の ℓ群である。
G(F )の極大コンパクト部分群

K :=


O2(R) F = Rのとき
U2(R) F = Cのとき
{g ∈ M2(O) | det g ∈ O×} F が非アルキメデスのとき

を取る。

補題 2.1. (i) w :=

(
0 1

−1 0

)
として Bruhat分解 G(F ) = B(F )⊔B(F )wU(F )が成り立つ。

(ii)岩澤分解 G(F ) = B(F )Kが成り立つ。

証明. (i)は行列の基本変形により容易に確かめられる。
(ii)アルキメデス的な場合には行列の QR分解 (Gram-Schmidtの直交化)から直ちに従
う。非アルキメデス的な場合を示そう。有限次元F ベクトル空間 V 上の高さ函数 (height)
とは、函数 ∥ · ∥ : V → R≥0であって

(a) ∥v∥ = 0となるためには v = 0が必要十分。

(b) ∥a.v∥ = |a|F · ∥v∥, a ∈ F , v ∈ V .

(c) 超距離不等式 ∥v + v′∥ ≤ max(∥v∥, ∥v′∥), v, v′ ∈ V .

を満たすものとする。例えば

∥ ∥0 : F 2 ∋ (x, y) 7−→ max(|x|F , |y|F ) ∈ R≥0

は F 2上の高さ函数である。∥ ∥を V 上の高さ函数とする。v, v′ ∈ V が ∥ ∥直交するとは、
v, v′のいずれかが 0であるか、

(a) v, v′が一次独立で、

(b) ∥λv + λ′v′∥ = max(∥λv∥, ∥λ′v′∥), ∀λ, λ′ ∈ F
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が成り立つこととする。V ∋ v ̸= 0に対してはF.vの ∥ ∥直交補空間が存在する (一意では
ないが)。実際、F.v = kerf となる線型形式 f : V → F を取れば、

V r {0} ∋ v 7−→ |f(v)|F
∥v∥

∈ R

はコンパクト集合P(V ) := (V r {0})/F×上の連続函数だからその最大値 |f(v′)|F /∥v′∥が
存在する。このとき

• λv + λ′v′ = 0なら λ′f(v′) = f(λv + λ′v′) = 0だから λ′ = 0, よって λも 0. つまり
v, v′は一次独立。

• 定義から λ′ ̸= 0に対して

|λ′f(v′)|
∥λv + λ′v′∥

=
|f(λv + λ′v′)|
∥λv + λ′v′∥

≤ |λ′f(v′)|
∥λ′v′∥

ゆえ、∥λv + λ′v′∥ ≥ ∥λ′v′∥. またこれと超距離不等式から

∥λv∥ = ∥λv + λ′v′ − λ′v′∥ ≤ max(∥λv + λ′v′∥, ∥λ′v′∥) = ∥λv + λ′v′∥.

よって ∥λv +λ′v′∥ ≤ max(∥λv∥, ∥λ′v′∥)と併せて、∥λv +λ′v′∥ = max(∥λv∥, ∥λ′v′∥).

つまり v, v′は ∥ ∥直交であることがわかる。
F 2上の高さ函数の集合B(G(F ))をG(F )のBruhat-Titsビルという。これにはG(F ) ∋ g

が ∥v∥ 7→ g.∥v∥ := ∥v.g∥と作用している。∥ ∥ ∈ B(G(F ))がスペシャルであるとは、
im∥F 2∥ = |F |F であることとする。スペシャルな高さ函数 ∥ ∥は付随するO格子7 Λ∥ ∥ :=

{v ∈ F 2 | ∥v∥ ≤ 1}から
∥v∥ := inf{|λ|F ; λ−1v ∈ Λ∥ ∥}

として一意に決まる。
さて g ∈ G(F )を取る。先に挙げた高さ函数 ∥ ∥0を gで移した g.∥ ∥0はスペシャルだか

ら、g.∥(0, d)∥ = 1となる d ∈ F×がある。上から (0, d)と g.∥ ∥直交する (1,−b/d), (b ∈ F )
が取れるが、これも適当に定数倍して g.∥(a−1,−b/ad)∥ = 1であるとしてよい。このとき

O2

(
a−1 −b/ad

0 d−1

)
= Λg.∥ ∥0 = Λ∥ ∥0 .g

−1 = O2.g−1

だから

(
a−1 −b/ad

0 d−1

)
g ∈ Stab(O2, G(F )) = Kである。つまり g ∈

(
a b

0 d

)
K.

2.2 非アルキメデス局所体上のGL2の表現 I

ここでは F を非アルキメデス局所体とする。非アルキメデス局所体上の簡約代数群の
表現論については [BZ76], [Cas]などが基本的な文献である。

7開コンパクト部分 O加群のこと。
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2.2.1 許容表現

G(F )の滑らかな表現 (smooth representation)とは、Cベクトル空間 V と群準同型 π :

G(F ) → GLC(V )の対 (π, V )であって、各 v ∈ V の固定化群

Stab(v,G(F )) := {g ∈ G(F ) |π(g)v = v}

がG(F )の開部分群であるものである。滑らかな表現 (π, V )が許容表現 (admissible repre-
sentation)とは、任意の開部分群K ⊂ G(F )の固定部分V K := {v ∈ V |π(k)v = v, k ∈ K}
が有限次元であることとする。

G(F )は両側不変測度dgを持つ。G(F )上のコンパクト台付き局所定数函数の空間S(G(F ))

を畳み込み積

f1 ∗ f2(x) :=

∫
G(F )

f1(xy)f2(y
−1) dy

に関して C代数と見たものを G(F )の Hecke環と呼び、H(G(F ))と書く。任意の f ∈
H(G(F ))は、ある十分小さい開コンパクト部分群K ⊂ G(F )をに対して

f =
r∑

i=1

f(gi)1giK , gi ∈ G(F )/K

と有限線型結合に書ける。ここで 1XはXの特性函数を表す。特にG(F )の滑らかな表現
(π, V )の元 v ∈ V を固定するようさらにKを小さく取っておけば、

π(f)v =

∫
G(F )

f(g)π(g)v dg :=
r∑

i=1

vol K · f(gi)π(gi)v ∈ V

は定義可能である。(十分小さいKの取り方によらない。)これによりH(G(F ))の (π, V )

への作用が定まり、V はH(G(F ))加群となる。すなわちG(F )の滑らかな表現 (π, V )た
ちのなすアーベル圏は、非退化: π(H(G(F )))V = V なH(G(F ))加群のそれと圏同値で
ある。
任意の f ∈ H(G(F ))はある開コンパクト部分群K ⊂ G(F )で左不変である。このとき

π(k)π(f)v =

∫
G(F )

f(g)π(kg)v dg =

∫
G(F )

f(k−1g)π(g)v dg

=

∫
G(F )

f(g)π(g)v dg = π(f)v

なので im π(f) ⊂ V Kである。特に (π, V )が許容表現なら V Kは有限次元だから、トレー
ス trπ(f)が定まる。こうして定まる線型汎函数 trπ : H(G(F )) ∋ f 7→ trπ(f) ∈ Cを (π, V )

の指標 ((distribution) character)という。
滑らかな表現 (π, V )から (π′, V ′)へのG(F )準同型とは、線型写像 Φ : V → V ′であっ
て任意の g ∈ G(F )に対して可換図式

V
Φ−−−→ V ′

π(g)

y yπ′(g)

V
Φ−−−→ V ′
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が成り立つものである。さらに Φが全単射のとき Φは (π, V )から (π′, V ′)への G(F )同
型と呼ばれる。滑らかな表現 (π, V )の部分空間 V1 ⊂ V が π(g)V1 = V1, (∀g ∈ G(F ))を
満たすとき、π1(g) := π(g)|V1 , (g ∈ G(F ))で定まる表現 (π1, V1)を (π, V )の部分表現とい
う。また V2 := V/V1上に π2(g)(v + V1) := π(g)v + V1, (g ∈ G(F ))で定まる表現を (π, V )

の商表現という。(π, V )は 0と自分自身以外に部分表現を持たないとき、既約表現と呼ば
れる。G(F )の滑らかな既約表現の同型類の集合を Irr G(F )と書く。同様の定義はG(F )

の任意の閉部分群にも適用できる。

事実 2.2 (Schurの補題). G(F )の既約で滑らかな表現 (π, V )の自己準同型環EndG(F )(π)は
Cに同型。特にG(F )の中心Z(F ) = F×は (π, V )に定数倍で作用する: π(z12) = ωπ(z)idV ,
(z ∈ F×). この ωπ ∈ Irr F×を πの中心指標 (central character)という。

滑らかな表現 (π, V )の双対空間 V ∗上にG(F )作用 π∗ : G(F ) → GLC(V ∗)を

〈π∗(g)v∗, v〉 := 〈v∗, π(g−1)v〉, g ∈ G(F ), v∗ ∈ V ∗, v ∈ V

と定めて得られる双対表現 (π∗, V ∗)は必ずしも滑らかではない。代わりにその部分空間

V ∨ := {v∗ ∈ V ∗ | Stab(v∗, G(F )) ⊂ G(F )は開部分群 }

への制限を (π, V )の反傾表現 (contragredient representation)と呼び (π∨, V ∨)と書く。(π, V )

が許容表現ならば V ∨ = V ∗で (π∨, V ∨)の反傾表現は (π, V )自身に標準同型であるが、一
般には (V ∨)∨ ⊂ V でしかない。

2.2.2 放物的誘導と Jacquet加群

局所的な状況でもB(F )のモジュラス指標を

δB

((
a b

0 d

))
:=

∣∣∣a
d

∣∣∣
F

と書く。つまりB(F )上の左不変測度 dbに対して δB(b)dbは右不変測度である。T (F )の
滑らかな表現 (τ, V )に対して、

IG
B (V ) :=

f : G(F ) → V

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(i) f(utg) = δB(ut)1/2τ(t)f(g),

u ∈ U(F ), t ∈ T (F ), g ∈ G(F ),

(ii) f はG(F )のある開部分群による
右移動で不変


とおき、その上のG(F )の表現

IG
B (τ, g)f(x) := f(xg), g ∈ G(F ), f ∈ IG

B (V )
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を (τ, V )からの B に沿っての放物的誘導表現 (parabolically induced representation)とい
う。放物的誘導は T (F )の滑らかな表現の圏からG(F )のそれへの完全函手であり、(τ, V )

が T (F )の許容表現ならば (IG
B (τ), IG

B (V ))はG(F )の許容表現である。また

IG
B (τ)∨ ≅ IG

B (τ∨) (2.1)

である [BZ76,命題 2.25]。

例 2.3. T (F )はアーベル群なので任意の τ ∈ Irr T (F )の元は1次元、つまりχ1, χ2 ∈ Irr F×

を使って

τ = χ1 £ χ2 : T (F ) ∋

(
a 0

0 d

)
7−→ χ1(a)χ2(d) ∈ C×

と書ける8。これからの放物的誘導表現 IG
B (χ1 £ χ2)を一般主系列表現という。

逆にG(F )の滑らかな表現 (π, V )に対して、

VB := V/V (U), V (U) := spanC{π(u)v − v |u ∈ U(F )}

とおき jB : V ³ VBを自然な射影とする。

πB(t)jB(v) := δB(t)−1/2jB(π(t)v), t ∈ T (F ), v ∈ V

により定まるT (F )の滑らかな表現 (πB, VB)を (π, V )のBに沿っての Jacquet加群 (Jacquet
module)という。この π 7→ πB もG(F )の滑らかな表現の圏から T (F )のそれへの完全函
手で、許容表現を許容表現に送ることが知られている (Jacquetの補題)。Jacquet加群と放
物的誘導の関係としては次の Frobenius相互律が重要である。

補題 2.4. πがG(F )の、τ が T (F )の滑らかな表現のとき、

HomG(F )(π, IG
B (τ)) ≅ HomB(F )(π, δ

1/2
B τ ⊗ 1U(F )) ≅ HomT (F )(πB, τ).

左の同型は通常の Frobenius相互律、右は Jacquet加群の定義から直ちに従う。G(F )の
滑らかな表現 (π, V )は VB = 0のとき準カスプ表現 (quasicuspidal representation)、さら
に許容的なとき超カスプ表現 (supercuspidal representation)と呼ばれる。Irr G(F )内の超
カスプ的な同型類の集合を Irr0 G(F )と書く。既約超カスプ表現は次のきわだった性質を
持つ。

事実 2.5. (i)長さ有限な準カスプ表現は許容的、特に超カスプ表現になる [BZ76,定理3.25]。
(ii) G(F )の滑らかな表現 (τ, V )が π ∈ Irr0 G(F )を既約部分商に持つならば、τ は πを部
分表現および商表現に持つ [BZ76,命題 3.30]。

8群H1, H2 の表現 (π1, V1), (π2, V2)に対して V1 ⊗ V2 上に定まるH1 × H2 の表現

π(h1, h2)(v1 ⊗ v2) := π1(h1)v1 ⊗ π2(h2)v2

を π1, π2 の外部テンソル積表現と呼び、π1 £ π2 と書く。(これを単に π1 ⊗ π2 と書く専門家も多い。)
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超カスプ的でない既約表現については次の結果が基本的である。

系 2.6. 任意の π ∈ Irr G(F ) r Irr0 G(F )はある一般主系列表現 IG
B (χ1 £ χ2)の部分表現で

ある。特に πは許容表現である。

証明. 仮定から πB ̸= 0でそれは有限生成表現である。よってZornの補題からその既約商
χ1 £ χ2 ´ πBが取れる。このとき補題 2.4から

0 ̸= HomT (F )(πB, χ1 £ χ2) ≅ HomG(F )(π, IG
B (χ1 £ χ2)),

しかも πは既約だから π ↪→ IG
B (χ1 £ χ2)を得る。また IG

B (χ1 £ χ2)は許容表現だからその
部分表現 πも同様である。

2.2.3 Weil表現

Eを標数が 2でない局所体F の二次拡大、またはF 2とする。AutF (E)の生成元を σと
書けば、NE/F : E ∋ z 7→ zσ(z) ∈ F は二次形式である。その直交群

O(E) := {g ∈ EndF (E) |NE/F (g.z) = NE/F (z), z ∈ E}

は SO(E) = {g ∈ E× |NE/F (g) = 1}のAutF (E) ≅ Z/2Zによる半直積である。
非自明指標ψ : F → C1を選び、ψE(z) := ψ ◦TrE/F (z) = ψ(z +σ(z))と書く。このとき

O(E)× SL2(F )のψ-Weil表現と呼ばれる滑らかな表現 (ωE,ψ,S(E))がある。ただしS(E)

はE上の Schwartz-Bruhat函数、つまり F がアルキメデス的なら Schwartz函数の、非ア
ルキメデス的ならコンパクト台付き局所定数函数の空間を表す。(ωE,ψ,S(E))は次の明示
公式で一意に特徴付けられる [Kud94, §5]:

ωE,ψ(g)Φ(v) = Φ(g−1.v), g ∈ O(E),

ωE,ψ

((
a 0

0 a−1

))
Φ(v) = ωE/F (a)|a|F Φ(v.a), a ∈ F×,

ωE,ψ

((
1 b

0 1

))
Φ(v) = ψ(bNE/F (v))Φ(v), b ∈ F,

ωE,ψ(w)Φ(v) = λ(E/F, ψ)

∫
E

Φ(v′)ψE(vσ(v′)) dv′.

(2.2)

ただしωE/F : F×/NE/F (E×) ∼→ {±1}はE/Fに局所類体論で対応する二次指標、λ(E/F, ψ)

はE/F の ψに関する Langlands λ因子と呼ばれる定数で λ(E/F, ψ)2 = ωE/F (−1)を満た
す。最後の式の Haar測度は双対性 (v, v′) 7→ ψE(vσ(v′))に関する自己双対測度、つまり
Fourier逆公式 ∫

E

∫
E

φ(x)ψE(xσ(y)) dxψE(−yσ(z)) dy = φ(z)

が成り立つものである。
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2.3 非アルキメデス局所体上のGL2の表現 II

引き続き F は非アルキメデス局所体であるとする。ここでは G(F )の既約許容表現の
同型類の集合 Irr G(F )を記述する。まず Irr G(F ) r Irr0 G(F )の元を分類しよう。

2.3.1 無限小指標 (超カスプ台)

π ∈ Irr G(F ) r Irr0 G(F )はある一般主系列表現の部分表現だった (系 2.6)。

補題 2.7 (Bruhatフィルタ). (i) T (F )の滑らかな表現 (τ, V )に対して

IBwB
B (τ) := {f ∈ IG

B (V ) | suppf ⊂ B(F )wU(F )},

IB
B (τ) :=

{
f : B(F ) → V

∣∣∣∣∣ f
((

a b

0 d

))
=

∣∣∣a
d

∣∣∣1/2

F
τ
((

a 0

0 d

))
f(1)

}

とおけば、B(F )の表現の完全列 0 → IBwB
B (τ) → IG

B (τ) → IB
B (τ) → 0がある。

(ii)特に Jacquet加群の完全列 0 → w(τ) → IG
B (τ)B → τ → 0がある。ただし

w(τ)
((

a 0

0 d

))
:= τ

(
Ad(w)

(
a 0

0 d

))
= τ

((
d 0

0 a

))
と書いている。

証明. (i)制限写像 IG
B (V ) ∋ f 7→ f |B(F ) ∈ IB

B (τ)が全射であること、その核が IBwB
B (τ)で

あることは容易に確かめられる。
(ii) IB

B (τ)の U(F )不変商は明らかに τ である。一方、同型

U(F ) ∋ u 7−→ B(F )w−1u ∈ B(F )\B(F )wU(F )

は U(F )の右移動作用で同変である。不変測度の一意性から、Jacquet加群への自然な射
影 jB : IBwB

B (τ) ³ IBwB
B (τ)Bは

jB(f)(t) :=

∫
U(F )

f(w−1ut) du =

∫
U(F )

f(w−1tw · w−1 · t−1ut) du

=

∫
U(F )

δB(w−1tw)w(τ)(t)f(w−1u) d(tut−1)

=

∫
U(F )

δB(t)−1w(τ)(t)f(w−1u)δB(t) du

=w(τ)(t)jB(f)(1)

で与えられる。つまり IBwB
B (τ)B ≅ w(τ)である。
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命題 2.8. (i)一般主系列表現 IG
B (χ1 £ χ2)は超カスプ的な部分商を持たない。

(ii) IG
B (χ1 £ χ2)の長さは高々2である。

(iii)次は互いに同値。

(a) IG
B (χ1 £ χ2)と IG

B (χ′
1 £ χ′

2)がある既約部分商を共有する。

(b) IG
B (χ1 £ χ2)と IG

B (χ′
1 £ χ′

2)の組成因子は一致する。

(c) (χ1, χ2)と (χ′
1, χ

′
2)は並べ替えを除いて一致する。

証明. (i) IG
B (χ1 £ χ2)が超カスプ既約部分商 πを持てば、事実 2.5から πは IG

B (χ1 £ χ2)の
部分表現である。すると補題 2.4から

0 ̸= HomG(F )(π, IG
B (χ1 £ χ2)) ≅ HomT (F )(πB, χ1 £ χ2)

だが、これは πB = 0に矛盾する。
(ii) (i)から IG

B (χ1 £ χ2)の任意の既約部分商 πは πB ̸= 0を満たす。Jacquet加群函手の
完全性からそのような既約部分商の Jacquet加群は IG

B (χ1 £ χ2)B の既約部分商 χ1 £ χ2,
χ2 £ χ1を分け合うから、高々2つしかない。

(iii) (b) ⇒ (a)は自明である。
(a) ⇒ (c) IG

B (χ1 £ χ2)の既約部分商 πを考える。(i)から πB ̸= 0ゆえその既約部分商 τ

が取れる。補題 2.7から τ は χ1 £ χ2か χ2 £ χ1に一致する。IG
B (χ′

1 £ χ′
2)が πを部分商に

持てば、同様の議論から τ ≅ χ′
1 £ χ′

2または χ′
2 £ χ′

1である。
(c) ⇒ (b) (χ′

1, χ
′
2) = (χ2, χ1), χ1 ̸= χ2だとしてよい。補題 2.7から

0 ̸= HomT (F )(I
G
B (χ1 £ χ2)B, χ2 £ χ1) ≅ HomG(F )(I

G
B (χ1 £ χ2), I

G
B (χ2 £ χ1))

などとなって

A ̸= 0, ∈ HomG(F )(I
G
B (χ1 £ χ2), I

G
B (χ2 £ χ1)),

A′ ̸= 0, ∈ HomG(F )(I
G
B (χ2 £ χ1), I

G
B (χ1 £ χ2))

が取れる。もし IG
B (χ1 £ χ2)が既約ならAは単射で、補題 2.7から IG

B (χ2 £ χ1)/imAは超
カスプ的である。これは (i)から IG

B (χ2 £ χ1) = imA ≅ IG
B (χ1 £ χ2)を意味するから (b)が

成り立つ。IG
B (χ2 £ χ1)が既約な場合も同様である。

そこで IG
B (χ1 £ χ2), IG

B (χ2 £ χ1)がそれぞれ真部分表現 π, π′を持つ場合を考える。(ii)
の証明の議論から Jacquet加群 πB, π′

Bは既約で、Frobenius相互律から

0 ̸= HomG(F )(π, IG
B (χ1 £ χ2)) ≅ HomT (F )(πB, χ1 £ χ2)

などとなるから、πB = χ1 £ χ2, π′
B = χ2 £ χ1がわかる。すると

HomG(F )(π, IG
B (χ2 £ χ1)) ≅ HomT (F )(πB, χ2 £ χ1) = 0
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などとなってA(π) = 0, A′(π′) = 0が従う。つまり π = kerA ⊂ IG
B (χ1 £ χ2), π′ = kerA′ ⊂

IG
B (χ2 £ χ1)はそれぞれ唯一の真部分表現である。ところがこれは

A : IG
B (χ1 £ χ2)/π

∼−→ π′, A′ : IG
B (χ2 £ χ1)/π

′ ∼−→ π

がともに同型であることを意味するから、やはり (b)が従う。

命題からπ ∈ Irr(G(F ))r Irr0(G(F ))を部分商に持つ IG
B (χ1 £χ2)における重複度付き集

合 (multiset) [χ1, χ2]はπから一意に定まる。対 (T, [χ1, χ2])をπの無限小指標 (infinitesimal
character)または超カスプ台 (cuspidal support)という。なお π ∈ Irr0 G(F )の無限小指標
は (G, π)自身とする。

2.3.2 Whittaker模型

F の非自明指標 ψを固定する。大域的な場合 (1.5節)と同様に F の指標 ψa(x) := (ax),
(a ∈ F )は U(F )の指標

ψa
U : U(F ) ∋

(
1 b

0 1

)
7−→ ψa(b) ∈ C1

を定める。つまり U(F )の Pontrjagin双対 U(F )Dは、同型 F ∋ a 7→ ψa
U ∈ U(F )Dにより

F と同一視される。U(F )はB(F )の正規部分群だからB(F )は U(F )Dに共役で作用し、
その軌道は自明な指標からなる閉軌道 {0} ⊂ F と非自明指標たちのなす開軌道 F×であ
る。よって完全列

0 −→ C∞
c (F×) −→ C∞

c (F ) −→ C∞
c ({0}) −→ 0 (†)

がある [BZ76,命題 1.8]。ただし非アルキメデス的な状況では、C∞
c (X)はX 上のコンパ

クト台付き局所定数函数の空間を表す。
さて、U(F )の非自明な指標 ψU からG(F )への誘導表現 Ind

G(F )
U(F ) ψU は

Wψ(G(F )) :=

{
W : G(F ) → C

∣∣∣∣∣ (i) W (ug) = ψU(u)W (g), u ∈ U(F ), g ∈ G(F )

(ii) W はある開コンパクト部分群で右不変

}

上に Ind
G(F )
U(F )(ψU , g)W (x) := W (xg), (W ∈ Wψ(G(F )), g ∈ G(F ))と実現される。π ∈

Irr G(F )はWψ(G(F ))の部分表現として実現できるとき非退化 (generic)と呼ばれる。そ
の実現を πの ψ-Whittaker模型といい、Wψ(π)で表す。

πの実現 (π, V )に対して、その ψU 等型商を

πU,ψ := V/V (U, ψ), V (U, ψ) := span{π(u)v − ψU(u)v | v ∈ V, u ∈ U(F )}

と定めれば、補題 2.4と同様に Frobenius相互律

HomG(F )(π,Wψ(G(F ))) ≅ HomU(F )(π, ψU) ≅ π∗
U,ψ (2.3)

が成り立つ。特に πが非退化であるためには πU,ψ ̸= 0が必要十分である。
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例 2.9. IG
B (χ1 £ χ2)の場合を考えてみよう。補題 2.7 (i)の完全列で IB

B (χ1 £ χ2)U,ψ = 0だ
から、dim IG

B (χ1 £χ2)U,ψ ≤ dim IBwB
B (χ1 £χ2)U,ψである。再びU(F )同変な同型U(F ) ∋

u 7→ B(F )w−1u ∈ B(F )\B(F )wB(F )とその上の U(F )不変測度の一意性から標準射影
IBwB
B (χ1 £ χ2) ³ IBwB

B (χ1 £ χ2)U,ψは

jU,ψ(f) :=

∫
U(F )

f(w−1u)ψU(u) du

を経由する。つまり IBwB
B (χ1 £χ2)U,ψは 1次元で、IG

B (χ1 £χ2)のWhittaker模型は高々一
つしかない。

2.3.3 非超カスプ既約表現の分類

超カスプ的でない既約表現を分類するには IG
B (χ1 £ χ2)たちの組成因子を記述すれば

よい。

補題 2.10. χ1χ
−1
2 ̸= | |±1

F のとき、IG
B (χ1 £ χ2)は既約である。

証明. B(F )の表現の完全列

0 −→ IBwB
B (χ1 £ χ2) −→ IG

B (χ1 £ χ2) −→ δ
1/2
B (χ1 £ χ2) −→ 0 (2.4)

を思い出す。この左の表現をさらに調べよう。f ∈ IBwB
B (χ1 £ χ2)にその “Fourier変換”

U(F )D ∋ ψa → jU,ψa(f) ∈ C (例 2.9)を対応させることで、B(F )同型

IBwB
B (χ1 £ χ2)

∼−→ C∞
c (U(F )D) ∼−→ C∞

c (F )

が得られる。この同型で 2.3.2節の完全列 (†)を引き戻して完全列

0 → ind
B(F )
ZU(F )(I

BwB
B (χ1 £ χ2)U,ψ ⊗ ψU) → IBwB

B (χ1 £ χ2) → δ
1/2
B (χ2 £ χ1) → 0 (2.5)

が得られる9。
さて IG

B (χ1 £ χ2)が可約だとすれば、命題 2.8からその既約部分商は 2つである。それ
を π, π′ ∈ Irr(G(F ))と書けば、補題 2.7から πB ≅ χ1 £ χ2, π′

B ≅ χ2 £ χ1であるとして
よい。また例 2.9から πU,ψか π′

U,ψのいずれかは 0だから、必要なら χ1, χ2を並べ替えて
πU,ψ = 0であるとしてよい。すると (2.4), (2.5)にある IG

B (χ1 £ χ2)|B(F )の部分商のうち
π|B(F )に現れる可能性があるのは

δ
1/2
B (χ1 £ χ2) = χ1| |1/2

F £ χ2| |−1/2
F , δ

1/2
B (χ2 £ χ1) = χ2| |1/2

F £ χ1| |−1/2
F (2.6)

9IBwB
B (χ1 £χ2)

∼→ C∞
c (F )の軌道 {0}への制限 jU,ψ0 = jBは Jacquet加群 IBwB

B (χ1 £χ2)B ≅ δ
1/2
B (χ2 £

χ1)への射影である。一方、その核はB(F )上の函数 ϕf (b) := jU,ψ(R(b)f), (f ∈ IBwB
B (χ1 £ χ2))たちから

成り、これは indB(F )
ZU(F )(I

BwB
B (χ)U,ψ ⊗ ψU )そのものである。
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のみである。一方、Frobenius相互律 (補題 2.4)から π ⊂ IG
B (χ1 £ χ2)であるから、反傾表

現 π∨は IG
B (χ1 £ χ2)

∨ (2.1)
≅ IG

B (χ−1
1 £ χ−1

2 )の商である。χ−1
1 £ χ−1

2 に対する (2.4), (2.5)か
ら、IG

B (χ−1
1 £ χ−1

2 )|B(F )の部分商のうち U(F )が自明に作用するものは

χ−1
1 | |1/2

F £ χ−1
2 | |−1/2

F , χ−1
2 | |1/2

F £ χ−1
1 | |−1/2

F

のみである。(2.6)の擬指標のいずれかが、これらのどちらかの反傾表現、つまり逆元に
なっていなくてはならない。すなわち

• χ1| |1/2
F £ χ2| |−1/2

F = (χ−1
2 | |1/2

F £ χ−1
1 | |−1/2

F )−1、つまり χ1χ
−1
2 = | |−1

F ;

• χ2| |1/2
F £ χ1| |−1/2

F = (χ−1
1 | |1/2

F £ χ−1
2 | |−1/2

F )−1、つまり χ1χ
−1
2 = | |F

のいずれかでなくてはならない。

定理 2.11. (i) Irr(G(F )) r Irr0(G(F ))は以下の元からなる。

(a) 一般主系列表現 π(χ1, χ2) := IG
B (χ1 £ χ2), (χ1χ

−1
2 ̸= | |±1

F ).

(b) IG
B (χ| |1/2

F £ χ| |−1/2
F )の唯一の既約部分表現 St(χ). これを中心指標χのスペシャル表

現または Steinberg表現という。

(c) 一次元表現 χ(det) := χ ◦ det.

ただし、χi, χは F×の擬指標である。
(ii)上の既約表現のうち互いに同型なものは π(χ1, χ2)と π(χ2, χ1)だけである。

証明. まず χ1χ
−1
2 ̸= | |±1

F のとき IG
B (χ1 £ χ2)は既約 (補題 2.10)。しかも補題 2.7から

HomG(F )(I
G
B (χ1 £ χ2), I

G
B (χ2 £ χ1)) ≅ HomG(F )(I

G
B (χ1 £ χ2)B, χ2 £ χ1) ̸= 0

ゆえ IG
B (χ1 £ χ2) ≅ IG

B (χ2 £ χ1)である。命題 2.8 (iii)から、これ以外の場合に既約な一般
主系列表現が互いに同型になることはない。
次に IG

B (χ1 £ χ2)が可約ならば、(χ1, χ2) = (χ| |±1/2
F , χ| |∓1/2

F )と書ける。IG
B (χ| |−1/2

F £
χ| |1/2

F )が 1次元表現 χ(det)を含むことは放物的誘導表現の定義からすぐわかる。そこで
χ−1(det) ⊂ IG

B (χ−1| |−1/2
F £ χ−1| |1/2

F )の反傾表現 IG
B (χ| |1/2

F £ χ| |−1/2
F )での零化域を St(χ)

と書く。この定義と

0 ̸= HomG(F )(χ
−1(det), IG

B (χ−1| |−1/2
F £ χ−1| |1/2

F ))

≅ HomG(F )(I
G
B (χ| |1/2

F £ χ| |−1/2
F ), χ(det))

から、完全列

0 −→ St(χ) −→ IG
B (χ| |1/2

F £ χ| |−1/2
F ) −→ χ(det) −→ 0 (2.7)

を得る。これと命題 2.8 (iii)から

0 −→ χ(det) −→ IG
B (χ| |−1/2

F £ χ| |1/2
F ) −→ St(χ) −→ 0 (2.8)

もわかる。
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2.3.4 二面体型表現

分類の最後に Irr0 G(F )の大部分をなす表現を構成しておこう。
E/F を分離二次拡大として 2.2.3節で用意したO(E)×SL2(F )のWeil表現 (ωE,ψ,S(E))

を考える。ω ∈ Irr(E×)の SO(E)への制限を ω◦と書き、ωE,ψの ω−1
◦ 等型商

S(E)ω−1
◦

:= (S(E) ⊗ ω◦)
SO(E)

= {Φ ∈ S(E) |Φ(g−1v) = ω−1
◦ (g)Φ(v), g ∈ SO(E), v ∈ E}.

上の SL2(F )の表現を π(ω◦, ψ)と書く。これは既約であることが知られている [Sha04]。そ
れをG(F )E := {g ∈ G(F ) | det g ∈ NE/F (E×)}の表現 π(ω, ψ)に

π(ω, ψ)
((

a 0

0 1

))
Φ(v) := ω(z)|z|1/2

E Φ(vz), a = NE/F (z) ∈ NE/F (E×).

により延ばす。右辺は aをノルムに持つ z ∈ E×の取り方によらないことに注意する。以
上のもとで π(ω) := ind

G(F )
G(F )E

π(ω, ψ)と定める。

定理 2.12. (i) π(ω) ∈ Irr G(F )であり、これはψによらない。χ(det)π(ω) = π(ω(χ◦NE/F )),
ωπ(ω) = (ω|F×)ωE/F である。
(ii) Gal(E/F )の生成元を σと書く。σ(ω) := ω ◦ σ ̸= ωのとき、π(ω)は超カスプ表現であ
る。σ(ω) = ωのときには、ある χ ∈ Irr F×に対して ω = χ ◦ NE/F , π(ω) ≅ π(χ, χωE/F )

である。
(iii)二つのデータ (E,ω), (E ′, ω′)に対して π(ω) ≅ π(ω′)となるためには、indWF

WE
(ω) ≅

indWF
WE′ (ω

′)となることが必要十分である。ただしWF はF のWeil群 (A.2節参照)であり、
ω ∈ Irr E×は定理A.5により ω : WE → C×と同一視されている。

注意 2.13. (i) F の剰余標数が 2でなければ Irr0 G(F )の任意の元はある (E,ω)に対する
π(ω)である。剰余標数 2の場合には extraordinary表現と呼ばれる、二面体型でない既約
超カスプ表現が存在する。
(ii)定理 2.12の (i), (ii)は [JL70,定理 4.6]で証明されている。しかし (iii)の証明は難しく、
GL(2)の局所ベースチェンジリフト [Lan80]が必要である。
(iii) π(ω)は局所 Langlands対応で (無限次)二面体群に像を持つWF の表現 indWF

WE
(ω)に対

応するため、二面体型表現と呼ばれる。
(iv) E/F = C/Rの場合にも類似の構成により二面体型表現 π(ω), (ω ∈ Irr C×)が得られ、
上の定理が成り立つ。

2.3.5 補足

π ∈ Irr G(F )が不分岐 (unramified)とは π(K)で不変なベクトルを持つこととする。
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• χ1, χ2 ∈ Irr F×, χ1χ
−1
2 ̸= | |±1

F が不分岐、つまり χi|O×が自明なとき、

f 0
((

a b

0 d

)
k
)

:= χ1(a)χ2(d)
∣∣∣a
d

∣∣∣1/2

F
, k ∈ K

は定義可能なK不変ベクトル f0 ∈ π(χ1, χ2)を与える。

• χ ∈ Irr F×が不分岐のとき、χ(det)はK上自明である。

G(F )の不分岐な既約表現は上の二種しかないことが知られている。
G(F )の滑らかな表現 (π, V )がユニタリ化可能 (unitarizable)とは、R双線型形式 ( , ) :

V ⊗R V → V で

• (ξ, ξ) = 0となるのは ξ = 0の場合に限る。

• (zξ1, ξ2) = z(ξ2, ξ1), z ∈ C, ξi ∈ V ;

• (π(g)ξ1, ξ2) = (ξ1, π(g−1)ξ2), g ∈ G(F ), ξi ∈ V

を満たすものが存在することとする。つまり ( , )は V 上G(F )不変な内積であり、それに
関して V を完備化したものをHと書けば πはユニタリ表現 (π,H)に延びる。逆にG(F )

のユニタリ表現 (π,H)に対して

V := {ξ ∈ H | ξはある開部分群Kξ ⊂ G(F )で不変 }

とおけば (π, V )はG(F )の滑らかな表現になる。

事実 2.14 ([BZ76]定理 4.21). 上の (π, V ) 7→ (π,H), (π, V ) ← [ (π,H)は Irr G(F )内のユニ
タリ化可能な同型類の集合とG(F )の既約ユニタリ表現の同値類の集合 Π(G(F ))の間の
全単射を与える。

この事実を受けて Irr G(F )内のユニタリ化可能な同型類の集合をΠ(G(F ))と書くこと
にする。同様に F×のユニタリ指標の群をΠ(F×)⊂ Irr F×で表す。

命題 2.15. Π(G(F ))は次の 5タイプの同型類からなる。(a), (b)をまとめて既約二乗可積
分表現、または離散系列 (discrete series)表現と呼び、(a)–(c)を既約緩増加 (tempered)表
現という。

(a) 中心指標 ωπがユニタリな π ∈ Irr0 G(F );

(b) St(χ), (χ ∈ Π(F×));

(c) π(χ1, χ2), (χi ∈ Π(F×));

(d) χ(det), (χ ∈ Π(F×));

(e) 補系列表現 π(χ| |sF , χ| |−s
F ), (χ ∈ Π(F×), 0 < s < 1/2).
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最後に反傾表現について補足しておこう。θ2(g) := wtg−1w−1とおけば、π ∈ Irr G(F )

に対して π∨ ≅ π ◦ θ2であることが知られている [BZ76,定理 7.3]。θ2(g) = det g−1 · gだか
ら、これは

π∨ ≅ ωπ(det)−1π (2.9)

とも書ける。

2.4 アルキメデス局所体上のGL2の表現

ここではF = RまたはCの場合のGL2(F )の既約ユニタリ表現の同値類の集合Π(G(F ))

を記述する。実 Lie群の表現論の文献は数多いが、ここでは [Wal88]を参照する。

2.4.1 Harish-Chandra加群

G(F )を実 Lie群と見てその Lie環を gR = M2(F ),その複素化を

g := gR ⊗R C ≅

{
M2(C) F = Rのとき
M2(C) ⊕ M2(C) F = Cのとき

と書く。U(g)で gの普遍包絡環 (1.4節参照)を、Kの Lie環を kRで表す。
(π, V )が (g, K)加群とは、複素ベクトル空間 V 上の

• U(g)加群構造 π : U(g) → EndC(V )と

• Kの表現 π : K → GLC(V )で局所有限、つまり任意の v ∈ V に対して span π(K)v

が有限次元であるもの10

の対であって条件

d

dt
π(exp tX)v

∣∣∣
t=0

= π(X)v, X ∈ kR, v ∈ V, (2.10)

π(k) ◦ π(X) ◦ π(k−1) = π(Ad(k)X), k ∈ K, X ∈ U(g) (2.11)

を満たすもののこととする。特にこのときπ|Kは既約 (ユニタリまたは有理)表現の直和に
分解する。Kの各既約表現 τ の π|Kでの等型部分空間 V [τ ]が有限次元のとき (π, V )は許
容 (g, K)加群であるという。さらに長さが有限な (g, K)加群をG(F )のHarish-Chandra
加群という。このノートではG(F )の既約Harish-Chandra加群の同型類の集合を Irr G(F )

と書くことにする。
Harish-Chandra加群 (π, V )がユニタリ化可能 (unitarizable)とは、エルミート内積 ( , ) :

V ⊗R V → Cであって

• (π(X)ξ, ξ′) = −(ξ, π(X)ξ′), (X ∈ g, ξ, ξ′ ∈ V );
10K の有限次元表現 (ρ,E)は C代数群の準同型 ρ : KC → GLC(E)の制限にほかならないから、これは

K ∋ k 7→ π(k)v ∈ spanπ(K)vが多項式写像であることを保証する。
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• (π(k)ξ, ξ′) = (ξ, π(k−1)ξ′), (k ∈ K, ξ, ξ′ ∈ V )

を満たすものが存在することとする。(実際は一つ目を満たす ( , )があれば、それをK上
で平均して二つ目も成り立つようにできる。) G(F )のユニタリ表現 (π,H)に対して

HK :=

{
ξ ∈ H

∣∣∣∣∣ (i) G(F ) ∋ g 7→ π(g)ξ ∈ HはC∞級
(ii) dim span π(K)ξ < +∞

}

をそのK有限ベクトルの空間という。HKには

π(X)ξ :=
d

dt
π(exp tX)ξ

∣∣∣
t=0

, X ∈ gR

により自然に (g,K)加群の構造が入る。

事実 2.16 ([HC53], [Wal88]の3.4節). (i) G(F )の既約ユニタリ表現 (π,H)に対して (π,HK)

は既約Harish-Chandra加群である。
(ii) H 7→ HKは Π(G(F ))から Irr G(F )内のユニタリ化可能な元の集合 Irrunit G(F )への
単射である。

2.4.2 G(F )の既約Harish-Chandra加群

T (F )の有限次元表現 (τ, V )に対して

(i) f
((

a b

0 d

)
g
)

= τ
((

a 0

0 d

)) ∣∣∣a
d

∣∣∣1/2

F
f(g),

(ii) span{G(F ) ∋ g 7→ f(gk) ∈ C | k ∈ K}は有限次元。

を満たす函数の空間を IG
B (V )と書けば、これは右移動作用

R(X)f(g) :=
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣
t=0

, X ∈ gR

により自然にHarish-Chandra加群になる。これを (τ, V )からの (Bに沿っての)放物的誘
導 (g, K)加群といい、(IG

B (τ), IG
B (V ))と書く。

事実 2.16から Π(G(F ))を記述するには Irrunit G(F )を把握することが必要である。そ
れを含む Irr G(F )を記述するには次の事実が出発点となる。(系 2.6と比較せよ。)

事実 2.17 (Casselmanの部分表現定理, [Wal88]の3.8.3). Irr G(F )の任意の元はある IG
B (χ1£

χ2), (χi ∈ Irr F×)の部分表現に同型である。

そこで一般主系列表現 IG
B (χ1 £ χ2)の組成因子を決定したい。これは Cartan-Weyl理論

と同様の手筋でできる。例として F = Rの場合を解説しよう。
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χ1χ
−1
2 = | |sRsgnϵ, (s ∈ C, ϵ ∈ Z/2Z)と書く。パリティ条件 n ≡ ϵ (mod 2)を満たす

n ∈ Zに対して

fn

((
a b

0 d

)(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

))
:= χ1(a)χ2(d)

∣∣∣a
d

∣∣∣1/2

R
einθ

は岩澤分解の取り方によらず定義可能な IG
B (χ1 £χ2)の元で、{fn |n ∈ ϵ+2Z}は IG

B (χ1 £
χ2)の基底をなす。gは 1.3節の (1.3)の元とスカラー行列で生成される。スカラー行列は
IG
B (χ1 £ χ2)全体に中心指標 χ1χ2の微分で作用する。それ以外の元は

R(U)fn = inϕn, R(X)fn =
s + 1 + n

2
fn+2, R(Y )fn =

s + 1 − n

2
fn−2

と作用することは容易に確かめられる [JL70, 補題 5.6]。従って s /∈ ϵ − 1 + 2Zのときは
IG
B (χ1 £ χ2)は g加群としてすでに既約である。そうでないとき

(i) s ≥ 0のとき。s = k − 1, (k ∈ ϵ + 2Z)と書けば R(X)f−k = R(Y )fk = 0より、
IG
B (χ1 £ χ2)の真部分 g加群は

V+ := span {fn |n ∈ k + 2N}, V− := span {fn |n ∈ −k − 2N}

と、k ≥ 2のときには V+ ⊕ V−である。

(ii) s < 0のとき。s = 1 − k, (k ∈ ϵ + 1 + 2Z)と書くとR(X)fk−2 = 0, R(Y )f2−k = 0よ
り、IG

B (χ1 £ χ2)の真部分 g加群は

V+ := span {fn |n ∈ 2 − k + 2N}, V− := span {fn |n ∈ k − 2 − 2N}

と V+ ∩ V− = span {fk−2, fk−4, . . . , f2−k}のみである。

一方K = SO2(R) o 〈( 1 0
0 −1 )〉の作用は

R
((

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

))
fn = einθfn, R

((
1 0

0 −1

))
fn = χ2(−1)f−n

となり、上の V±は後者の作用で移り合うことがわかる。以上の考察から次の命題は容易
に従う。
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命題 2.18. (i) χ1, χ2 ∈ Irr R×が χ1χ
−1
2 ̸= | |nRsgnn+1, (∀n ̸= 0, ∈ Z)を満たすとき、IG

B (χ1 £
χ2)は既約。これを π(χ1, χ2)と書く。
(ii)そうでないとき、必要なら χ1, χ2を並べ替えて χ1χ

−1
2 = | |k−1

R sgnk, (k ∈ 2 + N)と書け
る。このとき完全列

0 −→ π(ωk−1
λ ) −→ IG

B (χ1 £ χ2) −→ χ2(det)| det |1/2
R ρk−1 −→ 0,

0 −→ χ2(det)| det |1/2
R ρk−1 −→ IG

B (χ2 £ χ1) −→ π(ωk−1
λ ) −→ 0

がある。ただし λ ∈ Cは χ2(a) = aλ+(1−k)/2, (a ∈ R×
+)となるもので、π(ωk−1

λ )はC×の擬
指標 ωk−1

λ (z):= (z/z̄)(k−1)/2(zz̄)λに対応する既約二面体型表現である。また ρnは 2変数
n − 1次斉次多項式の空間 Sn−1[X,Y ]にG(R)を

ρn

((
a b

c d

))
f(X,Y ) := f(aX + cY, bX + dY )

と作用させて得られる n次元既約表現を表す。
(iii) Irr G(R)の任意の元は (i), (ii)に現れた既約表現のいずれかに同型である。また (i), (ii)
の既約表現のうち互いに同型なものは π(χ1, χ2) ≅ π(χ2, χ1)だけである。

注意 2.19. (i) π(ωk−1
λ )の中心指標は | |2λ

R sgnkで、その SL2(R)への制限はウェイト kの正
則離散系列表現とウェイト −kの反正則離散系列表現の直和である。記号の示すとおり
π(ωk−1

λ )はこの二つの条件で特徴づけられる。
(ii)命題の (ii)の状況で {χ1, χ2} ̸= {χ1sgn, χ2sgn}であるが、IG

B (χ1 £ χ2)と IG
B (χ1sgn £

χ2sgn)は組成因子 π(ωk−1
λ )を共有する。つまりアルキメデス的な場合には命題 2.8 (iii)の

類似は成り立たない。

F = Cの場合の分類結果は次のようになる。上の命題の (ρn, Sn−1[X,Y ])はGL2(C)の
既約表現に延びるが、その

SU2(R) =

{(
z w

−w̄ z̄

) ∣∣∣∣∣ zz̄ + ww̄ = 1

}

への制限をやはり ρnで表す。Π(SU2(R)) = {ρn |n ∈ Z}である。この ρnの行列成分の空
間をA(ρn)と書く。f ∈ IG

B (χ1 £ χ2)で任意の g ∈ G(C)に対して SU2(R) ∋ k 7→ f(gk) ∈
Cが A(ρn)に属するようなものたちのなす空間を IG

B (χ1 £ χ2)[ρn]で表す。χ1χ
−1
2 (z) =

(zz̄)s(z/z̄)k/2, (s ∈ C, k ∈ Z)と書けば、K加群としての分解

IG
B (χ1 £ χ2) =

⊕
n∈|k|+1+2N

IG
B (χ1 £ χ2)[ρn]

がある。
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命題 2.20. (i) χ1χ
−1
2 (z) ̸= zpz̄q, (∀p, q ∈ Z, pq > 0)のとき、IG

B (χ1 £ χ2)は既約である。こ
れを π(χ1, χ2)と書く。
(ii)そうでないとき、必要なら χ1, χ2を入れ替えて、χ1χ

−1
2 (z) = zpz̄q, (p, q ∈ Z>0)である

としてよい。このとき完全列

0 −→ σ(χ1, χ2) −→ IG
B (χ1 £ χ2) −→ χ2(det)| det |1/2

C ρp ⊗ ρ̄q −→ 0,

0 −→ χ2(det)| det |1/2
C ρp ⊗ ρ̄q −→ IG

B (χ2 £ χ1) −→ σ(χ1, χ2) −→ 0

がある。ただし σ(χ1, χ2)は既約 (g, K)加群
⊕

k∈p+q+1+2N IG
B (χ1 £ χ2)[ρk]であり、ρ̄q は

GL2(C)の表現 ρqの複素共役を表す。
(iii) Irr G(C)の任意の元は (i), (ii)に現れた既約Harish-Chandra加群のいずれかに同型であ
る。また (i), (ii)に現れた既約Harish-Chandra加群のうち互いに同型なものは π(χ1, χ2) ≅
π(χ2, χ1), σ(χ1, χ2) ≅ σ(χ2, χ1)のみである。

次にユニタリ化可能既約Harish-Chandra加群を記述する。

命題 2.21. (i) Irrunit G(R)は次の 4タイプのHarish-Chandra加群からなる。(a), (b)のタイ
プをまとめて既約緩増加Harish-Chandra加群という。

(a) 離散系列 (g, K)加群 π(ωk−1
λ ), (λ ∈ iR, k ≥ 2,∈ Z);

(b) 主系列 (g,K)加群 π(χ1, χ2), (χ1, χ2 ∈ Π(R×));

(c) 指標 χ(det), (χ ∈ Π(R×));

(d) 補系列 (g,K)加群 π(χ| |sR, χ| |−s
R ), (χ ∈ Π(R×), 0 < s < 1/2).

(ii) Irrunit G(C)は次のHarish-Chandra加群からなる。(a)の表現のみが緩増加である。

(a) 主系列 (g,K)加群 π(χ1, χ2), (χ1, χ2 ∈ Π(C×));

(b) 指標 χ(det), (χ ∈ Π(R×));

(c) 補系列 (g,K)加群 π(χ| |sC, χ| |−s
C ), (χ ∈ Π(C×), 0 < s < 1/2).

これらのユニタリ化可能 (g,K)加群はいずれもG(F )の既約ユニタリ表現のK有限ベ
クトルの空間として得られることが容易に確かめられる。事実 2.16と併せて、アルキメ
デス的な場合にも Irrunit G(F )とΠ(G(F ))を同一視してよいことがわかる。

3 GL2の標準L因子
ここでは前節で分類したG(F )の既約表現 (アルキメデス的な場合には Harish-Chandra

加群)に標準L因子、ε因子というEuler因子を対応させ、それによって前節では捉えきれ
なかった超カスプ表現も含めてすべての既約表現にラベル付けができることを見る。
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3.1 Heckeの量指標L因子

Heckeの量指標は “GL1(A)上の保型形式”であるが、Hecke自身によるその定義は不分
岐およびアルキメデス局所成分だけを記述するためわかりにくいものだった。それがイ
デール類群の指標であることを看破したのはWeilであり、量指標に付随する L函数の基
本性質は [Wei95, VII章]で詳説されている。しかし現代整数論、保型 L函数の研究に必
要となる分岐素点での局所因子 (特に ε因子)および局所函数等式を確立したのは Tateの
学位論文 [Tat86]である。ここではこの Tateの結果を [Tat79]に述べられている形で解説
する。

3.1.1 非アルキメデス局所理論

Fを非アルキメデス局所体とし、2節で用意した記号は断りなく用いる。F上のSchwartz-
Bruhat函数の空間を S(F )と書く。非自明指標ψ : F → C1を固定し、dψxをψ自己双対、
すなわちΦ ∈ S(F )の Fourier変換

Φ̂(x) :=

∫
F

Φ(y)ψ(xy) dψy

が Fourier逆公式 ∫
F

Φ̂(y)ψ(−xy) dψy = Φ(x)

を満たすような F 上の不変測度とする。ψの位数、つまり ψが p−n上で自明であるよう
な最大の n ∈ Zを ordψと書くとき、

∫
O dψx = q−ordψ/2であることを覚えておくと計算上

便利である。

局所ゼータ積分 F×上の任意の不変測度 dx×を固定し、χ ∈ Irr F×, Φ ∈ S(F )に対する
Tateのゼータ積分を

Z(s, χ, Φ) :=

∫
F×

Φ(x)χ(x)|x|sF dx×

と定める。形式的にこれは

Z(s, χ, Φ) =
∑
n∈Z

∫
ϖnO×

Φ(x)χ(x)|x|sF dx×

=
∑
n∈Z

(χ(ϖ)q−s)n

∫
O×

Φ(ϖnx)χ(x) dx×
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と書ける。またΦ ∈ S(F )に対してN ∈ Nで suppΦ ⊂ p−N かつΦが pN 剰余類上で定数
となるものが取れる。よって χが不分岐ならば

Z(s, χ, Φ) =
N−1∑

n=−N

(χ(ϖ)q−s)n

∫
O×

Φ(ϖnx)χ(x) dx×

+ meas(O×)Φ(0)
∞∑

n=N

(χ(ϖ)q−s)n

=
N−1∑

n=−N

(
χ(ϖ)n

∫
O×

Φ(ϖnx)χ(x) dx×
)
q−ns

+
meas(O×)Φ(0)χ(ϖ)Nq−Ns

1 − χ(ϖ)q−s
;

(3.1)

χが分岐しているならば

Z(s, χ, Φ) =
N−1∑

n=−N

(χ(ϖ)q−s)n

∫
O×

Φ(ϖnx)χ(x) dx×

+
∞∑

n=N

(χ(ϖ)q−s)nΦ(0)

∫
O×

χ(x) dx×

=
N−1∑

n=−N

(
χ(ϖ)n

∫
O×

Φ(ϖnx)χ(x) dx×
)
q−ns.

(3.2)

と書ける。

定理 3.1. (i) Z(s, χ, Φ)はℜs ≫ 0で絶対収束し q−sの有理函数を定める。
(ii) L因子

L(s, χ) :=


1

1 − χ(ϖ)q−s
χが不分岐のとき

1 それ以外のとき

はZ(s, χ, Φ)/L(s, χ) ∈ C[qs, q−s]を満たす。しかもZ(s, χ, Φχ) = L(s, χ)となるΦχ ∈ S(F )

がある。
(iii)特に χが不分岐でΦがOの特性函数 1Oなら、Z(s, χ, 1O) = volO× · L(s, χ).
(iv) sの指数函数 ε(s, χ, ψ)で局所函数等式

Z(1 − s, χ−1, Φ̂)

L(1 − s, χ−1)
= ε(s, χ, ψ)

Z(s, χ, Φ)

L(s, χ)

が成り立つものがただ一つある。
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局所定数の計算 (i) ψを ψa(x) := ψ(ax), (a ∈ F×)で取り替えると、Fourier変換は

FψaΦ(x) =

∫
F

Φ(y)ψa(xy) dψay =

∫
F

Φ(y)ψ(axy)|a|1/2
F dψy = |a|1/2

F Φ̂(ax)

になるから、

Z(1 − s, χ−1,FψaΦ) =

∫
F×

|a|1/2
F Φ̂(x)χ−1(a−1x)|a−1x|1−s

F dx×

=χ(a)|a|s−1/2
F Z(1 − s, χ−1, Φ̂).

よって

ε(s, χ, ψa) = χ(a)|a|s−1/2
F ε(s, χ, ψ) (3.3)

である。特に χが不分岐ならば

ε(s, χ, ψ) = χ(ϖ)ordψq(1/2−s)ordψ (3.4)

である。
(ii) χが分岐している場合。簡単のためにO×の測度が 1となる dx×を取る。

Φχ(x) :=

{
χ−1(x) x ∈ O×のとき

0 それ以外のとき

とおけば明らかに Z(s, χ, Φχ) = 1 = L(s, χ)である。一方、χの導手 (conductor)11 a(χ)

∈ Nを使うと、

Φ̂χ(x) =

∫
O×

χ−1(y)ψ(xy) dψy =
∑

γ∈O×/(1+pa(χ))

∫
1+pa(χ)

χ−1(γy)ψ(xγy) dψy

=
∑

γ∈O×/(1+pa(χ))

χ−1(γ)

∫
pa(χ)

ψ(xγ(1 + y)) dψy

=
∑

γ∈O×/(1+pa(χ))

χ−1(γ)ψ(γx)

∫
pa(χ)

ψ(γxy) dψy

を得る。右辺の積分はpa(χ)のψ双対格子p−a(χ)−ordψの特性函数の (vol pa(χ) = q−a(χ)−ordψ/2)

倍に等しい。よって

ε(s, χ, ψ) =
Z(1 − s, χ−1, Φ̂χ)L(s, χ)

L(1 − s, χ−1)Z(s, χ, Φχ)
= Z(1 − s, χ−1, Φ̂χ)

=

∫
F×

∑
γ∈O×/(1+pa(χ))

χ−1(γ)ψ(γx)1p−a(χ)−ordψ(x)

qa(χ)+ordψ/2
χ−1(x)|x|1−s

F dx×

=q−a(χ)−ordψ/2
∑

γ∈O×/(1+pa(χ))

∫
p−a(χ)−ordψ

χ−1(γx)ψ(γx)|γx|1−s
F dx×

=(1 − q−1)q−ordψ/2

∫
p−a(χ)−ordψ

χ−1(x)ψ(x)|x|1−s
F dx×.

(3.5)

11χ|1+pa(χ) = 1となる最小の a(χ) ∈ Nのこと。c(χ) := pa(χ) を χの導手と呼ぶこともある。
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ここで (3.2)から右辺の積分は∫
p−a(χ)−ordψ

χ−1(γx)ψ(γx)|γx|1−s
F dx×

=

ordψ+a(χ)∑
n=ordψ+1

qn(1−s)

∫
p−nrp1−n

χ−1(γx)ψ(γx) dx×

n > ordψから剰余類分解 p−n r p1−n =
∐

ξ∈(p−nrp1−n)/p−ordψ ξ + p−ordψがあるので

=

ordψ+a(χ)∑
n=ordψ+1

qn(1−s)
∑

ξ∈(p−nrp1−n)/p−ordψ

ψ(γξ)

∫
ξ+p−ordψ

χ−1(γx) dx×

ξ ∈ ϖ−nO×から ξ + p−ordψ = ξ(1 + pn−ordψ)ゆえ

=

ordψ+a(χ)∑
n=ordψ+1

qn(1−s)
∑

ξ∈(p−nrp1−n)/p−ordψ

ψ(γξ)χ−1(γξ)

∫
1+pn−ordψ

χ−1(x) dx×

となる。この積分は pn−ordψ ⊂ pa(χ),つまり n = ordψ + a(χ)のとき以外は消えている。こ
れを (3.5)に代入して

ε(s, χ, ψ) = qa(χ)+ordψ/2q−(a(χ)+ordψ)s(1 − q−1)

∫
ϖ−a(χ)−ordψO×

χ−1(x)ψ(x) dx× (3.6)

を得る。

3.1.2 アルキメデス局所理論

F をアルキメデス局所体とする。F 上の Schwartz空間、つまり滑らかで急減少な函数
の空間を S(F )とする。非自明指標 ψ : F → C1はある a ∈ F×を使って

ψ(x) =

{
exp(2πiax) F = Rのとき
exp(2πiTrC/R(ax)) F = Cのとき

と書け、対する ψ自己双対測度は Lebesgue測度を使って

dψx =

{
|a|1/2

R dx F = Rのとき
|a|1/2

C |dx ∧ dx̄| F = Cのとき

となる。このとき [Wei95]の意味の ψ標準函数の空間を

Sψ(F ) :=

{
{e−π|a|Rx2

P (x) |P (x) ∈ C[x]} F = Rのとき
{e−2π|a|1/2

C xx̄P (x, x̄) |P (x, y) ∈ C[x, y]} F = Cのとき
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と定める12。
Tateの局所ゼータ積分を計算しよう。F = Rのとき、χ ∈ Irr R×は χ(x) = |x|λRsgn(x)ϵ,

(λ ∈ C, ϵ = 0, 1)と書ける。dx× := dx/|x|Rとする。Φn(x) := e−π|a|Rx2
xn, (n ∈ N)たちは

Sψ(R)の基底をなす。このとき

Z(s, χ, Φn) =

∫
R×

e−π|a|Rx2

xnsgnϵ(x)|x|λ+s−1
R dx

は n ̸≡ ϵ (mod 2)なら奇函数の積分となって 0, n ≡ ϵ (mod 2)なら n +ℜ(λ + s) > 0の範
囲で

Z(s, χ, Φn) =2

∫ ∞

0

e−π|a|Rx2

xn+λ+s dx×

=2(π|a|R)−(n+λ+s)/2

∫ ∞

0

e−y2

yn+λ+s dy×

=(π|a|R)−(n+λ+s)/2

∫ ∞

0

e−tt(n+λ+s)/2 dt×

=|a|−(n+λ+s)/2
R · π−(n+λ+s)/2Γ

(n + λ + s

2

)
(3.7)

となる。Γ(s)は勿論ガンマ函数である。
F = Cのとき、χ ∈ Irr C×は χ(z) = |z|λC(z/z̄)m/2, (λ ∈ C, m ∈ Z)と書ける。やはり

Φn,n′(z) := e−2π|a|1/2
C zz̄znz̄n′ , (n, n′ ∈ N)は Sψ(C)の基底をなす。乗法群 C×上の不変測度

は dz× = dx dy/|z|C, (z = x + iy)と選んでおく。ゼータ積分を極座標で書くと

Z(s, χ, Φn,n′) =

∫
C×

e−2π|a|1/2
C zz̄|z|(n+n′)/2+λ+s−1

C

(z

z̄

)(m+n−n′)/2

dx dy

=

∫ ∞

0

e−2π|a|1/2
C r2

rn+n′+2(λ+s−1)r dr

∫ 2π

0

ei(m+n−n′)θ dθ

となる。これは n′ ̸= m + nのとき 0, n′ = m + nのときは (i)と同様の変形を使って
m/2 + n + ℜ(λ + s) > 0で

Z(s, χ, Φn,m+n) =2π

∫ ∞

0

e−2π|a|1/2
C r2

rm+2(n+λ+s) dr×

=|a|−m/4−(n+λ+s)/2
C π(2π)−(m/2+λ+s+n)Γ

(m

2
+ λ + s + n

) (3.8)

となる。n′ ∈ Nから n ≥ max(0,−m)でなくてはならないことに注意する。
12F = Rとする。Gauss分布の積分式

∫
R e−πx2

dx = 1の左辺に Cauchyの積分定理を用いて

eπy2
∫

R
e−πx2

e2πixy dx =
∫

R+iy

e−πz2
dz = 1

を得る。(等高線積分の評価は簡単である。)これを変数変換して e−π|a|Rx2
の ψについての Fourier変換は

自分自身であることが確かめられる。その式を順次微分すれば Sψ(R)が ψについての Fourier変換で保た
れることがわかる。F = Cの場合も上の議論を 2変数にすることで同じ主張が示される。
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定理 3.2. (i) χ ∈ Irr F×, Φ ∈ S(F )に対して Z(s, χ, Φ)はℜs ≫ 0で絶対収束し、s ∈ Cの
有理型函数に延びる。
(ii) ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) := 2(2π)−sΓ(s)として

L(s, χ) :=

{
ΓR(s + λ + ϵ) F = R, χ = | |λRsgnϵのとき

ΓC(s + λ − |m|/2) F = C, χ(z) = |z|λC(z/z̄)m/2のとき

とおくと、Z(s, χ, Φ)/L(s, χ), (Φ ∈ S(F ))は s ∈ Cの整函数であり、あるΦχ ∈ Sψ(F )に
対してZ(s, χ, Φχ) = L(s, χ)となる。
(iii)ある指数函数 ε(s, χ, ψ) ∈ C×があって、定理 3.1 (iv)と同じ局所函数等式が成り立つ。

局所定数の計算 関係式 (3.3)は常に成り立つから、計算は

ψ0 :=

{
exp(2πi·) F = Rのとき
exp(2πiTrC/R(·)) F = Cのとき

の場合に帰着される。

(i) F = Rのとき。dx× := dx/|x|R (dxは Lebesgue測度)と取れば、(3.7)から χ =

| |λRsgnϵ, (λ ∈ C, ϵ = 0, 1)に対して Φχ := Φϵが定理 3.2 (ii)を満たすことがわかる。
一方 ψ = ψ0のときには ∫

R
e−πy2

e2πixy dy = e−πx2

の両辺を xについて微分して Φ̂1 = iΦ1がわかるから、Φ̂χ = iϵΦχである。よって
Φχ−1 = Φχと取れることに注意すれば

ε(s, χ, ψ) =χ(a)|a|s−1/2
R ε(s, χ, ψ0)

= sgn(a)ϵ|a|λ+s−1/2
R

Z(1 − s, χ−1, iϵΦχ)

L(1 − s, χ−1)
= (sgn(a)i)ϵ|a|λ+s−1/2

R .
(3.9)

(ii) F = Cのとき。やはり dz× = |dz ∧ dz̄|/|z|C = 2dx dy/|z|C とすれば、(3.8)から
χ(z) = |z|λC(z/z̄)m/2, (λ ∈ C, m ∈ Z)に対して

Φχ(z) =

{
(2π)−1Φ0,m(z) m ≥ 0のとき

(2π)−1Φ−m,0(z) m < 0のとき

と取ることができる。特にΦχ−1 = Φ̄χである。一方

e−2πzz̄ =

∫
C

e−2πww̄e2πi(zw+z̄w̄) |dw ∧ dw̄|
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の両辺を z, z̄それぞれについて n回微分して

inΦ0,n(z) =

∫
C

Φn,0(w)ψ0(zw) |dw ∧ dw̄|,

inΦn,0(z) =

∫
C

Φ0,n(w)ψ0(zw) |dw ∧ dw̄|

を得る。これらから

ε(s, χ, ψ) =χ(a)|a|s−1/2
C ε(s, χ, ψ0)

= (a/ā)m/2|a|λ+s−1/2
C

Z(1 − s, χ−1, i|m|Φ̄χ)

L(1 − s, χ−1)
= i|m|(a/ā)m/2|a|λ+s−1/2

C

(3.10)

が従う。

3.2 非アルキメデス標準L因子

再びF を標数が 2でない非アルキメデス局所体とする。ここではG(F )の既約表現の標
準L因子、ε因子を定義し、次いで 2.3.3, 2.3.4節で分類したG(F )の既約許容表現に付随
する L, ε因子を計算する。

3.2.1 不分岐因子

上半平面上の保型形式に付随する標準L函数はMordellにより、Mellin変換というFourier
変換の一種で定義された [石井, 2.2]。その後HeckeがいわゆるHecke作用素を用いてその
Euler積展開を与えた。歴史的順序とは逆になるが、保型L函数の概念の一般化の道筋が
見やすくなるので、ここでは Hecke作用素による不分岐 L因子の定義をまず解説し、次
の 3.2.2節でMellin変換の局所類似による定義を与える。

G(F )の不分岐Hecke環とは、G(F )上のコンパクト台付き両側K不変函数のなす畳み込
み代数HK(G(F )) ⊂ H(G(F ))のことである。ただしG(F )上の両側不変測度はvol K = 1

となるものに取る。HK(G(F ))は

Tp := K

(
1 0

0 ϖ

)
Kの特性函数, Rp := ϖKの特性函数

で生成される可換C代数である。さて T (F )の不分岐な擬指標の群は

Irr (T (F )/T (O)) ∋ χ1 £ χ2 7−→ (χ1(ϖ), χ2(ϖ)) ∈ (C×)2 =: T̂

によって複素トーラス T̂ と同一視される。(χ1(ϖ), χ2(ϖ)) ∈ T̂ から誘導される不分岐主
系列表現 IG

B (χ1 £ χ2)の同型類は (χ1, χ2)の並べ替えによらないから、写像

S : HK(G(F )) ∋ h 7−→ [(χ1(ϖ), χ2(ϖ)) 7→ trIG
B (χ1 £ χ2, h)] ∈ C[T̂ ]S2
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が得られる。ここで trIG
B (χ1 £χ2)は IG

B (χ1 £χ2)の指標 (2.2.1節参照)である13。またC[T̂ ]

は T̂ 上の多項式函数の環、C[T̂ ]S2 はその並べ替え (z1, z2) 7→ w(z1, z2) := (z2, z1)で不変
な元からなる部分環である。これは定義可能な同型であり、佐武同型と呼ばれている。

例 3.3. 佐武同型を具体的に計算してみよう。大域的な場合と同様にレベル pnのHecke部
分群

K0(p
n) :=

{(
a b

c d

)
∈ K

∣∣∣∣∣ c ∈ pn

}
を導入する。ここでは特に標準岩堀部分群K0(p)を使う。
(i) S(Tp)の計算。

IG
B (χ1 £ χ2, Tp)f

0(1) =

∫
G(F )

Tp(g)f0(g) dg =

∫
K( 1 0

0 ϖ )K

f0(g) dg

=
∑

γ∈K( 1 0
0 ϖ )K/K

f0(γ)

である。K ∩ Ad ( 1 0
0 ϖ ) K = K0(p)および剰余体 kF 上の Bruhat分解 G(kF ) = B(kF ) ⊔

U(kF )w−1B(kF )に注意して

K

(
1 0

0 ϖ

)
K/K = (K · Ad

((
1 0

0 ϖ

))
K/Ad

((
1 0

0 ϖ

))
K)

(
1 0

0 ϖ

)

=
(
K

/
K0(p)

) (
1 0

0 ϖ

)
=

(
{12} ⊔

{(
1 α

0 1

)
w−1

∣∣∣∣∣ α ∈ O/p

}) (
1 0

0 ϖ

)

=

{(
1 0

0 ϖ

)}
⊔

{(
1 α

0 1

)(
ϖ 0

0 1

)
w−1

∣∣∣∣∣ α ∈ O/p

}
を得る。これから

IG
B (χ1 £ χ2, Tp)f

0(1) =f0
((

1 0

0 ϖ

))
+

∑
α∈O/p

f 0
((

ϖ α

0 1

)
w−1

)
=q1/2χ2(ϖ) +

∑
α∈O/p

q−1/2χ1(ϖ)

=q1/2(χ1(ϖ) + χ2(ϖ))f 0(1),

(3.11)

つまり S(q−1/2Tp)は tr : T̂ ∋ (t1, t2) 7→ t1 + t2 ∈ Cに一致する。
(ii)同様に S(Rp)が det : T̂ ∋ (t1, t2) 7→ t1t2 ∈ Cに対応することも確かめられる。

13h ∈ HK(G(F ))に対する作用素

IG
B (χ1 £ χ2, h)φ(x) :=

∫
G(F )

h(g)φ(xg) dg

の像は、2.3.5節の不分岐ベクトル f0 ∈ IG
B (χ1£χ2)の定数倍だから、IG

B (χ1£χ2, h)f0 = trIG
B (χ1£χ2, h)·f0

である。

51



SS
20

08

定義 3.4. 不分岐な π ∈ Irr G(F ) (2.3.5節)に対して、X2 − trπ(q−1/2Tp)X + trπ(Rp)の二
つの根を α(π), β(π)とする。つまり [α(π), β(π)] = [χ1(ϖ), χ2(ϖ)] (重複度付き集合の等
式)である。このとき πの標準 L因子を次で定める。

L(s, π) :=
1

(1 − α(π)q−s)(1 − β(π)q−s)
=

1

1 − π(Tp)q−s−1/2 + π(Rp)q−2s

3.2.2 標準 L因子の定義

一般の π ∈ Irr G(F )に対してL, ε因子を定義するにはWhittaker模型 (2.3.2節)を使う。

定理 3.5. 無限次元の π ∈ Irr G(F )はただ一つの ψ-Whittaker模型を持つ。

証明. (スケッチ) Wψ(π)の存在を示す。任意の π ∈ Irr G(F )に対して、補題 2.10の証明
の完全列 (2.5)

0 −→ ind
B(F )
ZU(F )(πU,ψ ⊗ ψU) −→ π|B(F ) −→ δ

1/2
B πB ⊗ 1U(F ) −→ 0 (3.12)

が成り立つ。無限次元の πが ψ-Whittaker模型を持たない、つまり πU,ψ = 0だとすると、
π|B(F ) = δ

1/2
B πB ⊗ 1U(F )である。πが超カスプ的ならこれは 0となって矛盾。そうでない

ときも系 2.6,補題 2.7から dim π ≤ 2となって仮定に矛盾する。
超カスプ的でない π(χ1, χ2), St(χ) ↪→ IG

B (χ1 £ χ2)のWhittaker模型の一意性は、例 2.9
から直ちに従う。超カスプ表現の場合の一意性については [BZ76, III章]を見よ。

系 3.6. 任意の π ∈ Irr G(F )に対して完全列

0 −→ ind
B(F )
ZU(F )(ωπ ⊗ ψU) −→ π|B(F ) −→ δ

1/2
B πB ⊗ 1U(F ) −→ 0

が成り立つ。

無限次元の π ∈ Irr G(F )の ψ-Whittaker模型Wψ(π)を取る。W ∈ Wψ(π), χ ∈ Irr F×,
s ∈ Cに対して Jacquet-Langlandsのゼータ積分を

Z(s, χ,W ; g) :=

∫
F×

W
((

a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

F da×

と定める。ここで da×は F×上の任意の不変測度である。
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定理 3.7. (i) Z(s, χ,W ; g)はℜs ≫ 0で絶対収束し、q−sの有理函数になる。
(ii) L(s, π × χ) ∈ {Z(s, χ,W ; g) |W ∈ Wψ(π)}で次の条件を満たすものがただ一つある。

(a) 任意のW ∈ Wψ(π)に対してZ(s, χ,W ; g)/L(s, π × χ)は sの整型函数。

(b) L(s, π × χ)は定数項が 1の q−sの多項式の逆数。

(iii)指数函数 ε(s, π × χ, ψ)で、任意のW ∈ Wψ(π)に対して局所函数等式

Z(1 − s, χ−1,W∨; wg) = γ(s, π × χ, ψ)ω−1
π (det g)Z(s, χ,W ; g),

γ(s, π × χ, ψ) :=
ε(s, π × χ, ψ)L(1 − s, π∨ × χ−1)

L(s, π × χ)

が成り立つものがただ一つある。W∨(g) := ωπ(det g)−1W (g)は π∨のWhittaker模型に属
することに注意する ((2.9)参照)。

Jacquet-Langlandsによるこの定理の証明はゼータ積分の具体的な計算によっている [JL70]。
これは、無限小指標や極小Kタイプによるシンプルな既約表現の分類があるアルキメデ
ス的な場合と異なり、L, ε因子の構成と同時にそれを用いて非アルキメデス的なGL2(F )

の既約表現の分類をしなければならなかったからである。以下ではその計算を解説する。
まず上の定義からすぐわかるように

L(s, π × χµ) = L(s, µ(det)π × χ), ε(s, π × χµ, ψ) = ε(s, µ(det)π × χ, ψ) (3.13)

であるから、L(s, π) := L(s, π × 1), ε(s, π, ψ) := ε(s, π × 1, ψ)を計算すれば十分である。

3.2.3 準備—局所Hecke写像

O(F 2) × SL2(F )のWeil表現 (ωF 2,ψ,S(F 2))を思い出す (2.2.3節)。

ωF 2,ψ(g)Φ

(
x

y

)
=Φ

(
g−1

(
x

y

))
, g ∈ O(F 2),

ωF 2,ψ

((
a 0

0 a−1

))
Φ

(
x

y

)
=|a|F Φ

(
ax

ay

)
, a ∈ F×,

ωF 2,ψ

((
1 b

0 1

))
Φ

(
x

y

)
=ψ(bxy)Φ

(
x

y

)
, b ∈ F,

ωF 2,ψ

((
0 −1

1 0

))
Φ

(
x

y

)
=

∫
F 2

Φ

(
x′

y′

)
ψ(−xy′ − x′y) dx′ dy′.

(2.2)

G(F )は SL2(F )と {( a 0
0 1 ) | a ∈ F×}で生成される。今の場合には

ωF 2,ψ

((
a 0

0 1

))
Φ

(
x

y

)
:= Φ

(
ax

y

)
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と定めることにより、ωF 2,ψをG(F )の表現に延ばせることに注意しよう。上のωF 2,ψの実
現 (Schrödinger模型という)の部分 Fourier変換

Φ̃(x, y) :=

∫
F

Φ

(
x

y′

)
ψ(yy′) dy′

を取ることで、混合模型と呼ばれる実現 (ωF 2,ψ,S(F 2))に移る。混合模型に対する以下の
公式は容易に確かめられる。ただし

O(F 2) =

{(
t 0

0 t−1

)∣∣∣∣∣ t ∈ F×

}
o

〈(
0 1

1 0

)〉
と実現している。

ωF 2,ψ

((
t 0

0 t−1

))
Φ̃(x, y) =|t|−1

F Φ̃(t−1(x, y)),

(
t 0

0 t−1

)
∈ SO(F 2),

ωF 2,ψ

((
0 1

1 0

))
Φ̃(x, y) =

∫
F 2

Φ̃(x′, y′)ψ(x′y − xy′) dx′ dy′,

ωF 2,ψ(g)Φ̃(x, y) =Φ̃((x, y)g), g ∈ G(F ).

(3.14)

補題 3.8. Φ ∈ S(F 2), χ1, χ2 ∈ Irr F×に対して、fΦ,χ1,χ2 : G(F ) → Cを次の積分で定める。

fΦ,χ1,χ2(g) :=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

ωF 2,ψ

((
t−1 0

0 t

)
, g

)
Φ̃(0, 1)χ1χ

−1
2 (t) dt×

=χ1(det g)| det g|1/2
F

Z(1, χ1χ
−1
2 , ωF 2,ψ(g)Φ̃(0, ·))
L(1, χ1χ

−1
2 )

(i) |χ1χ
−1
2 | = | |σF として、σ > −1のとき上の積分は絶対収束して全射 G(F )準同型

(ωF 2,ψ,S(F 2)) ∋ Φ 7→ fΦ,χ1,χ2 ∈ IG
B (χ1 £ χ2)を与える。

(ii)任意の (χ1, χ2)で (ωF 2,ψ,S(F 2)) ∋ Φ 7→ fΦ,χ1,χ2 ∈ IG
B (χ1 £ χ2)は非自明なG(F )準同

型である。
(iii)任意の g ∈ G(F )に対してC2 ∋ (s, t) 7→ fΦ,χ1| |sF ,χ2| |tF (g) ∈ Cは整型である。

証明. (i) fΦ,χ1,χ2の定義の二行目は補題の条件下で絶対収束する。そのとき

fΦ,χ1,χ2

((
a b

0 d

)
g
)

=
χ1(ad det g)|ad det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

Φ̃((0, dt)g)χ1χ
−1
2 (t)|t| dt×
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dtを tとおいて

=χ1(ad)|ad|1/2
F χ−1

1 χ2(d)|d|−1
F fΦ,χ1,χ2(g)

=χ1(a)χ2(d)
∣∣∣a
d

∣∣∣1/2

F
fΦ,χ1,χ2(g)

だから fΦ,χ1,χ2 ∈ IG
B (χ1 £ χ2)である。Φ 7→ fΦ,χ1,χ2 がG(F )準同型であることは明らか。

最後に f ∈ IG
B (χ1 £ χ2)に対してΦ ∈ S(F 2)を

Φ̃(x, y) =


L(1, χ1χ

−1
2 )

χ1(det k)volO×f(k) (x, y) = (0, 1)k, (k ∈ K)と書けるとき

0 それ以外のとき

と定める。Kでの (0, 1)の固定化群は U(O)だからこれは定義可能である。このとき

fΦ,χ1,χ2(k) =
1

volO×

∫
F×

Φ̃
(
(0, 1)

(
t−1 0

0 t

)
k
)
χ1χ

−1
2 (t)|t|F dt×

=
1

volO×

∫
O×

f(k) dt× = f(k)

だから上は全射である。
Z(s, χ1χ

−1
2 , ϕ)の主要部が L(s + 1, χ1χ

−1
2 )だから、(ii), (iii)は定理 3.1から従う。

3.2.4 非超カスプ既約表現の L, ε因子

まず主系列表現 π(χ1, χ2)の標準 L因子を計算しよう。

命題 3.9. χ1, χ2 ∈ Irr F×が χ1χ
−1
2 ̸= | |±1

F を満たすとする。
(i)次の積分は収束し、Whittaker汎函数 Λψ,χ1,χ2 : π(χ1, χ2)

∼→ Wψ(π(χ1, χ2))を与える。

Λψ,χ1,χ2(f)(g) :=

∫
F

f
(
w−1

(
1 x

0 1

)
g
)
ψ(x) dx, f ∈ IG

B (χ1 £ χ2).

(ii) L(s, π(χ1, χ2)) = L(s, χ1)L(s, χ2), ε(s, π(χ1, χ2), ψ) = ε(s, χ1, ψ)ε(s, χ2, ψ).
(iii)特に χ1, χ2が不分岐で ord ψ = 0なら、

Z(s, χ, Λψ,χ1,χ2(f
0); 1) = volO× · L(s, π).

証明. (i)まず |χ1χ
−1
2 | = | |σF , σ > −1の場合を考える。形式的には

WΦ,χ1,χ2(g) := Λψ,χ1,χ2(fΦ,χ1,χ2)(g)

=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F

∫
F×

Φ̃
(
(0, t)

(
0 −1

1 x

)
g
)
χ1χ

−1
2 (t)|t|F dt× ψ(x) dx
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積分順序を変えて

=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

∫
F

Φ̃((t, tx)g)ψ(x) dx χ1χ
−1
2 (t)|t|F dt×

=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

∫
F

Φ̃((t, x)g)ψ(−t−1x) dxχ1χ
−1
2 (t) dt×

Fourier逆変換公式を使うと

=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

ωF 2,ψ(g)Φ

(
t

t−1

)
χ1χ

−1
2 (t) dt× (3.15)

である。ここで右辺の被積分函数はF×上のコンパクト台付き局所定数函数だから積分は
収束し、この等式も正当化される。これがG(F )準同型 π(χ1, χ2) → Wψ(G(F ))を与える
ことは容易にわかる。右辺は条件 |χ1χ

−1
2 | = | |σF , σ > −1がなくても収束しているので、

この等式は (χ1, χ2)の正則函数の等式として常に成り立つ。これとΛψ,χ1,χ2 ̸= 0, π(χ1, χ2)

の既約性から、Λψ,χ1,χ2はG(F )同型 π(χ1, χ2) → Wψ(π(χ1, χ2))を与える。
(ii) |χi| = | |σi

F と書く。まず s ∈ Cが ℜs > −min(σ1, σ2)を満たす場合を考える。
Φ′ := ωF 2,ψ(g)Φと書けば、(3.15)からやはり形式的に

Z(s,1,WΦ,χ1,χ2 ; g) =

∫
F×

WΦ,χ1,χ2

((
a 0

0 1

)
g
)
|a|s−1/2

F da×

=

∫
F×

χ1(a det g)|a det g|1/2
F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

Φ′

(
at

t−1

)
χ1χ

−1
2 (t) dt× |a|s−1/2

F da×

積分順序を入れ替えて

=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

∫
F×

Φ′

(
at

t−1

)
χ1(a)|a|sF da× χ1χ

−1
2 (t) dt×

atを aと置き直すと

=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

∫
F×

Φ′

(
a

t−1

)
χ1(a)|a|sF da× χ−1

2 (t)|t|−s
F dt×

=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫∫
F×2

Φ′

(
a

b

)
χ1(a)|a|sF χ2(b)|b|sF da×db×

が成り立つ。ところがこの右辺は現在の条件下では絶対収束しているので、この等式は実
際に成り立っている。特にΦ′ ( x

y ) = Φ1(x)Φ2(y)となるΦを取れば、

Z(s,1, WΦ,χ1,χ2 ; g) =
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

Z(s, χ1, Φ1)Z(s, χ2, Φ2) (3.16)

56



SS
20

08

であるから L(s, π) = L(s, χ1)L(s, χ2)が従う。またΦ ∈ S(F 2)の双対性 ((x, y), (x′y′)) 7→
ψ(xx′ + yy′)に関する Fourier変換を Φ̂と書けば、

ωF 2,ψ(w)Φ

(
x

y

)
=

∫∫
F 2

Φ

(
x′

y′

)
ψ(x′y + xy′) dx′dy′ = Φ̂

(
y

x

)

に注意して

W∨
Φ,χ1,χ2

( (
b 0

0 1

)
wg

)
= χ1χ2(b det g)−1χ1(b det g)|b det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

×
∫

F×
ωF 2,ψ(w)Φ′

(
bt

t−1

)
χ1χ

−1
2 (t) dt×

=
χ−1

2 (b det g)|b det g|1/2
F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

Φ̂′

(
t−1

bt

)
χ1χ

−1
2 (t) dt×

を得る。よってℜs ≪ 0とすれば、先ほどと同様にして

Z(1 − s,1,W∨
Φ,χ1,χ2

; wg)

=

∫
F×

χ−1
2 (b det g)|b det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫
F×

Φ̂′

(
t−1

bt

)
χ1χ

−1
2 (t) dt× |b|1/2−s

F db×

=
χ−1

2 (det g)| det g|1/2
F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫∫
F×2

Φ̂′

(
t−1

b

)
χ−1

2 (bt−1)|bt−1|1−s
F χ1χ

−1
2 (t) db×dt×

=
χ−1

2 (det g)| det g|1/2
F

L(1, χ1χ
−1
2 )

∫∫
F×2

Φ̂′

(
a

b

)
χ−1

1 (a)|a|1−s
F χ−1

2 (b)|b|1−s
F da×db×

=
χ1(det g)| det g|1/2

F

L(1, χ1χ
−1
2 )

ωπ(det g)−1Z(1 − s, χ−1
1 , Φ̂1)Z(1 − s, χ−1

2 , Φ̂2)

がわかる。これと定理 3.1 (iv)から ε(s, π, ψ) = ε(s, χ1, ψ)ε(s, χ2, ψ)が従う。
(iii) ΦとしてO2 ⊂ F 2の特性函数 1O2を取れば定義から

fΦ,χ1,χ2(1) =
Z(1, χ1χ

−1
2 , 1O)

L(1, χ1χ
−1
2 )

= meas(O×)

ゆえ、f 0 = fΦ,χ1,χ2/volO×である。これを (3.16)に代入して定理 3.1 (iii)から

Z(s,1, Λψ,χ(f 0); 1) =
Z(s,1,WΦ,χ; 1)

volO× =
Z(s, χ1, 1O)Z(s, χ2, 1O)

volO×

=volO× · L(s, χ1)L(s, χ2).

である。
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Steinberg表現St(χ) ↪→ IG
B (χ| |1/2

F £χ| |−1/2
F )の場合は次のように欠けたL因子が現れる。

命題 3.10. (i)簡単のために χ1 := χ| |1/2
F , χ2 := χ| |−1/2

F と書けば

Wψ(St(χ)) =

{
WΦ,χ1,χ2

∣∣∣∣∣ Φ ∈ S(F 2) s.t.
∫

F

Φ

(
t

0

)
dt = 0

}
.

(ii) L(s, St(χ)) = L(s + 1/2, χ). また

ε(s, St(χ), ψ) = ε(s + 1/2, χ, ψ)ε(s − 1/2, χ, ψ)
L(1/2 − s, χ−1)

L(s − 1/2, χ)
.

証明. (i)定義と (2.1)から St(χ)は

〈f, χ−1(det)〉 =

∫
B(F )\G(F )

f(g)χ−1(det g) dνB\G(g) = ∃c

∫
F

f
(
w−1

(
1 x

0 1

))
dx

が消えている f ∈ IG
B (χ1 £ χ2)からなる。ただし νB\Gは、f(bg) = δB(b)f(g), (b ∈ B(F ))

を満たしB(F )を法としてコンパクトな台を持つG(F )上の連続函数空間上の、右G(F )

不変線型形式である [BZ76,定理 1.21]。f = fΦ,χ1,χ2とすると∫
F

fΦ,χ1,χ2

(
w−1

(
1 x

0 1

))
dx =

∫
F

∫
F×

Φ̃
(
(0, t)

(
0 −1

1 x

))
|t|2F dt× dx

=

∫
F×

∫
F

Φ̃(t, x) dx |t|F dt×

Fourier逆変換公式から

=

∫
F×

Φ

(
t

0

)
dt

ゆえ主張が従う。
(ii)まず (3.15)は今の場合

WΦ,χ1,χ2

((
a 0

0 1

)
g
)

=
χ(det g)| det g|F

ζ(2)

∫
F×

ωF 2,ψ(g)Φ

(
t

t−1

)
dt

となる。右辺の積分を ϕ(a)と書けばこれは Schwartz-Bruhat函数だから、

Z(s, χ,WΦ,χ1,χ2 ; g)

L(s + 1/2, χ)
=

χ(det g)| det g|F
ζ(2)

Z(s + 1/2, χ, ϕ)

L(s + 1/2, χ)
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は sに関する整型函数になる。一方、ε(s, St(χ), ψ)を主張の通りとすると、

ε(s, St(χ), ψ) = ε(s + 1/2, χ, ψ)ε(s − 1/2, χ, ψ)

×


1 − χ(ϖ)q1/2−s

1 − χ(ϖ)−1qs−1/2
= −χ(ϖ)q1/2−s χが不分岐のとき

1 それ以外のとき

となってこれは指数函数である。さらに命題 3.9 (ii)の証明の議論は現在の (χ1, χ2)にも適
用できるから、この ε(s, St(χ), ψ)は函数等式を満たす。

さて、一次元表現 π = χ(det)はWhittaker模型を持たない。そこでこれを既約商に持つ
IG
B (χ| |1/2

F £ χ| |−1/2
F )の L, ε因子を割り当てる。

L(s, χ(det)) :=L(s + 1/2, χ)L(s − 1/2, χ),

ε(s, χ(det), ψ) :=ε(s + 1/2, χ, ψ)ε(s − 1/2, χ, ψ).
(3.17)

3.2.5 二面体型超カスプ表現の L, ε因子

既約超カスプ表現に対する定理 3.7は [JL70, §2]で証明されている。ここでは例として
二面体型超カスプ表現の場合を扱う。一般に既約超カスプ表現 πの標準L因子L(s, π)は
1であることが知られている。

命題 3.11. E/F を分離二次拡大、σをそのGalois群の生成元とし、ω ∈ Irr E×がσ(ω) ̸= ω

を満たすとする。G(F )E = {g ∈ G(F ) | det g ∈ NE/F (E×)}を思い出す。
(i) G(F )Eの既約表現 π(ω, ψ)を S(E)ω−1

◦
⊂ S(E)に実現して

W(π(ω, ψ)) := {WΦ(g) := ωE,ψ(g)Φ(1) |Φ ∈ S(E)ω−1
◦
}

とおくとき、Wψ(π(ω)) = ind
G(F )
G(F )E

W(π(ω, ψ))である。
(ii) L(s, π(ω)) = LE(s, ω), ε(s, π(ω), ψ) = λ(E/F, ψ)εE(s, ω, ψE). ここで右辺の L, ε因子
は ω ∈ Irr E×の L, ε因子である。

証明. (i)まず S(E)ω−1
◦

∋ Φ 7→ WΦ(g) := ωE,ψ(g)Φ(1) ∈ Wψ(SL2(F )) = Ind
SL2(F )
U(F ) ψU は単

射 SL2(F )準同型である。さらに π(ω, ψ)の定義からこれが π(ω, ψ) ↪→ Ind
G(F )E

U(F ) ψUに延び
ることは容易にわかる。表現の誘導が完全函手であることから

π(ω) = Ind
G(F )
G(F )E

π(ω, ψ) −→ Ind
G(F )
G(F )E

(Ind
G(F )E

U(F ) ψU) = Wψ(G(F ))

が得られる。
(ii)誘導表現の定義から π(ω)のWhittaker模型は

Wψ(π(ω)) =

{
W : G(F ) → C

∣∣∣∣∣ 任意の g ∈ G(F )に対して(
G(F )E ∋ h 7→ W (hg) ∈ C

)
∈ W(π(ω, ψ))

}
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で与えられる。特に γ ∈ F× r NE/F (E×)を止めれば、W ∈ Wψ(π(ω))はある Φ, Φγ ∈
S(E)ω−1

◦
を使って

W (g) =


π(ω, ψ)(g)Φ(1) g ∈ G(F )Eのとき

π(ω, ψ)
(
g

(
γ−1 0

0 1

))
Φγ(1) それ以外のとき

と書ける。よってℜs ≫ 0のとき

Z(s,1,W, 1) =

∫
NE/F (E×)

W
((

a 0

0 1

))
|a|s−1/2

F da×

+

∫
NE/F (E×)

W
((

aγ 0

0 1

))
|aγ|s−1/2

F da×

=

∫
E×

W
((

NE/F (z) 0

0 1

))
|z|s−1/2

E dz×

+

∫
E×

W
((

γNE/F (z) 0

0 1

))
|z|s−1/2

E |γ|s−1/2
F dz×

=

∫
E×

Φ(z)ω(z)|z|sE dz× + |γ|s−1/2
F

∫
E×

Φγ(z)ω(z)|z|sE dz×

=Z(s, ω, Φ) + |γ|s−1/2
F Z(s, ω, Φγ)

であるから L(s, π(ω)) = LE(s, ω)が従う。
同様にℜs ≪ 0のときには

Z(1 − s,1,W∨; w) =

∫
F×

(ωωE/F )−1(a)W
((

a 0

0 1

)
w

)
|a|1/2−s

F da×

=

∫
NE/F (E×)

W
((

a 0

0 1

)
w

)
ω(a)−1|a|1/2−s

F da×

−
∫

NE/F (E×)

W
((

aγ 0

0 1

)
w

)
ω(aγ)−1|aγ|1/2−s

F da×

=

∫
E×

W
((

NE/F (z) 0

0 1

)
w

)
ω(NE/F (z))−1|z|1/2−s

E dz×

−
∫

E×
W

((
NE/F (z) 0

0 1

)(
γ 0

0 γ−1

)
w

(
γ 0

0 1

))
ω(NE/F (z))−1|z|1/2−s

E dz×

× ω(γ)−1|γ|1/2−s
F .
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ここで Φ ∈ S(E)の双対性 (z, z′) 7→ ψE(zz′)に関する Fourier変換を Φ̂と書けば、(2.2)
から

W
((

NE/F (z) 0

0 1

)
w

)
= π(ω, ψ)

((
NE/F (z) 0

0 1

))
λ(E/F, ψ)Φ̂(σ(·))

=λ(E/F, ψ)Φ̂(σ(z))ω(z)|z|1/2
E ,

W
((

NE/F (z) 0

0 1

)(
γ 0

0 γ−1

)
w

(
γ 0

0 1

))
=π(ω, ψ)

((
NE/F (z) 0

0 1

))
ωE/F (γ)|γ|F λ(E/F, ψ)Φ̂γ(γσ(·))

= − λ(E/F, ψ)Φ̂γ(γσ(z))ω(z)|z|1/2
E |γ|F

である。これらを代入して

Z(1 − s,1,W∨; w) = λ(E/F, ψ)

∫
E×

Φ̂(σ(z))ω(σ(z))−1|z|1−s
E dz×

+ λ(E/F, ψ)

∫
E×

Φ̂γ(γσ(z))ω(σ(z))−1|z|1−s
E dz× · ω(γ)−1|γ|3/2−s

F

第一項で σ(z),第二項で γσ(z)をそれぞれ zと置き直して

=λ(E/F, ψ)
(∫

E×
Φ̂(z)ω(z)−1|z|1−s

E dz×

+

∫
E×

Φ̂γ(z)ω(z)−1|z|1−s
E dz×|γ|s−1/2

F

)
=λ(E/F, ψ)

(
Z(1 − s, ω−1, Φ̂) + |γ|s−1/2

F Z(1 − s, ω−1, Φ̂γ)
)

を得る。これと先の計算を比較すれば ε(s, π(ω), ψ) = λ(E/F, ψ)εE(s, ω, ψE)が従う。

3.3 アルキメデス標準L因子

F = RまたはCであるとする。この場合にも前節と類似の結果が成り立つ。ここでは
その結果のみを概説しておく。
アルキメデス的な場合にはWhittaker模型には増大度の条件が必要になる。これは一つ

の既約 (g, K)加群に複数のG(F )の既約表現が対応する問題を避けるためである。次の
結果は [JL70]ではWhittaker函数の満たす微分方程式を具体的に解くことによって確かめ
られている。
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補題 3.12. 任意の無限次元の π ∈ Irr G(F )に対して

(i) W (ug) = ψU(u)W (g), (u ∈ U(F ), g ∈ G(F ));

(ii) span {G(F ) ∋ g 7→ W (gk) ∈ C | k ∈ K}は有限次元;

(iii) あるC, r > 0があってW
((

a 0

0 1

))
= C|a|rF , (a ∈ F×)

を満たすG(F )上の滑らかな函数の空間Wψ(π)で、U(g)×Kの右移動作用で閉じていて、
(g,K)加群として πに同型なものがただ一つある。これを πの ψ-Whittaker模型という。

補題の状況でW ∈ Wψ(π), χ ∈ Irr F×に対して、局所ゼータ積分 Z(s, χ,W ; g)が 3.2.2
節と同様に定義される。

定理 3.13. 無限次元の π ∈ Irr G(F )を取る。
(i) Z(s, χ,W ; g), (W ∈ Wψ(π))はℜs ≫ 0で絶対収束し、s ∈ Cの有理型函数に解析接続
される。
(ii) L(s, π × χ) ∈ {eλsZ(s, χ,W ; g) |λ ∈ R, W ∈ Wψ(π)}および指数函数 ε(s, π × χ, ψ)で

(i) 任意のW ∈ Wψ(π)に対してZ(s, χ,W ; g)/L(s, π × χ)は整型。

(ii) L(s, π × χ)は ΓR(s + a), ΓC(s + b)の形の函数の有限積。

(iii) 任意のW ∈ Wψ(π)に対して局所函数等式

Z(1 − s, χ−1,W∨; wg) = γ(s, π × χ, ψ)ω−1
π (det g)Z(s, χ,W ; g),

γ(s, π × χ, ψ) :=
ε(s, π × χ, ψ)L(1 − s, π∨ × χ−1)

L(s, π × χ)

が成り立つ。

を満たすものがただ一つある。

具体的に L(s, π), ε(s, π, ψ)は次の表で与えられる。ただし

ψ(x) =

{
exp(2πiax), (a ∈ R×) F = Rのとき
exp(2πi(tx + tx)), (t ∈ C×) F = Cのとき

と書いており、λ(C/R, ψ) = isgn(a)である。
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π L(s, π) ε(s, π, ψ)

π(ωk−1
λ ),

λ ∈ C, k ≥ 2, ∈ Z
LC(s, ωk−1

λ )

= ΓC(s + λ + (k − 1)/2)

λ(C/R, ψ)εC(s, ωk−1
λ , ψC)

= isgn(a)(sgn(a)i)k−1|a|2(s+λ)−1
R

π(χ1, χ2), (F = R)
χi = | |λi

R sgnϵi

L(s, χ1)L(s, χ2)

=
∏

i=1,2 ΓR(s + λi + ϵi)

ε(s, χ1, ψ)ε(s, χ2, ψ)

= (sgn(a)i)ϵ1+ϵ2 |a|2s+λ1+λ2−1
R

π(χ1, χ2), (F = C)
χi(z) = |z|λi

C (z/z̄)ki/2

LC(s, χ1)LC(s, χ2)

=
∏

i=1,2 ΓC(s + λi + |ki|/2)

εC(s, χ1, ψ)εC(s, χ2, ψ)

= i|k1|+|k2|(t/t̄)(k1+k2)/2

× |t|2s+λ1+λ2−1
C

3.4 局所逆定理

F を局所体とする。ここまでG(F )の既約表現 πに付随する標準L, ε因子を定義してき
た。実はこれらの局所因子で πは一意に決まる。つまり標準 L, ε因子で既約表現が分類
できるのである。

定理 3.14 ([JL70]系 2.19). Irr G(F ) ∋ π, π′がともに無限次元でωπ = ωπ′を満たすとする。
このときπ ≅ π′であるためには、任意のχ ∈ Irr F×に対してγ(s, π×χ, ψ) = γ(s, π′×χ, ψ)

となることが必要十分である。

証明. (スケッチ)任意の無限次元の π ∈ Irr G(F )が γ(s, π × χ, ψ), (χ ∈ Irr F×)で決まる
ことを見ればよい。
まず F が非アルキメデス的な場合を考える。χ ∈ Irr F×に対して

C× ∋ qs 7−→ χ| |sF ∈ Irr F×

の像を χの同値類という。これにはC×の複素構造を上の同型で移した複素構造が入る。
Irr F×はC×に解析同相な同値類たちを連結成分とする複素多様体と見なせる。γ(s, π ×
χ, ψ) = γ(0, π × χ| |sF , ψ)だから、γ(s, π × χ, ψ)の代わりに χ ∈ Irr F× の有理型函数
γ(π × χ, ψ) := γ(0, π × χ, ψ)を考えれば十分である。
証明の鍵はKirillov模型である。

Ind
B(F )
ZU(F ) (ω ⊗ ψU) =

f : B(F ) → C

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(i) f(zub) = ω(z)ψU(u)f(b),

z ∈ F×, u ∈ U(F ), b ∈ B(F )

(ii) ある開コンパクト部分群
Kf ⊂ G(F )で右不変


と書く。これは右移動作用によりB(F )の滑らかな表現になる。Whittaker模型Wψ(π)を
使って

Aπ : π ∼−→ Wψ(π) ∋ W 7−→ W |B(F ) ∈ Ind
B(F )
ZU(F ) (ωπ ⊗ ψU)
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とおけば、これは単射B(F )準同型になることが知られている。Aπの像を πのKirillov模
型と呼んでKψ(π)と書く。定義からKψ(π)はその制限{

ϕW : F× ∋ x 7→ W
((

x 0

0 1

))
∈ C

∣∣∣∣∣ W ∈ Wψ(π)

}
から一意に定まり、ϕW ∈ Kψ(π)へのB(F )作用は

π
((

a b

0 d

))
ϕW (x) =W

((
x 0

0 1

)(
a b

0 d

))
= W

(
d

(
1 bx/d

0 1

)(
ax/d 0

0 1

))
=ωπ(d)ψ

(
bx

d

)
ϕW

(ax

d

) (3.18)

で与えられる。
γ(π × χ, ψ)が Irr F× 上で極も零点も持たない場合、π は超カスプ表現である。この
とき定理 3.5の証明中の (3.12)で右の項は消えているから、上の Aπ は自然な埋め込み
ind

B(F )
ZU(F ) (ωπ ⊗ψU) ↪→ Ind

B(F )
ZU(F ) (ωπ ⊗ψU)である。特にKψ(π)は S(F×)にほかならない。

一方、すぐわかるようにZ(s, χ,W ; 1) = Z(s− 1/2, χ, ϕW )だから、定理 3.7 (iii)局所函数
等式は

Z(1/2 − s, (χωπ)−1, π(w)ϕW ) = γ(s, π × χ, ψ)Z(s − 1/2, χ, ϕW )

となる。よってϕW と γ(s, π×χ, ψ)からZ(1/2−s, (χωπ)−1, π(w)ϕW )は決まる。ところが
このゼータ積分はπ(w)ϕW ∈ S(F×)の “Fourier変換”の (χωπ)−1での値だから、χ ∈ Irr F×

に対するZ(1/2− s, (χωπ)−1, π(w)ϕW )たちから π(w)ϕW も決まる。G(F )はB(F )とwで
生成されるから、(3.18)とこれから S(F×) = Kψ(π)上の表現 πは決まってしまう。

γ(π×χ, ψ)が Irr F×上に重複度も込めてただ一つの零点を持つとき、その零点をµ−1| |−1/2
F

として π ≅ St(µ)である。同様に γ(π × χ, ψ)が重複度も込めて 2つの零点 χ−1
1 , χ−1

2 を持
つとき π ≅ π(χ1, χ2)である。
次にF がアルキメデス的な場合を考える。F = Cのときはより簡単なのでF = Rの場
合を証明する。やはり γ(s, π, ψ) := γ(s, π × 1, ψ)の極と零点によって次のように場合分
けされる。

(i) γ(s, π, ψ)が z − Nで零点を、p + Nで極を持ち、それ以外の s ∈ Cで正則なとき、

k := p − z − 1 ∈ Z>0, λ :=
1 − p − z

2

として π ≅ π(ωk
λ)である。

(ii) 上の場合以外で γ(s, π, ψ)が z1 − 2N, z2 − 2Nで零点、p1 + 2N, p2 + 2Nで極を持ち、
それ以外の s ∈ Cで正則なとき。

(a) πが偶: ωπ(−1) = 1のとき、ℜz1 ≤ ℜz2, ℜp1 ≤ ℜp2となるように zi, piをラベ
ル付けする。

λi :=
1 − zi − pi

2
, ϵi :=

pi − zi − 1

2
∈ {0, 1}
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として π ≅ π(χ1, χ2), χi = | |λi
R sgnϵi , (i = 1, 2).

(b) πが奇: ωπ(−1) = −1で z1 ̸= z2, p1 ̸= p2のとき。z2 − z1 − p2 + p1 = 2となる
zi, piのラベル付けがただ一つある。このラベル付けについて (a)と同じ結論が
成り立つ。

(c) πが奇で z1 = z2のとき、p2 − p1 = 2となるラベル付けが決まる。このとき

λi :=
1 − zi − pi

2
, ϵ1 = 0, ϵ2 = 1

として (a)と同じ結論が成り立つ。

(d) πが奇で p1 = p2のとき。z2 − z1 = 2となるラベル付けがただ一つある。この
とき

λi :=
1 − zi − pi

2
, ϵ1 = 1, ϵ2 = 0

として (a)と同じ結論が成り立つ。

アルキメデス的な場合には χ ∈ Irr F×によるひねりは必要ない事に注意する。

4 Hecke-Jacquet-Langlands理論
1.4節の大域的な設定に戻ってF は代数体とする。この節では 2節で記述した局所体上

のGL2の既約表現と標準 L函数を用いてL0(G)を記述する。

4.1 G(A)の既約表現

アルキメデス素点での極大コンパクト部分群Kv ⊂ G(Fv) (1.4節)たちの直積をK∞

:=
∏

v|∞ Kvと書く。G(Afin)は局所コンパクト完全不連結群だから、2.2.1節の場合と同
様に滑らかな表現や許容表現が定義される。G(Afin)の滑らかな表現を単にG(Afin)加群と
呼ぶ。(g∞, K∞)加群とG(Afin)加群双方の構造を持ち、しかも (g∞, K∞)作用とG(Afin)

作用が可換であるものを (g∞,K∞)×G(Afin)加群という。(g∞,K∞)×G(Afin)加群 (π, V )

が許容的 (admissible)とは、Kの任意の既約ユニタリ表現 τ に対して

dim HomK(τ, π|K) < +∞

であることとする。
F の各素点 vでの πv ∈ Irr G(Fv)の族 (πv)vが連接 (coherent)とは、アルキメデス素点

を全て含む素点の有限集合Sπがあって、任意の v /∈ Sπで πvが不分岐: πKv
v ̸= 0であるこ

ととする。そのような族 (πv)vの各 πvの実現 (πv, Vv)と v /∈ Sπでの ξ0
v ̸= 0, ∈ V Kv

v を固
定する。このとき Sπを含む素点の有限集合 Sに対して(⊗

v∈S

πv ⊗
⊗
v/∈S

1Kv ,
⊗
v∈S

Vv ⊗
⊗
v/∈S

ξ0
v

)
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は定義可能な既約 (g∞, K∞)×G(Afin(S))加群である。そこで (Vv)vの (ξ0
v)v/∈Sπに関する制

限テンソル積 (restricted tensor product)を⊗
v

Vv :=
⋃
S

(⊗
v∈S

Vv ⊗
⊗
v/∈S

ξ0
v

)
と定めれば、これは定義可能な既約 (g∞,K∞)×G(Afin)加群である。これを (πv)vの制限
テンソル積と呼んで

⊗
v πvと書く。その同型類はKv不変ベクトル ξ0

v たちの取り方によ
らない。

G(Afin)も局所コンパクト完全不連結群であるから、2.2.1節と同様にそのHecke環H(G(Afin))

が考えられる。定義からH(G(Afin))はG(Afin)上のコンパクト台付き局所定数函数のなす
畳み込み代数である。一方、各非アルキメデス素点 vでもG(Fv)のHecke環H(G(Fv))が
考えられる。G(Afin)の位相の定義から

lim−→
S

(⊗
v∈S

H(G(Fv)) ⊗
⊗
v/∈S

1Kv

)
∋

⊗
v

hv 7−→
∏

v

hv ∈ H(G(Afin))

は自然な同型である。G(Afin)の既約で滑らかな表現を単純な非退化 H(G(Afin))加群と
見て、上の同型を使えば次が得られる。詳しい証明については [JL70]か [Bum97, 3.4]を
見よ。

定理 4.1 ([JL70]命題9.1). 任意の既約許容 (g∞, K∞)×G(Afin)加群πはある連接な族 (πv)v,
(πv ∈ Irr G(Fv))の制限テンソル積である: π ≅

⊗
v πv.

次にG(A)の既約ユニタリ表現 (π,H)を考える。よく知られているように [Wal92,定理
14.10.8]、(π,H)は実Lie群G(F∞)の既約ユニタリ表現 (π∞, H∞)とG(Afin)の既約ユニタ
リ表現 (πfin, Hfin)の Hilbertテンソル積14に分解する: (π,H) = (π∞, H∞)⊗̂(πfin, Hfin). 事
実 2.16から (π∞, H∞)のK∞有限ベクトルの空間 V∞はH∞で稠密な既約ユニタリ化可
能 (g∞,K∞)加群である。また事実 2.14の証明はG(Afin)にも適用できるので、(πfin, Hfin)

はG(Afin)のある既約ユニタリ化可能許容表現 (πfin, Vfin)の完備化になっている。これら
の議論と定理 4.1から次を得る。

系 4.2. 任意の π ∈ Π(G(A)1)に対してユニタリ化可能な連接族 (πv)v, (πv ∈ Π(G(Fv)))が
あって、πは

⊗
v πvの完備化に同値である。

さて、定理 1.13の分解を思い出す。

L0(G) ≅
⊕̂

π∈Π(G(A)1)

π⊕m(π), m(π) ∈ N.

各 π ∈ Π(G(A)1)に対して、L0(G)中のG(A)が π⊕m(π)で作用する閉部分空間を L0(G)π,
そのK有限ベクトルの空間をA0(G)πと書く。すると任意の φ ∈ A0(G)πは自動的に滑

14テンソル積 H∞ ⊗ Hfin 上にはそれぞれの空間の内積のテンソル積として内積が定まる。この内積で
H∞ ⊗ Hfin を完備化したものを Hilbertテンソル積という。
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らかであり、Z(g∞)は φに π∞の無限小指標と呼ばれる準同型χπ∞ : Z(g∞) → Cを経由し
て作用する。特に φは定義 1.8の条件を満たすから、(記号が示唆するとおり)

A0(G)π = L0(G)π ∩ A0(G)

である。よって定理 1.13と併せて次が従う。

命題 4.3. A0(G)はL0(G)の稠密部分空間である。

4.2 重複度一定理

命題4.3から、A0(G)を記述するにはL0(G)の定理1.13の分解における各π ∈ Π(G(A)1)

の重複度m(π)を決定すればよい。そのためにまずm(π)を上から評価しよう。
非自明な指標 ψ : A/F → C× を取り、その Fv への制限を ψv と書く。ψは Aの指標

として制限テンソル積分解 ψ =
⊗

v ψv を持つ。(有限個を除く非アルキメデス素点では
ord ψv = 0なので右辺は定義可能であることに注意する。)函数W : G(A) → Cで

(i) G(F∞)成分について滑らかで、右K有限。

(ii) W (ug) = ψU(u)W (g), (u ∈ U(A), g ∈ G(A));

(iii) アルキメデス素点 vに対して rv ∈ N, C > 0があって、∣∣∣W((
a 0

0 1

)
g
)∣∣∣ ≤ C|a|rv

v , a ∈ F×
v .

を満たすものの空間をWψ(G(A))と書く。

命題 4.4. (i)既約許容 (g∞, K∞) × G(Afin)加群 π ≅
⊗

v πvの全ての局所成分 πvが無限次
元ならば、Wψ(G(A))の部分空間Wψ(π)で (g∞, K∞)×G(Afin)加群として πに同型なも
のがただ一つある。これを πのWhittaker模型という。
(ii)既約許容 (g∞, K∞)×G(Afin)加群π ≅

⊗
v πvのあるπvが有限次元ならπはWψ(G(A))

の部分空間には実現されない。

証明. (i)各素点 vで πvのWhittaker模型Wψv(πv)を取る。ある素点の有限集合 Sπがあっ
て、v /∈ Sπは非アルキメデス的で πvは不分岐である。そのような vではW 0

v ∈ Wψv(πv)

でW 0
v (k) = 1, (∀k ∈ Kv)となるものがある。すると素点の有限集合 S ⊃ Sπに対して

W (g) =
∏
v∈S

Wv(gv) ×
∏
v/∈S

W 0
v (gv), Wv ∈ Wψv(πv)
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は定義可能なWψ(G(A))の元である。Wv ∈ Wψv(πv), S ⊃ Sπを走らせたときのこのW (g)

の張るWψ(G(A))の部分空間をWψ(π)とすれば、制限テンソル積の定義から∏
v : π ≅

⊗
v πv ≅

⊗
v Wψv(πv)

∼−→ Wψ(π)

は (g∞,K∞) × G(Afin)同型である。
次に部分空間W ′ ⊂ Wψ(G(A))が命題の条件を満たせば、(g∞, K∞) × G(Afin)同型

A :
⊗

v Wψv(πv)
∼→ W ′が取れる。素点の有限集合 Sに対して

FS :=
∏
v∈S

Fv, AS := {(xv)v ∈ A |xv = 0, ∀v ∈ S}

などと書く。素点 v1 ∈ Sに対して、Whittaker模型の一意性からある函数 αv1 : G(Av) ×⊗
v ̸=v1

Wψv(πv) → Cがあって

A
(
Wv1 ⊗

⊗
v ̸=v1

Wv

)
(g) = αv1

(
gv1 ,

⊗
v ̸=v1

Wv

)
Wv1(gv1)

と書ける。さらに |S|について帰納的に議論すれば、函数αS : G(AS)×
⊗

v/∈S Wψv(πv) → C
があって

A
(⊗

v∈S

Wv ⊗
⊗
v/∈S

Wv

)
(g) = αS

(
gS,

⊗
v/∈S

Wv

) ∏
v∈S

Wv(gv)

が成り立つことがわかる。今、v /∈ Sで πvは不分岐で gv ∈ Kvとなるよう Sを十分大き
く取れば、任意の S ′ ⊃ Sに対して

c :=αS
(
gS,

⊗
v/∈S

W 0
v

)
= αS′

(
gS′

,
⊗
v/∈S′

W 0
v

) ∏
v∈S′rS

W 0
v (gv)

=αS′
(
gS′

,
⊗
v/∈S′

W 0
v

)
は S ′によらず一定である。このとき任意の

⊗
v Wv ∈

⊗
v Wψv(πv), g ∈ G(A)に対して、

Sの外ではWv = W 0
v , gv ∈ Kvとなる Sを取れば、

A
(⊗

v

Wv

)
(g) = αS

(
gS,

⊗
v/∈S

W 0
v

) ∏
v∈S

Wv(gv) = c
∏

v

Wv(gv)

となってA = c
∏

v, W ′ = Wψ(π)がわかる。
(ii)もし非自明な (g∞,K∞) × G(Afin)準同型A :

⊗
v πv → Wψ(G(A))があれば、各素

点 vに対して適当な
⊗

v′ ̸=v ξv′ ∈
⊗

v′ ̸=v πv′を取ることにより、非自明なG(Fv) (あるいは
(gv,Kv)準同型)

πv ∋ ξv 7−→ Wξv(gv) := A
(
πv(gv)ξv ⊗

⊗
v′ ̸=v

ξv′

)
∈ Wψv(G(Fv))

が得られる。これは有限次元の πvがWhittaker模型を持たないことに矛盾する。
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さて π ∈ Π(G(A)1)を取る。ψ-Fourier係数を取る写像

A0(G)π ∋ φ 7−→ Wψ(φ) ∈ Wψ(G(A))

は明らかに定義可能な (g∞, K∞)×G(Afin)準同型であり、さらに Fourier展開 (1.11)から
単射である。ところが πに同型な右辺の部分表現はWψ(π)しかないのだから、次が従う。

定理 4.5. (i)各 π ∈ Π(G(A)1)のL0(G)での重複度は高々1である: m(π) ≤ 1.
(ii)さらに制限テンソル積分解 π ≅

⊗
v πvが有限次元の πvを含めばm(π) = 0である。

実はさらに次が成り立つ。この結果は保型形式の整数論への応用にとって基本的である。

定理 4.6 (強重複度一定理). π ≅
⊗

v πv, π
′ ≅

⊗
v π′

v ∈ Π(G(A)1)が次の条件を満たすとす
る。
(a) m(π) = m(π′) = 1;
(b)ある F の素点の有限集合 Sがあって、すべての v /∈ Sで πv ≅ π′

v.
このとき π ≅ π′,すなわちA0(G)π = A0(G)π′である。

この結果の最初の証明はCasselmanとCallahanによる [Cas73]が、GL2×GL2のRankin-
Selberg積 L函数の性質を用いた拡張性のある証明が Jacquet-Shalikaにより与えられて
いる。

4.3 標準L函数

あとは全ての局所成分が無限次元である π ∈ Π(G(A)1)に対してm(π)がいつ 1となる
かを調べればよい。
まず π ∈ Π(G(A)1)が L0(G)に現れる、すなわちm(π) = 1のとき πをG(A)の (既約)

カスプ保型表現 (cuspidal automorphic representation)と呼ぶ。カスプ保型表現 πと言う場
合には既約ユニタリ表現の同値類 πだけでなく、付随する (g∞,K∞) × G(Afin)加群 πの
カスプ形式の空間での実現A0(G)πを指すことが多い。定理 4.5からA0(G)πは一意なの
でこの慣習は正当化されている。F のイデール類指標 χ : A×/F× → C×を取る。その
F×

v ⊂ A×への制限を χvと書けば、有限個を除く非アルキメデス素点 vで χvは不分岐で、
χ =

⊗
v χvである。カスプ保型表現 π ∈ Π(G(A)1)を取り、付随する (g∞,K∞)×G(Afin)

加群の制限テンソル積分解を π ≅
⊗

v πvとする。各 πvには標準 L, ε因子 L(s, πv × χv),
ε(s, πv × χv, ψv)が対応していた (定理 3.7, 3.13)。
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定理 4.7. カスプ保型表現 π ∈ Π(G(A)1)とイデール類指標 χ =
⊗

v χvを取る。
(i) Euler積 L(s, π × χ):=

∏
v L(s, πv × χv, ψv)はℜs ≫ 0で絶対収束し、s ∈ Cについて

の整型函数に延びる。これを πの標準 L函数 (standard L-function)という。
(ii) L(s, π × χ)はC1 < ℜs < C2, (C1 < C2 ∈ R)の形の領域上で有界。
(iii) πv, χvが不分岐で ord ψv = 0である有限素点では ε(s, πv × χv, ψv) = 1だから、

ε(s, π × χ) :=
∏

v

ε(s, πv × χv, ψv)

は実質的に有限積である。これは ψ =
⊗

v ψvの取り方によらず、函数等式

L(s, π × χ) = ε(s, π × χ)L(1 − s, π∨ × χ−1)

が成り立つ。

証明. (i), (ii) A×上の勝手な不変測度を取り、φ ∈ A0(G)πに対する Jacquet-Langlandsの
ゼータ積分

Z(s, χ, φ; g) :=

∫
A×/F×

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

を考える。φ
((

a 0

0 1

)
g
)

= φ
((

1 0

0 a

)
wg

)
は a ∈ A×/F×の急減少函数であったから、

Z(s, χ, φ; g)は s ∈ Cの整型函数で C1 < ℜs < C2 の形の領域上で有界である。一方、
Fourier展開 (1.11)から

Z(s, χ, φ; g) =

∫
A×/F×

∑
ξ∈F×

Wψ

(
φ,

(
aξ 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

=

∫
A×

Wψ

(
φ,

(
a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

である。φがWψ(φ) =
⊗

v Wv, (Wv ∈ Wψv(πv))を満たすものとすると、適当な素点の有
限集合 Sの外ではWvは命題 3.9 (iii)で扱った不分岐Whittaker函数W 0

v に等しい:

Z(s, χv,W
0
v , kv) = L(s, πv × χv), kv ∈ Kv.

しかもそのような vではℜs ≫ 0で L(s, πv × χv) ≤
1

(1 − q
1/2−s
v )2

= ζFv(s − 1/2)2が成り

立つ。よってℜs ≫ 0では

Z(s, χ, φ; g) =
∏
v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)
∏
v/∈S

L(s, πv × χv)

=L(s, π × χ)
∏
v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)
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と書ける。非アルキメデス的な v ∈ Sでは Z(s, χv,Wv; 1) = L(s, πv × χv),アルキメデス
的な v ∈ SではZ(s, χv,Wv; 1) = eλvsL(s, πv × χv), ∃λv ∈ RとなるWvが取れるから、(i),
(ii)が従う。

(iii) φ∨(g) := ωπ(det g)−1φ(g) ∈ A0(G)π∨である。このときw ∈ G(F )に注意して

Z(1 − s, χ−1, φ∨; wg) =

∫
A×/F×

ωπ(a det g)−1φ
((

a 0

0 1

)
wg

)
χ−1(a)|a|1/2−s

A da×

=ωπ(det g)−1

∫
A×/F×

φ
((

a−1 0

0 1

)
g
)
χ−1(a)|a|1/2−s

A da×

a−1を aと置き直して

=ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g)

が成り立つ。Wφ =
⊗

v Wv, Wφ∨ =
⊗

v W∨
v とすれば、この左辺は局所函数等式 (定理 3.7,

3.13 (iii))から

Z(1 − s, χ−1, φ∨; wg) = L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏
v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ; wg)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏
v∈S

ωπv(det gv)
−1ε(s, πv × χv, ψv)

Z(s, χv,Wv; g)

L(s, πv × χv)

=ωπ(det g)−1L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏
v∈S

ε(s, πv × χv, ψv)

L(s, πv × χv)
Z(s, χv,Wv; g)

右辺は

ωπ(det g)−1Z(s, χ, φ; g) = ωπ(det g)−1L(s, π × χ)
∏
v∈S

Z(s, χv, Wv; g)

L(s, πv × χv)

となるので主張が従う。この函数等式から ε(s, π × χ)は ψによらないこともわかる。

4.4 Hecke作用素とRamanujan-Petersson予想

ここでは古典的な Hecke作用素が本質的に 3.2.1で導入した局所 Hecke作用素 Tpに一
致することを見る。次いでこの事実を用いて、古典的なRamanujan-Petersson予想の保型
表現への佐武による拡張 [Sat66]を紹介する。
一時的に 1.3節の状況に戻って、F = Q, K ⊂ G(Afin)を det K = Ẑ×なる開コンパクト

部分群とする。ここではさらにKの中心が Ẑ×を含むと仮定する。例 1.2のK0(N)など
はこの仮定を満たすが、この状況では Γ が−12を含むため、奇数ウェイトの保型形式は
0のみとなる。
レベル Γ := K ∩ SL2(Q)に対するウェイト kの保型形式の空間Mk(Γ )上のHecke作用

素を思い出そう。素数 pがレベルΓ を割らないとは、G(Ap
fin) := {(gv)v ∈ G(Afin) | gp = 1}
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のある開コンパクト部分群Kpに対して直積分解K = Kp × Kpが成り立つこととする。
例えばΓ = Γ0(N)ならば、pがΓ を割るとは pがNの素因数であることにほかならない。
Γ を割らない素数のみを素因数とする自然数 nに対して、M2(Z)での両側剰余類の右剰
余類分解 (軌道分解)

Γ

(
1 0

0 n

)
Γ =

r∐
i=1

Γαi

がある。これを使ってHecke作用素 T (n), R(n)を

T (n)f(z) := nk/2−1

r∑
i=1

f(αi.z)j(αi, z)k, R(n)f(z) := nk−2f(z), f ∈ Mk(Γ )

と定める ([石井, 2.3]参照)。ただし

j(g, z) :=

√
det g

cz + d
, g =

(
a b

c d

)
∈ G(Q), det g > 0

と書いている。これらで生成される EndC(Mk(Γ ))の部分環 TΓ をレベル Γ , ウェイト k

の (不分岐) Hecke環という。T (p) (pは Γ を割らない素数)たちの同時固有函数からなる
Mk(Γ )の基底があることが知られている。次の定理は DeligneによりWeil予想の帰結と
して証明された [Del69], [Del74]。

定理 4.8 (Ramanujan-Petersson予想). f ∈ Sk(Γ )が T (p)たちの同時固有函数のとき、その
固有値 c(p)は |c(p)| ≤ 2p(k−1)/2を満たす。

TΓ の命題 1.6の同型によるEndC(A0(G; k,K))での像を調べよう。TΓ は T (p), R(p) (p
はレベルを割らない素数)たちで生成されているので、これらの作用を見れば十分である。

補題 4.9. f ∈ Sk(Γ )のとき、レベル Γ を割らない素数 pに対して

T (p)φf (g) = pk/2−1R(Tp)φf (g) := pk/2−1

∫
Kp

“

1 0
0 p

”

Kp

φf (gxp) dxp

が成り立つ。ここで dxpは vol Kp = 1となるG(Qp)上の不変測度である。

すなわち T (p)はアデール群の p成分G(Qp)だけに作用する局所作用素である。これか
ら直ちに T (p), T (q), (p ̸= q)が可換であることが見て取れる。

証明. z = g∞.i ∈ H, (g∞ ∈ SL2(R))とする。上の通り Γ 軌道分解を

Γ

(
1 0

0 p

)
Γ =

p∐
i=0

Γαi (4.1)
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と書けば、det αi = pから p−1/2αi ∈ SL2(R)ゆえ

T (p)φf (g∞) =T (p)f(z) · j(g∞, i)k = pk/2−1

r∑
i=1

f(αi.z)j(αi, z)kj(g∞, i)k

=pk/2−1

r∑
i=1

f(p−1/2αi.z)
(
j(p−1/2αi, g.i)j(g∞, i)

)k

=pk/2−1

r∑
i=1

φf (p
−1/2αig∞)

G(Q)R×
+p−1/2αig∞K = G(Q)

(
αig∞R×

+ × K
)

= G(Q)
(
g∞R×

+ × α−1
i K

)
だから

=pk/2−1

r∑
i=1

φf (g∞, α−1
i )

である。ここで (4.1)の両辺のG(Afin)での閉包を取り、さらに両辺の逆元を取れば

p∐
i=0

α−1
i K = K

(
1 0

0 p−1

)
K = p−1K

(
1 0

0 p

)
K

を得る。よってG(Afin)上の不変測度 dgfinを vol K = 1となるよう選び、K
(

1 0
0 p

)
Kの特

性函数を TK(p)と書けば、上は

T (p)φf (g∞) =pk/2−1
∑

h∈K
“

1 0
0 p

”

K/K

φf (g∞, p−1h)

=pk/2−1
∑

h∈K
“

1 0
0 p

”

K/K

∫
K

φf (pg∞, hgfin) dgfin

=pk/2−1

∫
K

“

1 0
0 p

”

K

φf (g∞, gfin) dgfin

=pk/2−1

∫
G(Afin)

TK(p)(g)φf (g∞gfin) dgfin

=pk/2−1R(TK(p))φf (g∞)

となる。3.2.1節の記号で TK(p) = Tp ⊗ 1Kp であり、

R(1Kp)φf (x) =

∫
Kp

φf (xg) dg
(p)
fin = φf (x)

だから主張が従う。
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一般化されたRamanujan-Petersson予想 ある既約カスプ保型表現 π ≅
⊗

v πvに対して
φf ∈ A0(G)πであるとする。h ∈ H(G(Afin))に対して h∗(g) := h(g−1) ∈ H(G(Afin))と書
けば、

(π(h)φ, φ′) =
(∫

G(Afin)

h(g)π(g)φ dg, φ′
)

=

∫
G(Afin)

h(g)(π(g)φ, φ′) dg

=

∫
G(Afin)

h(g)(φ, π(g−1)φ′) dg =
(
φ,

∫
G(Afin)

h(g)π(g−1)φ′ dg
)

=(φ, π(h∗)φ′)

である。特に h = TK(p) = Tp ⊗ 1Kp のとき、h∗は

Kp

(
1 0

0 p−1

)
Kp × Kp = p−1

(
Kp

(
1 0

0 p

)
Kp × Kp

)
の特性函数ゆえ、A0(G)πの元が (1, p−1) ∈ Z(Q)(R×

+ × {1})で不変なことに注意して

(T (p)φ, φ′) =pk/2−1(π(TK(p))φ, φ′) = pk/2−1(φ, π(TK(p))π(1, p−1)φ′)

=(φ, pk/2−1π(TK(p))φ′) = (φ, T (p)φ′)
(4.2)

がわかる。つまりHecke作用素は Petersson内積に関してエルミート (自己随伴)作用素で
ある。
さて、以上の準備のもとで定理 4.8を考えよう。φf はレベルΓ を割らない素数 pに対し
てはKp不変だから、πpは無限次元不分岐表現、つまり不分岐な χ1, χ2 ∈ Irr Q×

p を使っ
て πp = π(χ1, χ2)と書ける。よって補題 4.9と例 3.3から

c(p)φf =T (p)φf = pk/2−1R(Tp)φf = pk/2−1πp(Tp)φf

=p(k−1)/2(χ1(p) + χ2(p))φf

がわかる。つまり定理 4.8は
|χ1(p) + χ2(p)| ≤ 2 (RPC)

に同値である。一方、Kについての仮定からQ×(R×
+ ×K) ⊃ Q×(R×

+ × Ẑ×) = Z(A)ゆえ、
φf は左Z(A)不変である。言い換えれば πの中心指標は自明だから

χ1(p)χ2(p) = ωπp(p) = 1 (4.3)

を得る。(4.2)から c(p) = p(k−1)/2(χ1(p)+χ2(p))は実数だから、(RPC), (4.3)はχ1(p), χ2(p)

の絶対値が 1であることに同値である。(一番主要な条件 (RPC)はχ1(p), χ2(p) ∈ Rのとき
のみに効くことに注意する!) Q×

p はコンパクト部分群Z×
p と pZの直積だから、これはχ1, χ2

がユニタリ指標であることにほかならない。結局命題2.15と併せて、これはπp = π(χ1, χ2)

が緩増加表現であることに同値である。
この事実を受けて、一般の代数体 F 上のGL2のカスプ保型表現に対しても次が成り立
つことが期待されている。

予想 4.10 (一般Ramanujan-Petersson予想). F を代数体とし、π ≅
⊗

v πvをG(AF )の既約
カスプ保型表現とする。このとき任意の素点 vで πvは緩増加表現であろう。
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4.5 逆定理

いよいよ π ∈ Π(G(A)1)がカスプ保型表現である: m(π) = 1ための必要十分条件を記
述する。πはユニタリであるから、πv が不分岐であるような非アルキメデス素点 vでの
Hecke固有値 t1(πv), t2(πv)は (q

−1/2
v , q

1/2
v )に属する (命題 2.15 (e))。これから定理 4.7の証

明と同様にして、ℜs ≫ 0で Euler積

L(s, π × χ) :=
∏

v

L(s, πv × χv), L(s, π∨ × χ−1) :=
∏

v

L(s, π∨
v × χ−1

v )

が絶対収束することが確かめられる。

定理 4.11. Π(G(A)1) ∋ π ≅
⊗

v πv の任意の局所成分 πv が無限次元で、中心指標 ωπ は
F×上自明だとする。F の任意のイデール類指標 χに対して定理 4.7 (i), (ii), (iii)を満たす
なら、πはカスプ保型表現である。

証明. (スケッチ) πのWhittaker模型Wψ(π)を取り、各W ∈ Wψ(π)に対して

φW (g) :=
∑
ξ∈F×

W
((

ξ 0

0 1

)
g
)

とおく。W の制限テンソル積分解がW =
⊗

v Wvの形だとしてよい。命題 3.9 (i)の証明
中のWvの明示公式から得られる評価を使って、右辺の和が広義一様絶対収束すること、
得られた φW が緩増加であることが示せる。A/F の Fourier逆公式から

∫
A/F

φW

((
1 x

0 1

)
g
)
ψξ(x) dx =


W

((
ξ 0

0 1

)
g
)

ξ ∈ F×のとき

0 ξ = 0のとき

だからW 7→ φW は単射で、φW の定数項は消えている。
また

(
α β
0 δ

)
∈ B(F )に対して

φW

((
α β

0 δ

)
g
)

=
∑
ξ∈F×

W
((

αξ βξ

0 δ

)
g
)

=
∑
ξ∈F×

W
((

1 βδ−1ξ

0 1

)(
αξ 0

0 δ

)
g
)

Wψ(π)の条件と ωπが F×上自明なことから

=
∑
ξ∈F×

W
((

αδ−1ξ 0

0 1

)
g
)

=
∑
ξ∈F×

W
((

ξ 0

0 1

)
g
)

=φW (g)

が成り立つ。
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G(F ) = B(F )
∐

B(F )wU(F )だったから φW が保型形式であることを見るには w不変
であることを確かめればよい。これは函数等式から次のようにして従う。
まずℜs ≪ 0だとするとZ(1− s, χ−1, φ∨

W ; wg)の定義積分は絶対収束しているから、定
理 4.7 (iii)の証明と同様の変形が正当化される。

Z(1 − s,χ−1, φ∨
W ; wg)

=ωπ(det g)−1

∫
A×/F×

φW

((
1 0

0 a−1

)
wg

)
χ−1(a)|a|1/2−s

A da×

=ωπ(det g)−1

∫
A×/F×

φW

(
w

(
a−1 0

0 1

)
g
)
χ−1(a)|a|1/2−s

A da×

=ωπ(det g)−1

∫
A×/F×

φW

(
w

(
a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×.

(4.4)

一方、素点の適当な有限集合 Sに対して、仮定から整型函数の等式

Z(s, χ, φW ; g) = L(s, π × χ)
∏

v

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)

が成り立つ。ℜs ≫ 0のとき、これをZ(1 − s, χ−1, φ∨
W ; wg)に適用すると

Z(1 − s,χ−1, φ∨
W ; wg) = L(1 − s, π∨ × χ−1)

∏
v∈S

Z(1 − s, χ−1
v ,W∨

v ; wgv)

L(1 − s, π∨
v × χ−1

v )

局所函数等式を使って

=L(1 − s, π∨ × χ−1)
∏
v∈S

ε(s, πv × χv, ψv)ω
−1
πv

(det gv)
Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)

=ε(s, π × χ)L(1 − s, π∨ × χ−1)ω−1
π (det g)

∏
v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)

仮定の条件 (定理 4.7) (iii)から

=ω−1
π (det g)L(s, π × χ)

∏
v∈S

Z(s, χv,Wv; gv)

L(s, πv × χv)

=ωπ(det g)−1
∏

v

Z(s, χv,Wv; gv)

=ωπ(det g)−1

∫
A×/F×

φW

((
a 0

0 1

)
g
)
χ(a)|a|s−1/2

A da×

と書ける。主張 φW (g) = φW (wg)は、これを (4.4)と組み合わせた等式と次の Cauchyの
積分定理の帰結から従う。
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主張 4.11.1. 連続函数 ϕ± : R → CがあるC > 0に対して次の条件を満たすとする。

(i) Fourier変換 ϕ̂±(s) :=
∫

R ϕ±(x)esx dxは±ℜs > Cで絶対収束する。

(ii) ϕ̂±(s)は共通の整型函数 ϕ̂(s)に解析接続され、ϕ̂(s)は任意の r < ℜs < Rの形の領
域で有界。

このとき ϕ+ = ϕ−である。

A 局所類体論の復習
ここでは局所類体論の要項を手短に復習する。局所類体論についての文献は [CF86],

[Ser79], [加藤 05]など多数ある。

A.1 局所類体論

F = Rに対する局所類体論は同型R×/NC/R(C×) ∼→ Gal(C/R)にすぎない。そこで以下
F は非アルキメデス局所体とし、2節で用意した記号は断りなく用いるものとする。選択
公理 (Zornの補題)を認めれば F の代数閉包 F alが存在する。F al内の F 上分離的な元の
なす部分体をF の分離閉包 (separable closure)という。F の絶対Galois群を制限準同型に
関する射影極限

Γ = ΓF := lim←−
F̄⊃E⊃F

Gal(E/F )

と定める。ただし極限は F̄ に含まれる有限次Galois拡大E/F を走る。このようなE/F

に対して、自然な全射準同型Gal(E/F ) ∋ σ 7→ (σ|OE
mod pE) ∈ Gal(kE/kF )の核を IE/F

と書く。射影極限
IF := lim←−

F̄⊃E⊃F

IE/F ⊂ Γ

を F の惰性群 (inertia group)という。定義から従う完全列 1 → IE/F → Gal(E/F ) →
Gal(kE/kF ) → 1は射影極限の完全列

1 −→ IF −→ Γ −→ Gal(k̄F /kF ) −→ 1 (A.1)

を与える。ここで k̄F は kF の代数閉包である。Gal(k̄F /kF )は Ẑ := lim←−n
Z/nZに同型で幾

何的 Frobenius自己同型 FrF : x 7→ x1/qで位相群として生成されているのだった。
F の F̄ でのアーベル閉包、つまり F̄ に含まれる全ての有限次アーベル拡大の合成体を

F abと書けば、
Γab := lim←−

F ab⊃E⊃F

Gal(E/F )

は Γ/[Γ, Γ]に等しい。ただし [Γ, Γ]は Γの交換子たちで生成される閉部分群である。
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E/F を有限次拡大とするとき、z ∈ E を E の F 線型自己準同型と見たものの行列式
NE/F (z) := detF (z|E)を zのE/F でのノルムというのだった。NE/F : E× → F×は準同
型である。

定理 A.1 (局所類体論の主定理). 準同型 recF : F× → Γab (相互律射という)で次を満たす
ものが唯一つある。
(i) F の不分岐拡大E ⊂ F̄ に対して recF (ϖ)|E = FrF |E .
(ii) F の有限次アーベル拡大 E ⊂ F̄ に対して F× recF→ Γab ³ Gal(E/F)は同型 recE/F :

F×/NE/F (E×) ∼→ Gal(E/F )を与える。

注意 A.2. Γには有限次Galois拡大E/F に対する ΓEたちを単位元の基本近傍系とする位
相が入っている。一方NE/F (E×) ⊂ F×は F×の単位元の近傍ではあるが、それらの基底
にはなっていない。つまり recF は連続だが開写像ではない。

ΓのArtin指標、つまり準同型 ξ : Γ → C×でその像が有限であるものの群をHom(Γ, C×)

と書く。同様に準同型 χ : F → C×でその像が有限であるものを F のDirichlet指標と呼
ぶことにして、それらのなす群をHom(F×, C×)と書く。

系 A.3. 同型Hom(Γ, C×) ∋ ρ 7→ χρ := ρ ◦ recF ∈ Hom(F×, C×)で次を満たすものが唯一
つある。
(i)任意の有限次アーベル拡大E/F に対して ρ ◦ recE = χ ◦ NE/F .
(ii) IF 上自明な ρ ∈ Hom(Γ, C×)に対して χρ(ϖ) = ρ(FrF ).

A.2 Weil群とLanglandsの局所類体論

前節の類体論の相互律射は Γ = Gal(F̄ /F )の位相の情報を遺伝しないため、F×の位数
有限な指標しか記述できない。その改良版としてWeil群の指標と Hecke量指標 (つまり
GL1の既約保型表現)の間の対応を与えるのが、Langlandsの意味の類体論である15。主た
る文献は [Mil06] (とそこに挙げてある Langlandsと Labesseの論文)であるが、Weil群な
どについては [Tat79]がユーザーフレンドリーでよい。

Weil群 F のWeil群とは、

• 位相群WF と稠密な像を持つ連続準同型 ϕF : WF → Γ.

• F̄ に含まれる有限次拡大 E/F に対する同型 recE : E× ∼→ WE,ab の族。ただし、
WE := ϕ−1

F (ΓE = Gal(F̄ /E))と書いた。
15ここで扱う場合は A. Weilによって構成されたが [Wei51]、トーラスの保型表現に対する Langlands対

応として函手的に定式化したのは Langlandsであり、この後者の視点が保型形式論にとって不可欠なために
こう呼ばれている。
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からなるデータで次の条件を満たすものである。

(W1) 合成E× recE→ WE,ab → ΓE,abは定理A.1の recEに一致する。

(W2) σ ∈ ΓとそのWF → Γでの任意の逆像wσ ∈ WF に対して次は可換。

E× recE−−−→ WE,ab

σ

y yAd(wσ)

σ(E)×
recE−−−→ Wσ(E),ab

(W3) F の (F̄ 内の)有限次拡大K ⊃ Eに対して次は可換。

K× recK−−−→ WK,ab

自然な埋め込み

x xtK/E (トランスファー射)

E× recE−−−→ WE,ab

(W4) 自然な準同型WF → lim←−
E

W (E/F )は同型。ただしEは F̄ に含まれる F の有限次拡

大を走り、W (E/F ) := WF /WE,abである。

トランスファー射については [Ser79, VII.8節]を参照のこと。実際の計算にはこれらの定
義から直ちに導かれる可換図式

E× recE−−−→ WE,ab

NE/F

y y自然な埋め込み
F× recF−−−→ WF,ab

(A.2)

もよく用いられる。[Tat79, §1]に解説されているとおり、実は定理 A.1はこのWeil群の
定義 (存在とその函手性)に含まれている。すなわち局所類体論という複雑な準同型の族
{recE : E× → ΓE,ab}E/F がWeil群というパッケージに収まっているのであり、その簡便
性が我々の目的ににとって重要なのである。

例 A.4. (i) F = CのときWC = C×である。F = RならばWR = WC ⊔ WCwσ, (σは複素
共役を表す)であり、それらの間の関係式は

Ad(wσ)z = z̄, w2
σ = −1

で与えられる。WF は ΓのC×による拡大になっている。
(ii) F が非アルキメデス的なとき、WF は次の可換図式で特徴付けられる Γの稠密部分群
である。

1 −−−→ IF −−−→ Γ −−−→ (Gal(k̄F /kF ) ≅ Ẑ) −−−→ 1∥∥∥ ϕF

x x埋め込み
1 −−−→ IF −−−→ WF −−−→ Z −−−→ 1
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Langlandsの局所類体論 Irr F× = Homcont(F
×, C×)でF×の擬指標、つまり連続な準同

型 ω : F× → C×の群を表す。Π(F×) ⊂ Irr(F×)で F×の指標、つまり像が C1 := {z ∈
C | zz̄ = 1}に含まれる擬指標のなす部分群を表す。次は [Mil06,定理 8.13]の特別な場合
である。

定理 A.5. (i) Φ(Gm/F ) := Homcont(WF , C×)と書けば、標準同型 Irr F× ∋ ω 7→ ϕω ∈
Φ(Gm/F )であって、有限次拡大E/F に対して、

(a) ω ∈ Irr F×のとき、ϕω|WE
= ϕω◦NE/F

.

(b) ωE,ψ ∈ Irr E×のとき、ϕ(ωE,ψ |F× ) = ϕωE,ψ
◦ tE/F .

を満たすものがただ一つある。
(ii) Φtemp(Gm/F ) := {ϕ ∈ Φ(Gm/F ) |ϕ(WF ) ⊂ C1}と書けば、上はΠ(F×)とΦtemp(Gm,F )

の間の同型に制限される。

例 A.6. (i) Irr C× ∋ ω(z) = (zz̄)s(z/z̄)n/2, (s ∈ C, n ∈ Z)には ϕω(z) = zs+n/2z̄s−n/2が対応
する。
(ii) Irr R× ∋ ω(x) = |x|sRsgn(x)ϵ, (s ∈ C, ϵ ∈ Z/2Z)のϕωはϕω(z) = (zz̄)s, ϕω(wσ) = (−1)ϵ

で定まる。
(iii) F が非アルキメデスのとき、ω(x) = |x|sF , (s ∈ C)の形の擬指標を不分岐擬指標とい
う。これには IF 上自明で ϕω(FrF ) = q−sで定まる ϕωが対応する。

本文では記号を転用して、ω ∈ Irr F×に対応する ϕωをやはり ωと書いている。
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d’Eisenstein, Vol. 113 of Progress in Mathematics. Birkhäuser Verlag, Basel, 1994.
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0TA1T (A)1, 14
T̂ , 51
Tp Hecke作用素, 51
U(g∞), 14
Wψ(φ; g), 16
Wψ(π)

アデール群の場合, 68
W∨(g), (W ∈ Wψ(π)), 54
Z, 6
Ẑ, 7
Z(s, χ, Φ), 45
Z(s, χ,W ; g), 53
Z(g∞), 14
Z(s, χ, φ; g), 71
a(χ) (χの導手), 47
α(π), β(π), 53
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ε(s, χ, ψ)

アルキメデス的な場合, 50
非アルキメデス的な場合, 46

ε(s, π, ψ)

１次元表現のとき, 60
一般の場合, 54

ε(s, π × χ), 71
ε(s, π × χ, ψ)

アルキメデス的な場合, 63
非アルキメデス的な場合, 54

fΦ,χ1,χ2 誘導表現の切断, 55
γ(s, π × χ, ψ), 54
g∞, 14
j(g, z), 6
λ(E/F, ψ), 32
ωE/F , 32
(ωE,ψ,S(E)), 31
ωπ, 29
ordψ, 45⊗

v πv 制限テンソル積, 67
p, 25
pv, 13
φB 定数項, 15
φf (g), 9
ϖ, 25
π(ω), 38
π(ωk−1

λ ), 43
π(χ1, χ2)

アルキメデス的な場合, 43
非アルキメデス的な場合, 37

(π∨, V ∨), 29
ψ, ψξ, ψU

Q上の場合, 12
代数体 F 上の場合, 15

ψE , 31
q, 25
σ(χ1, χ2), 44
valF , 25
w (Weyl群の生成元), 26
w(τ), (τ は T (F )の表現), 32

χ1 £ χ2, 30

δB, 16

Ek(g), 11

Gk(z), 11

HK(G(F )), 51

(πB, VB) Jacquet加群, 30

T (n) Hecke作用素, 73

Wψ(π)

非アルキメデス的な場合, 35

Eisenstein級数
正則, 11

アデール環
Qの, 6
代数体の, 13

アデール群
GL2,Qの, 7

Artinの積公式, 13
位数

ψの, 45
イデール群

Qの, 7
代数体の, 13

イデールノルム, 13
岩澤分解

G(F )の, 26
アデール群の, 14

カスプ形式, 15
緩増加, 15
一様緩増加, 15

局所体, 25
Kirillov模型, 65
(g,K)加群, 40
ユニタリ化可能, 40
緩増加, 44
許容, 40
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放物的誘導, 41
離散、主、補系列, 44

(g∞, K∞) × G(Afin)加群, 66
許容的, 66

K有限ベクトル, 41
佐武同型, 52
Siegel領域, 14
指標
無限小 (非アルキメデスな場合), 34

指標
中心, 29
不分岐, 38

Jacquet加群, 30
主合同部分群, 8
Schwartz-Bruhat函数
非アルキメデスな場合, 31

制限テンソル積, 67
測度

ψ自己双対, 45
自己双対, 32

定数項, 15
導手
擬指標の, 47

Petersson内積, 20
表現

extraordinary, 38
Weil, 31
カスプ保型表現, 70
スペシャルまたは Steinberg, 37
ユニタリ化可能, 39
一般主系列, 30
外部テンソル積, 30
滑らかな, 28
緩増加, 39
既約, 29
許容, 28
超カスプ, 31
二乗可積分または離散系列, 39
反傾, 29
非退化, 35

不分岐, 38
補系列, 39
放物的誘導, 30

Hilbert直和, 21
ψ-Fourier係数, 16
Fourier展開
古典的保型形式の, 12

部分群
岩堀, 52

普遍包絡環, 14
Bruhat分解, 26
Hecke部分群, 8
Hecke環
不分岐, 51

Whittaker模型
アデール群の場合, 68

Whittaker模型
非アルキメデス的な場合, 35

Whittaker汎函数, 56
保型因子, 6
保型形式, 15
ユニタリ表現, 20
Laplace-Beltrami作用素, 9
Langlands λ因子, 32
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