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4 Langlands-Arthurの予想とベースチェンジ
ここでは前節の例を踏まえて一般の連結簡約群上の保型形式の記述の期待される形を述
べておこう [Art89]。

4.1 局所予想
この節ではF を標数 0の局所体とする。F の代数閉包 F̄ を固定し、F̄ /F のGalois群を

Γ, Weil群をWF と書く。局所 Langlands群LF を 3.2節の通りに定義する。
GをF上定義された連結簡約線型代数群とする。連結簡約F代数群G∗と同型ηG : GF̄ →

G∗
F̄ で

• 任意の σ ∈ Γに対してある u(σ) ∈ G∗(F̄ )があって ηG ◦ σ ◦ η−1
G ◦ σ−1 = Ad(u(σ)).

• G∗は準分裂 (quasisplit)、すなわち F 上定義された Borel部分群B0を持つ。

を満たすものがある (Gの準分裂内部ひねり)。

例 4.1. F 上の n2 次元中心的単純環 B の乗法群 B× を F 代数群と見たもの: B×(R) =

(B ⊗F R)×, (Rは可換 F 代数)はGLnの内部形式である。従って同型 ηB× : B×
F̄

∼→ GLn,F̄

で任意の σに対して
ηB× ◦ σ ◦ η−1

B× ◦ σ−1 = Ad(u(σ))

となるu(σ) ∈ GLn(F̄ )がある。定義から∂u(σ, τ) := u(σ)σ(u(τ))u(στ)−1 ∈ Z(GLn)(F̄ ) =

F̄× だが、この 2コサイクル ∂uの Galoisコホモロジー群 H2(F, Gm)でのクラスが B の
Brauer群での不変量であった。 !

G∗のB0に含まれる極大トーラスT0を止め、その指標格子をX∗(T0) = Hom(T0, Gm)で
表す。T0のB0での (正の)ルートの集合をR(B0, T0) ⊂ X∗(T0),その中の単純ルートの集合
を∆(B0, T0)と書く。α ∈ ∆(B0, T0)に対するコルートの集合を∆∨(B0, T0) ⊂ X∗(T0)で表
す。ただしX∗(T0) := Hom(Gm, T0)はT0の余指標格子である。Gの (B0, T0)についての基
底付きルートデータとは、四つ組 RD(B0, T0) = (X∗(T0),∆(B0, T0), X∗(T0),∆∨(B0, T0))

のこととする。これにはΓが作用している。(B0, T0)を取り替えてもΓ作用付きのルート
データの同型類は不変である。GまたはG∗のL群とは、半直積 LG = “G!ρG WF であって

• “GはC上の連結簡約線型代数群 (のC値点の群)でそのBorel部分群と極大トーラス
の対B ⊃ T に対して、ルートデータの同型RD(B, T ) ∼→ RD(B0, T0)∨があるもの。
ただし RD(B0, T0)∨ = (X∗(T0),∆∨(B0, T0), X∗(T0),∆(B0, T0))は RD(B0, T0)の双
対ルートデータである。

• Γ作用 ρG : Γ→ Aut(“G)はある (B, T )を保ち、それが引き起こすRD(B, T )への Γ
作用は上の同型でRD(B0, T0)への Γ作用の双対になっているもの。

を満たすものとする。
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例 4.2. E/F を二次拡大としてそのGalois群の生成元を cと書く。E/F に付随するn変数
のユニタリ群Gに対するG∗は

G∗(R) = {g ∈ Mn(R⊗F E) | θn(g) = cR(g)}, (Rは可換 F 代数)

で与えられる。ただし

θn(g) = Ad(In)tg−1, In :=

â
1

−1

. ..

(−1)n−1

ì

であり、cR = c⊗F idRと略記している。実際、G∗の上三角元からなるBorel部分群B0と対
角極大トーラス T0は cで保たれる。そのL群 LG = “G !ρG WF は (3節参照) “G = GLn(C),

ρG(w) =





id w ∈ WEのとき
θn それ以外のとき

で与えられる。(B, T )としては上三角 Borel部分群と対角極大トーラスが取れる。 !

GのGaloisコホモロジーと LGの間の関係としてはTate-中山射が基本的である [Kot86,
定理 1.2]。Gの導来群の単連結被覆をGscとして (点付き集合の)完全列

H1(F,Gsc) −→ H1(F,G)
αG−→ π0(Z(“G)Γ)D N∗

−→ π0(Z(“G))D

がある。ただし位相群Hに対して π0(H)はその連結成分の群、HDは Pontrjagin双対群を
表す。N : Z(“G) → Z(“G)Γはノルム準同型である。準同型αGは像が正規部分群であるよ
うな準同型に関しては函手的である。さらに次の性質が成り立つ。

• Gがトーラス T のときにはαT : H1(F, T ) ∼→ π0(“T Γ)Dは Tate-中山双対性が与える同
型5に一致している。

• F が非アルキメデス的なときには αG : H1(F,G) → π0(Z(“G)Γ)Dは同型である。

• Gの任意の極大トーラス T に対して次の図式は可換である。

H1(F, T ) −−−→ H1(F,G)

αT

%

%αG

π0(“T Γ)D 制限−−−→ π0(Z(“G)Γ)D

5T の指標格子をX∗(T )としてX∗(T )× T ) (χ, t) *→ χ(t) ∈ Gm に付随するカップ積は完全双対性

H1(F,X∗(T ))×H1(F, T ) −→ H2(F, Gm) ↪→ Q/Z exp(2πi·)−→ C1

を与える。それに完全列 0 → X∗(T ) → X∗(T ) ⊗ C → T̂ → 0 の Γ コホモロジー列から得られる同型
H1(F,X∗(T )) + π0(T̂ )Γ を代入したものがここで言う Tate-中山双対性である。
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“Gの随伴群を “Gad,導来群の単連結被覆を “Gscと書く。Gの随伴群Gad = Int(G)のL群は
“Gsc !ρG WF となる。G∗に対して、連結簡約 F 代数群Gと内部ひねり ηG : GF̄

∼→ G∗
F̄ の

対 (G, ηG)の同型類の集合を Gと書けば、写像

G ) (G, ηG) *−→ [{u(σ)}σ のクラス] ∈ H1(F,G∗
ad)

αG∗
ad−→ (Z(“Gsc)

Γ)D (4.1)

が定まる。これは F が非アルキメデス的なら全単射になるが、一般には全射でも単射で
もない。

例 4.3. C/Rに付随する n変数ユニタリ群はある分割 n = p + qに対する

Gp,q(R) := {g ∈ GLn(R⊗R C) | gIp,q
tcR(g) = Ip,q}, Ip,q :=

(
1p

−1q

)

に同型であった。G = {Gp,q | 0 ≤ q ≤ [n/2]} ([∗]はGauss記号)で q∗ := [n/2], p∗ := n− q∗
としてG∗ = Gp∗,q∗である。このとき (4.1)の左の全単射は

G ) Gp,q *−→ up,q(c) := Ip,qI
−1
p∗,q∗ ∈






Ü
1p∗

−1r

1q∗−r

ê

∈ PGLn(C)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ≤ r ≤ q∗






となる。一方 Z(“Gsc)Γは Z(SLn(C)) = µn(C)の c(z) = z−1の固定点だから、nが偶数の
とき {±1},奇数のとき {1}である。さらに (4.1)の右の射は

H1(R, Gp∗,q∗) ) up,q(c) *−→ det up,q(c) ∈ {±1}/ det(±1n) + π0(Z(“Gsc)
Γ)D

となるから、この場合 (4.1)は内部形式Gp,qたちの情報をほとんど失ってしまう。 !
さて、GのLパラメタおよびそれらの間の同値は 3.2節と同様に定義される。Lパラメ
タ ϕ : LF → LGに対して、Sϕ := Cent(ϕ, “G)の “Gadでの像 Sϕ,adの “Gsc → “G " “Gadによ
る逆像を Sφ,scと書いており、その連結成分の群 Sϕ := π0(Sϕ,sc)が ϕの S群であった。L

パラメタ ϕは imϕの “Gへの射影が相対コンパクトなとき緩増加 (tempered)と呼ばれる。
緩増加Lパラメタが離散的 (discrete)とはSϕ,adが離散的、つまりS0

ϕ ⊂ Z(“G)Γであること
とする。一方、G(F )の既約許容表現 (アルキメデス的な場合には既約 (g,K)加群)が緩増
加とはそれがL2(G(F ))の既約部分商であることであった。次の予想は局所 Langlands対
応のVogan (とArthur)による精密化である。

予想 4.4 ([Art06]). (i)緩増加Lパラメタϕ : LF → LGとG ∈ Gに対して、G(F )の既約緩
増加表現の同型類の有限集合 (Lパケット) Πϕ(G)が定まる。さらにG(F )の既約緩増加表
現の同型類の集合は緩増加Lパラメタの同値類についてのΠϕ(G)たちの直和に分解する。
(ii) (4.1)によるGの像を ζG ∈ (Z(“Gsc)Γ)Dとして、それを拡張する指標 ζ̃G : Z(“Gsc) → C1

の族 ζ̃G = (ζ̃G)G∈G を取る。函数 〈 , 〉 = 〈 , 〉
ζ̃G

: Sϕ ×
∐

G∈G Πϕ(G) → Cであって、

Πϕ(G) ) π *−→ 〈·,π〉 ∈ Π(Sϕ)
ζ̃G

が全単射であるものがある。ただしΠ(Sϕ)
ζ̃G
はZ(“Gsc)上 ζ̃Gである Sϕの既約指標の集合

である。
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この予想はアルキメデス的な場合、Gが一般線型群の内部形式からなる場合、それに 3
次以下のユニタリ群の場合などには解決されている。また非アルキメデス的な場合で表
現のレベルを parahoricに限った場合も知られている。非アルキメデス局所体上の古典群
の場合にはArthurのプロジェクトの帰結を仮定した証明がMœglinによって与えられてい
る。18ページの脚注でも触れたように、(ii)のペアリングは内視群からの指標のリフティ
ングが確立できれば、それを用いて一意に決めることができるはずである。その詳細を解
説するには軌道積分の移行因子が必要となるため省略したが、興味のある読者は [Art06]
を参照されればよい。

例 4.5. F が非アルキメデス的で GがG = GLnの内部形式からなる場合を見てみよう。
(i)局所Langlands対応 [Hen00], [HT01]により、WFの半単純な既約m次元表現ϕ0 : WF →
LGLmにはGLm(F )の既約超カスプ表現 π0が対応する: Πϕ0(GLn) = {π0}.
(ii) GLnの Lパラメタ ϕ : LF → LGLnが離散的であることは、その像が有界で LF の表
現として既約であることに同値である。よってそのような ϕはある因子分解 n = dmに
対して、WF のm次元既約表現ϕ0と SU2(R)の d次元既約表現 ρdのテンソル積に書ける:
ϕ + ϕ0 ⊗C ρd. この ϕには放物型誘導表現

IGLn
P(md)

(π0| det |(d−1)/2
F ⊗ π0| det |(d−3)/2

F ⊗ · · ·⊗ π0| det |(1−d)/2
F )

のただ一つの既約部分表現 Spd(π0)が対応する。このとき π0はユニタリな中心指標を持
ち、Spd(π0)は離散系列表現 (行列成分が二乗可積分な表現)である。
(iii) GLnの任意の緩増加Lパラメタϕは (ii)のタイプのパラメタϕi = ϕi,0 ⊗ ρdiたちの直
和に分解する: ϕ + ⊕r

i=1 ϕi. このとき放物型誘導表現
r

#
i=1

Stdi(πi,0) := IGLn
P(ni)i

(Spd1
(π1,0)⊗ · · ·⊗ Spdr

(πr,0))

は既約であり、これが ϕに対応する表現である: Πϕ(GLn) = {#r
i=1 Stdi(πi,0)}.

(iv) (iii)の緩増加 Lパラメタの既約分解を ϕ + ⊕r
i=1 ϕ⊕mi

i , (ϕi 0+ ϕj , (1 ≤ i 0= j ≤ r)
と書き直す。ni := dim ϕi, (1 ≤ i ≤ r)の最大公約数を d := GCD(ni)r

i=1 とすれば、
Sϕ +

∏r
i=1 1ni ⊗GLmi(C),

Sϕ,sc +
{

(1ni ⊗ gi) ∈
r∏

i=1

1ni ⊗GLmi(C)

∣∣∣∣∣

r∏

i=1

det gni
i = 1

}

,

Sϕ + Z(“Gsc)/(Z(“Gsc) ∩ Sϕ,sc) = µn(C)/µn/d(C) + Z/dZ

が示せる。他方で Tate-中山射は今の場合

Z(“Gsc)
D + H1(F, PGLn) =

1

n
Z/Z ⊂ Q/Z = H2(F, Gm)

を与える。ζ ∈ Π(Sϕ)はその Z(“Gsc)への制限で決まるが、それは H2(F, Gm)の元でその
位数 d(ζ)が dを割るものと見なされる。このとき ζには例 4.1によりF 上の d(ζ)2次元中
心的斜体上の n/d(ζ)次行列環Bζ が対応する。(iii)のGLn(F )の表現 π = #r

i=1 Stdi(πi,0)

のB×
ζ での Jacquet-Langlands対応を πζ と書けば、予想 4.4 (ii)の対応は πζ *→ ζで与えら

れる。 !
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例 4.6. 今度は F = Rで GがやはりGLnの内部形式からなる場合を見てみよう。
(i) GLn,Rの緩増加 Lパラメタ ϕ : WR → GLn(C)×WRの既約分解は

ϕ +
r⊕

i=1

indWR
WC ωi ⊕

s⊕

j=1

χj

と書ける。ここで ωi, χj はそれぞれ C×, R× の指標で、ωi 0= ωi を満たすものである。
indWR

WC ωiにはGL2(R)の離散系列表現 π(ωi) ([今野 a,命題 2.18]参照)が対応する。このと
き ϕには放物型誘導表現 (既約になる)

r

#
i=1

π(ωi) #
s

#
j=1

χj := IGLn
P(2r,1s)

Ä
π(ω1)⊗ · · ·⊗ π(ωr)⊗ χ1 ⊗ · · ·⊗ χs

ä

が対応する: Πϕ(GLn) = #r
i=1 π(ωi) # #s

j=1 χj .
(ii)この ϕに対する S群の計算は例 4.5と同じで、

Sϕ =





µn(C)/µn/2(C) + Z/2Z s = 0のとき
µn(C)/µn(C) = {1} それ以外のとき

となる。前者の場合にはSϕの自明指標には#n/2
i=1 π(ωi)が、符号指標には内部形式GLn/2(H)

(HはHamiltonの四元数体)での Jacquet-Langlands対応表現#n/2
i=1 πH(ωi)が対応する。こ

こでωi(z) = |z|si
C (z/z̄)mi/2としてπH(ωi) = νsi+(1−mi)/2

H ρmi , (ρmiの定義については [今野 a,
命題 2.18]参照、νHはH/Rの被約ノルム)である。後者の場合、ϕに対応するLパケット
はΠϕ(GLn)のみである。 !

最後にもう一つ、実ユニタリ群の例を見ておこう。

例 4.7. (i) G が C/Rに付随する n変数ユニタリ群 Gp,q, (p + q = n)たちからなる場合を
考える。その離散的 Lパラメタ ϕ : WR → LGは λ = (λ1, λ2, . . . ,λn) ∈ (n + 1 + 2Z)n,
(λi > λj , i < j)を使って、

ϕ(z) =

â
(z/z̄)λ1/2

(z/z̄)λ2/2

. . .
(z/z̄)λn/2

ì

× z, z ∈ WC,

ϕ(wc) = In ! wc

と書ける。その S群は

Sϕ = Sϕ,sc =






â
ε1

ε2

. . .
εn

ì ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

εi = ±1

ε1 · · · εn = 1






+ {±1}n−1
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である。
(ii) ϕに付随するGp,qのLパケットを記述しよう。Gp,qの対角元からなる極大トーラスをT

と書く。T のGp,q ⊗R C + GLn,CでのWeyl群Ω(G, T )はもちろん対称群Snである。一方
Gp,q(R)の T (R)を含む極大コンパクト部分群をKp,q = Kp,q(R) = Cent(Ip,q, Gp,q(R)) +
Up(R)×Uq(R)と選べば、TのGp,qでの相対Weyl群W (Gp,q, T ) = Norm(T,Gp,q(R))/T (R)

はKp,q でのWeyl群Sp × Sq に一致する。Harish-Chandraの結果によれば、剰余類 s ∈
Ω(G, T )/W (Gp,q, T )を与えるごとに、

s(λ) = (λs−1(1), . . . ,λs−1(p); λs−1(p+1), . . . ,λs−1(n))

を Harish-Chandraパラメタに持つ Gp,q(R)の既約離散系列表現 πs(λ)が定まる。一方、
Ω(G, T )/W (Gp,q, T ) + Sn/Sp ×Sqの代表系としては (p, q)に関するシャッフルの集合

Shuff(p, q) := {s ∈ Sn | sは {1, . . . , p}, {p + 1, . . . , n}上単調増加 }

が取れる。このとき問題の LパケットはΠϕ(Gp,q) = {πs(λ)}s∈Shuff(p,q)で与えられる。濃
度の関係は

[n/2]∑

q=1

|Πϕ(Gp,q)| =
1

2

n∑

q=1

(
n

q

)

=
1

2
(1 + 1)n = 2n−1 = |Π(Sϕ)|

となって勘定は合っている。
(iii)以上のもとで (適当な正規化をすれば)予想 4.4 (ii)の全単射は次のように書ける。s ∈
Shuff(p, q)に対して、κ(s) := 1{p < j ≤ n | s(j) ≤ p}として sの台 supp(s)を

supp(s)+ := {s(p + 1), . . . , s(p + κ(s))} ⊂{ 1, . . . , p},
supp(s)− := {s(p− κ(s) + 1), . . . , s(p)} ⊂{ p + 1, . . . , n}

の合併と定義する。つまり supp(s)は {1 ≤ j ≤ p | s(j) ≤ p} 3{ p + 1 ≤ j ≤ n | p < s(j)}
の補集合である。このとき予想 4.4 (ii)のペアリングは

〈diag(ε1, . . . , εn),πs(λ)〉 =
∏

j∈supp(s)

εj

で与えられる。(sはシャッフルの指数 (p, q)と supp(s)から一意に決まることに注意せよ。)
!

F を代数体とし、Γ = Gal(F̄ /F ), WF を 2.2節の通りとする。ここでも予想を局所予想
と並行する形にするためだけの目的で代数体F の仮説的 Langlands群LF を用いる。F の
F̄ 内にある有限次拡大Eについてのアデール環の帰納極限 lim−→E

AEを Āと書く。
GをF 上定義された連結簡約線型代数群とし、その準分裂な内部ひねりηG : GF̄

∼→ G∗
F̄

および L群 LG = “G !ρG WF を局所的な状況と同様に定義する。各素点 vで ηGの Fvへ
の係数拡大 ηGv : GF̄v

∼→ G∗
F̄v
は準分裂内部ひねりを与え、“制限”により準同型 LG →
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LGv = “G !ρGv
WFv が引き起こされる。Z(G)(F∞)内の極大Rベクトル部分群をAGとし

て、L(G) := L2(G(F )AG\G(A))上のG(A)の右正則表現

R(g)φ(x) := φ(xg), g ∈ G(A), φ ∈ L(G)

を考える。この節の目標はL(G)の離散スペクトルLdisc(G)の既約分解を記述するArthur
の予想を述べることである。

大域 Lパラメタ F トーラス T に対しては Tate中山双対性

H1(F, T (Ā)/T (F̄ ))× H1(F,X∗(T )) −→ H2(F, Ā×/F̄×) ∼→ Q/Z exp(2πi·)−→ C1

があった。21ページの脚注と同様にして、これを函手的同型 βT : H1(F, T (Ā)/T (F̄ )) →
π0(“T Γ)D と書くこともできる。連結簡約群 Gに対してもこれを拡張する函手の射 βG :

H1(F,G(Ā)/Z(F̄ )) → π0(Z(“G)Γ)Dで

H1(F,G(F̄ )/Z(F̄ )) −→ H1(F,G(Ā)/Z(F̄ ))
βG−→ π0(Z(“G)Γ)D (4.2)

が完全列であるものがある [Kot86,定理 2.2]。しかもこの自然変換は次の局所大域図式を
可換にする [同、系 2.5]。

H1(F,G(Ā)) −−−→ H1(F,G(Ā)/Z(F̄ ))
βG−−−→ π0(Z(“G)Γ)D

%

∥∥∥∥

⊕
v H1(Fv, Gv)

⊕
v αGv−−−−−→ ⊕

v π0(Z(“G)Γv)D

∏
v−−−→ π0(Z(“G)Γ)D

(4.3)

局所予想を述べる際もそうであったように、大域的な状況でも緩増加 Lパラメタの寄
与のみを考察する。Gの緩増加 Lパラメタ ϕ : LF → LGとは、像が有界な連続準同型で
図式

LF −−−→ LG
%

%pr2

WF WF

を可換にするもののこととする6。そのような ϕに対して

Dϕ := {g ∈ “G | ∂ϕg(w) := gAd(ϕ(w))g−1 ∈ Z(“G), w ∈ LF}

とおく。Langlands 群は各素点 v での自然な射 LFv → LF を備えているはずだから核
X1(LF , Z(“G)) := ker[H1(LF , Z(“G)) → ∏

v H1(LFv , Z(“G))]が考えられる。これを使って

Sϕ := {g ∈ Dϕ | ∂ϕg ∈X1(LF , Z(“G))}

6本当はさらに “relevance” [Kot84, 10節]を要求しなくてはいけないが、ここでは LGを L群に持つ内部
形式たちの Lパラメタをまとめて考えるので不要である。
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と定める。ユニタリ群などX1(LF , Z(“G))が消えているGに対しては、g ∈ Sϕに対して
z ∈ Z(“G)があって

gAd(ϕ(w))g−1 = zρG(w)z−1 = zAd(ϕ(w))z−1, w ∈ LF

だから、Sϕ = Cent(ϕ, “G)Z(“G)である。Sϕの “Gadでの像をSϕ,adとして、大域的な場合の
S群をSϕ := π0(Sϕ,ad)と定義する。LパラメタϕはSϕの単位元の連結成分S0

ϕがZ(“G)に
含まれるとき、楕円的 (elliptic)と呼ばれる。
各素点 vでのLFv → LF と ϕの合成は局所Lパラメタ ϕv : LFv → LGvを与え、付随す

るLパケットΠϕv(Gv)および S群 Sϕv が得られる。局所 S群と大域 S群の間には次の関
係がある。定義から g ∈ Sϕに対する ∂ϕgのH1(LFv , Z(“G))での像は自明である:

∃zv ∈ Z(“G), gAd(ϕ(w))g−1 = zvAd(ϕ(w))z−1
v , ∀w ∈ LFv .

つまり Sϕ ⊂ Sϕv ,adだから、Sϕv ,adの連結成分の群を Sϕv ,ad := π0(Sϕv ,ad)として自然な準
同型 Sϕ → Sϕv ,adがある。一方、Sϕv ,ad = Sϕv,sc/Z(“Gsc)から

Sϕv ,ad = Sϕv/Zϕv , Zϕv := Z(“Gsc)/(Z(“Gsc) ∩ S0
ϕv ,sc)

である。

大域Lパケットと重複度ペアリング 有限個を除く全ての非アルキメデス素点vで係数拡大
Gvは不分岐7でϕvも不分岐、つまりWFv/IFvを経由する。ここで IFv ⊂ Γv := Gal(F̄v/Fv)

は惰性群である。そのような vではG(Fv)は超スペシャル極大コンパクト部分群Kv を
持ち [Tit79, 1.10]、Πϕv(Gv)は不分岐、つまりKv不変ベクトルを持つ表現を含む。(超ス
ペシャル部分群Kvの取り方はG(Fv)共役を除いても複数あるが、Kvを止めればそれに
関して不分岐なΠϕv(Gv)の元はただ一つしかない。) ϕに付随する大域Lパケット Πϕ(G)

とは、各素点 vでの πv ∈ Πϕv(Gv)たちの族で、ほとんど全ての vで不分岐であるような
ものの制限テンソル積 π :=

⊗
v πvからなる集合である (ϕがGに対して “relevant”でない

場合にはΠϕ(G) = ∅とする):

Πϕ(G) =
⊗

v

Πϕv(Gv).

Z(“Gsc)Γvの指標 ζGv (予想 4.4参照)のZ(“Gsc)への拡張 ζ̃Gvをほとんど全ての素点 vでは
(Gv + G∗

vであるから)自明で、∏
v ζ̃Gv が自明となるように選ぶ。G∗

adに対する (4.2):

H1(F,G∗
ad) −→ H1(F,G∗

ad(Ā))
βG∗

ad−→ (Z(“Gsc)
Γ)D

と (4.3)から、G∗の大域内部形式Gに対する∏
v ζGv ∈ (Z(“Gsc)Γ)Dは自明であることに注

意せよ。この ζ̃Gvたちに対する予想4.4 (ii)の局所ペアリングを 〈 , 〉vと書く。次に s ∈ Sϕの
Sϕ,adでの代表元の “Gsc → “G " “Gadによる逆像 s̃を取る。Sϕ ⊂ Sϕv,adだったから s̃ ∈ Sϕv ,sc

7つまり Gv +Fv G∗
v で Fv のある不分岐拡大上で分裂する。
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であり、そのSϕv での像 vs̃が考えられる。大域LパケットΠϕ(G)の元 π =
⊗

v πvに対し
て重複度ペアリングを

〈s, π〉 :=
∏

v

〈vs̃,πv〉v

と定めれば、ζ̃Gv たちの取り方からこれは s̃の選び方によらず定義可能である。

Langlands-Arthurの重複度予想 さて “Gの Lie環を ĝと書けば、随伴表現

τϕ : Sϕ × LF ) (s, w) *−→ Ad(sϕ(w)) ∈ GLC(ĝ)

が考えられる。その既約分解を τϕ =
⊕m

i=1 τi, τi + µi ⊗ ρi, (µiは Sϕ, ρiはLF の既約表現)
とする。dim ρi = diとすると ρiはGLdi(A)のカスプ保型表現に対応するはずだから、そ
の標準 L函数 L(s, ρi)と ε函数 ε(s, ρi)が定まる。既約成分 τiがスペシャルとは、

• τiは自己双対: τ∨
i + τi. 特に L(s, ρi)の函数等式は L(s, ρi) = ε(s, ρi)L(1 − s, ρi)と

なって ε(1/2, ρi) = ±1である。

• ε(1/2, ρi) = −1.

であることとする。このとき一つ目の条件から det µiは Sϕの符号指標である。

予想 4.8 ([Art89]). ϕをGの緩増加 Lパラメタとする。
(i) Πϕ(G)がLdisc(G)の既約成分を含むためには、Πϕ(G) 0= ∅でϕが楕円的であることが
必要十分である。
(ii) ϕが楕円的なとき、π ∈ Πϕ(G)のLdisc(G)での重複度は

m(π) =
1

|Sϕ|
∑

s∈Sϕ

εϕ(s)〈s,π〉

で与えられる。ただし εϕはスペシャルな τiについての det µiたちの積である。

例 4.9. Gを F 上の n2次元中心的単純環 B の乗法群とする: G(R) = (B ⊗F R)×. Gの
Lパラメタ ϕ : LF → GLn(C) ×WF に対する Lパケット Πϕ(G) =

⊗
v Πϕv(Gv)が空で

ないためには、各Πϕv(Gv)が空でないことが必要十分。つまりBv := B ⊗F Fvの不変量
inv Bv ∈ Q/Zを dv/n, ϕvの既約分解を ϕv +

⊕r
i=1 ϕv,iとして、

dv|GCD(dim ϕv,i)1≤i≤r

となることが必要十分である (例 4.5, 4.6)。またϕが楕円的であることはそれが既約表現で
あることに同値だから、そのときSϕ = Sϕ,adは自明である。よって上の予想は、Πϕ(G∗) =

Πϕ(GLn)の唯一の元 π∗ =
⊗

v π∗
v (GLn(A)のカスプ保型表現)の各局所成分 π∗

v のG(Fv)

での局所 Jacquet-Langlands対応が存在する: Πϕv(Gv) 0= ∅ときには常に、大域 Jacquet-
Langlands対応 π =

⊗
v πv ∈ Πϕ(G)が存在し、その離散スペクトルでの重複度は 1である

ことを主張している。この主張はA.I. Badulescuにより証明された [Bad08]。 !
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注意 4.10. 一般の連結簡約代数群Gに対する Jacquet-Langlands対応は同じ Lパラメタ ϕ

に対するGとG∗のLパケットΠϕ(G), Πϕ(G∗)の間の対応として定式化される。例 4.7で
見たように局所Lパケットの位数 |Πϕv(Gv)|, |Πϕv(G

∗
v)|でさえも一致していないから、保

型表現のレベルでの全単射は望むべくもない。 !

注意 4.11 (緩増加でない保型表現について). この 4節ではずっと緩増加Lパラメタに付随
するLパケットおよびその保型形式の空間への寄与だけを扱ってきた。そのような寄与は
全ての局所成分が緩増加であるという意味で緩増加保型表現と呼ばれる。保型表現の緩増
加性については一般化されたRamanujan予想、すなわち「GLn(A)のカスプ保型表現は全
て緩増加である。」という期待がある。一方、定数函数 (単位表現)のように明らかに緩増
加ではない保型表現も存在する。実際、定理 2.3 (iii)からGLn(A)のカスプ的でない保型
表現は全て非緩増加である。このような非緩増加保型表現も含めたLdisc(G)の記述につい
ては Arthurによる予想 4.8の拡張 [Art89]がある。その予想では Lパラメタの代わりに、
その定義で LF を LF × SL2(C)で置き換えた Aパラメタを考える。Aパラメタに対して
Aパケットと呼ばれる既約表現の族が定まり、予想 4.8とほぼ平行な構成および主張が成
り立つと期待されている。例えばGLnの場合については期待される記述は 2.1節で解説
した通りである。しかし

• 緩増加Lパケットは互いに交わらないのに対し、Aパケットは互いに交わりを持ち
うる。

• 局所緩増加Lパケットたちの合併は既約緩増加許容表現の同型類の集合に一致する
が、全てのAパケットの合併は「保型表現の局所成分に現れる既約ユニタリ化可能
許容表現の同型類」という特定しづらい集合になるとされている。

• 予想 4.4 (ii)の類似の写像が全単射にならない。

など、Aパケットやその保型表現への寄与については束縛条件に曖昧な点が多くてわかり
にくい。この理由から、本題のClozel-Labesseのベースチェンジは非緩増加保型表現も扱
うにもかかわらず、基本的な予想についてはあえて緩増加表現に話を限っている。 !

4.2 ベースチェンジ
前節で述べた予想を用いてベースチェンジリフトを定式化しよう。E/F を代数体の有

限次拡大とする。Gの Lパラメタ ϕ : LF → LGに対して、その LEへの制限 ϕE : LE →
“G !ρG WE = LGEはGEのLパラメタである。このときLパケットΠϕ(G)にΠϕE(GE)を
対応させるのがベースチェンジリフトである。もちろんΠϕ(G), ΠϕE(GE)のいずれか、ま
たは双方が空集合である場合にはリフトは定義されない。(2.4節のGLnのようにG, GE

とも準分裂内部形式G∗, G∗
E の場合には、Πϕ(G), ΠϕE(GE)は常に空でなくそうした問題

は起きない。)
2.3節で述べたとおり、大域Langlands対応予想 4.8ではなく、Arthur-Selberg跡公式を用

いてベースチェンジリフトが構成できるのはE/F が有限次巡回拡大のときである。以下、
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E/Fをd次巡回拡大としてそのGalois群の生成元σを取る。2.3節に倣ってL := ResE/F G

とおき、Gの F 構造から σ に対して定まる Lの F 自己同型を σ̃ と書く。Gal(E/F ) +
WF /WEのWF での代表系 {wτ}τ∈Gal(E/F )を止めれば、同節の通り LL = “L !ρL WF は

“L = “GGal(E/F ) := {(gτ )τ∈Gal(E/F ) | gτ ∈ “G},
ρL(wwν)(gτ )τ∈Gal(E/F ) = (ρG(wwν)gτν)τ∈Gal(E/F ), w ∈ WE, ν ∈ Gal(E/F )

で与えられる。ベースチェンジ射

bE/F : LG ) g ! w *−→ (g, g, . . . , g) ! w ∈ LL

と併せた三つ組 (G∗, 1, bE/F )は 2.3節の意味での (L, σ̃)の内視データになっている。G

から G∗への Jacquet-Langlands対応 Πϕ(G) *→ Πϕ(G∗)と G∗から (L, σ̃)への内視リフト
Πϕ(G∗) *→ ΠbE/F ◦ϕ(L)が定義されているとき、それらの合成Πϕ(G) *→ ΠbE/F ◦ϕ(L)が我々
の望むベースチェンジリフトである。
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