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3 L不可分性の問題
ユニタリ群を始め、GLn以外の簡約群の上の保型形式では L不可分性という奇妙な現

象が起きるため、定理 2.3の拡張は複雑になる。ここではL不可分性の問題をもっとも単
純な 2変数ユニタリ群の場合を例にとって解説する。

3.1 2変数ユニタリ群の内視的保型表現
代数体の二次拡大E/Fを止め、δ ∈ E×でTrE/F (δ) = 0となるものを取る。Gal(E/F )の

生成元を cと書く。Fのアデール環をA = AFとして非自明な指標ψ =
⊗

v ψv : A/F → C1

を取っておく。また類体論でE/Fに対応する二次指標をωE/F : A×/F×NE/F (A×
E) ∼→ {±1}

と書く。Eのイデール類指標 η, µ : A×
E/E× → C1であってその A×への制限がそれぞれ

A× , ωE/F に一致するものを取る。E上のエルミート空間 (V, ( , ))を

V = E⊕2, (v, v′) =
1

2δ
tc(v)

(
0 1

−1 0

)

v′

と定め、そのユニタリ群をGとする。すなわち任意の可換 F 代数Rに対して

G(R) =




g ∈ EndE⊗F R(V ⊗F R)

∣∣∣∣∣∣
tcR(g)

(
0 1

−1 0

)

g =

(
0 1

−1 0

)




である。ただし cR := c ⊗ idRと略記している。GLnの場合と同様にG(F )\G(A)上の二
乗可積分函数の空間L(G)の既約部分商表現をG(A)の保型表現という。

F の素点 vに対してEv := E ⊗F Fvと書く。Ev上の歪エルミート空間 (Wv, 〈 , 〉v)を

Wv = Ev, 〈z, z′〉v = −2βvδzc(z
′), (βv ∈ F×

v )

として、そのユニタリ群をGWv ' ker[ResEv/Fv Gm
NEv/Fv→ Gm]と書く。µ : A×

E/E×NE/F (A×
E) →

C1の v成分 µv : E×
v → C1に付随してG(Fv) × GWv(Fv)のWeil表現 (ωVv ,Wv ,µv ,S(Ev))が

定まる。ここで S(Ev)はEv上の ψv標準 Schwartz-Bruhat函数の空間 ([Wei74]参照)であ
り、ωVv,Wv,µv = ωVv,

E×
v
× ωWv ,µv は次の明示公式で特徴づけられる。

ωWv,µv

Å(
a 0

0 c(a)−1

)ã
φ(z) =µv(a)|a|1/2

Ev
φ(az), z ∈ E×

v ,

ωWv ,µv

Å(
1 b

0 1

)ã
φ(z) =ψv(βvNEv/Fv(z)b)φ(z), b ∈ Fv,

ωWv ,µv

Å(
0 −1

1 0

)ã
φ(z) =

ωEv/Fv(βv)

λ(Ev/Fv, ψv)

∫

Ev

φ(z′)ψEv(−βvzc(z
′)) dz′,

ωV,
E×

v
(g′)φ(z) =φ(z.g′), g′ ∈ GWv(Fv).

(3.1)
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ただし λ(Ev/Fv, ψv) = ε(1/2, ωEv/Fv , ψv)は Langlandsの λ因子と呼ばれる 1の 4乗根で、
ψEv := ψv ◦TrEv/Fv である。Ev上の測度は双対性 (z, z′) *→ ψEv(βvzc(z′))に関する自己双
対測度を採用している。
η : A×

E/E×A× → C1の v成分 ηv : E×
v /F×

v → C1はGWv(Fv)の指標 ηWv : GWv(Fv) +
z/c(z) *−→ ηv(z) ∈ C1を与える。(GWv(Fv) = kerNEv/Fv の元はE×

v 値Gal(Ev/Fv)-1コサ
イクルだから、Hilbert90定理により z/c(z), (∃z ∈ E×

v )の形である。) Ev/Fvが非アルキ
メデス局所体の二次拡大のとき、(ωV,

E×
v
,S(Ev))の ηWv 等型商

Θµv(ηWv , Vv) = S(Ev)ηWv
:=

®
φηWv

(z) :=
∫

GWv (Fv)
φ(z.g′)ηWv(g′) dg′

∣∣∣∣∣ φ ∈ S(Ev)

´

はG(Fv)の既約許容表現になる。それ以外の場合も(ωV,
E×

v
,S(Ev))のηWv等型商Θµv(ηWv , Vv)

はG(Fv)既約許容表現になる。いずれの場合もΘµv(ηWv , Vv)の同型類はβvのF×
v /NEv/Fv(E

×
v )

での像のみで決まる。そこでこれを π(µv, µv/ηv)ωEv/Fv (βv)と書くことにする。特に

• E で分解している v では G(Fv) = GL2(Fv), π(µv, µv/ηv)+ ' IG2
B2

(µv ⊗ µvη−1
v )で

π(µv, µv/ηv)−は存在しない。

• Ev/Fvが不分岐二次拡大で ηv, µvが不分岐 (従って ηv = E×
v

), ψvの位数が 0の場合
には π(µv, µv)±はG(Fv)の上三角 Borel部分群の指標

µv : B(Fv) +
(
a b

0 c(a)−1

)

*−→ µ(a) ∈ C1

からの放物型誘導表現 IG
B (µv)の二つの既約成分であり、π(µv, µv)+のみが不分岐、

つまり超スペシャル極大コンパクト部分群 G(Fv) ∩ Mn(OEv)で不変なベクトルを
持つ。

今、(βv)v ∈ A×がある β ∈ F×から来ている: (βv)v ∈ βNE/F (A×
E)とする。歪エルミー

ト空間 (Wv, 〈 , 〉v)たちはE上の歪エルミート空間

(W = E, 〈z, z′〉 = −2βδzc(z′))

の Fv への係数拡大にほかならない。上と同様に G(A) × GW (A)のWeil表現 (ωV,W,µ =

ωW,µ × ωV, A×
E

,S(AE))がある。φ ∈ S(AE)に対するテータ級数を

θµ,φ(g, g′) :=
∑

γ∈E

ωW,µ(g)ωV, A×
E

(g′)φ(γ), g ∈ G(A), g′ ∈ GW (A)

と定めれば、これは (G×GW )(F )\(G×GW )(A)上の保型形式になる。ηはGW (A)/GW (F )

の指標 ηW =
⊗

v ηWv を与える。Θµ(ηW , V )を

G(F )\G(A) + g *−→
∫

GW (F )\GW (A)
θµ,φ(g, g′)ηW (g′) dg′ ∈ C, φ ∈ S(AE)

で張られるL(G)の閉部分空間とする。
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命題 3.1. (i) Θµ(ηW , V )はG(A)の既約保型表現 (特に0ではない)で、⊗
v π(µv, µv/ηv)ωEv/Fv (β)

に同型である。
(ii) ⊗

v π(µv, µv/ηv)ωEv/Fv (βv)が保型表現、つまりL(G)の既約部分商として現れるために
は、(βv)v ∈ A×のA×/F×NE/F (A×

E)での像が 1であることが必要十分。

(i)は本質的に Shalika-田中の結果 [ST69]である。(ii)は Labesse-Langlands [LL79]の議
論で証明される [KK,定理 9.8]。

G(A)の既約ユニタリ表現⊗
v π(µv, µv/ηv)ωEv/Fv (βv), ((βv)v ∈ A×)たちの局所成分はほ

とんど至るところで π(µv, µv/ηv)+であるから、これらは同じ佐武パラメタを共有してい
る。実はさらにこれらの表現が分岐因子も含めて L函数を共有することも示せる。すな
わち定理 2.3 (ii)のように L函数で保型表現を区別することができない。当然ながら強重
複度一定理の類似も成り立たないわけだが、一番の問題点は同じ L函数を共有する表現
⊗

v π(µv, µv/ηv)ωEv/Fv (βv), ((βv)v ∈ A×)たちの中に保型表現と保型表現でないものが混在
することである。

3.2 Langlandsの重複度公式
上の問題をLabesse-Langlandsは以下で解説する記述により解決している [LL79], [KK]。

原論文では内視群からの指標のリフティングを用いて書かれているが、ここでは局所Lang-
lands対応で説明する。期待すべき結論の形を理解する上ではその方がわかりよいし、何
よりそうすることで、Langlandsの第一近似的な記述の代わりに、Vogan, Arthur,齋藤・平
賀らのより精密化された定式化を紹介できる。

Ev/Fvが二次拡大である素点 vでの状況を考える。Evの代数閉包 F̄vを止めて、F̄v/Fv

のGalois群、Weil群を各々Γv, WFvと書く。Weil-Deligne群の変形として局所Langlands群

LFv :=





WFv vがアルキメデス的なとき
WFv × SU2(R) vが非アルキメデス的なとき

を用意する。Gvの L群 LGv = “G !ρGv
WFv は “G = GL2(C)のWFv 作用

ρG(w) =





id w ∈ WEv のとき
θ2 それ以外のとき

による半直積である。ここで θ2(g) := Ad(( 0 1
−1 0 ))tg−1と書いた。Gvの Lパラメタとは、

準同型 ϕ : LFv → LGvであって

• ϕ|WFv
は半単純で、WFv

ϕ→ LGv

pr2! WFv は恒等写像。

• SU2(R)
ϕ→ “Gは解析的。
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を満たすもののこととする。二つの Lパラメタが同値とはそれらが “Gの元による内部自
己同型で移り合うこととする。Lパラメタに付随するLパケットの内部構造を記述するに
は次に導入する S群が必要である。

“Gの随伴群を “Gad := “G/Z(“G) = PGL2(C), 導来群の単連結被覆を “Gsc = SL2(C)と書
く。Gvの Lパラメタ ϕに対して、その (像の) “Gでの中心化群を Sφとする。その “Gadで
の像 Sφ,adは Sφ/Z(“G)Γに同型であるが、その “Gsc → “G ! “Gadによる逆像をSφ,scと書く。
さらにその連結成分の群を Sφ := π0(Sφ,sc) = Sφ,sc/S0

φ,scで表す。
さて、我々の例に必要な Lパラメタは

ϕv(w) =

(
µv(w) 0

0 µvη−1
v (w)

)

× w, (w ∈ WEv);

ϕv(wc) =

(
0 −1

1 0

)

! wc, ϕ(SU2(R)) = {1}

で与えられる。ここで µv, ηvは局所類体論によりWEv の指標と同一視されており、wc ∈
WFv " WEv である。ϕvの同値類はwcの取り方によらない。すぐわかるように

Sϕv =





{
Ä

ε1 0
0 ε2

ä
| εi = ±1} ηv .= E×

v
のとき

O2(C) ηv = E×
v
のとき

Sϕv ,sc =





〈( i 0

0 −i )〉 ' Z/4Z ηv .= E×
v
のとき

〈
Ä

t 0
0 t−1

ä
, ( 0 1

−1 0 ) | t ∈ C×〉 ηv = E×
v
のとき

∴ Sϕv =





〈( i 0

0 −i )〉 ' Z/4Z ηv .= E×
v
のとき

[“GscのWeyl群] ' Z/2Z ηv = E×
v
のとき

である。このとき ϕvに付随するG(Fv)の LパケットをΠϕv(Gv) = {π(µv, µv/ηv)±}と定
め、函数 〈 , 〉v : Sϕv × Πϕv(Gv) → Cを





〈
Ä

z 0
0 z−1

ä
, π(µv, µv/ηv)±〉v := z1∓1 ηv .= E×

v
のとき

sgnSϕv
ηv = E×

v
のとき

と定義する。ただし sgnSϕv
は Sϕv ' Z/2Zの符号指標である。こうして L因子を共有す

る既約表現の集合Πϕv(Gv)の内部構造が Sϕv の既約指標を通して内視できる4。
Eで分解する素点 vではGv ' GL2 = G2だから LGv = GL2(C) × WFv (7頁参照)であ
り、考える Lパラメタは

ϕv : LFv ! WFv + w *−→
(
µv(w) 0

0 µvη−1
v (w)

)

× w ∈ LGv

4実は各 s ∈ Sϕに対してGv の内視群 (または内視データ)と呼ばれる群Hsが定まる。ペアリング 〈 , 〉v
は、重み付き和∑

πv∈Πϕv (Gv) 〈s, πv〉vtrπv がHs(Fv)上の ϕv に付随するある安定指標のリフティングに等
しくなるものとして特徴づけられる。
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となる。ただし同型 E×
v /F×

v ' (F×
v × F×

v )/∆F×
v + (x, y) *→ xy−1 ∈ F×

v により µv, ηvを
F×

v (そしてWFv )の指標と同一視している。この ϕvの S群は

Sϕv =





T2 ηv .= F×

v
のとき

“G それ以外のとき
, Sϕv = {1}

であり、付随するLパケットΠϕv(Gv)は π(µv, µv/ηv)+ = IG2
B2

(µv ⊗ µv/ηv)のみからなる。
〈1, π(µv, µv/ηv)+〉v := 1とおく。
大域的な状況でもEで分解しない素点での状況と同様にGの L群 LG = “G !ρG WF が

定義される。Lパラメタ ϕ : LF → LGを

ϕ|LE : LE −→ WE + w *−→
(
µ(w) 0

0 µη−1(w)

)

× w ∈ LG,

ϕ(wc) =

(
0 1

−1 0

)

! wc

と定め、それに付随する大域 Lパケットを

Πϕ(G) :=
⊗

v

Πϕ(Gv) =

®⊗

v

π(µv, µv/ηv)
ωEv/Fv (βv)

∣∣∣∣∣ (βv)v ∈ A×
´

と定義する。S群Sϕ ' Z/4Zも同様に定義され、各素点vで自然な写像Sϕ + s *→ sv ∈ Sϕv

がある。

命題 3.2 (命題 3.1の精密化). π =
⊗

v πv ∈ Πϕ(G)のLdisc(G)での重複度は

m(π) =
1

|Sϕ|
∑

s∈Sϕ

〈sv, πv〉

で与えられる。
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