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2 GLnの保型表現とベースチェンジ
ベースチェンジに限らず保型形式のリフティングも一種の写像であるから、その定義域
と値域、像とファイバーによって記述される。ここではそのもっともシンプルなプロトタ
イプとしてGLnのベースチェンジリフトの場合を見てみよう。

2.1 GLnの保型表現
この節を通して F は代数体とし、そのアデール環を A = AF = F∞ × Afinと書く。た
だしF のアルキメデス素点での完備化の直積をF∞ :=

∏
v|∞ Fv,有限アデール環をAfinと

書いている。非アルキメデス素点 vに対してはFvの整数環をOvと書き、その素元!vを
取っておく。

Gn := GLn,F とおけば、その中心は自然に Gmと同一視される。Gn(F )A×\Gn(A)は
コンパクトではないが右Gn(A)不変測度に関して測度有限である。F のイデール類指標
ω : A×/F× → C1に対して、可測函数 φ : Gn(A) → Cで次の条件を満たすものの空間を
L(Gn)ωと書く。

• φ(γzg) = ω(z)φ(g), (γ ∈ Gn(F ), z ∈ A×);

• 上からGn(F )A×\Gn(A) $ g %→ |φ(g)| ∈ R≥0は定義可能だが、これがGn(F )A×\Gn(A)

上の右Gn(A)不変測度で二乗可積分。

これは L2内積に関するHilbert空間で右移動作用

R(g)φ(x) = φ(xg), g ∈ Gn(A), φ ∈ L(Gn)ω

によりGn(A)のユニタリ表現になる。

ユニタリ表現論の非常に短い復習 一般に位相群Gのユニタリ表現とは、Hilbert空間
(H, ( , ))と g ∈ Gに対するH上の線型作用素 π(g)の族の組 (π, H)であって

• π(g1g2) = π(g1) ◦ π(g2), (g1, g2 ∈ G);

• G×H $ (g,φ) %→ π(g)φ ∈ Hは連続写像で

• (π(g)φ1,π(g)φ2) = (φ1,φ2), (g ∈ G, φ1, φ2 ∈ H)

を満たすものである。(π, H)が全ての g ∈ Gに対して π(g)H ′ ⊂ H ′となる閉部分空間H ′

を持たないとき、(π, H)は既約であるという。既約ユニタリ表現に対してはSchurの補題
が成立する。二つのユニタリ表現 (π1, H1), (π2, H2)が同値とは、線型同型 A : H1

∼→ H2

で

• (A(φ), A(φ′))2 = (φ,φ′)1, (φ, φ′ ∈ H1);
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• A(π1(g)φ) = π2(g)A(φ), (g ∈ G, φ ∈ H1)

を満たすものがあることとする。Gの既約ユニタリ表現の同値類の集合をΠ(G)と書くこ
とにする。

例 2.1. L2(R)上にRの作用を

τ(a)φ(x) := φ(x + a), a ∈ R, φ ∈ L2(R)

と定めると (τ, L2(R))はRのユニタリ表現である。
(i) Π(R)は ψa(x) := e2πiax, (a ∈ R)の形の指標からなる。Schwartz空間 S(R) ⊂ L2(R)上

Fψ̄φ(a) :=
∫

R
φ(x)ψa(x) dx, φ ∈ S(R)

で与えられる Fourier逆変換は、閉包 L2(R)に連続に延びる。φ ∈ S(R)のとき

Fψ̄τ(y)φ(a) =
∫

R
φ(x + y)ψa(x) dx =

∫

R
φ(x)ψa(x− y) dx = ψa(y)Fψ̄φ(a)

であるから、(τ, L2(R)) $ φ %→ Fψ̄φ(a) ∈ (ψa, C)はRの表現の準同型である。しかし ψa

は L2(R)に属さないから、ψa ∈ Π(R)は (τ, L2(R))の商表現だが部分表現ではない。
(ii) a ∈ R上に既約表現 (ψa, C)が乗っている線束L = C×R → Rを考える。その切断を
ϕ : R $ a %→ (φ̂(a), a) ∈ Lと書けば、これにはRが

ρ(x)(φ̂(a), a) = (ψa(x)φ̂(a), a), x ∈ R

とファイバーごとに作用しており、φ̂の L2内積はこの作用で不変である。特にその “L2

切断”1の空間

L2(R,L→ R) := {ϕ : R $ a %→ (φ̂(a), a) ∈ L | φ̂ ∈ L2(R)}

はRのユニタリ表現である。このとき Fourier変換:

Fψ : ϕ %−→
∫

R
φ̂(a)ψa(x) da, φ̂ ∈ S(R)

は (ρ, L2(R,L→ R))から (τ, L2(R))へのRの表現としての同型である:

Fψ(ρ(y)ϕ)(x) =
∫

R
(ψa(y)φ̂(a))ψa(x) da =

∫

R
φ̂(a)ψa(x + y) da = τ(y)Fψϕ(x).

しかも Persevalの等式 ‖φ̂‖ = ‖Fψφ̂‖から、これはユニタリ表現の同値である。この状況
を (τ, L2(R))は既約ユニタリ表現 ψaたちの直積分であると言い、

(τ, L2(R)) *
∫

R
ψa da

と書き表す。 !
1切断と言っても滑らかどころか可測函数でしかないので、通常の多様体論の意味での切断ではない。
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一般にGn(A)の既約ユニタリ表現 (π, H)の Zn(A)への制限はある指標 ωπ : A× → C1

になる:
π(z1n) = ωπ(z)idH , z ∈ A×.

この ωπを πの中心指標という。ユニタリ表現 (R,L(Gn)ω)の既約部分商表現をGn(A)の
中心指標 ωの (既約)保型表現と呼ぶ。
さて、L(Gn)ωは既約部分表現の直和の閉包Ldisc(Gn)ω (離散スペクトル)とその直交補
空間 Lcont(Gn)ω (連続スペクトル)からなる: L(Gn)ω = Ldisc(Gn)ω ⊕ Lcont(Gn)ω. 一方、n

の正整数の和への分解 (n) = (n1, . . . , nr),
∑r

i=1 ni = nに対して、Gnの標準放物型部分群
P(n) = M(n)U(n):

M(n) :=






â
g1

g2

. . .
gr

ì ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

gi ∈ Gni






, U(n) :=










1n1 ∗ . . . ∗
1n2

. . . ...

. . . ∗
1nr




∈ Gn






がある。この P(n)に沿っての φ ∈ L(Gn)ωの定数項を

φP(n)
(g) :=

∫

U(n)(F )\U(n)(A)
φ(ug) du

と定義する。任意のP(n) -= Gnに沿っての定数項が (ほとんど至るところ)消えている φ ∈
L(Gn)ωからなる閉部分空間をL0(Gn)ω ⊂ L(Gn)ωと書く (カスプスペクトル)。Piatetsky-
Shapiroの定理 ([Lan76, 補題 3.1の系]により L0(Gn)ω は Ldisc(Gn)ω に含まれることが知
られているが、そのLdisc(Gn)ωでの直交補空間をLres(Gn)ωと書く。すなわち次の直和分
解がある。

L(Gn)ω = L0(Gn)ω ⊕ Lres(Gn)ω ⊕ Lcont(Gn)ω. (2.1)

Gnの保型表現の記述にはその局所情報を用いる。最低限の必要となる制限テンソル積
分解と佐武パラメタを思い出そう。

• 無限素点 vでGn(Fv)極大コンパクト部分群

Kv :=





On(R) vが実のとき
Un(R) vが複素のとき

を固定すれば、(gln(Fv ⊗R C), Kv)加群が考えられる [Wal88]。既約ユニタリ化可能
(gln(Fv ⊗R C),Kv)加群の同型類の集合はGn(Fv)の既約ユニタリ表現の同値類の集
合Π(Gn(Fv))と同一視される ([同 3.4節]参照)。

• 非アルキメデス素点 vではGn(Fv)の許容表現が考えられる [BZ76]。この場合にも
[同 4.21]で解説されているとおり、Gn(Fv)の既約ユニタリ化可能許容表現の同型類
の集合と Π(Gn(Fv))の間に自然な全単射がある。Gn(Fv)の既約許容表現 (π, V )が
不分岐とは、超スペシャル極大コンパクト部分群

Kv = Gn(Ov) = {g ∈ Mn(Ov) | det g ∈ O×
v }
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の作用で不変なベクトルを持つこととする: V Kv -= {0}. このときKv不変ベクトル
は定数倍を除いて一意であることが知られている。

各素点 vでの πv ∈ Π(Gn(Fv))の族で、ほとんど全ての非アルキメデス素点でπvが不分岐
であるものが与えられているとする。πv の実現 (πv, Vv)および πv が不分岐な vでのKv

不変ベクトル ξ0
v ∈ V Kv

v を固定すると、
⊗

v

Vv :=
⋃

S

Å⊗

v∈S

Vv ⊗
⊗

v/∈S

ξ0
v

ã

は自然に既約∏
v|∞ (gln(Fv ⊗R C), Kv)×Gn(Afin)加群になる。これを (πv, Vv)たちの制限

テンソル積と呼び、その同型類 (ξ0
v の取り方によらない)を⊗

v πvと書く。

補題 2.2. 任意の π ∈ Π(G(A))に対して、πv ∈ Π(Gn(Fv))の族で有限個を除く非アルキメ
デス素点 vで不分岐なものがあって、πは制限テンソル積⊗

v πvの完備化に同値である。

非アルキメデス素点 vを考える。Gnの上三角Borel部分群 (つまり放物型部分群P(1n) =

M(1n)U(1n))をBn = TnUnと書く。Gn(Fv)の任意の不分岐既約表現 πに対して、F×
v の不

分岐擬指標の重複度付き集合 [χ1, . . . ,χn] ∈ Irr (F×
v /O×

v )n/Snであって、πが放物型誘導
表現

IGn
Bn

(χ1 ⊗ · · ·⊗ χn) := indGn
Bn

[δ1/2
B (χ1 ⊗ · · ·⊗ χn)⊗ Un(Fv)] (2.2)

の唯一の不分岐組成因子であるようなものがただ一つある。ただし δBはBn(Fv)のモジュ
ラス指標である。すなわち πは “Gn(C) = GLn(C)での

tπ :=

á
χ1(!v)

. . .
χn(!v)

ë

(2.3)

の共役類で一意に決まる。この半単純共役類を πの佐武パラメタまたは Hecke共役類と
いう。

定理 2.3 (GLn上の保型表現の記述). 中心指標 ωを持つGn(A)の既約ユニタリ表現の同値
類の集合をΠ(Gn(A))ωと書く。

(i) 重複度一定理 [Sha74]。任意の π ∈ Π(Gn(A))ωの Ldisc(Gn)ωでの重複度は高々1で
ある。

(ii) カスプ保型表現の記述 [JPSS83], [JS81b], [CPS94]。π ∈ Π(Gn(A))ωがL0(Gn)ωに現
れるためには、任意の 1 ≤ m ≤ n− 1およびGm(A)の任意のカスプ保型表現 π′に
対して、Rankin-Selberg積 L函数 L(s,π × π′), ε函数 ε(s,π × π′)がよい性質を持つ
ことが必要十分である2。

2この主張にはさらに強いバージョンもある。それらの主張および正確な定式化については [CKM04]を
参照されたい。
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(iii) 留数スペクトルの記述 [MW89]。π ∈ Π(Gn(A))ωがLres(Gn)ωに現れるためには、あ
る分解 n = dm, (d,m ∈ N)とカスプ保型表現 π0 ∈ Π(Gm(A))ωがあって、F の任意
の素点 vで πvが放物型誘導表現

IGn
P(md)

(π0,v| det |(d−1)/2
v ⊗ π0,v| det |(d−3)/2

v ⊗ · · ·⊗ π0,v| det |(1−d)/2
v )

の唯一の既約商表現に同型であることが必要十分3。

(iv) 強重複度一定理 [JS81a]。π, π′ ∈ Π(G(A))ωがともにカスプ保型表現で、ほとんど全
ての有限素点で tπv = tπ′

v
を満たせば π * π′である。

2.2 仮説的Langlands対応とベースチェンジ
上記のGLnの保型表現の記述はArthurによる Langlands予想の精密化の立場から見る
とわかりよい。F の代数閉包 F̄ を固定して、絶対 Galois群Gal(F̄ /F )を Γ, F̄ /F のWeil
群をWF と書く [Tat79]。この節では (予想を述べるだけの目的で) F の仮説的 Langlands
群 LF が存在すると仮定する。これはWF の巨大なコンパクト群による拡大で、その既約
n次元表現とGn(A) = GLn(A)のカスプ保型表現が一対一に対応するとされている。

GnのAパラメタとは、LF ×SL2(C)のn次元表現φ : LF ×SL2(C) → GLn(C)でφ(LF )

が有界であるものとする。Gnの Aパラメタの同型類の集合を Ψ(Gn,F )と書こう。大域
Langlands予想は次のようにAパラメタの同型類とL(Gn)ωの既約部分商との間の対応と
して精密化される。

• φ|LF が既約 (従って φ|SL2(C)は自明)なとき、φは LF の既約 n次元表現にほかなら
ず、その同型類はGn(A)のカスプ保型表現と対応する。

• 既約な φはLF のある既約表現ϕと SL2(C)の既約表現 ρdのテンソル積である: φ *
ϕ⊗ ρd. ここで ρdは SL2(C)の唯一の既約 d次元表現 Symd−1ρ2である。ϕの次元を
mとして、ϕに対応するGm(A)のカスプ保型表現を π0と書けば、φの同型類には
定理 2.3 (iii)の留数スペクトルの既約成分が対応する。なお定理の主張に現れるシ
フト (d− 1, d− 3, . . . , 1− d)は ρdのウェイトである。以上、Ldisc(Gn)ωの既約成分
に対応するパラメタは楕円的 (elliptic)と言われる。

• 一般にφ * ⊕r
i=1 φiを既約分解とする。各φiに対応する保型表現をπi ↪→ Ldisc(Gni)ω

として φは放物型誘導表現
IGn
P(n)

(π1 ⊗ · · ·⊗ πr)

に対応する。r ≥ 2ならこれはLcont(Gn)ωに属する。
3一般に放物型部分群 P = MU ⊂ Gnとその Levi部分群M(A)の表現 πM に対して、放物型誘導表現を

IGn
P (πM ) := indGn(A)

P (A) [δ1/2
P πM ⊗ U(A)]

と定義している。ここで δP は P (A)上の左不変測度の δP 倍が右不変測度になるような擬指標 δP : P (A)→
R×

+である。δ1/2
P 倍しているのはユニタリ表現からの誘導表現が再びユニタリになるようにするためである。
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さて、任意の有限次Galois拡大E/F に対してWeil群の場合と同様に自然な完全列 1 →
LE → LF → Gal(E/F ) → 1があるとされる。Aパラメタの間の写像

resF
E : Ψ(Gn,F ) $ φ %−→ φ|LE×SL2(C) ∈ Ψ(Gn,E) (2.4)

に対応するべき、Gn(A)の保型表現からGn(AE)の保型表現への写像が、E/F に対する
ベースチェンジリフトである。これは次のようにも言い換えられる。

Gn,F のL群はGnのLanglands双対群 “Gn = GLn(C)とWeil群の直積 LGn,F = “Gn×WF

であり、その Aパラメタ φは次の図式を可換にする (LF の像が有界な)準同型 φ : LF ×
SL2(C) → LGn,F と見なせる。

LF × SL2(C)
φ−−−→ LGn,F8

8pr2

WF WF

ただし左の縦の射はLF からWF への自然な射である。Aパラメタの同型はGLn(C)共役
にほかならない。
一方、Weilの係数制限Ln := ResE/F GnのLanglands双対群はWEからWF への誘導群

“Ln = IWF
WE

“Gn := {f : WF → “Gn | f(uw) = uf(w), u ∈ WE}

であり、“LnへのWF 作用は右移動作用となる。(特にこの作用はGal(E/F )を経由する。)
Gal(E/F ) * WF /WEのWF での代表系 {wσ}σ∈Gal(E/F )を固定すれば

“Ln $ f %−→ (f(wσ))σ∈Gal(E/F ) ∈ (“Gn)Gal(E/F )

は同型で、左辺へのGal(E/F )作用は τ.(gσ)σ = (gστ )σ, (gσ ∈ “Gn)に移る。すなわち L群
LLn = “Ln !ρLn

WF において “Lnは “Gnの [E : F ]個の直積であり、WF のそれへの作用 ρLn

はGal(E/F )を経由して “Gnたちの並べ替えを引き起こす。LnのAパラメタとは、WF へ
の射影と可換になるLF ×SL2(C)から LLnへの準同型でLF の像が有界なものとする。二
つのAパラメタが同値とはそれらが “Ln共役であることとする。LnのAパラメタの同値
類の集合をΨ(Ln)と書く。このとき

ResE/F : Ψ(Gn,E) $ φE %−→ indLF×SL2(C)
LE×SL2(C) φE ∈ Ψ(Ln)

は全単射であり、Ln(A)の保型表現とGn(AE)の保型表現が同一物であることを表してい
る。(2.4)の resF

Eとこの全単射の合成 bE/F : Ψ(Gn,F )
resF

E→ Ψ(Gn,E)
ResE/F→ Ψ(Ln)は L群の

準同型
bE/F : LGn,F $ g × w %−→ (g, g, . . . , g) ! w ∈ LLn (2.5)

との合成である: bE/F (φ) = bE/F ◦ φ, (φ ∈ Ψ(Gn,F )). ベースチェンジリフトはこれに対応
するGn(A)の保型表現から Ln(A) = Gn(AE)の保型表現への写像である。この記述によ
れば、ベースチェンジの像はGal(E/F )安定、つまり πE ◦ σ−1 * πE , (σ ∈ Gal(E/F ))で
ある保型表現 πEからなる集合となるべきである。

7



R=
T定
理

2.3 ひねり付き内視論としての巡回ベースチェンジ
一般に二つの簡約群G, HのL群の間の準同型ϕ : LH → LGがあれば、それに対応する

H からGへの保型表現のリフティングが定まるという期待がある。このようなリフティ
ングの統一的な構成法はもちろん知られていない。ただし LHが LGのある半単純自己同
型の固定化群である場合には、内視論と呼ばれる理論の枠組みでGとHのArthur-Selberg
跡公式を比較してリフトを作るプログラムが知られている。上のGLnのベースチェンジ
の問題もこの理由により、予想の範疇を出て実際にリフトを構成できるのはE/F が巡回
拡大の場合のみである。以下でもこの場合を考えることにしよう。

ひねり付き内視データ E/F を d次の巡回拡大とし、Gal(E/F )の生成元 σを一つ取る。
Gnの F 構造から定まるLn = ResE/F Gnの F 自己同型を σ̃と書く。同型E ⊗F E ∼→ E⊕d

を合成
E = E ⊗F F ↪→ E ⊗F E ∼−→ E⊕d

が z ∈ Eを (z,σ(z), . . . ,σd−1(z))に送るように選べば、これが引き起こす同型 Ln(E) ∼→
Gn(E)dで σ̃は巡回置換 σ̃(g1, . . . , gd) = (gd, g1, . . . , g2)に移る。よって σ̃は “Ln = (“Gn)dに
も同様の巡回置換として作用する。このとき三つ組 (Gn, 1, bE/F )は次の意味で (Ln, σ̃)の
内視データである [KS99, 2章]。

(i) Gnは F 上定義された Borel部分群Bnを持つ連結簡約群。

(ii) 1は “Lnの単位元を表しており、“Lnの自己同型Ad(1) ◦ σ̃ = σ̃は Lie環の自己同型と
して半単純である。

(iii) bE/F は (2.5)の L群の埋め込みで次を満たす。

(a) “Gnから “Lnの σ̃不変部分 “Lσ̃
nへの同型に制限される。

(b) Ad(1) ◦ σ̃ ◦ bE/F = bE/F .

しかも (Ln, σ̃)の楕円的、つまり離散スペクトルに寄与するような内視データは同型を除
いてこの三つ組のみである。

跡公式の主要部分 正実数のなす乗法群R×
+をE×

∞の部分群 {(a)w|∞ ∈ E×
∞ | a ∈ R×

+}と同
一視する。これをGn(AE)の中心A×

Eの部分群と見たものもR×
+で表す。Ln(F )R×

+\Ln(A) =

Gn(E)R×
+\Gn(AE)上の二乗可積分函数の空間を L(Gn,E)と書く。E×R×

+\A×
E はコンパク

トだからHilbert直和分解

L(Gn,E) =
⊕̂

ωE∈Π(A×
E/R×

+E×)

L(Gn,E)ωE

があることに注意する。L(Gn,E)には σ̃が作用素

R(σ)φ(g) := φ(σ−1(g)), φ ∈ L(Gn,E)
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で作用する。適当な極大コンパクト部分群KLn ⊂ Ln(A)を止め、Ln(A)/R×
+上のHecke

函数、つまりコンパクト台付き両側KLn有限な函数の空間をH(Ln(A)/R×
+)と書く。fE ∈

H(Ln(A)/R×
+)に対して、作用素

R(fE)R(σ)φ(g) =
∫

Gn(AE)/R×
+

fE(x)R(σ̃)φ(gx) dx =
∫

Gn(AE)/R×
+

fE(x)φ(σ−1(gx)) dx

の適宜に正則化したトレースを記述するのが、(Ln, σ̃)に対するひねり付き跡公式 (twisted
trace formula)である。R(σ)はLdisc(Gn,E) =

⊕̂
ωE∈Π(A×

E/R×
+E×) Ldisc(Gn,E)ωE の既約成分た

ちに作用している。複数の既約部分表現からなる 〈R(σ)〉軌道上のR(fE)R(σ)のトレース
は消えている (対角成分が消えているため)ので、ひねり付き跡公式はLdisc(Gn,E)の σ安
定な既約成分上のトレースを拾い出す。
さて常の通りの変形を施せば

R(fE)R(σ)φ(x) =
∫

Gn(AE)/R×
+

fE(x−1y)φ(σ−1(y)) dy

=
∫

Gn(E)R×
+\Gn(AE)

∑

δ∈Gn(E)

fE(x−1δy)φ(σ−1(y)) dy

=
∫

Gn(E)R×
+\Gn(AE)

Ç ∑

δ∈Gn(E)

fE(x−1δσ(y))

å
φ(y) dy

であるから、R(fE)R(σ)は積分核

Kσ(x, y) :=
∑

δ∈Gn(E)

fE(x−1δσ(y))

を持つ積分作用素である。R(fE)R(σ)がトレースを持つならば、この積分核の対角部分
集合上の積分がそのトレースを与えるのだが、残念ながらR(fE)R(σ)はトレースを持た
ず積分は収束しない。そこでKσ(x, x)から「積分を発散させる部分」を適宜切り落とし
たものを積分して得られるArthur跡公式を使うことになる。ここではその議論は省略し、
Arthur跡公式の主要部分だけを説明する。まず保型表現のトレースを含むスペクトル辺の
主要項は離散部分

Iσ-disc(fE) =
∑

π⊂Lσ-disc(Ln)

trπ(fE)π(σ)

+
∑

M

|WM
0 |

|WLn
0 |

∑

w

| det(w − 1|
aLn,̃σ

M

)|−1tr(M(w, 0)ILn
P (0, fE)ILn

P (0,σ))
(2.6)

である。第一行がL(Ln)の「σ離散スペクトル」に現れる保型表現の指標の和であり、第
二行は連続スペクトルの寄与だがウェイト付き指標による展開において孤立極での留数と
して離散的に見えるものたちからなる。
次に跡公式のもう一方の辺である幾何辺の主要部、楕円正則部分を見てみよう。元 δ ∈

Gn(E)が σ正則とは、Ln = ResE/F Gn内のAd(δ) ◦ σ̃固定点の群 Iδ,σ = LAd(δ)◦σ̃
n がトーラ

スであることとする。(これはNE/F (δ) := δσ(δ) · · · σd−1(δ)の特性多項式が重根を持たな
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いことに同値である。)さらに Iδ,σ/Z(Gn)が非等方的、つまりF 有理指標を持たないとき
δは σ楕円正則であるという。Gn(E)内の σ楕円正則元の集合をGn(E)σ-ellと書き、上の
積分核の σ楕円正則部分を

Kσ-ell(x, y) :=
∑

δ∈Gn(E)σ-ell

fE(x−1δσ(y))

と定める。Gn(E)はGn(E)σ-ellに σ共役 x %→ g−1xσ(g), (x ∈ Gn(E)σ-ell, g ∈ Gn(E))で作
用する。この作用によるGn(E)σ-ell内のGn(E)軌道 (σ共役類)の集合を Γσ-ell(Gn(E))と
書く。以上のもとで (Ln, σ̃)に対するひねり付き跡公式の楕円正則項は

∫

Gn(E)R×
+\Gn(AE)

Kσ-ell(x, x) dx =
∫

Gn(E)R×
+\Gn(AE)

∑

δ∈Gn(E)σ-ell

fE(x−1δσ(x)) dx

=
∫

Gn(E)R×
+\Gn(AE)

∑

{δ}∈Γσ-ell(Gn(E))

∑

γ∈Iδ,σ(F )\Gn(E)

fE(x−1γ−1δσ(γx)) dx

=
∑

{δ}∈Γσ-ell(Gn(E))

∫

Gn(E)R×
+\Gn(AE)

∑

γ∈Iδ,σ(F )\Gn(E)

fE(x−1γ−1δσ(γx)) dx

=
∑

{δ}∈Γσ-ell(Gn(E))

∫

Iδ,σ(F )R×
+\Gn(AE)

fE(x−1δσ(x)) dx

=
∑

{δ}∈Γσ-ell(Gn(E))

∫

Iδ,σ(A)\Gn(AE)

∫

Iδ,σ(F )R×
+\Iδ,σ(A)

fE(x−1δσ(x)) dt
dx

dt

=
∑

{δ}∈Γσ-ell(Gn(E))

τ(Iδ,σ)Oδ,σ(fE)

(2.7)

で与えられる。ここで dtは Iδ,σ(A)/R×
+上の玉河測度で τ(Iδ,σ)は Iδ,σの玉河数 (玉河測度

についての Iδ,σ(F )R×
+\Iδ,σ(A)の測度)を表す。また

Oδ,σ(fE) :=
∫

Iδ,σ(A)\Gn(AE)
fE(g−1δσ(g))

dg

dt

は fEの δでの σ軌道積分である。上記の変形は当初は形式的なものだが、右辺は絶対収
束していることが確かめられるので全ての変形が正当化される [文献]。
同様の構成をGnに対しても実行する。Gn(A)/R×

+上のHecke函数の空間をH(Gn(A)/R×
+)

と書く。Gn(F )R×
+\Gn(A)上の L2空間L(Gn,F )上の作用素

R(f)φ(x) :=
∫

Gn(A)/R×
+

f(y)φ(xy) dy, f ∈ H(Gn(A)/R×
+)

は積分核
K(x, y) :=

∑

γ∈Gn(F )

f(x−1γy)

を持つ積分作用素である。GnのArthur跡公式のスペクトル辺の離散部分は
Idisc(f) =

∑

π⊂Ldisc(Gn)

trπ(f)

+
∑

M

|WM
0 |

|WGn
0 |

∑

w

| det(w − 1|aGn
M

)|−1tr(M(w, 0)IGn
P (0, f))

(2.8)

10



R=
T定
理

であり、重要なのは離散スペクトルに現れる保型表現の指標和である第一行である。Gn(F )

内の楕円正則元、すなわち特性多項式が既約な元の集合をGn(F )ellとしてK(x, y)の楕円
正則部分

Kell(x, y) :=
∑

γ∈Gn(F )ell

f(x−1γy)

を考える。GnのArthur跡公式の楕円正則部分は次で与えられる。
∫

Gn(F )R×
+\Gn(A)

Kell(x, x) dx =
∑

{γ}∈Γell(Gn(F ))

τ(Iγ)Oγ(f). (2.9)

ここで Γell(Gn(F ))は Gn(F )ell 内の Gn(F )共役類の集合であり、τ(Iγ)は γ の中心化群
Iγ = Cent(γ, Gn)の玉河数である。

Oγ(f) :=
∫

Iγ(A)\Gn(A)
f(g−1γg)

dg

dt

は f の γでの軌道積分を表す。

ノルム 前段によりLnのひねり付き跡公式の主要部の各項はGn(E)内のある種のσ共役
類で添字づけられていることがわかった。今から説明するように、内視群Gnとはその共
役類の集合から Lnの σ共役類の集合へ自然な写像を持つ群にほかならない。
対角極大トーラスTn ⊂ Gnを思い出す。そのWeyl群Ω(Gn, Tn) := Norm(Tn, Gn)/Tnは

対角成分の置換の群Snである。Gnの半単純共役類の集合を C1ss(Gn)と書けば Jordan標
準形を取る次の写像は全単射である。

C1ss(Gn) $ C %−→ C ∩ Tn ∈ Tn/Sn. (2.10)

Lnの元 δが σ半単純とは Ad(δ) ◦ σ̃の Lnの Lie環への作用が半単純 (対角化可能)であ
ることとする。Ln内の σ半単純元の σ共役類の集合を C1σ-ss(Ln)で表す。極大トーラス
TLn := ResE/F Tn ⊂ Lnを考える。(Ln, TLn)⊗F F̄ * (Gn,F̄ , Tn,F̄ )dに σ̃は巡回置換として
作用しているのだった。σ̃ − 1 : TLn $ t %→ tσ̃(t)−1 ∈ TLn とおけば、

NE/F : (TLn)σ̃ := TLn/im(σ̃ − 1) $ (t1, . . . , td) %−→ t1 · · · td ∈ Tn (2.11)

は同型である。TLn の LnでのWeyl群Ω(Ln, TLn) * Sd
nの σ̃不変部分∆Sn (対角部分群)

は (TLn)σ̃ に作用するが、その作用は上の同型の右辺への自然なSnに一致する。以上の
もとで (2.10)のひねり付き版の全単射

C1σ-ss(Ln) $ C %−→ C ∩ TLn ∈ (TLn)σ̃/∆Sn

NE/F
∼→ Tn/Sn (2.10σ)

がある。
さて、L群の定義 ([Bor79])から “Gnの対角元からなる極大トーラスTnはTnのLanglands

双対トーラスX∗(Tn)⊗C/X∗(Tn)と同一視される。同様に “Ln = “Gd
nの対角極大トーラス

TLn = T d
n は TLnの双対トーラスである。内視データ (Gn, 1, bE/F )の bE/F : LGn ↪→ LLnは
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同型 bE/F : Tn
∼→ T σ̃

Ln
を与える。その双対同型NE/F : (TLn)σ̃

∼→ Tnは実は (2.11)そのもの
である。こうして内視データの定義から半単純共役類の間の写像

AGn/Ln : C1ss(Gn)
(2.10)

∼−→ Tn/Sn

N−1
E/F−→ (TLn)σ̃/∆Sn

(2.10σ)
∼−→ C1σ-ss(Ln)

が得られる。容易に確かめられるように AGn/Ln は F 上定義されている。よって半単純
な γ ∈ Gn(F )の共役類の像AGn/Ln(Ad(G)γ) ∈ C1σ-ss(Ln)は F 上定義されているのだが、
Ln(F )の元を含むとは限らないことに注意する。(例えば n = 1の場合、NE/F : E× → F×

は全射ではない。)そこでAGn/Ln(Ad(G)γ)がある δ ∈ Ln(F )を含むとき、γは δのノル
ムであるといい γ ∈ NE/F (δ)と書く。AGn/Ln(Ad(G)γ) ∩ Ln(F )が空なとき、γはノルム
でないという。
このベースチェンジの主内視群の場合にはAGn/Lnが単射になるため、齋藤・新谷以来、
その逆写像NE/F をノルム写像として用いていた [Lan80], [AC89]。ここでは一般のひね
り付き内視群の場合にはこの向きでしかノルム写像は存在しないことを考慮して、この
[KS99]による定義を採用した。次は容易に確かめられる。

• AGn/Ln は F 上定義された共役類を F 上定義された σ共役類に移す。

• AGn/Ln は Γell(Gn(F ))から Γσ-ell(Gn(E))への単射を与える。

軌道積分の移行と跡公式の比較 Gn(A)/R×
+上のHecke函数の空間 (畳み込み積について

C代数になる)は制限テンソル積

H(Gn(A)/R×
+) =

⋃

S

Å
H(Gn(F∞)/R×

+)⊗
⊗

v!∞,∈S

H(Gn(Fv))
⊗

1Kv

ã

である。ただし S は全ての無限素点を含む素点の有限集合を走り、H(Gn(F∞)/R×
+)は

Gn(F∞)/R×
+上の台がコンパクトで両側K∞ =

∏
v|∞ Kv有限な函数の空間である。有限

素点 vに対して Gn(Fv)上のコンパクト台付き局所定数函数の空間をH(Gn(Fv)), Kv の
特性函数を 1Kv と書いている。H(Ln(A)/R×

+)も同様の分解を持つ。次の結果は非アルキ
メデス的な場合には [AC89, I.3],アルキメデス的な場合には [Lab99, 3.5節]で証明されて
いる。

命題 2.4 (軌道積分の移行). 任意の fE,v ∈ H(Ln(Fv))に対して f ∈ H(Gn(Fv))で、任意の
σ正則な δ ∈ Gn(Fv)に対して

Oγ(f) =





Oδ,σ(fE,v) γが δのノルムのとき
0 γがノルムでないとき

(2.12)

が成り立つものがある。 !

次に非アルキメデス素点 v で Ev/Fv が不分岐である場合を考える。Gn(Fv)の不分岐
Hecke環、つまり両側Kv不変な元からなるH(Gn(Fv))の部分環をHKv(Gn(Fv))と書く。

12



R=
T定
理

不分岐主系列表現 IGn
Bn

(χ1 ⊗ · · · ⊗ χn)の同型類はその佐武パラメタ t[χ1, . . . ,χn] ((2.3)を
見よ)で分類されていた。h ∈ HKv(Gn(Fv))に対して

h∨ : Tn $ t[χ1, . . . ,χn] %−→ trIGn
Bn

(χ1 ⊗ · · ·⊗ χn, h) ∈ C

とおけばこれは Tn上のSn不変多項式函数であり、写像

HKv(Gn(Fv)) $ h ∼%−→ h∨ ∈ C[Tn]Sn (2.13)

は佐武同型と呼ばれるC代数の同型である。同様にLn(Fv)の不分岐Hecke環HKL,v(Ln(Fv))

に対しても佐武同型

HKL,v(Ln(Fv)) $ hEv

∼%−→ h∨
Ev
∈ C[TLn ]Sn

d * (C[Tn]Sn)⊗d (2.13E)

が定まる。これらと bE/F (2.5)を使ってHecke環の間のベースチェンジ射を

bE/F : HKL,v(Ln(Fv))
(2.13E )

∼−→ C[TLn ]Sn
d b∗

E/F−→ C[Tn]Sn
(2.13)

∼−→ HKv(Gn(Fv))

と定義する。これは C代数の準同型である。次の命題は Kottwitzの結果を用いて Clozel
[Clo90], Labesse [Lab90]により証明された。

命題 2.5 (基本補題). hEv ∈ HKL,v(Ln(Fv))と h := bE/F (hEv) ∈ HKv(Gn(Fv))は軌道積分
の等式 (2.12)を満たす。

以上の結果を跡公式に組み込んで (Ln, σ̃)のひねり付き跡公式とGnの跡公式を比較す
る。主要項である楕円正則項 (2.7), (2.9)

Tσ-ell(fE) :=
∑

{δ}∈Γσ-ell(Gn(E))

τ(Iδ,σ)Oδ,σ(fE), Tell(f) :=
∑

{γ}∈Γell(Gn(F ))

τ(Iγ)Oγ(f)

で解説しよう。まず fE =
⊗

v fE,v ∈ H(Ln(A)), f =
⊗

v fv ∈ H(Gn(A))を

(a) 全ての素点 vで fE,v, fvは命題 2.4を満たす。

(b) ほとんど全ての非アルキメデス素点vでfE,v ∈ HKL,v(Ln(Fv))かつfv = bE/F (fE,v) ∈
HKv(Gn(Fv)).

となるように選ぶ。するとノルムでない γ ∈ Γell(Gn(F ))ではOγ(f) = 0であり、

Tell(f) =
∑

{δ}∈Γσ-ell(Gn(E))

τ(INE/F (δ))ONE/F (δ)(f) =
∑

{δ}∈Γσ-ell(Gn(E))

τ(INE/F (δ))Oδ,σ(fE)

が成り立つ。ところが容易に確かめられるように INE/F (δ) * Iδ,σであるから、それらの玉
河数も一致して Tσ-ell(fE) = Tell(f)が得られる。こうした議論により、上のような (fE, f)

に対しては等式
Iσ-disc(fE) = Idisc(f) (2.14)

が得られる。(実際の比較のプロセスは、特異項と呼ばれる連続スペクトルや楕円的でな
い共役類からの寄与の処理を含み、大変複雑である [AC89, 2章]。)

13



R=
T定
理

2.4 GLnの巡回ベースチェンジ
前節で得られた等式 (2.14)は条件 (a), (b)を満たす任意の (fE, f)に対して成り立つ。特
にテスト函数の不分岐成分たちは (b)を満たす不分岐Hecke環の元を走るとしてよい。と
ころが強重複度一定理 (定理 2.3 (iv))からGLnの保型表現は不分岐Hecke環の作用だけで
一意に決まるから、これらの不分岐Hecke環の作用で (2.14)の両辺を単一の保型表現の寄
与からなるよう切り分けることができる。おおざっぱではあるが、以上のような議論によ
り次の定理が証明できる。

Gn(AE)の保型表現 πEが σ離散的とは、

• Gn(AE)の σ不変離散保型表現。

• ある因子分解d = mkとGm(AE)のσk不変離散保型表現πdに対する放物型誘導表現

IGn
P(mk)

(πd ⊗ σ(πd)⊗ · · ·⊗ σk−1(πd))

のいずれかであることとする。後者は連続スペクトルLcont(Ln)の既約部分商であること
に注意せよ。

定理 2.6 ([AC89] 3章). E/F を代数体の d次巡回拡大とし、Gal(E/F )の生成元 σを取る。
(i) Gn(A)の任意の離散保型表現 πに対してGn(AE)の σ離散保型表現 πEで、ほとんど全
ての素点 vで tπE,v = bE/F (tπv)を満たすものがただ一つある。これを πのベースチェンジ
リフトという。
(ii)上の πとそのベースチェンジリフト πE の任意の素点 vでの局所成分 πv, πE,v は新谷
等式

trπv(fv) = tr
Å
πE,v(fE,v)πE,v(σ)

ã

を満たす。ここで fv ∈ H(Gn(Fv)), fE,v ∈ H(Ln(Fv))は命題 2.4を満たすものであり、
πE,v(σ) : σ(πE,v)

∼→ πE,vはある Ln(Fv)同型である。
(iii)ベースチェンジリフトはGn(A)の離散保型表現の集合からGn(AE)の σ離散保型表現
の集合への全射である。
(iv) Gn(A)の離散保型表現 π, π′のベースチェンジリフトが一致するためには、ある指標
ω : A×/F×NE/F (A×

E) → C1に対して π′ * ω(det)⊗ πとなることが必要十分である。
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