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GL(2)上の保型形式のベースチェンジリフト∗

今野拓也 †

平成 18年 2月 4日

前置き
この原稿の目的は Hilbert保型形式を含むGL(2)上の保型形式、あるいは保型表
現に対するベースチェンジリフトを解説することである。問題の起源は、土井・長
沼両氏による実二次体E上の四元数体Dに付随する志村曲線 SDの研究にさかのぼ
る。SDはE上の標準模型を持ち、そのHasse-Weilゼータ函数はD×上の保型形式
の標準 L函数 L(s, πD)で書けるのだが、それは πDから清水・Jacquet-Langlands対
応で得られるGL(2)E 上の保型形式 πE の標準 L函数 L(s, πE)にほかならない。一
方、ある条件下では SDはQ上の模型も持っており、そのQ上の模型のHasse-Weil
ゼータ函数はあるGL(2)Q上の (楕円)保型形式 πを使って L(s, π)L(s, π × ωE/F )と
書ける。つまり

L(s, πE) = L(s, π)L(s, π × ωE/F )

を満たす、楕円保型形式 πと E上の Hilbert保型形式 πE が得られる。この πE が π

のベースチェンジリフトである。これを拡張した一般の大域体の二次拡大E/F に付
随するベースチェンジリフト (GL(2)F 上の保型形式にGL(2)E上の保型形式を対応
させるリフト)はさらに Jacquetによって進められ [Jac72]、かなり完全なリフトの記
述を与えている。この方向の結果については整数論への応用も含めて、桂田氏のレ
クチャーで解説されている [桂田]。
一方この方法ではE/F 拡大次数が 3以上の場合が扱えない (§3.2参照)。この問題
の解決の転機となったのが齋藤裕氏の仕事 [Sai75]である。齋藤氏はE/F が素数次
の巡回拡大の場合に、その Galois群の生成元 σでGL(2)E上の保型形式へのHecke
作用素をひねり、そのトレースを計算することでベースチェンジリフトを構成した。
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しかしこの時点ではまだ古典的な設定での正則保型形式を扱っていたため、これら
の構成は無限成分やレベルに多くの制限を受けていたことも重要である。ここにい
たってベースチェンジリフトの記述には保型表現論が最適かつ不可欠なことは明ら
かだったが、保型表現への移行のためにはベースチェンジリフトの表現論的定義が
欠けていた1。新谷卓郎氏は保型表現の指標の間のいわゆる「新谷恒等式」(§3.3参
照)によるベースチェンジの定義を与えてこの困難を解決した。
その後、保型表現の立場で問題を定式化し、齋藤氏の考案した「ひねられた跡公
式」を使って、素数次巡回拡大に対するベースチェンジリフトの問題を完全解決し
たのはR.P. Langlandsであった [Lan80]。その理由はベースチェンジリフトの形にあ
る。通常古典的な保型形式論ではカスプ形式と正則 Eisenstein級数に分けて保型形
式を学ぶが、ベースチェンジリフトではカスプ形式がしばしば実解析的 Eisenstein
級数にリフトする。つまりベースチェンジの記述にとって適切な保型形式の概念は
L2(GL(2, F )A×\GL(2, A))によるそれであり、当時この巨大な空間をひとまとめに
捉える跡公式を最も自在に使いこなしていたのが Langlandsだったのである。特に
新谷恒等式による定義はベースチェンジリフトの像を特定することを可能にし、こ
れが代数体の絶対Galois群の 2次元Artin表現のL函数についてのArtin予想の多く
の場合の解決につながった [Lan80, §2]。なお志村・谷山予想の解決を初めとするそ
の後の多くの応用でも、この像の特徴付けが使われている点を強調しておきたい。
このノートでは最初にHecke-Jacquet-Langlands理論による、L函数を用いたGL(2)

上の保型形式の記述を概説する。リフトの記述にはそのソースとターゲットの記述が
必要だからである。特に上で注意したようにベースチェンジリフトは連続スペクトル
も巻き込んだ形で記述されるため、L2(GL(2, F )A×\GL(2, A))の保型表現としての
スペクトル分解 (“既約分解”)も詳説した。古典的な保型形式を中心に学ばれている
方にとっては、SL(2, Z)の保型形式環の記述などに比べて、Hecke-Jacquet-Langlands
理論は印象的でないかもしれない。この点を補う目的で第１節に類体論の、局所・
大域原理を用いた記述を解説した。これ自体は 1950年代から 60年代にかけての古
い結果だが、このような形で理解しておくことは保型形式論はもちろん p進群の表
現論においても基本的である。
さて本題のベースチェンジについてはLanglands函手性の一例と見るのと、新谷恒
等式による現実的な定義の双方ともが重要だと考えた。そこで最初に局所Langlands
対応を用いて、Gal(F̄ /F )の表現のGal(F̄ /E)への制限と対応する操作として局所
ベースチェンジを定義し、その上で局所ベースチェンジを集めたものが保型形式
を保型形式に持って行くことを大域ベースチェンジと捉えた。新谷恒等式や齋藤、
Langlandsのひねられた跡公式など、実際の構成に用いられるアイディアは最後の証
明についての概説で詳しく触れた。跡公式、特にここで用いられる不変跡公式の構
成や、跡公式の比較に用いられる軌道積分の移行は、いずれも構成の本質的な鍵で
はあるが、技術的で解説に多くの紙面を必要とすることから結果を述べるにとどめ
た。それ以外の証明の論点は簡潔ながら全て押さえたつもりである。最後に文献に

1しかし GL(2, E)の σでひねった共役類から GL(2, F )の共役類へのノルム写像などはすでに考
案、整備しており、まさに保型表現のみが足りなかった。
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ついてのコメントを添えたので、より詳しく学びたい方はそちらを参照していただ
きたい。
最後になりましたがこの講演の機会を与えてくださり、よくサマースクールを運
営してくださった浜畑芳紀さん、青木宏樹さんに心から感謝します。また、最初の
原稿にあったいくつかの間違いを指摘してくださった池田保さんに感謝します。
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1 局所・大域原理

1.1 類体論の復習

高木・Artinの類体論 F を代数体: [F : Q] < ∞とし、そのアデール環、イデール
群をそれぞれA = AF , A×で表す。定義からAは F の各素点 vでの完備化 Fvたち
の制限直積 (位相的帰納極限)

A = lim−→
S

∏
v∈S

Fv ×
∏
v/∈S

Ov (1.1)

である。ここで Sは全てのアルキメデス素点を含む素点の有限集合を走り、非アル
キメデス素点 vでの Fvの極大コンパクト部分環 (整数環)をOvと書いた。Aは局所
コンパクト位相環で F は対角単射準同型

F ∋ ξ 7−→ (ξ)v = (ξ, ξ, . . . ) ∈ A

により Aの離散部分環になる。同様に A×は (1.1)で Fv, Ovをそれらの単元群 F×
v ,

O×
v で置き換えた位相的帰納極限で与えられる局所コンパクト位相群で、対角に埋
め込まれた F×はその離散部分群である [Wei95]。

F の代数閉包 F̄ を固定し、その F 上のガロア群を Gal(F̄ /F ) = lim←−E
Gal(E/F )

(E/F は F̄ に含まれる有限次ガロア拡大を走る)と書く。これは

Gal(F̄ /E) = {σ ∈ Gal(F̄ /F ) | (σ|E) = idE}, (Eは F̄ に含まれる F の有限次拡大)

たちを開部分群とするコンパクト位相群である。一般に位相群Gに対して、その交
換子群の閉包 [G,G]によるGの商GabをGの (極大)アーベル商という。また π0(G)

でGの連結成分たちのなす群を表す。定義からGal(F̄ /F )abはF の F̄ での極大アー
ベル拡大 F abのガロア群Gal(F ab/F )に等しい。これらの元で大域類体論の主定理
は次のように述べられる [Tat86, §5]。

定理 1.1 (類体論の主定理). 自然な同型π0(A×/F×) ∼→ Gal(F̄ /F )ab = Gal(F ab/F )が
ある。

注意 1.2. 定理は有限次アーベル拡大E/F に対する相互律射

recE/F : A×/F×NE/F (A×
E) ∼−→ Gal(E/F )

たちの射影極限として得られている。特に

• 同型とはいうものの逆射は記述がしづらい。

• A×/F×の位相は、F×NE/F (A×
E), (E/F は有限次アーベル拡大)を単位元の基

本近傍系とするものではないから、左辺の π0(·)の部分は改良できない。

という問題がある。特に定理の同型が局所理論の Euler積という形に書けないこと
を強調しておきたい。
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群作用と表現 さて、整数論の目標は代数体F やその整数環上で定義された対象の
構造を調べることであり、F のガロア群Gal(F̄ /F )の作用はその際の重要な手がか
りである。このようにほとんどの場合に重要なのは、与えられた群Gそのものでは
なくGのある集合X への作用X ∋ x 7→ g.x ∈ X , (g ∈ G)である。こうした作用
を記述するにはいくつかの方法があるが、最もポピュラーなのは X 上の関数空間
C(X) = {f : X → K} (Kは体)に定まるGの (K線型)表現 π : G → GLK(C(X))

π(g)f(x) := f(g−1.x), g ∈ G, f ∈ C(X)

によるものである。GやXが位相や測度を備えている場合にはC(X)の代わりに連
続函数や二乗可積分な函数の空間などを考えることが多い。

例 1.3. E/F が体の有限次ガロア拡大のときには、Eを F ベクトル空間と見たもの
の上にGal(E/F )の表現が定まる。よく知られているようにEはGal(E/F )の右正
則表現F [Gal(E/F )] (F 係数の群環にGal(E/F )を右移動で作用させたもの)に同型
である (正規底定理)。

ガロアコホモロジー 群Gが作用するアーベル群をG加群という。G加群 Aに対
してそのG不変部分AG := {a ∈ A | g.a = a, ∀g ∈ G}を対応させる左完全函手の右
導来函手として、Gコホモロジー群 Hi(G,A)が定義される。すなわち H•(G)はG

加群Aにアーベル群族 {Hi(G,A)}i∈Nを対応させる函手で、

• H0(G,A) = AG.

• Aが coinduced,すなわちA = Hom(Z[G], B) (アーベル群の準同型の群)と書け
るとき、Hi(G, A) = 0, ∀i ≥ 0.

• G加群の短完全列 0 → A → B → C → 0があるごとに、長完全列

0 −→H0(G,A) −→ H0(G,B) −→ H0(G,C)

−→H1(G,A) −→ H1(G,B) −→ H1(G,C)

−→H2(G,A) −→ H2(G,B) −→ H2(G,C) −→ . . .

が成り立つ。

を満たす [Ser79, VII.2]。正規部分群G ◃ Hに対してはインフレ射

infl : Hi(G/H,AH) −→ Hi(G,AH) −→ Hi(G,A)

が定まる (AはG加群)。さらに全ての 0 ≤ i ≤ qでHi(H,A) = 0が成り立つときに
は、インフレ・制限完全列

0 −→ Hi(G/H,AH)
infl−→ Hi(G,A)

制限−→ Hi(H,A)

5



非
公
式
版

が成り立つ [上記文献 VII.6]。またG加群A, Bに対してカップ積

Hi(G,A) ⊗Z Hj(G,B) −→ Hi+j(G, A ⊗Z B)

が定まる [同VIII.3]。
特にGが有限次ガロア拡大E/F のガロア群のとき、Hi(Gal(E/F ), A)をE/F の

i次のA係数ガロアコホモロジー群と呼び、Hi(E/F,A)と書く。 F の分離閉包F sep

を固定して、Gal(F sep/F )加群Aに対して

Hi(F,A) := lim←−
E

Hi(E/F,AGal(F sep/E))

と書く。ここで Eは F sepに含まれる F の有限次ガロア拡大を走り、右辺はインフ
レ射に関する射影極限を表す。

例 1.4. 例 1.3で触れた正規底定理はH1(E/F,E) = 0ということに他ならない。

Tate・中山双対性 まず E/F を p進体の有限次ガロア拡大とする。Gal(E/F )加
群 E×と (自明な Gal(E/F )加群) Zのテンソル積2に対するカップ積と E× ⊗Z Z ∋
(x,m) 7→ xm ∈ E×の合成は

Hi(E/F,E×) ⊗Z H2−i(E/F, Z) −→ H2(E/F,E×)

を与える。この状況で特別なのは n := [E : F ]としてH2(E/F,E×)が局所類体論で
いうところの基本コホモロジー類 uE/F で生成される n次巡回群であることである。
かくしてEについての射影極限を取ることで、完全双対性

Hi(F, F̄×) × H2−i(F, Z) −→ H2(F, F̄×) ≅ Q/Z exp(2πi•)−→ C1 (1.2)

が得られる [Mil86, I.系 2.4]。E/F = C/Rの場合にはH2(R, C×) ≅ Z/2Zだが、こ
の双対性自体はやはり正しいことに注意する。
次にE/F を代数体のn次ガロア拡大とする。やはりGal(E/F )加群A×

E/E× (Eの
イデール類群)と Zのテンソル積に対するカップ積を使って

Hi(E/F, A×
E/E×) ⊗Z H2−i(E/F, Z) −→ H2(E/F, A×

E/E×)

が考えられる。この場合も類体論の情報が H2(E/F, A×
E/E×) ≅ Z/nZに集約され、

Eについての射影極限を取って

Hi(F, Ā×/F̄×) × H2−i(F, Z) −→ H2(F, Ā×/F̄×) ≅ Q/Z exp(2πi•)−→ C1 (1.3)

が得られる。ここで Ā×は F̄ に含まれる有限次ガロア拡大 E についての帰納極限
lim−→E

A×
Eを表す。

定理 1.5 ([Mil86] I.系4.7). (i) i = 1, 2のとき、(1.3)は同型Hi(F, Ā×/F̄×) ∼→ Hom(H2−i(F, Z), Q/Z)

を与える。
(ii) i = 0のとき、H2(F, Z)は A×/F×の指数有限開部分群による完備化 (A×/F×)∧

(コンパクト群になる)の Pontrjagin双対。
2これは E× = Gm(E)とその指標群 X∗(Gm) ≅ Zのテンソル積である。この解釈により以下の

構成は Gm を一般の F トーラス T に置き換えても同様に成立する。
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双対性としての類体論 まず局所体の状況を考えよう。上で得られた Tate・中山双
対性で i = 0としてみる。(F̄×)Gal(F̄ /F ) = F×とH2(F, Z)の双対性が得られる。ここ
で自明なGal(F̄ /F )作用を備えた完全列 0 → Z 2πi→ C exp→ C× → 0のガロアコホモロ
ジー完全列

−→
(
H1(F, C) = 0

)
−→ H1(F, C×) −→ H2(F, Z) −→

(
H2(F, C) = 0

)
−→

からH2(F, Z) ≅ H1(F, C×) = Hom(Gal(F̄ /F ), C×)がわかる。すなわち全単射

Hom(F×, C×) ←→ Hom(Gal(F̄ /F ), C×) (LCFT)

が得られた。局所類体論の相互律射を recF : F× → Gal(F ab/F )と書けば3、この全
単射は χ ∈ Hom(F×, C×)に χ ◦ recF ∈ Hom(Gal(F̄ /F ), C×)を対応させるもので
ある。
代数体の状況でも定理 1.5 (ii)を全単射

Hom(A×/F×, C×) ∋ χ ←→ χ ◦ recF ∈ Hom(Gal(F̄ /F ), C×) (GCFT)

の形に書くことができる。ただし注意 1.2で指摘した通り、A×/F× とその完備化
は異なるため、対応は位数有限の指標に限られなくてはならない。一方これは次の
意味で局所対応 (LCFT)と整合している。F の各素点 vで Fvの代数閉包 F̄vと F 準
同型 iv : F̄ → F̄v を固定すれば、Gal(F̄v/Fv) ∋ σ 7→ σ|F̄ ∈ Gal(F̄ /F )が定まる。
χ ∈ Hom(A×/F×, C×)をA×の指標と見たもののF×

v への制限を χvと書く。このと
き χ ◦ recF のGal(F̄v/Fv) (の像)への制限は χv ◦ recFv に等しい。

1.2 Weil群とLanglandsの類体論

E/F を局所体の有限次ガロア拡大とし、その基本類 uE/F ∈ H2(E/F,E×)を代表
する 2コサイクル vを取る4。直積集合E× × Gal(E/F )に演算を

(z, σ)(z′, σ′) := (zσ(z′)v(σ, σ′), σσ′), z, z′ ∈ E×, σ, σ′ ∈ Gal(E/F )

と定めて得られるGal(E/F )のE×による拡大を

0 −→ E× −→ WE/F −→ Gal(E/F ) −→ 0

と書く。これの同型類は uE/F のみで定まり、vの取り方によらない。しかもガロア
拡大の列K ⊃ E ⊃ F に対して基本類が infl(uE/F ) = [K : E] · uK/F を満たすことか

3局所相互律射はアルキメデス的な場合は全射連続準同型、非アルキメデス的な場合は稠密な像を
持つ連続単準同型である。

4つまり vは v(x, y)v(xy, z) = v(x, yz)v(y, z), (x, y, z ∈ Gal(E/F ))を満たすGal(E/F )2上のE×

値函数。
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ら、次の図式を可換にする射 pK/E : WK/F → WE/F がある。

0 −−−→ K× −−−→ WK/F −−−→ Gal(K/F ) −−−→ 0

NK/E

y ypK/E

y射影
0 −−−→ E× −−−→ WE/F −−−→ Gal(E/F ) −−−→ 0

この pK/EについてWE/F たちは射影系をなす。そこで F のWeil群WF をこれらの
射影極限 lim←−E

WE/F と定める。(WE/F = WF /[WE,WE] ̸= WE/WF に注意！)この
F×とGal(F̄ /F )のあいのこ的な作り方から、次の基本性質が従う。

• 任意の有限次拡大 F̄ ⊃ E ⊃ F に対してWF /WE ≅ Gal(F̄ /F )/Gal(F̄ /E).

• 自然な同型 recF : F× ∼→ WF,abがあって、それと上から誘導される射WF,ab →
Gal(F ab/F )の合成は相互律射 recF : F× → Gal(F ab/F )に等しい。

特に、F×からC×への連続準同型 (擬指標)の群をΠ(F×)と書けば、recF との合成
は全単射

Π(F×) ∋ ω ←→ ω ◦ recF ∈ Homcont(WF , C×) (LLC)

を与える (Weil-Langlandsによる類体論の拡張)。ここでHomcont(WF , C×)は連続準
同型の群を表す。
非自明な指標 ψ : F → C×を固定すれば、ω ∈ Π(F×)に対しては Tateの学位論
文 [CF86, XV章]により、L因子L(s, ω)および局所定数 ε(s, ω, ψ)が定まるのだった
[Tat79, §3]。

F が代数体の場合にも E×をイデール類群 A×
E/E×で置き換えて同様の構成を行

うことで、そのWeil群WF = lim←−E
WE/F が定まる。Galois群の代わりにWeil群を

用いることのメリットは、次の定理と定理 1.5 (ii)を比較すれば明らかである。

定理 1.6 ([Mil86]定理 8.13). Homcont(WF , C×)はHomcont(A×/F×, C×)に標準同型。

F の各素点 vで、F×
v ↪→ A× ³ A×/F×と制限射Gal(E/F ) ³ Gal(Ew/Fv)と基

本類の局所・大域の整合性から、連続準同型WFv → WF が得られる。A×から C×

への連続準同型で F×上で自明なもの (イデール類擬指標、Heckeの量指標)の群を
Πaut(A×)と書けば、上と同様に全単射

Πaut(A×) ∋ ω ←→ ω ◦ recF ∈ Homcont(WF , C×) (GLC)

がある。類体論の場合同様、作り方から (LLC)と (GLC)は整合している。

ω ◦ recF |WFv
= ωv ◦ recFv .

こうしてHeckeの量指標 (イデール類指標)もカバーした類体論の、局所・大域原
理を満たす記述が得られた。最後に対応するHecke L函数についての結果を思い出
しておこう。
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非自明な指標 ψ =
⊗

v ψv : A/F → C×を固定する。ω ∈ Πaut(A×)に対して、上
で触れた局所 L, ε因子を使って、

L(s, ω) :=
∏

v

L(s, ωv), ε(s, ω) :=
∏

v

ε(s, ω, ψv)

とおく。

定理 1.7 (Tate). (i) L(s, ω)はℜs ≫ 0で絶対収束し、全複素平面上の有理型函数に伸
びる。ω|A1 (A1 := ker| · |A)が非自明なら整型函数になる。ε(s, ω)の定義の Euler積
は実際には有限積で ψの取り方によらない。
(ii)函数等式 L(1 − s, ω−1)ε(s, ω) = L(s, ω)が成り立つ。

2 GL(2)上の保型形式

2.1 L2保型形式とスペクトル分解

アデール群上の保型形式 F を代数体とし、F∞ :=
∏

v|∞ Fv で F のアルキメデス
素点での完備化たちの直和を表し、Afinで有限アデールからなるAの部分環を表す。
G := GL(2)F と書く。つまり Gは任意の可換 F 代数 Rに G(R) = GL(2, R) :=

M2(R)×を対応させる函手である。特に F 代数Aに対して、アデール群

G(A) = M2(A)× = lim−→
S

(∏
v∈S

G(Fv) ×
∏
v/∈S

M2(Ov)
×
)

が定まる。G(A) = G(F∞) × G(Afin)であり、F の各素点 vで

Kv :=


O(2, R) vが実素点のとき

U(2, R) vが複素素点のとき

M2(Ov)
× vが非アルキメデスのとき

とおけばK :=
∏

v Kv はG(A)の極大コンパクト部分群である。 Gの中心を Z ≅
GL(1)F と書けば、G(A)はG(F )を離散部分群として含む局所コンパクト位相群で、
G(F )Z(A)\G(A)はコンパクトではないが測度有限である。G(F∞)の複素化したLie
環 g∞の普遍包絡環の中心を Z(g∞)と書く。

G(A)の既約ユニタリ表現 (π,H)に対しては Schurの補題 EndG(A)(π,H) = C ·
idH が成り立つ。特に中心 Z(A)はある指標 ωπ : A× → C×で作用する: π(z12) =

ωπ(z)idH , (∀z ∈ A×)。この ωπを πの中心指標という。
Z(A)/Z(F ) ≅ A×/F×のユニタリ指標ω =

∏
v ωvを固定する。函数φ : G(A) → C

が中心指標 ωの保型形式とは、

(i) φはG(F∞)成分の函数として滑らかで、右K有限: dim span{φ(·k) | k ∈ K} <

∞.
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(ii) φ(γzg) = ω(z)φ(g), ∀γ ∈ G(F ), z ∈ Z(A), g ∈ G(A).

(iii) φは Z(g∞)有限5: dim span{X.φ |X ∈ Z(g∞)} < ∞.

(iv) φはG(A)上緩増加。すなわち任意の c > 0とコンパクト集合Ω ⊂ G(A)に対
して、C > 0, N ∈ Nがあって

φ
((

a 0

0 1

)
g
)
≤ C|a|NA , ∀g ∈ Ω, a ∈ A×, |a|A > c.

が成り立つことだった。中心指標 ωの保型形式の空間を A(G(F )\G(A))ω と書く。
B = TU でGの上三角元からなる Borel部分群を表す。

T (R) =

{(
t1 0

0 t2

) ∣∣∣∣∣ ti ∈ R×

}
, U(R) =

{(
1 x

0 1

) ∣∣∣∣∣ x ∈ R

}
.

φ ∈ A(G(F )\G(A))ωがさらにカスプ形式とは、その定数項

φB(g) :=

∫
A/F

φ
((

1 x

0 1

)
g
)

dx, g ∈ G(A)

が消えていることだった。ただし dxはA/F の測度が 1となるようなA上の不変測
度である。このとき φは自動的にG(A)上の急減少函数になる。中心指標 ωのカス
プ形式の空間をA0(G(F )\G(A))ωと書く。

L2保型形式と保型表現 F が総実代数体の場合には、上の定義は古典的な Hilbert
保型形式やカスプ形式の定義の自然な拡張になっているが、実はHilbertモヂュラー
多様体の幾何的不変量とあまりうまく対応がつかない ([花村], [織田]を参照)。加え
てこれから解説する保型形式の表現論による記述とも相性がよくないので、以下で
はこれらの代わりにG(F )Z(A)\G(A)上の二乗可積分函数の空間

L2(G(F )\G(A))ω :=

 φ : G(A) → C
可測

∣∣∣∣∣∣∣
(i) φ(γzg) = ω(z)φ(g), γ ∈ G(F )

z ∈ Z(A), g ∈ G(A),

(ii)
∫

G(F )Z(A)\G(A)
|φ(g)|2 dg/dz < ∞


を考える。ここで dg, dzはそれぞれG(A), Z(A)上の (両側)不変測度である。これ
はA(G(F )\G(A))ωとずいぶんかけ離れているように見えるが、その閉部分空間

L2
0(G(F )\G(A))ω := {φ ∈ L2(G(F )\G(A))ω |φB(g) = 0, ∀′g ∈ G(A)}

はA0(G(F )\G(A))ωの Petersson内積

〈φ, φ′〉 =

∫
G(F )Z(A)\G(A)

φ(g)φ′(g)
dg

dz
5この条件は F = Qの場合にはラプラス作用素の固有函数の有限線型結合であることに同値であ

る。
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に関する完備化である。この節の目標であるGL(2)上の保型形式の記述とは、L2(G(F )\G(A))ω

上のG(A)の右正則表現(
Rω(g)φ

)
(x) := φ(xg), g ∈ G(A), φ ∈ L2(G(F )\G(A))ω

の「既約分解」にほかならない。

Hecke環 一時的に F を局所体とする。G(F )のHecke環を

H(G(F )) :=

{
f : G(F ) → C
滑らか

∣∣∣∣∣ (i) suppf はコンパクト
(ii) f は両側K有限

}

と定める。ただし vが非アルキメデスなときには、滑らかな函数とは局所定数函数
を意味し、条件 (ii)は自動的に満たされる。これは畳み込み積

f1 ∗ f2(x) :=

∫
G(F )

f1(g)f2(g
−1x) dg

に関して (単位元のない)非可換C代数をなす。

例 2.1 (Hecke作用素). 代数体の状況に戻って ωvが不分岐: ωv|Z(Fv)∩Kv = 1である非
アルキメデス素点 vを考える。Ovの素元ϖvを固定すれば、Cartan分解 (単因子論)

G(Fv) =
∐

n≥m∈Z

Kv

(
ϖn

v 0

0 ϖm
v

)
Kv

が成り立つ。これからH(G(Fv))内の両側Kv不変な元たちのなす部分環HKv(G(Fv))

はKv(
ϖv 0
0 1 )Kv, ϖv · Kvの特性函数 Tv, Uvで生成される。これらは古典論における

Hecke作用素に他ならない (これらの記号は人によって異なる)。

非アルキメデス素点ではKvの特性函数 1KvはH(G(Fv))に属する。G(A)のHecke
環を、1Kv に関するH(G(Fv))ωv たちの制限テンソル積

H(G(A)) =
⊗

v

H(G(Fv)) :=
∪
S

⊗
v∈S

H(G(Fv)) ⊗
⊗
v/∈S

1Kv

と定める。f ∈ H(G(A))も L2(G(F )\G(A))ωに

Rω(f)φ(x) :=

∫
G(A)

f(g)φ(xg) dg

と作用する。
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放物型誘導表現とEisenstein級数 F を一時的に局所体とする。G(F )の極大コンパ
クト部分群KおよびGの上三角Borel部分群B = TUを上の通りとすると、岩澤分
解 (Schmidtの直交化法によるQR分解) G(F ) = B(F )Kが成り立つ。これを使って

hB : G(F ) ∋ g = u

(
t1

t2

)
k 7−→

∣∣∣∣t1t2
∣∣∣∣1/2

F

∈ R×
+, u ∈ U(F ), k ∈ K

とおく6。ここで | · |F は F のモヂュラスである。F×の (ユニタリ)指標のペア ω =

(ω1, ω2)を T (F )の指標

ω : T (F ) ∋

(
t1

t2

)
7−→ ω1(t1)ω2(t2) ∈ C×

と見なして、Hilbert空間

L(ω) :=

 φ : G(F ) → C
可測

∣∣∣∣∣∣∣
(i) φ(utg) = ω(t)φ(g), u ∈ U(F )

t ∈ T (F ), g ∈ G(F )

(ii) ∥φ∥ :=
∫
K

|φ(k)|2 dk < ∞


を導入する。内積はもちろんK上の L2内積で与えられる。このとき λ ∈ Cに対し
て、L(ω)上のG(F )の表現 IG

B (ωλ)が(
IG
B (ωλ, g)φ

)
(x) := hB(x)−λ−1

(
hλ+1

B φ
)
(xg), g ∈ G(F ), φ ∈ L(ω)

により定まる。これを ωλ := hλ
Bω からの放物型誘導表現という。λ ∈ iRのとき

IG
B (ωλ)はG(F )の既約ユニタリ表現 (主系列表現)になる。
代数体 F の状況に戻って T (A)1 := {( t1 0

0 t2
) | |ti|A = 1}とおく。局所岩澤分解を集

めて、アデール群の分解

G(A) = U(A)T (A)K = U(A)A0T (A)1K

が成り立つ7。ただしA0 := {( a1 0
0 a2

) | ai ∈ R×
+

対角
↪→ F×

∞}と書いた。T (A)/T (F )A0上の
ユニタリ指標 (保型指標)の群をΠaut(T (A)1) = {ω = (ω1, ω2) |ωi ∈ Π(A×/R×

+F×)}
で表す。上と同様に ω ∈ Πaut(T (A)1)に対してHilbert空間

L(ω) :=

 φ : G(A) → C
可測

∣∣∣∣∣∣∣
(i) φ(uatg) = ω(t)φ(g), u ∈ U(A)

a ∈ A0, t ∈ T (A), g ∈ G(A)

(ii) ∥φ∥ :=
∫
K

|φ(k)|2 dk < ∞

 ,

および大域放物型誘導表現 IG
B (ωλ)(

IG
B (ωλ, g)φ

)
(x) := hB(x)−λ−1

(
hλ+1

B φ
)
(xg), g ∈ G(A), φ ∈ L(ω)

6U(F ), T (F ), K成分は一意ではないが hB(g)自体は一意に定まることに注意する。
7後半は A× = R×

+ × A1 (定理 1.7の記号)から従う。
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が定まる。ここでも hB : G(A) ∋ u( t1 0
0 t2

)k 7→ |t1/t2|1/2
A ∈ R×

+とおいた。
L(ω)値 Paley-Wiener函数 φ : C → L(ω)たちの空間をPω

8 として、φ ∈ Pωの
Eisenstein級数を

E(φ(s), g) :=
∑

γ∈B(F )\G(F )

φ(s)s(γg) =
∑

γ∈B(F )\G(F )

hB(γg)s+1φ(s)(γg)

と定める。また、w(ω) := (ω2, ω1)として絡作用素M(ω, s) : L(ω) → L(w(ω))を

(
M(ω, s)φ

)
(g) := hB(g)s−1

∫
A

(
hs+1

B φ
)((

0 −1

1 x

)
g
)

dx, φ ∈ L(ω)

と定める。

命題 2.2 ([GJ79], §§4–5). (1) E(φ(s), g), M(ω, s)φ(g)はℜs > 1で絶対収束し、s ∈ C
に関する有理型函数に延びる。さらに両者とも虚軸上では正則で、その半平面ℜs > 0

における極はHecke L函数 L(s, ω1/ω2)のそれに一致する。
(2)極でない s ∈ Cでは E(φ(s)) ∈ A(G(F )\G(A))ω1ω2 で、M(ω, s)はG(A)準同型
IG

B (ωs) → IG
B (w(ω)−s)を定める。有理型函数の等式としての函数等式E(M(ω, s)φ(s)) =

E(φ(s))が成り立つ。

スペクトル分解

定理 2.3 ([GJ79] §4). (1) G(A)のユニタリ表現としての直和分解

L2(G(F )\G(A))ω = L2
0(G(F )\G(A))ω ⊕ L2

res(G(F )\G(A))ω ⊕ L2
cont(G(F )\G(A))ω

がある。右辺のそれぞれの項へのRωの制限をRω,0, Rω,res, Rω,contと書く。
(2) Rω,0は既約部分表現の直和に分解し、そこでの各既約ユニタリ表現の同型類の
重複度は有限である。

Rω,0 ≅
⊕

π∈Π(G(A))ω

π⊕m0(π), m0(π) < ∞.

ここでΠ(G(A))ωは中心指標 ωを持つG(A)の既約ユニタリ表現の同型類の集合を
表す。
(3) Rω,resは 1次元保型表現の直和。

Rω,res ≅
⊕

χ∈Πaut(A×),χ2=ω

χ ◦ det

8講演の際に質問が出たので、Pω の定義を手短に述べておこう。Kの既約表現 τ ∈ Π(K)を固
定すれば、φ(gk) = τ(k)φ(g), (g ∈ G(A), k ∈ K)をみたす φ ∈ L(ω)の空間 L(ω)τ は有限次元であ
り、それらの直和

⊕
τ∈Π(K) L(ω)τ は L(ω)の稠密部分空間になる。φ : C → L(ω)τ であって、その

Fourier変換

φ̂(g) :=
∫

λ0+iR
φ(s)hB(g)s+1 ds,

(より正確には R ∋ t 7→ φ̂(( et 0
0 e−t )g) ∈ C)が滑らかでコンパクト台を持つものの空間をPτ

ω と書く。
このときPω :=

⊕
τ∈Π(K) Pτ

ω と定めるのである。
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(4) Rω,contの記述。X ∈ Πaut(T (A)1)/〈w〉に対してL(X) := ⊕ω∈X L(ω)とおき、Hilbert
空間

LX :=

{
F : iR → L(X)

可測

∣∣∣∣∣ (i) F (−s) =
(⊕

ω∈X M(ω, s)
)
F (s)

(ii) ∥F∥2 := 1
4π

∫
iR |F (s)|2 dk ds < ∞

}

上のG(A)のユニタリ表現(
IX(g)φ(s)

)
(x) := hB(x)−s−1

(
hs+1

B φ(s)
)
(xg), φ ∈ LX, g ∈ G(A)

を導入する。このとき⊕
ω∈X

Pω ∋ φ 7−→ 1

4π

∫
iR

E(φ(s)) ds ∈ L2(G(F )\G(A))ω

を連続に拡張して得られる G(A)準同型を TX : LX → L2(G(F )\G(A))ω として9、
G(A)同型 ( ⊕

X∈Πaut(T (A)1)/〈w〉

LX

) L

TX
∼−→ L2

cont(G(F )\G(A))ω

がある。

この定理のスペクトル分解に現れるG(A)の既約ユニタリ表現を、つまりRωの既
約部分商をG(A)の保型表現という。通常の表現論と異なり、保型表現は同型類で
はなく L2(G(F )\G(A))ωの部分商としての実現を指すことに注意しよう。

2.2 Hecke-Jacquet-Langlands理論

前節の定理 2.3によりG(A)上の保型形式 (表現)は、A×/F×上の保型指標たちか
らなるRω,res, T (A)/T (F )上の保型指標 ωλからの誘導表現 IG

B (ωλ)たちの連続和で
あるRω,cont,そしてカスプ形式の空間の完備化Rω,0の直和である。あとはRω,0の記
述 (同定理 (1))における各既約表現の重複度m0(π)を決めれば G(A)上の保型形式
の記述、つまりGL(1)に対する 1.2節 (GLC)のGL(2)への拡張が得られたことにな
る。ここで重要な役割を果たすのが標準 L函数である。

9わかりにくければ L2(R)上の Rのユニタリ表現 (R(y)φ)(x) := φ(x + y), (φ ∈ L2(R))の場合を
考えてみるとよい。稠密部分空間 S0(R) = {e−πx2

P (x) |P は多項式 }上の Laplace変換を

φ̂(x) :=
∫

R
φ(y)e2πxy dy ∈ S0(iR)

と定めれば、Fourier逆変換

φ(x) =
∫

iR
φ̂(z)e−2πxy dy

は等距写像 L2(iR) ∼→ L2(R)に拡大する。
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局所標準 L因子 まず F を局所体とする (気になる方は非アルキメデスとしていた
だきたい)。その非自明な指標 ψ : F → C×を固定すれば、U(F )の非退化指標

ψU : U(F ) ∋

(
1 x

0 1

)
7−→ ψ(x) ∈ C×

および誘導表現Wψ := Ind
G(F )
U(F )(ψU)が定まる。G(F )の既約ユニタリ表現 (π, V )を

取れば、

dim HomH(π,WψU
) =

{
1 dim V = ∞のとき
0 それ以外 (dim V = 1)のとき

であることが知られている [JL70, I.定理 2.14, 5.13, 6.3]。
π が無限次元のとき、この定数倍を除いて一意な準同型 π ↪→ WψU

の像を π の
Whittaker模型と呼び、Wψ(π)と書く。W ∈ WψU

(π)はW (zug) = ωπ(z)ψU(u)W (g),
(z ∈ Z(F ), u ∈ U(F ))を満たすので、岩澤分解からその「成長速度」はW (( a 0

0 1 )),
(a ∈ F×)で決まる。そこで Jacquet-Langlandsの局所ゼータ積分

Z(W,χ, s) :=

∫
F×

W
((

x 0

0 1

))
χ(x)|x|s−1/2

F

dx

|x|F
, χ ∈ Π(F×)

を導入する。これはℜsが十分大きいとき絶対収束している。

命題 2.4 ([JL70] I.定理 2.18, 5.15, 6.4). (1) Z(W,χ, s)は s ∈ Cの有理型函数に延び
る。
(2) L(s, π × χ) ∈ {Z(W,χ, s) |W ∈ Wψ(π)}で

• 任意のW ∈ Wψ(π)に対してZ(W,χ, s)/L(s, π × χ)は整型。

• F が非アルキメデス的ならばL(s, π × χ)は定数項が 1の q−sの多項式の逆数。
アルキメデス的ならば ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s)の積の形。

なるものがただ一つある。
(3)指数函数 ε(s, π × χ, ψ)であって、任意のW ∈ Wψ(π)に対して函数等式

Z(θ(W ), χ−1, 1 − s) = γ(s, π × χ, ψ)Z(W,χ, s),

γ(s, π × χ, ψ) :=
ε(s, π × χ, ψ)L(1 − s, π∨ × χ−1)

L(s, π × χ)

が成り立つものがただ一つある。ここでπ∨はπの反傾表現で、θ(g) := Ad(( 0 1
−1 0 ))tg−1,

θ(W ) := W ◦ θと書いた。

例 2.5 (特別な場合の標準 L因子). (1) F が非アルキメデス的なとき。
(i) Tameな既約超カスプ表現 π(ω), (ω は二次拡大 E/F の乗法群の擬指標)に対し
ては、

L(s, π × χ) = L(s, ω(χ ◦ NE/F )), ε(s, π × χ, ψ) = λ(E/F, ψ)ε(s, ω(χ ◦ NE/F ), ψE).
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ここで ψE := ψ ◦ TrE/F であり、λ(E/F, ψ)は Langlandsの λ因子である。Tameで
ない場合は省略するが、L因子は自明で ε因子はGauss和の積で書ける。
(ii)主系列表現 IG

B (ω1, ω2)に対しては

L(s, π × χ) = L(s, ω1χ)L(s, ω2χ), ε(s, π × χ, ψ) = ε(s, ω1χ, ψ)ε(s, ω2χ, ψ).

(iii)スペシャル表現 (Steinberg表現) δ(ω) ↪→ I(ω| |1/2
F ⊗ ω| |−1/2

F )に対しては

L(s, π × χ) = L(s + 1/2, ωχ),

ε(s, π × χ, ψ) = ε(s + 1/2, ωχ, ψ)ε(s − 1/2, ωχ, ψ)
L(1/2 − s, (ωχ)−1)

L(s − 1/2, ωχ)
.

(2) F がアルキメデス的なとき。
(i) F = Rで πがウェイト kの離散系列表現Dk,λ ↪→ I(| |λ+k/2sgnk ⊗ | |λ−k/2), (λ ∈ C,
k ∈ Z, k ≥ 2)のとき、χ = | |µsgnϵ, ψR(x) = exp(2πix)として

L(s, π × χ) = ΓC(s + λ + µ + k/2), ε(s, π × χ, ψR) = ik+1.

(ii)主系列表現 I(ω1 ⊗ ω2)のとき、非アルキメデス的な場合と同様の式が成り立つ。
ただし、F = Rなら ω = | |λsgnϵ, (λ ∈ C, ϵ = 0, 1)として

L(s, ω) = ΓR(s + λ + ϵ), ε(s, ω, ψR) = iϵ.

F = Cなら ω(z) = |z|λC(z/z̄)k/2, (λ ∈ C, k ∈ Z)として

L(s, ω) = ΓC(s + λ + |k|/2), ε(s, ω, ψR) = i|k|.

と定める。
(3) πが一次元表現 ω ◦ detの場合には

L(s, π × χ) = L(s + 1/2, ωχ)L(s − 1/2, ωχ),

ε(s, π × χ, ψ) = ε(s + 1/2, ωχ, ψ)ε(s − 1/2, ωχ, ψ)

と定義する。((1) (iii)と比較せよ。)

大域理論 再びF が大域体の状況に戻ってA/F の非自明指標ψ =
⊗

v ψvを固定す
る。π ∈ Π(G(A))ω (正確にはそれに付随する Hecke環加群)は各素点でのG(Fv)の
既約表現の制限テンソル積に分解する: π ≅

⊗
v πv. すなわち、

• 族{πv ∈ Π(G(Fv))ωv}vで、ほとんど全ての非アルキメデス的なvでπv ≅ IG
B (ω),

(ω = (ω1, ω2) ∈ Π(F×
v )2, ω1ω2 = ωv, ωi|O×

v
= 1)なるものがある。

• そのような vでは (πv, L(ω))は φ0
v|K = 1となるベクトル φ0

vをただ一つ含む
10。

このとき
π ≅

∪
S

(⊗
v∈S

πv ⊗
⊗
v/∈S

φ0
v

)
.

10岩澤分解を考えれば明らかである。
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が成り立つ。

注意 2.6. πv ≅ IG
B (ω)を上の通りとして、

t(πv) :=

(
ω1(ϖv) 0

0 ω2(ϖv)

)

を πの vでのHecke行列という。さらに χvが不分岐指標 | · |λv ならば、

L(s, πv × χv) = det(12 − q−s−λ
v t(πv))

−1

である。ここで qvはOvの剰余体の位数である。

π =
⊗

v πv ∈ Π(G(A))と F のイデール類指標 χ : A×/F× → C×に対して

L(s, π × χ) :=
∏

v

L(s, πv × χv), ε(s, π × χ) :=
∏

v

ε(s, πv × χv, ψv)

とおく。 πv, χv, ψvが全て不分岐な非アルキメデス素点 vでは ε(s, πv × χv, ψv) = 1

だから後者は有限積だが、前者は真の Euler積である。このとき次が成り立つ。

定理 2.7 (Hecke-Jacquet-Langlands 理論の主定理). (1) [JL70, II. 命題 11.1.1] π =⊗
v πv ∈ Πunit(G(A))に対してm0(π) ≤ 1.

(2) [同定理 11.1] m0(π) = 1のとき、任意の χ : A×/F× → C×に対して

(i) L(s, π × χ)はℜs ≫ 0のとき絶対収束し、sの整型函数に解析接続される。

(ii) ℜsが有界領域を動くとき、L(s, π × χ)も有界。

(iii) 函数等式 ε(s, π × χ)L(1 − s, π∨ × χ−1) = L(s, π × χ)が成り立つ。

(3) (Jacquet-Langlands-Weilの逆定理、[同定理 11.3])逆に π =
⊗

v πv ∈ Πunit(G(A))

が任意のイデール類指標 χに対して (2) (i)–(iii)を満たせば、m0(π) = 1.
(4) (強重複度 1定理 [Gel75,定理 5.14]) π =

⊗
v πv, π

′ =
⊗

v π′
v ∈ Πunit(G(A))が

• m0(π) = m0(π
′) = 1,

• ある素点の有限集合 Sがあって πv ≅ π′
v, (∀v /∈ S)

を満たせば、π ≅ π′.
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3 GL(2)のベースチェンジリフト

3.1 Langlands函手性としてのベースチェンジ

局所 Langlands対応 再び F を標数 0の局所体としよう。F が非アルキメデスで ℓ

がその剰余標数と異なる素数のとき、WF の指標はGal(F̄ /F )の ℓ進指標と対応する。
同様に Gal(F̄ /F )の n次元 ℓ進表現は局所 Langlands群 LF := WF × SL(2, C)11の
Frobenius元が半単純に作用するn次元複素表現と対応する。ここで IF ⊂ Gal(F̄ /F )

を惰性群として完全列

1 −→ IF −→ WF −→ Z −→ 1

があり、その 1 ∈ ZのWF での任意の逆像が Frobenius元 ΦF だった。なお ΦF の
WF,abでの像は 1.2節の記号で recF (ϖ)になる (ϖはOの素元)。
一方そのような (つまりΦF 半単純な) LF の表現ϕ : LF → GLC(V )にはL, ε因子

L(s, ϕ) := det(1 − ϕ(ΦF )q−s|(kerϕ(N))IF )−1,

ε(s, ϕ, ψ) := ε(s, ρϕ, ψ) det(−ρϕ(ΦF )q−s|V IF /(kerϕ(N))IF ).

が対応する12。ここで | · |F を recF でWF,abに持っていったものを再び | · |F として、

ρ : WF ∋ w 7−→ ϕ
(
w,

(
|w|1/2

F 0

0 |w|−1/2
F

))
∈ GLC(V )

であり、N = ( 0 1
0 0 ) ∈ sl(2, C)と書いた。

定理 3.1 (GL(2)の局所 Langlands対応、[Kut80]). LF を F が非アルキメデス的なら
上の通り、アルキメデス的なときはWF そのものとする。G(F )の既約許容表現の同
型類とLF の 2次元ΦF 半単純な表現の同型類の対応 π ↔ ϕπでL, ε因子を保つもの
がただ一つある。

例 3.2. 例 2.5で挙げた πに対する具体的な対応は次の表の通り。但し、ω ∈ Π(F×)

は 1.2節 (LLC)によりWF の擬指標と同一視している。

π ϕπ 備考
(1) I(ω1, ω2) ω1 ⊕ ω2 ωi ∈ Π(F×)

(2) π(ω) IndWF
WE

(ω) ω ∈ Π(E×), [E : F ] = 2

(3) Dk,λ IndWR
WC

(|z|λC(z/z̄)k/2) F = R
(4) δ(ω) ω ⊗ ρ2 ω ∈ Π(F×),非アルキメデス

ここで ρ2はSL(2, C)の標準 2次元表現である。(3)は (2)の特別な場合である (WC =

C×ゆえ)ことに注意せよ。
11LF はWeil-Deligne群の C有理点の変形である。
12WF の表現 ρに対して ε(s, ρ, ψ)は Langlandsの ε因子 (Deligneの因子を ψ 自己双対測度につ

いて取ったもの)を表している。これは函数等式を簡潔な形にする一方で、後で見るように拡大体の
Weil群への制限に際するふるまいを複雑にする。
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ベースチェンジ E/F を局所体の有限次拡大とすれば、WE ⊂ WF であった。そこ
でWF の表現をWEに制限する操作に定理 3.1で対応する操作が考えられる。

rF
E : Π(G(F )) ∋ π

定理 3.1/F7−→ ϕπ 7−→ ϕπ|WE

定理 3.1/E7−→ πE ∈ Π(G(E)).

これがGL(2)の局所ベースチェンジリフトである。E/F が Galois拡大ならば、定
理 3.1と L, ε因子の定義から

L(s, πE) =
∏

σ∈Gal(E/F )

L(s, ϕσ
π), ε(s, πE, ψE) = λ(E/F, ψ)2

∏
σ∈Gal(E/F )

ε(s, ϕσ
π, ψ)

が成り立つ。ただしWF → Gal(E/F )による σ ∈ Gal(E/F )の逆像wσを固定して、
ϕσ

π := ϕπ ◦Ad(wσ)とした。ψE := ψ ◦TrE/F であり、λ(E/F, ψ)は Langlandsの λ因
子である。

注意 3.3 (参考：GL(1)の場合). Weil群の定義から可換図式

E× recE−−−→ WE,ab

NE/F

y y埋め込み
F× recF−−−→ WF,ab

が成り立つ。すなわちGL(1)のベースチェンジリフトはノルムとの合成にすぎない。

rF
E : Π(F×) ∋ ω 7−→ ω ◦ NE/F ∈ Π(E×).

特に上のGL(2)の局所ベースチェンジが ωπE
= ωπ ◦ NE/F を満たすこともわかる。

次にE/F を代数体の有限次拡大とし、Eのアデール環をAEで表す。

定義 3.4. G(AE)の保型表現 πE が G(A)の保型表現 π ≅
⊗

v πv のベースチェンジ
リフトであるとは、任意の F の素点 v とそれを割る E の素点 wにおいて πE,w ≅
(πv,Ew = rFv

Ew
(πv))が成り立つこととする。

見てのとおりベースチェンジの定義は局所的である。つまり保型表現とは限らない
任意の既約表現π ≅

⊗
v πv ∈ Π(G(A))のベースチェンジリフトπE :=

⊗
v

⊗
w|v πv,Ew ∈

Π(G(AE))が定義できる。従ってベースチェンジの問題は次のように定式化できる。

問題 3.5. (1) π ∈ Π(G(A))がG(A)の保型表現のとき、その (局所)ベースチェンジ
リフト πE ∈ Π(G(AE))はG(AE)の保型表現になるか？
(2) G(A)の保型表現からのベースチェンジリフトとして得られるG(AE)の保型表現
を特徴付けよ。
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3.2 Langlandsの結果

問題 3.5 (1)のような保型表現か否かの判定には、逆定理 (定理 2.7 (3))を用いるの
が一手である。土井・長沼、Jacquetはこの方法によりE/F が二次拡大の場合に問
題 3.5 (1)を解決した [桂田]。その議論は次の通りである。

二次拡大Eのイデール類指標ωに対してはShalika・田中、Jacquet-Langlands
により「保型誘導表現」π(ω)が定まる。この形でないG(A)のカスプ保
型表現 πに対してRankin-Selberg積L函数L(s, π × π(ω)) [Jac72]を考え
ると、任意の ωに対してこれは定理 2.7の (2)を満たす。従って逆定理
から

L(s, πE × ω) = L(s, π × π(ω))

となるG(AE)のカスプ保型表現 πEがある。

これは明らかにE/F が二次拡大でない場合には拡張不可能である。一方でArtin予
想を始め、3次以上の拡大についてのベースチェンジが多くの応用を生むことは明
らかであった。そこでLanglandsは齋藤 [Sai75]、新谷 [Shi79]のアイディアを拡充し
て、G(F )\G(A)の跡公式とG(E)\G(AE)のひねられた跡公式の比較によりE/F が
素数次巡回拡大の場合に問題 3.5を完全解決した [Lan80]。その結果は次の通り。

定理 3.6 (局所ベースチェンジ). ℓを素数とし、E/F を標数 0の局所体の ℓ次巡回拡
大とする。
(1) rF

E : Π(G(F )) → Π(G(E))は定義可能な写像で、その像は

Π(G(E))Gal(E/F ) := {πE ∈ Π(G(E)) | (πσ
E := πE ◦ σ) ≅ πE, σ ∈ Gal(E/F )}.

(2) (a) π ≅ IG
B (ω), (ω = ω1 ⊗ ω2)と π′ ∈ Π(G(F ))が rF

E(π) ≅ rF
E(π′)を満たすために

は π′ ≅ IG
B (ω′), ωi/ω

′
i ∈ Π(F×/NE/F (E×))が必要十分。

(b) IG
B (ω) 型でない π, π′ ∈ Π(G(F )) が rF

E(π) ≅ rF
E(π′) を満たすためには π′ ≅

ω(det) ⊗ π, ∃ω ∈ Π(F×/NE/F (E×))が必要十分。
(4) rF

E(π∨) ≅ rF
E(π)∨, rF

E(ω(det) ⊗ π) = ω(NE/F (det)) ⊗ rF
E(π), ωrF

E(π) = ωπ ◦ NE/F .

注意 3.7. 定理 3.1を用いて定義した局所ベースチェンジをなぜ構成し直しているのだ
ろうか。実は、例 3.2の表にない、すなわち非アルキメデス局所体F に対するG(F )

の “extraordinary”表現に対する局所 Langlands対応は、1980年当時はタイプと呼ば
れる組合せ論的データによる表現の分類によっており、L函数や、Hilbertモヂュラー
多様体を用いて得られる大域Langlands対応と整合している保証はなかった13。その
純組合せ論的とも言える対応が定理 3.1のように L函数と整合していることを保証
するには、80年代後半の Carayolの仕事を待たねばならなかった [Car86]。

13π ∈ Π(G(F ))と ρ : WF → GL(2, C)が対応するとき ε(s, π × χ, ψ) = ε(s, ρ ⊗ χ, ψ)であること
はわかっていた。だが Artin予想が未解決な当時 (現在も)、この ε因子が大域 L函数の函数等式に現
れる保証はない。この論点は、おそらくはWeilが ε因子にあまり触れなかった ([Wei95], [Wei71]な
ど)ため、誤解されていることが多い。
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定理 3.8 (大域ベースチェンジ). ℓを素数とし、E/F を代数体の ℓ次巡回拡大とする。
(1) G(A)の保型表現の集合をΠaut(G(A))と書くとき、rF

E : Πaut(G(A)) → Πaut(G(AE))

は定義可能な写像で、その像は Πaut(G(AE))Gal(E/F ) (局所的な場合と同様に定義さ
れる)。
(2) (Clozel, [AC89])ベースチェンジは次の L函数の等式で特徴づけられる。

L(s, rF
E(π) × χ(NE/F )) =

∏
ω∈Π(A×/F×NE/F (A×

E))

L(s, π × ωχ),

ε(s, rF
E(π) × χ(NE/F )) =

∏
ω∈Π(A×/F×NE/F (A×

E))

ε(s, π × ωχ).

(3) (a) π ≅ IG
B (ω), π′ ∈ Πaut(G(A)), (ω ∈ Πaut(A×)2)が rF

E(π) ≅ rF
E(π′)を満たすため

には π′ ≅ IG
B (ω′), ωi/ω

′
i ∈ Π(A×/F×NE/F (A×

E))が必要十分。
(b) Rω,contに現れない π, π′ ∈ Πaut(G(A))が rF

E(π) ≅ rF
E(π′)を満たすためには π′ ≅

ω(det) ⊗ π, ∃ω ∈ Π(A×/F×NE/F (A×
E))が必要十分。

(4) (Labesse-Langlands, [LL79])ある二次拡大E/F とω ∈ Πaut(A×
E)に対して、ϕπv =

Ind
WFv
WEw

ωw, (∀w|v)となる π ≅
⊗

v πv ∈ Πaut(A×)を二面体型表現 (dihedral represen-
tation)14という。π ∈ Πaut(G(A))が二次拡大 E に対して二面体型であるためには、
ωE/F (det)⊗ π ≅ πが必要十分。ここで ωE/F はA×/F×NE/F (A×

E) ≅ Z/2Zの非自明
指標。

注意 3.9. (1)定理 3.8を繰り返し用いることにより、任意の巡回拡大、さらには巾零
拡大E/F に対するベースチェンジリフトの存在が証明できる。
(2)定理の (4)はベースチェンジリフトの話題から少し外れるが、土井・長沼の仕事
の動機となった志村曲線のゼータ函数の記述で重要な役割を果たす。

3.3 証明について

新谷恒等式 定理 3.6, 3.8を示すには、局所 Langlands対応や L函数によるベース
チェンジリフトの定義を表現論の言葉で定義し直さなくてはならない。そのヒントは
GL(1)の場合にある (注意 3.3)。GL(1)のベースチェンジはノルムとの合成であった。

ℓ次巡回拡大 E/F のガロア群の生成元 σを取れば、NE/F (x) = xσ(x) · · · σℓ−1(x)

であった。G(F )内の半単純な元の集合をG(F )ssと書く。δ, δ′ ∈ G(E)が σ共役と
は、δ′ = g−1δσ(g), ∃g ∈ G(E)なることとする。

定義 3.10. NE/F : G(E)ss ∋ δ 7→ δσ(δ) · · · σℓ−1(δ) ∈ G(E)とおく。σ(NE/F (δ)) =

δ−1NE/F (δ)δであるから、NE/F (δ)の特性多項式は F 係数であり、したがってある
γ ∈ G(F )ssのそれに等しい。こうしてノルム写像

NE/F :
(
G(E)ss/σ共役

)
∋ δの σ共役類 7−→ γの共役類 ∈

(
G(F )ss/共役

)
ができる。

14対応するWF の表現が (無限次)二面体群を像とするため。
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さらにE/F が局所体だとしよう。π ∈ Π(G(F ))はたいてい無限次元だから普通の
意味の指標は定義できない。しかし、2.1節で導入したHecke環の元 f ∈ H(G(F ))

に対しては

trπ(f) := tr

∫
G(F )

f(g)π(g) dg < ∞

は有限確定値を持つ。つまり trπはH(G(F ))上の Schwartz超関数として意味を持
つ (指標超函数と呼ばれる)。さらに [JL70]によればG(F )上の局所可積分函数Θπで
あって、

trπ(f) =

∫
G(F )

f(g)Θπ(g) dg, ∀f ∈ H(G(F ))

となるものがある。これを πの指標函数という。これは πだけでなく不変測度 dgに
も依存していることに注意する。
次に πE ∈ Π(G(E))Gal(E/F )を取れば、定義から G(E)同型 πE(σ) : πE

∼→ πσ
E で

πE(σ)ℓ = idVE
なるものがある。このようなものの取り方は 1の ℓ乗根倍だけの自由

度があるが、πEが無限次元の場合にはWhittaker模型を用いてそれを除くことがで
きる (Whittaker正規化)。H(G(E))上の Schwartz超関数

trπE,σ(fE) := tr
(∫

G(E)

fE(g)πE(g) dg ◦ πE(σ)
)

を πEの σ指標超函数という。やはりこの場合にもG(E)上の局所可積分函数ΘπE ,σ

であって

trπE,σ(fE) =

∫
G(E)

fE(g)ΘπE ,σ(g) dg, ∀fE ∈ H(G(E))

となるものがある。これが πEの σ指標函数である。

定義 3.11 (新谷、Langlands). (1) γ ∈ G(F )ssはその中心化群がアーベル群のとき (つ
まり 2つの異なる固有値を持つとき)、正則であるといわれる。δ ∈ G(E)ssが σ正
則とは、NE/F (δ)がG(F )の正則半単純共役類であることとする15。
(2) πE ∈ Π(G(E))Gal(E/F )が π ∈ Π(G(F ))のベースチェンジリフトであるとは、任
意の σ正則な δ ∈ G(E)ssで

ΘπE ,σ(δ) = Θπ(NE/F (δ)) (新谷恒等式)

が成り立つこととする。

跡公式 まず通常の跡公式を復習しておく。上の通り ℓを素数とし、E/F を代数
体の ℓ次巡回拡大とする。ZE := F×NE/F (A×

E)12 ⊂ Z(A)とおき、中心指標 ξ :

Z(F )\ZE → C×を固定する。f ∈ H(G(A))の代わりに

fξ(g) :=

∫
Z(F )\ZE

f(zg)ξ(z) dz, f ∈ H(G(A))

15σ正則な δ ∈ G(E)ss は正則半単純だが、E/F = C/Rのときの δ = ( eiθ 0
0 1

)のように正則半単純
でも σ正則でない元もある。
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たちのなす畳み込み代数H(G(A))ξ を考える。これは 2.1節の L2(G(F )\G(A))ω で
(Z(A), ω)を (ZE, ξ)で置き換えたものに

(
Rξ(f)φ

)
(x) :=

∫
G(A)/ZE

f(g)φ(xg)
dg

dz
=

∫
G(F )ZE\G(A)

K(x, y)φ(y)
dy

dz

と作用する。ここで積分核K(x, y)は

K(x, y) :=
∑

γ∈Z(F )\G(F )

f(x−1γy)

で与えられる。
跡公式への導入として、まずG = GL(2)の代わりに F 上の四元斜体Dの乗法群

G = D×を考えよう。このときD×A×\D×
A はコンパクトだから、Rξ(f)は跡族作用

素でそのトレースはK(x, y)の対角部分集合上の積分に等しい。∫
G(F )ZE\G(A)

K(g, g)
dg

dz
= trRξ(f).

この両辺を展開して Selberg跡公式∑
γ∈(G(F )/Z(F ))/共役

meas(Gγ(F )ZE\Gγ(A))Oγ(f) =
∑

π∈Π(G(A))ξ

m(π)trπ(f) (3.1)

が得られる。ここでGγはGにおける γの中心化群で、

Oγ(f) :=

∫
Gγ(A)\G(A)

f(g−1γg)
dg

dt

は γでの (大域)軌道積分、meas(Gγ(F )ZE\Gγ(A))は dt/dzに関する測度である。
(左辺の各項はGγ(A)上の測度 dtによらないことに注意。) m(π)はL2(G(F )\G(A))ξ

での πの重複度を表す。跡公式の保型形式の整数論への応用にとっては

(i) (3.1)の各項が

• 基本領域の測度や重複度といった大域的な量と

• 局所成分上の Schwartz超函数 (軌道積分、既約表現の指標)の Euler積型
の超函数

の積からなる。

(ii) 各項がG(A)共役不変な不変超函数である。

の 2点が大変重要である。
次にG = GL(2)の場合を考えよう。今度はG(F )ZE\G(A)がコンパクトでないの
で Rξ(f)は跡族ではなく、K(x, x)のG(F )ZE\G(A)上の積分も収束しない。跡公
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式の構成はたいへん困難になるが、Jacquet-Langlands [JL70], Duflo-Labesse [DL71]
は次の跡公式を確立した。∑

γ∈(G(F )ell/Z(F ))/共役

ϵ(γ)meas(Gγ(F )ZE\Gγ(A))Oγ(f)

+ ℓ · c0(ζF (s))s=1

∏
v

ζFv(1)−1

∫
UZ(Fv)\G(Fv)

f
(
g−1

v

(
1 1

0 1

)
gv

) dgv

dzvduv

+ ℓ · Ress=1ζF (s)
∑

γ∈T (F )G-reg/Z(F )

∑
v

JT (γ, fv)
∏
v′ ̸=v

IG(γ, fv′),

=
∑

π∈Π(G(A))ξ

m0(π)trπ(f) +
∑

ω∈Πaut(A×),ω2|
NE/F (A×

E
)
=ξ

ω(f)

+
1

4

∑
ω=(ω,ω)∈Πaut(T (A)1)ξ

tr
(
M(ω, 0)IG

B (ω, f)
)

+
1

4π

∑
ω∈Πaut(T (A)1)ξ

∫
iR

( ∑
v

JT (ωv,λ, fv, ψv)
∏
v′ ̸=v

IG(ωv′,λ, fv′) dλ

− r′(ω, λ)

r(ω, λ)
trIG

B (ωλ, f)

)
dλ.

(3.2)

ここでG(F )ellは特性多項式がF 上で既約な γ ∈ G(F )たちの集合とZ(F )の合併で
あり、ϵ(γ) := |H1(F,Gad,γ)|, (Gad = G/Z = PGL(2))である。c0(·)s=1は括弧内の函
数の s = 1での Laurent展開の定数項を表す。右辺では

ω(f) :=

∫
G(A)/ZE

f(g)ω(det g)
dg

dz

であり、ω1ω2|NE/F (A×
E) = ξとなるω = (ω1, ω2) ∈ Πaut(T (A)1)の集合をΠaut(T (A)1)ξ

と書いた。JT (γ, fv)は γでの重み付き軌道積分、JT (ωv,λ, fv)は IG
B (ωv,λ)の重み付き

指標と呼ばれる Schwartz超関数である。また

IG(γ, fv) := | det(1 − γv|(g/t)(Fv))|1/2
v Oγ(fv), IG(ωv,λ, fv) := trIG

B (ωv,λ, fv)

と書いた。この跡公式はSelberg跡公式 (3.1)の性質 (i)は備えているが、JT (·)たちは
G(Fv)共役で不変でないために (ii)を満たさない。そこで Langlandsは T (F )\T (A)1

の跡公式 (Poisson和公式)の寄与を両辺から差し引くことにより要求 (ii)を満たす、
いわゆる不変跡公式を構成した [Lan80, 10章]。∑

γ∈(G(F )ell/Z(F ))/共役

ϵ(γ)meas(Gγ(F )ZE\Gγ(A))Oγ(f) (Iell(f))

+ ℓ · c0(ζF (s))s=1

∏
v

ζFv(1)−1

∫
UZ(Fv)\G(Fv)

f
(
g−1

v

(
1 1

0 1

)
gv

) dgv

dzvduv

(Iunip(f))
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+ ℓ · Ress=1ζF (s)
∑

γ∈T (F )G-reg/Z(F )

∑
v

IT (γ, fv)
∏
v′ ̸=v

IG(γ, fv′), (Igeo
T (f))

=
∑

π∈Π(G(A))ξ

m0(π)trπ(f) +
∑

ω∈Πaut(A×),ω2|
NE/F (A×

E
)
=ξ

ω(f) (Idisc(f))

+
1

4

∑
ω=(ω,ω)∈Πaut(T (A)1)

ω2|
NE/F (A×

E
)
=ξ

tr
(
M(ω, 0)IG

B (ω, f)
)

(IEis(f))

+
1

4π

∑
ω∈Πaut(T (A)1)

ω1ω2|NE/F (A×
E

)
=ξ

∫
iR

( ∑
v

IT (ωv,λ, fv, ψv)
∏
v′ ̸=v

IG(ωv′,λ, fv′) dλ

− r′(ω, λ)

r(ω, λ)
trIG

B (ωλ, f)

)
dλ. (Isp

T (f))

ここで IT (γ, fv), IT (ωv,λ, fv, ψv)は [同、9章]で構成されたある不変超函数である。

ひねられた跡公式 新谷が上の定義に至ったのは、古典的な状況で、齋藤裕がひね
られた跡公式と通常の跡公式の比較によってベースチェンジリフトを得たことに触
発されたものだった。その齋藤のアイディアの保型表現版がここで解説するひねら
れた跡公式である。

ξE := ξ ◦ NE/F : A×
E/E× → C×と書き、2.1節で導入した L2(G(E)\G(AE))ξE

を
考える。この上のG(AE)の右正則表現RξE

は(
RξE

(τ)φ
)
(g) := φ(gτ ) = φ(τ−1(g)), τ ∈ Gal(E/F )

とおくことにより、半直積G(AE) o Gal(E/F )の表現に延びる。齋藤のアイディア
はG(AE)のHecke環

H(G(AE))ξE
:=


ϕ : G(AE) → C

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a) ϕ(zg) = ξE(z)−1ϕ(g), z ∈ Z(AE)

(b) suppϕはZ(AE)を法としてコンパクト
(c) G(E∞)成分について滑らかで

両側KE,∞有限
(d) G(AE,fin)成分について局所定数


の作用の代わりに剰余類G(AE) o σの上のHecke函数H(G(AE))ξE

σの作用(
RξE ,σ(ϕ)φ

)
(x) = RξE

(ϕ) ◦ RξE
(σ) =

∫
G(E)Z(AE)\G(AE)

Kσ(x, y)φ(y)
dy

dz

を考えることである。ここで

Kσ(x, y) :=
∑

δ∈G(E)/Z(E)

ϕ(x−1δσ(y))
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と書いた。この状況に上の跡公式の構成を適用して得られるのがひねられた跡公式∑
δ∈(G(E)σ,ell/Z(E))/σ 共役

ϵσ(δ)meas(G(E)δ,σ(F )Z(A)\G(AE)δ,σ)Oδ,σ(ϕ) (Iσ,ell(ϕ))

+ c0(ζF (s))s=1

∏
v

ζFv(1)−1

∫
T (Ev)/Z(Ev)

∫
U(Ev)/U(Fv)∫

KE,v

ϕ
(
(uvtvkv)

−1

(
1 ζ

0 1

)
σ(uvtvkv)

)
dkv duv hB(tv)

−2 dtv
dzv

(Iunip,σ(ϕ))

+
Ress=1ζF (s)

ℓ

∑
δ∈T (E)/Z(E)T (σ,E)

NE/F (δ)/∈Z(F )

∑
v

IT,σ(δ, ϕv)
∏
v′ ̸=v

IG,σ(δ, ϕv′), (Igeo
T,σ(ϕ))

=
∑

πE∈Π(G(AE))
Gal(E/F )
ξE

m0(πE)trπE,σ(ϕ) +
∑

ω∈Πaut(A×)
ω2|

NE/F (A×
E

)
=ξ

ωE(ϕ) (Idisc,σ(ϕ))

+
1

4

∑
χ=(χ,σ(χ))∈Πaut(T (AE)1)

χ◦NE/F =ξE

tr
(
IG

B (χ, ϕ)IG
B (w(χ), σ)M(χ, 0)

)
(IEis,σ(ϕ))

+
1

4π

∑
ω∈Πaut(T (A)1)

ω1ω2|NE/F (A×
E

)
=ξ

∫
iR

( ∑
v

IT,σ(ωEv ,λ, ϕv, ψv)
∏
v′ ̸=v

IG,σ(ωEv′ ,λ
, ϕv′) dλ

−
r′(χ, λ)

r(χ, λ)
trIG

B (ωE,λ, ϕ)IG
B (ωE,λ, σ)

)
dλ. (Isp

T,σ(ϕ))

である。ここで G(E)σ,ellはNE/F (δ) ∈ G(F )ellとなる δ ∈ G(E)ssたちの集合であ
り、G(E)δ,σ := {g ∈ G(E) |Ad(δ)σ(g) = g}は G(E)での δの σ中心化群である。
ϵσ(δ) := |H1(E,G(F̄ )δ,σ)|.

Oδ,σ(ϕ) :=

∫
G(AE)δ,σZ(AE)\G(AE)

ϕ(g−1δσ(g))
dg

dt

はδでのϕのσ軌道積分, IT,σ(δ, ϕv), IT,σ(χ
v
, ϕv, ψv)はそれぞれIT (γ, fv), IT (ωv, fv, ψv)

の σひねり類似である (詳しくは [Lan80, 10章]参照)。

軌道積分の移行 定理 3.8の証明は上のG(A)に対する不変跡公式と、(G(AE), σ)に
対するひねられた不変跡公式の比較による。それは跡公式の左辺 (幾何サイド)の各
項の比較から始まる。その中核となる局所理論が軌道積分の移行である。しばらく
の間、E/F は標数 0の局所体の ℓ次巡回拡大としよう。正則半単純な γ ∈ G(F )で
の軌道積分

Oγ(f) :=

∫
Gγ(F )\G(F )

f(g−1γg)
dg

dt
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および、σ正則な δ ∈ G(E)での σ軌道積分

Oδ,σ(ϕ) :=

∫
G(E)δ,σ\G(E)

ϕ(g−1δσ(g))
dg

dt

が大域的な場合同様に考えられる。次の結果はこれらの軌道積分の局所的なふるま
いを比較して証明される [Lan80, §6]。

命題 3.12 (軌道積分の移行). 任意の ϕ ∈ H(G(E))に対して f ∈ H(G(F ))で、任意
の σ正則な δ ∈ G(E)で

Oδ,σ(ϕ) = ONE/F (δ)(f)

が成り立つものがある。

次に軌道積分の移行とHecke作用素が整合することを確かめる必要がある。F が
非アルキメデスであるとして、その極大コンパクト部分環をOと書く。K = G(O)

としてH(G(F ))内の両側K不変な元たちのなす畳み込み代数HK(G(F ))を考える。
f ∈ HK(G(F ))に

f∧(z1, z2) := trI(| |z1
F , | |z2

F )(f) =

∫
T (F )

f̄ (B)
((

t1
t2

))
|t1|z1

F |t2|z2
F dt,

f̄ (B)(t) := hB(t)

∫
U(F )

∫
K

f(k−1tuk) dk du

を対応させる写像は佐武同型

SF : HK(G(F )) ∋ f ∼7−→ f∧ ∈ S[z1, z2]

を与える。S[z1, z2]は (z1, z2)の対称式の環である。さらに E/F が不分岐拡大だと
して、Hecke作用素の間のベースチェンジ準同型を

bE/F : HKE
(G(E))

SE
∼−→ S[z1, z2]

S−1
F
∼−→ HK(G(F ))

と定める。次の主張は (安定)ベースチェンジリフトの基本補題 (fundamental lemma)
と呼ばれ、KottwitzによるTitsビルディングを使った軌道積分の計算 [Kot86]を用い
て一般の簡約代数群Gに対して証明されている [Clo90], [Lab90]。

命題 3.13 (基本補題). 任意の ϕ ∈ HKE
(G(E))に対して

Oδ,σ(ϕ) = ONE/F (δ)(bE/F (ϕ))

が成り立つ。
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ベースチェンジの証明 E/F が代数体の ℓ次巡回拡大の場合に戻ってG(A)の不変
跡公式 (Iell(f))–(Isp

T (f))とG(AE)のひねられた跡公式 (Iσ,ell(f))–(Isp
T,σ(f))を考える。

命題 3.12, 3.13により、任意の ϕ ∈ H(G(AE))ξE
に対して

Oδ,σ(ϕ) = ONE/F (γ)(f)

となる f ∈ H(G(A))ξが取れる。跡公式の構成の際に玉河測度を採用しておけば、こ
れから Iell(f) = Iσ,ell(f)が従う。さらに面倒な計算を重ねてその他の幾何サイドの
項の等式 Iunip(f) = Iunip,σ(ϕ), Igeo

T (f) = Igeo
T,σ(ϕ)も証明できる。

この時点でまず、ϕの数カ所の局所成分に強い制限を付けてみる。すると跡公式
の右辺のうち Idisc(f), Idisc,σ(ϕ)の第一項以外は全て消える。∑

π∈Π(G(A))ξ

m0(π)trπ(f) =
∑

πE∈Π(G(AE))
Gal(E/F )
ξE

m0(πE)trπE,σ(ϕ)

命題 3.13から、これは bE/F で対応する任意のHecke作用素に対して成り立つ。よっ
て強重複度 1定理 (定理 2.7 (4))によりこれを既約表現ごとに分けることができる。
分けたものをある非アルキメデス素点 v0での成分の式と見よう。

trπv0(fv0)
∏
v ̸=v0

trπv(fv) = trπEv0 ,σ(ϕv0)
∏
v ̸=v0

trπEv ,σ(ϕv).

これに離散系列指標の直交関係：

• G(Fv0)の離散系列表現の指標はG(Fv0)ell上の不変函数の空間の正規直交基底
をなす (GL(n, F )には離散系列極限表現がないから)。

• 同様にG(Ev0)の σ離散系列表現の指標はG(Ev0)σ,ell上の不変函数の空間の正
規直交基底をなす。

を適用して定理 3.6が得られる。
次にϕについての制限をはずして考える。跡公式の右辺 (スペクトルサイド)の間
の等式のうち Isp

T (f) = Isp
T,σ(ϕ)を切り離すことができる。勝手な素点 vでの佐武変

換ϕ∨
v の函数と見たとき、このパートは絶対連続なのに他の項はDirac測度で展開さ

れているからである。残る等式

Idisc(f) + IEis(f) = Idisc,σ(ϕ) + IEis,σ(ϕ)

に再び命題 3.13と強重複度 1定理を適用して切り分けることにより、定理 3.8が証
明できる。それまでの、例えば Jacquet-Langlands対応と比べて新しい点は、これら
の項それぞれの間の等式が成り立たないことである。特に [E : F ] = 2のとき、保型
誘導表現 π(ω) ∈ Πaut(G(A)), (ω ∈ Πaut(A×

E))の上式への寄与は

trπ(ω)(f) ∈ Idisc(f) = tr
(
IG

B (χ, ϕ)IG
B (w(χ), σ)M(χ, 0)

)
, χ = (ω, σ(ω))

となって、カスプ形式が連続スペクトルの組成因子にリフトしている。
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A 文献についてのコメント
GL(2)の巡回ベースチェンジ ここで解説したGL(2)上の保型形式の巡回拡大に対
するベースチェンジリフトについては、原論文 [Lan80]の他に Gerardin-Labesseに
よるよい概説 [GL79]がある。証明のより詳しい説明や四面体型Artin表現に対する
Artin予想への応用などについてはこちらを参照していただきたい。[GL79]が非常
によく書けているため、このノートはそれへの導入というように捉えてもらっても
よい。

[Lan80]は二面体表現の特徴付けなど [LL79]の内容と大きな重なりがあり、用い
る計算も深い関連がある。[LL79]と併せてご覧になることをお勧めする。

GL(n)の巡回ベースチェンジ その後の進展としてはまずGL(n)上の保型形式の巡
回拡大のベースチェンジリフトが Arthur-Clozelによって得られている [AC89]。こ
の本の 2章「跡公式の比較」はArthurがそれまでに得た跡公式の結果を次々に引用
する形で書かれていて読みづらいが16、局所理論についての 1章、大域ベースチェ
ンジリフトについての 3章はわかりやすい。特にベースチェンジリフトの証明に用
いられる非連結群上の調和解析 (twisted harmonic analysis)については、この 1章が
貴重な文献である。3章のベースチェンジリフトの結果はカスプ表現からの既約誘
導表現に限られているが、これはL2(GL(n, F )A×\GL(n, A))のスペクトル分解が知
られていなかったからである。この本が出るのとほぼ同時に得られたスペクトル分
解の記述 [MW89]を併せれば、GL(2)の場合とほぼ同等な結果が得られる。一方で
GL(n)への拡張はArtin予想への新しい応用は与えなかった。

[Lab95]では不変でない跡公式を用いたGL(n)の巡回ベースチェンジの証明が与
えられている。跡公式自体が具体的でわかりやすいだけでなく、[AC89]の一部の議
論の誤りの訂正も行われている。

一般の簡約群の巡回ベースチェンジ ???
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Norm. Sup. 4e. série, Vol. 4, pp. 193–284, 1971.

[Gel75] Stephen S. Gelbart. Automorphic forms on adele groups, Vol. 83 of Annals of
Math. Studies. Princeton UP, Princeton, NJ, 1975.
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