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移動境界問題と反応拡散系による近似 ∗

広島大学 大学院理学研究科
中木 達幸 †

非線形数理 冬の学校
(2006年 12月 15日)
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図 1: 空間 1次元の 1相 Stefan 問題

本講演では，移動境界問題 (moving bound-

ary problems)を扱うことにする．名前の
とおり境界が時間と伴に移動する問題であ
り，有名で，かつ，典型的な問題としては，
Stefan 問題があげられる．文献 [24] に
よれば，オーストリアの物理学者である
Josef Stefan (1835–1893) が 1889年に著し
た論文が Stefan 問題の出発点になったと
のことである．簡単に解説しよう．
常に温度が 0度である氷柱があり，一端
面が温度 f(t) ≥ 0度である熱源に接してい
るとする (図 1)．時間が経過すると氷が融
け，水と氷の部分からなる柱ができる．こ
のとき，水の温度分布と伴に，水と氷の境目 (moving boundary)の位置を求めよう
という問題である．柱を 1次元とみなすことができるとき，次のとおり定式化がで
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ut =
k

c
uxx, 0 < x < y(t), 0 < t < T,

u(0, t) = f(t), 0 < t < T,

u(y(t), t) = 0, 0 < t < T,

u(x, 0) = u0(x), 0 < t < y0,

y′(t) = −k

λ
ux(y(t) − 0, t), 0 < t < T,

y(0) = y0.

(1)

ここで，u = u(x, t) は場所 x，時刻 t での水の温度，y = y(t) は水と氷の境目の位
置（移動境界）を表し，これらは未知量である．k は水の熱伝導係数，c は水の体
積比熱，λ は潜熱係数であり，簡単のため，正の与えられた定数とする．水の温度
分布と境目の初期値は，それぞれ，u0 = u0(x) ≥ 0，y0 ≥ 0 とした．水柱中の熱伝
導は (1)1 で記述される．Stefan 条件と呼ばれる (1)5 は，氷が移動境界における熱
勾配にしたがって融けて移動することを示している．
この問題は u を求めると同時に u が定義される空間領域をも求める必要がある
という難しさがあることに注意する．

注意 ここでは移動境界 (moving boundary)という用語を使用したが，自由境界
(free boundary)と呼ばれることも少なくない．この講演では，境界が時間と伴に移
動することを強調するため，前者の用語を採用することにする．

注意 微分方程式系 (1) はいわゆる古典的な 1相 Stefan 問題と呼ばれるものであ
る．氷の温度分布も考える 2相問題や移動境界の曲率も考慮した問題などもある．
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図 2: 多孔質媒体中の流れ問題

他の問題として，多孔質媒体 (porous

medium)中を流れる流体の問題がある．詳
しい方程式の導出は [21]を参照して頂きた
いが，流体の保存法則，流体の速度と圧力
の間に成立する Darcy法則などを使ってこ
とにより，

ut = Δum, x ∈ RN , 0 < t < T (2)

とモデル化される．これを porous medium

equation と呼んでいる．ここで，u =

u(x, t) は流体の（ある意味で空間的に平均
化した）密度を表し，m > 1は定数である．
物理的には m ≥ 2 であるが，数学的には m > 1 の場合を扱うことが一般的である．



この問題を初期条件
u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN (3)

のもので考察し，初期関数 u0 の台 supp u0 := {x ∈ RN ; u0(x) > 0} はコンパクト
であるとする．このとき，(2) の拡散係数 mum−1 が u = 0 で退化することより，
supp u(·, t) もすべての t > 0 でコンパクトであることが分かる1．すなわち，u > 0

となる領域と u = 0 となる領域の間に移動境界が現れ，物理的には，流体の存在範
囲を記述するものである（図 2）．
このような移動境界問題の興味として，解 u の挙動を調べること以外に，移動
境界の性質を調べることがある．解析には色々な手法があるが，我々は，数値解法
に話を限定しよう．数値解法を構成するとき，移動境界にも配慮する必要がある．
例えば，porous medium equation (2) は，見かけが線形拡散方程式 ut = uxx と
近い形であるので，線形拡散方程式と同様の数値解法を使った方法を開発できる
（Baklanovskaya [2]）．彼女は数学的に数値解 uh が真の解 u に広義一様収束するこ
とを証明している．しかし，残念ながら，この数値解では界面を捉えることはでき
ない．なぜなら，一般に，解 uh の収束は直ちに界面の収束を意味しないからであ
る．簡単な例を図 3に示す．この例では，近似解 uh(x) は h → 0 のとき u(x) に一
様収束するが，uh の界面 yh (= 2) は u のそれ y (= 1) に収束しない．そのため，移
動境界問題を扱うとき，界面をも意識した数値解法を開発する必要がある．
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図 3: uh の収束は supp uh の収束を
意味しない

界面をも追跡する方法として，Stefan

問題については山口と野木の方法 [24]，
porous medium equationでは三村，中木と
友枝の方法 [13]がある．他には，2相 Stefan

問題に対する四ツ谷の方法 [25]も知られて
いて，解と界面の数学的な収束性が与えら
れている．これらの方法は空間1次元に限っ
た話である．空間 1次元では，移動境界は
点（空間 0次元）として現れるため，界面
の位置を陽的に表す front tracking method

の適用が簡単であることが理由と思われる．
空間多次元では，移動境界をどのようにし
て表すかが問題になる．例えば，level set

method [23]が有力な方法の 1つであり，い
くつかの移動境界問題に適用されている．この方法は，時間発展する関数の等高線
として移動境界を表現するものであり，移動境界の位相的変化（複数の移動境界が

1厳密にいえば，比較定理と Barenblatt[3] と Pattle[20] の解を用いて証明を行う．



ひっついたり，移動境界が消滅するなど）に容易に対応できる特徴がある．
本日の講演では，講演タイトルにあるように，反応拡散系で移動境界問題を近似
し，それを用いて有効は数値解法を構成できることをお話したい．この方法による
数値解法の特徴は，移動境界を自然に捉えることができ，コンピュータで実際に計
算するときの計算コスト（計算時間と必要とするメモリー）が少ないことである．こ
の方面の研究は始まったばかりで，未知のことが多く，多くの方々からの寄与を期
待したい．

2 Threshold Competition Dynamics法
反応拡散系による近似を使った移動境界の数値解法には，Threshold Competition

Dynamics法 [9]を使う．そのため，まず本節で，この方法の概要を説明する．Thresh-

old Competition Dynamics法は，当初，ある生物モデルを近似するために開発され
たもので，特異な反応項を扱うためのものである．簡単に説明する．
反応拡散系の初期境界値問題

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ut = d1Δu + λ1(1 − u)u − kuv x ∈ Ω, t > 0,

vt = d2Δv + λ2(1 − v)v − αkuv x ∈ Ω, t > 0,
∂u
∂ν

= 0, ∂v
∂ν

= 0 x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) x ∈ Ω

(4)

を考える．ここで，未知関数 u = u(x, t), v = v(x, t)はある生物の個体群密度であり，
d1, d2, λ1, λ2, α は正定数，k は（非常に大きい値の）パラメータ，Ωは滑らかな境界
∂Ω をもつ RN の有界領域，ν は ∂Ω の外向き単位法線ベクトルである．微分方程
式の最後の項 −kuv は u と v との競合を表す．我々の興味は，この競合が強い場合
である．すなわち，k � 1 であり，特に k → ∞ の極限状態を解析したい．この意味
で，「特異」問題と呼ぶことにする．この極限状態では，u と v は (x, t) ∈ Ω× (0,∞)

を固定する毎に共存できない，すなわち，u(x, t)v(x, t) = 0 であるため，u, v の生
息域の境目として移動境界が現れることに注意する．

k = ∞ での (4) を近似する方法として，次のものを提案する：M を正の整数と
し，h := T/M, tj := jh (j = 0, 1, . . . , M). とおく．関数 uj

M(x, t), vj
M(x, t) を次

の 2つのステップで定めて，
{

uM(x, 0) = u0(x), vM(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

uM(x, t) = uj
M(t, x), vM(x, t) = vj

M(t, x), t ∈ (tj, tj+1], x ∈ Ω
(5)

とおく．この uM(x, t) と uM(x, t) を (4) のThreshold Competition Dynamics法に
よる近似解と呼ぼう．



ステップ 1. u0
M

(x) = u0(x), v0
M

(x) = v0(x) (x ∈ Ω) とおく．
ステップ 2. uj

M(x) and vj
M(x) が与えられたとき，

(i) 次をみたす uj
M(x, t) と vj

M(x, t) を求める．
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂uj
M

∂t
= d1Δuj

M + F (uj
M) x ∈ Ω, tj < t < tj+1,

∂uj
M

∂ν
= 0 x ∈ ∂Ω, tj < t < tj+1,

uj
M(tj, x) = uj

M(x) x ∈ Ω,

(6)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂vj
M

∂t
= d2Δvj

M + G(vj
M) x ∈ Ω, tj < t < tj+1,

∂vj
M

∂ν
= 0 x ∈ ∂Ω, tj < t < tj+1,

vj
M(tj, x) = vj

M(x) x ∈ Ω.

(7)

ここで，F (u) = λ1(1 − u)u, G(v) = λ2(1 − v)v である．

(ii) uj+1
M (x) と vj+1

M (x) を

uj+1
M (x) = lim

τ→∞
ûj

M(τ ; x), vj+1
M (x) = lim

τ→∞
v̂j

M(τ ; x) (8)

で定義する．ここで，ûj
M と v̂j

M は
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dûj
M

dτ
= −ûj

M v̂j
M x ∈ Ω, 0 < τ < kh,

dv̂j
M

dτ
= −αûj

M v̂j
M x ∈ Ω, 0 < τ < kh,

ûj
M(0; x) = uj

M(x, tj+1), x ∈ Ω,

v̂j
M(0; x) = vj

M(x, tj+1), x ∈ Ω

(9)

の解である．

ステップ 2 において，operator-splitting method を使ったことに注意する．すな
わち，(4) を

ut = d1Δu + F (u), vt = d2Δv + G(v) (10)

と
du

dt
= −kuv,

dv

dt
= −kαuv (11)



に分離した．
Threshold Competition Dynamicsの主たるアイデアは，ステップ 2 (ii) にある．

τ = kt とせよ．すると， (11) は (9) に書き換えることができる．方程式 (11) にお
いて k → ∞ とする代わりに，(9) の解において極限 kh → ∞ をとる．この極限は，
d(u − v/α)/dτ = 0 を使うと，簡単に計算でき，

⎧
⎪⎨
⎪⎩

lim
τ→∞

ûj
M(τ ; x) =

[
uj

M(tj+1, x) − vj
M(tj+1, x)/α

]+
,

lim
τ→∞

v̂j
M(τ ; x) = α

[
uj

M(tj+1, x) − vj
M(tj+1, x)/α

]− (12)

となる．
ここで，Threshold Competition Dynamics法は mean curvature flow に対する

diffusion-generated approach による方法 [12, 22] と類似したものであることに注意
する．それらの収束性は [4, 6] に，もっと一般的な超曲面の動きについては [11] に
示されている．
我々のThreshold Competition Dynamics法に関して，次の収束性に関する結果が
ある．

定理 2.1（井古田，三村，中木 [9]） 初期関数 u0, v0 ∈ L∞(Ω) に対して，(4) の
弱解を u, v とする．このとき，Threshold Competition Dynamics法 (5) による近
似解 uM , vM は，それぞれ，M → ∞ のとき，L2(0, T ; L2(Ω)) において u, v に収束
する．

紙面の関係で弱解の定義の記述を省略する．また，初期関数に滑らかさがあり，2

つの拡散係数が等しいとき，収束次数が得られている：

定理 2.2（[9]） 上の定理に加えて，

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u0, v0 ∈ H2(Ω) ∩ L∞(Ω),

∂u0

∂ν
=

∂v0

∂ν
= 0 on ∂Ω,

∫

Ω
u0v0 = 0

を仮定する．このとき，d1 = d2であれば，uM , vM の u, vへの収束は，時間 t ∈ (0, T )

を固定すると，

• L2(Ω) ノルムでは O((1/M)1/2)

• L1(Ω) ノルムでは O((1/M))



図 4: ある 3種競合系の数値計算結果 [10]．左から右へと時間発展する．
移動境界が捉えられているのが観察できる．

である．

Threshold Competition Dynamics法の考え方をまとめると，

1. 与えられた微分方程式を，特異反応方程式 (S)k と それ以外の方程式 (R) に分
離する（operator-splitting method）．

2. (S)k に対して適当な変数変換し，パラメータ k を方程式から消去する．代わ
りに，k は方程式を解くべき時間区間に現れる．その後，k → ∞ とする．こ
のようにしてできた問題を (S)∞ とおく．結果的に，(S)∞ の漸近解を求める
ことになる．

3. 短い時間間隔毎に (R) と (S)∞ を交互に解くことにより，近似解を作る

である．したがって，k → ∞ となるパラメータ k を含む特異性が反応項にのみ現
れる問題に対して，Threshold Competition Dynamics法を適用することはできる．
例えば，ある 3種競合系に適用した数値計算例を図 4にあげる．特徴として，移動
境界（種の生息域の境目）を自然に，かつ，容易に捉えられることがあげられる．

3 Stefan問題に対する解法
本節では Stefan 問題に焦点をあて，反応拡散系近似と Threshold Competition

Dynamicsの適用について議論する．まず，第 1節で述べた定式化 (1) の空間多次
元版について紹介する．RN の有界領域 Ω を時間 t とともに変化する 2つの領域
Ωs(t), Ω�(t) に分割する (Ω = Ωs(t) ∪ Ω�(t))．Ωi(t) は i = s のとき固体が占める
領域を，i = � では液体のものを表すとする．（固体，液体に関わらず）物体の温度



u = u(x, t) は

ut = ∇ ·
(

k

c
∇u

)
in x ∈ Ω�(t), t > 0, (13)

u = 0 in x ∈ Ωs(t), t > 0 (14)

をみたすものとする．境界条件として，

u = 0 on x ∈ ∂Ωs(t) ∩ ∂Ω�(t), t > 0, (15)

V = −k

λ
∇ u|Ω�(t)

· ν on x ∈ ∂Ωs(t) ∩ ∂Ω�(t), t > 0 (16)

を課すこととする．ここで，k > 0, c > 0, λ > 0 はすでに第 1節で述べた定数であ
り，一般性を失うことなく，以下では，

k = c = λ = 1

と仮定する．ν は Ω� の外向き単位法線ベクトル，V は移動境界の法線速度である．
初期条件として，

u(x, 0) = u0(x) on x ∈ Ω, (17)

Ω�(0) = Ω0 (18)

を採用する．ここで，Ω0 ⊂ Ω であり，初期関数 u0 は

u0 > 0 on Ω0,

u0 = 0 on Ω \ Ω0

(19)

をみたすものとする．すなわち，初期時刻においては，Ω0 が液体領域，Ω \ Ω0 が
固体領域であることを意味する．本節では，簡単のため，∂Ω での境界条件として，
ディリクレ型のもの

u(x, t) = A(x, t) on x ∈ ∂Ω, t > 0 (20)

を課すことにする．以上の状況下で，(13)–(20) は次と同価であることが知られて
いる． ⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

wt = Δw+ in Ω,

w(x, t) = A(x, t) on x ∈ ∂Ω, t > 0,

w(x, 0) =

{
u0(x) if x ∈ Ω0

−1 otherwise
on x ∈ Ω.

(21)



ここで，a± = max{±a, 0} である．以下では，(21) で定式化された Stefan 問題を
扱うことにする．この問題を近似する系として，Eymard ら [7] は，次のものを提
案した． {

ut = Δu − kuv in (x, t) ∈ Ω × (0,∞),

vt = −kuv in (x, t) ∈ Ω × (0,∞).
(22)

ここで，k > 0 は（十分に大きい）パラメータである．この反応拡散系には特異反
応項 −kuv があることに注意する．これに対し，次の結果が知られている．

定理 3.1 (Eymard et al. [7]) ある正の定数 K に対して，
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A ∈ W 2,1
2 (QT ) ∩ C(QT ),

u0(x) = A(x, 0) on x ∈ Ω,

0 ≤ v0 ≤ K on Ω

(23)

とせよ．ここで，QT = Ω × (0, T ), T > 0 である．すると，任意の k > 0 に対して
(22) の弱解 (u(k), v(k)) ∈ W 2,1

2 (QT ) × C0,1([0, T ]; L∞(Ω)) がただ 1つ存在し，

u(k) → w+, v(k) → w− as k → ∞ (24)

が L2(QT ) において成立する．ここで，w は (21) の弱解である．

我々の目的は，(22) に対して Threshold Competition Dynamicsを適用して，移
動境界が捉えられる解法を作ることである．そのため， (22) を拡散方程式と反応方
程式に分ける：

(D) ut = Δu, (R)k

{
ut = −kuv,

vt = −kuv.
(25)

τ = kt とおくことにより，(R)k は

(R∞)

{
uτ = −uv,

vτ = −uv
(26)

となる．k = ∞ での (R)k の解は τ = ∞ での (R)∞ の解に対応する，すなわち，特
異極限解は漸近解に対応することに注意しよう．
さて，我々の解法を示すことにする．{tn}n=0,1,... を 0 = t0 < t1 < · · · < tn < · · ·

なる列とする．我々の近似解 {(un(x), vn(x))}n=0,1,... は次の 2つのステップにより定
義する．
ステップ 1.

u0(x) = u0(x), v0(x) =

{
0 if u0(x) > 0

1 otherwise
(x ∈ Ω) (27)



とする．
ステップ 2. (un(x), vn(x)) が与えられたとせよ．このとき，

{
un+1(x) = [un+1/2(x) − vn(x)]+,

vn+1(x) = [vn(x) − un+1/2(x)]+
(28)

とおく．ここで，un+1/2 = U(·, tn+1) と U は
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Ut = ΔU in x ∈ Ω, t ∈ (tn, tn+1),

U(x, tn) = un(x) on x ∈ Ω,

U(x, t) = A(x, t) on x ∈ ∂Ω, t ∈ (tn, tn+1)

(29)

の解である．なお，(28) の右辺は，初期条件

u(·, tn) = un+1/2, v(·, tn) = vn (30)

の下での (R)∞ の解であることに注意する．
関数 v は固体領域の特性関数に対応していると考えて頂ければ良く，その台の境
界 ∂ (supp v(·, t)) を時刻 t での移動境界とすることは自然である．
この方法の収束性に関して，次の結果がある．

定理 3.2 (村川，中木 [14]) 定理 3.1の仮定に加えて，
{

u0 ∈ C4(Ω), v0 ∈ C2(Ω), supp v0 ⊂ Ω,

Att(x, ·) ∈ L1(0, T ) for x ∈ Ω
(31)

を仮定する．近似解 un(x), vn(x)を時間に関して拡張したものを，それぞれ，uh(x, t),

vh(x, t) とする．このとき，すべての t ∈ [0, T ] に対して，uh(·, t), vh(·, t) は，h → 0

のとき，それそれ，u(·, t), v(·, t) に L1(Ω) で収束する．ここで，

h = max {tn+1 − tn; 0 ≤ tn < tn+1 ≤ T}

であり，これは最大離散時間間隔を意味する．

収束証明など詳しいことは，村川 [16] を参照されたし．
我々は簡単のため，ディリクレ境界条件 (20) を ∂Ω に課した．これは本質的では
なく，ノイマン境界条件などでも近似解法を構成できることに注意する．
ここで空間 2次元での数値計算例を示す（中木，村川 [17]）．Ω = (0, 1)2 ⊂ R2 と
おき，∂Ω での境界条件として

{
u(x, 0) = φ0(x), u(x, 1) = φ1(x) on x ∈ (0, 1),

ux(0, y) = ux(1, y) = 0 on y ∈ (0, 1)
(32)



を課す．ここで，

φ0(x) =

{
1 if |x − 1

3
| < 1

20
,

0.1 otherwise,
φ1(x) =

{
0.5 if |x − 2

3
| < 1

20
,

0.05 otherwise
(33)

である．初期関数は u0 ≡ 0 とする．すなわち，初期時刻で物体はすべて固体である
とする．熱方程式 (29) は標準的な陰解法で数値的に解いた．メッシュは 256× 256

である．列 {tn}n=0,1,... は tn = 10−4n となるように選んだ．このときの数値的な移
動境界の時間発展を図 5に示す．移動境界が明確に捉えられ，その位相的な変化，す
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図 5: 我々の方法による数値的な移動境界の時間発展 (t = 0.1, 0.5, 1.1, 1.2, 1.5)

なわち移動境界同士の衝突など，にも対応できていることが観察される．また，我々
の方法により数値実験をしたとき，計算コストが比較的低い（単純な熱方程式を数
値的に解くことと比較して，計算時間は数パーセント余分にかかるだけに留まり，必
要メモリー量はほぼ倍である）ことを指摘する．

注意 空間 1次元問題 (1) において，山口，野木 [24] による数値解法は，その性
質上，y0 > 0 でなければならない．すなわち，初期時刻に液体領域が存在して，そ



の領域での初期温度分布を与える必要がある．しかし，我々の方法は，y0 = 0 の場
合も扱うことができるという長所がある．

空間 3次元問題に対して，村川氏が行った数値計算（アニメーション）がある．講
演の際にお見せする予定である．

4 Porous medium 方程式への適用
本節では，porous medium 方程式の初期値問題

ut = Δum in (x, t) ∈ RN × (0,∞), (34)

u(x, 0) = u0(x) on x ∈ RN (35)

に対して，前節と同様の解法を構成することを考える．先に結論を述べると，この
問題を近似すると思われる拡散反応系を ad hoc に求め，数値実験結果は良好であ
るが，数学的な結果が得られていないのが現状である．
ある種の非線形拡散問題を近似する反応拡散系の結果として，Hilhorst ら [8] に
よるものがある．彼女達の結果は次のとおりである．ある条件を満足する関数 φ(u)

と F (u, v) に対して2，反応拡散系
⎧
⎨
⎩

ut = Δφ(u) − kF (u, v),

vt = −kF (u, v)
(36)

は，移動境界での条件 (moving boundary condition)

V = −∇φ(u) · ν (37)

を課した微分方程式
ut = Δφ(u) (38)

を近似するというものである．彼女達の近似反応拡散系 (36) は，残念ながら，我々
の問題 (34)–(35) には適用できない．なぜなら，我々の問題の解の移動境界での条
件は

V = − m

m − 1
∇um−1 · ν (= −(定数)∇φ′(u) · ν) (39)

であり，(37) と異なっているからである．

2φ(u) = um (m > 1), F (u, v) = uv はこの条件を満足する．したがって，porous medium 方程式
タイプの拡散は守備範囲内である．



我々は，(34)–(35) を近似する反応拡散系として，

{
ut = Δum − 2ku2v1.5,

vt = −kuv
(40)

を提案したい．すでに述べたとおり，(40) に関する数学的な結果は得られていない
ことに注意されたし．以下の話はすべて数値実験によるものである．

(36) を眺めると，反応項 −kF (u, v) が同じ形で 2つの方程式に入っている．その
ため，反応項の形を変えてみて (40)を探した．2番目の微分方程式の反応項を −kuv

と固定して，1番目のものを−akuαvβ として，ad hoc にパラメータ a, α, β の値を
探して（数値シミュレーションをして），(40) に到達した．以下では，m = 2 とし，
(40) に Threshold Competition Dynamicsを適用して得られた方法による数値実験
結果（中木，村川 [17]による）を示す．
最初の数値実験は，空間 2次元において，Barenblatt [3] と Pattle [20] による特
殊解と我々の数値解を比較したものである．その特殊解は

ubp(x, y, t) =

⎡
⎣8

√
t+1
π

− (x2 + y2)

16(t + 1)

⎤
⎦

+

(41)

である．初期関数を u0 = ubp|t=0 としたときの我々の方法による数値解を uh(x, y, t)

と書く．非線形拡散は Baklanovskaya [2]による陽解法を用いて数値的に解いた．空
間メッシュ間隔はΔx = Δy = h = 4

50
, 4

100
, 4

200
, 4

400
とし，時刻 t = 10 における誤差

Eu(h) =
‖uh(·, ·, 10) − ubp(·, ·, 10)‖∞

‖ubp(·, ·, 10)‖∞ ,

Ei(h) =
|xh(10) − xbp(10)|

|xbp(10)|
(42)

を計算した．ここで，‖ · ‖∞ = ‖ · ‖L∞(Ω) であり，(xh(s), 0) と (xbp(s), 0) は，それぞ
れ，時刻 t = s での uh と ubp に現れる移動境界上の点である．誤差 Eu(h) と Ei(h)

を図 6 に示す．この図より，数値解 uh のみならず，数値的な移動境界も真のもの
に収束していることが観察される．収束次数はほぼ O(h) である．

2番目の数値シミュレーションは，空間 1次元問題に対するものである．1次元で
は，三村，中木，友枝 [13] が移動境界をも追跡する数値解法を提案し，収束性を数
学的に示している．我々の方法と彼らのものを

u0(x) =

{
(1 − θ) cos2 x + θ cos4 x if |x| < π/2,

0 otherwise
(43)
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図 6: 我々の数値解の誤差 Eu(h) と Ei(h) のグラフ．h は空間メッシュ間隔である

の場合に比較する．ここで，θ ∈ [0, 1] はパラメータであり，θ = 0, 0.5, 1 とした．こ
の初期関数に対して，waiting time と呼ばれる定数 t∗ > 0 が存在し，t ∈ [0, t∗] の
間，移動境界が動かないことが知られている（Aronson [1] を参照．数値的な結果は
中木，友枝 [18]にある）．図 7に，空間メッシュ間隔を h = 0.001とした数値実験結
果を示す．両者のグラフは一致し，このことは我々の手法の有効性を示唆している．
最後に空間 2次元問題の数値シミュレーションを示そう．計算領域は Ω = (0, 4)2 と
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図 7: 初期関数 (43) の元での数値的な移動境界（θ = 0, 0.5, 1 とした）．
左：三村，中木，友枝の方法．右：我々の方法．

し，256 × 256 のメッシュに区切る．境界条件はノイマン型とする．初期関数は

u0(x, y) = φ(x, y; 1, 1, 0.5, 1) + φ(x, y; 1, 3, 0.5, 2) + ψ(x, y, 3, 2, 0.5, 2) (44)



とする．ここで，

φ(x, y; a, b, r, c) = c
[
1 −

√
(x−a)2+(y−b)2

r

]+

,

ψ(x, y; a, b, r, c) = c
[
1 − |x−a|

r

]+ [
1 − |y−b|

r

]+
(45)

とおいた．図 8 に t = 0.3 での数値解を示す． 数値的な移動境界の時間発展を図 9
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図 8: t = 0.3 での数値解 uh(x, y, t)

に示す．移動境界同士がくっついたり，消失したりしていることが観察される．

5 おわりに
移動境界を有する問題には，数学的，数値的，現象的に面白いものを多く見かける
ことが出来る．これに関連する国際研究集会 Free boundary problems: Theory and

applications は定期的に開催されているし3，他の研究集会でも関連の発表が多く行
われている．
本講演では，数値解法を motivationとした話を行った．元の移動境界問題を近似す
る反応拡散系（特異反応項を含むもの）を見付け出し，それにThreshold Competition

Dynamicsを適応して，その結果として，移動境界を捉えようというアイデアであ
る．古典的な Stefan 問題と porous medium 方程式を題材にした．研究は始まった
ばかりで，まだ分かっていないことは多い．行うべきこととして，例えば，

3次回は 2008 年にストックホルムで開催予定と聞いています．また，Web ページ
http://fbpnews.org/ には色々なニュースが記載されています．
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図 9: t = 0, 0.3, 0.5, 0.7 での数値的移動境界

• 色々な移動境界問題に対して，それを近似する反応拡散系を見付けること

• Threshold Competition Dynamicsを適用したときの解の数学的な収束性の証明

• コンピュータを使って実際に数値実験を行ったとき，実用上，有効であるかを
調べること4

などがある．なお，この講演では触れなかったが，村川秀樹氏（富山大学）による
2相 Stefan 問題に対する結果などがあることを指摘する．多くの分野の方々からの
comment や suggestion などを歓迎すると同時に，興味をもって頂ければ，幸甚に
存じます．最後に，本発表の機会を与えて下さいました組織委員の皆様に感謝申し
上げます．

4収束性が数学的に証明されていることと，実用上有効であることは別の話である．



参考文献
[1] D. G. Aronson, Regularity properties of flows through porous media: A counterex-

ample, SIAM J. Appl. Math., 19 (1970), 299–307.

[2] V. F. Baklanovskaya, The numerical solution of a one-dimensional problem for equa-
tions of nonstationary filtrations, Z. Vycisl. Mat. i Mat. Fiz., 1 (1961), 461–469.

[3] G. I. Barenblatt, On some unsteady motions of a liquid and a gas in a porous medium,
Prinkl. Mat. Meh., 16 (1952), 67–78.

[4] G. Barles and C. Georgelin, A simple proof of convergence for an approximation
scheme for computing motions by mean curvature, SIAM J. Numer. Anal., 32 (1995),
484–500.
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走化性方程式系の解の爆発について

仙葉　隆（宮崎大・工）

1 方程式とその背景、そして本講義の目標
単細胞生物である細胞性粘菌は、餌がなくなり飢餓状態になると集合
体を形成し、あたかも多細胞生物のようになる。

1970年代に細胞性粘菌の集合体形成現象を数学モデルで記述しようと
する研究が始まり、Keller と Segel [6] は偏微分方程式系として記述され
た数学モデルを提唱した。この数学モデルは、細胞性粘菌の密度と 3種
類の化学物質の濃度を未知関数とする反応拡散方程式系である。

Nanjundiah [13] は、3種類の化学物質の濃度を表す 3つの未知関数を
一つの未知関数に帰着させ、その方程式系の解の集中現象について考察
した。
これら方程式系については、[9]に記載されているのでそちらを参照し

て欲しい。　
Nanjundiahが考察した方程式系の特別な場合が以下の方程式系である。

{
ut = a1∆u − a2∇ · (u∇v),

vt = b1∆v − b2v + b3u.

ここで、a1、a2、b1、b2、b3 は正の定数とする。
変数変換

a1b2

b1

t → t,

√
b2

b1

x → x,
a1b1b3

a2b2

u → u,
a1b1

a2b2

v → v

を行い。τ = (a1b2)/b1 とおくと
{

ut = ∆u −∇ · (u∇v),

τvt = ∆v − v + u.

となる。



さらに Nagai [8] は、τ = 0 とおいた以下の初期値境界値問題の球対称
な解について、その爆発と時間大域的存在について考察した。

(N)





ut = ∇ · (∇u − u∇v) in Ω × (0, T ),

0 = ∆v − v + u in Ω × (0, T ),
∂v

∂ν
=

∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω × (0, T ),

u(·, 0) = u0 in Ω.

以後、上記方程式系を N 系と呼び、本講演では主に N 系の解を考察
する。
本講演では、領域 Ωを滑らかな境界 ∂Ωを持つ 2次元の有界領域とし、

ν = ν(x) は境界上の点 x における境界に対する長さ 1 の外向き単位法線
ベクトルとする。また、u0 は Ω における滑らかな非負関数とする。
本講演の目的は、以下の事柄に関する結果とその証明の本質的な部分
を紹介する事である。

・解の時間大域的存在の十分条件
・解の有限時刻爆発の十分条件
・爆発解の挙動（爆発時刻における解、解の爆発速度）

例えば紹介した結果が領域とその境界における解の性質に関するもの
であっても、領域内部における解の性質のみの証明に止めたり、球対称
な解についてのみ証明を行うなど、紹介した結果よりも制限された状況
でその証明を行う。この事により、証明における本質的なアイデアとは
無関係の技術的繁雑さを取り除く事ができると考えたからである。

2 古典解の存在、一意性、基本性質
本講演では、N系の古典解 (u, v)のみを扱う。ここで、(u, v)が Ω×(0, T )

における N 系の古典解であるとは、以下の (i)、(ii)、(iii)、(iv) を満たす
事を言う。

(i) uは Ω× [0, T )で連続であり、Ω× (0, T )において tに関して 1階連
続的微分可能、xに関して 2階連続的微分可能である。さらに、Ω×(0, T )

において x に関して 1階連続的微分可能である。
(ii) v は Ω× [0, T ) で連続であり、 Ω× (0, T ) において x に関して 2階
連続的微分可能である。さらに、Ω × (0, T ) においても x に関して 1階



連続的微分可能である。
(iii) u と v は Ω × (0, T ) において N 系の第 1式と第 2式を満たし、

∂Ω × (0, T ) 上で第 3式を満たす。
(iv) Ω の各点において、 lim

t→+0
u(x, t) = u0(x) を満たす。

領域 Ω 上の熱方程式 ∂t −∆ で斉次ノイマン境界条件 ∂ · /∂ν = 0 をみ
たす熱核を K(x, y, t) とおく。従って、Ω 上の連続関数 u0 と Ω × [0, T )

上の連続関数 f に対して、

u(x, t) =

∫

Ω

K(x, y, t)u0(x)dx +

∫ t

0

∫

Ω

K(x, y, t − s)f(y, s)dyds

((x, t) ∈ Ω × [0, T ))は

ut = ∆u+f in Ω×(0,∞),
∂u

∂ν
= 0 on ∂Ω×(0,∞), u(·, 0) = u0 in Ω

を満たす。また、領域 Ω 上の楕円方程式 −∆ + 1 で斉次ノイマン境界条
件 ∂ · /∂ν = 0 をみたすグリーン関数をG(x, y) とおく。従って、Ω 上で

の連続関数 g に対して、v(x) =

∫

Ω

G(x, y)g(y)dy (x ∈ Ω) は

−∆v + v = g in Ω,
∂u

∂ν
= 0 on ∂Ω

を満たす。
このとき、Ω × (0, T ) における N 系の古典解 (u, v) は

u(x, t) =

∫

Ω

K(x, y, t)u0(x)dx +

∫ t

0

∫

Ω

K(x, y, t − s)∇ · (u(y, s)∇v(y, s))dyds

for (x, t) ∈ Ω × [0, T ), (1)

v(x, t) =

∫

Ω

G(x, y)u(y, t)dy for (x, t) ∈ Ω × [0, T ) (2)

を満たし、逆に (1)、(2) を満たす (u, v) は Ω × (0, T ) における N 系の
唯一の古典解であることがわかる。
また、最大値原理から解の正値性がわかる。
これらの事をまとめた以下の事柄は、本講演では証明なしで用いる。

定理 1 Ω 上の滑らかな非負関数 u0 が与えられたとき、十分小さな正定
数 T に対して、Ω× (0, T ) 上の N 系の古典解 (u, v) が唯一つ存在し、u、
v は Ω × [0, T ) において非負となる。
特に u0 が恒等的に 0 でないとき、u、v は Ω× (0, T ) 上で正値となる。



ここで Tm を (u, v) が Ω× (0, T ) の古典解となる T の上限とし、古典
解の最大存在時刻と言う。Tm = ∞ の時、(u, v) を時間大域解という。
以後、特に断らない限り Ω × (0, Tm) 上の N 系の古典解 (u, v) のみを

考察の対象とし、それを単に N 系の解 (u, v) と言う。また、本講演では
u の挙動に注目するので、N 系の解 (u, v) における u について述べる時
には、単に N 系の解 u と言う。

定理 2 N 系の解 (u, v) は以下を満たす。

(1)

∫

Ω

u(x, t)dx =

∫

Ω

v(x, t)dx =

∫

Ω

u0(x)dx (t ∈ [0, Tm)).

(2) Tm < ∞ ならば、

lim

t→Tm

max

x∈Ω
u(x, t) = lim

t→Tm

max

x∈Ω
v(x, t) = ∞.

定理 2の (1)は、N系の第一式、ならびに第 2式を Ω上で積分し、境界
条件を用いることで得られる。また、sup(x,t)∈Ω×(0,Tm) u(x, t) < ∞ と仮定
すると放物型方程式系の性質（たとえば、[7]参照）より、N系の解 (u, v)

が Tm を超えて延長できる。つまり、Tm < T であり、(u, v)が Ω× (0, T )

上のN 系の解であるような T が存在し、Tm の定義に矛盾するので、(2)

が成り立つ。
T ∈ (0,∞] に対して、解 (u, v) が

lim sup

t→Tm

max

x∈Ω
u(x, t) = lim sup

t→Tm

max

x∈Ω
v(x, t) = ∞.

を満たすとき、（時刻 T で）爆発するといい、T を爆発時刻という。T < ∞
の時は有限時刻爆発、T = ∞ の時は無限時刻爆発という。
本講演では有限時刻爆発のみを考察し、以後単に爆発と言う。そのと
き爆発時刻は Tm と一致する。
また、点 q ∈ Ω と爆発解 (u, v) に対し、

xn → q, tn → Tm, u(xn, tn) → ∞ as n → ∞

を満たす {(xn, tn)} ⊂ Ω× (0, Tm)が存在するとき、点 q を爆発点と呼ぶ。

3 解の時間大域的存在
本節では、解の時間大域的存在に関する以下の結果とその証明の概略

について述べる。



定理 3

∫

Ω

u0(x)dx < 4π ならば、N 系の解 (u, v) は時間大域的に存在し

sup

t≥0
max

x∈Ω
u(x, t) < ∞, sup

t≥0
max

x∈Ω
v(x, t) < ∞ (3)

を満たす。
Ω = {x ∈ R2

: |x| < L} (0 < L < ∞) で、u0 が球対称であるときは、∫

Ω

u0(x)dx < 8π ならば、N 系の解 (u, v) は時間大域的に存在し、(3) が

成り立つ。

第 5節で述べるように、解 u が爆発するときは有限個の点に L1 ノル
ムが集中する。L1 ノルムの集中する点が領域内の点の場合、その L1 ノ
ルムは 8π であり、境界上の点の場合は 4π となる。

この事から、解 u の L1 ノルム
∫

Ω

u(x, t)dx が 4π に満たなければ、爆

発しない。従って、第 5節の結果から、定理 3 が従うが、ここでは直接
証明することを考える。

命題 3.1 N 系の解 (u, v) が

sup

0≤t<Tm

∫

Ω

u(x, t) log u(x, t)dx < ∞ (4)

を満たすならば、その解は時間大域解であり、(3) を満たす。

命題 3.1 の証明には、精密化されたソボレフの不等式とMoser の方法
を用いる。つまり、N 系の第一式に u をかけ、Ω 上で積分し、精密化さ
れたソボレフの不等式と (4) を用いて、‖u(·, t)‖2 の有界性を示す。次に、
N 系の第一式に u2 をかけ、Ω 上で積分し、‖u(x, t)‖3 の有界性を示す。
この事を次々と繰り返して最終的に ‖u(·, t)‖∞ の有界性を得る。ただし、
これはアイデアの説明なので Moser の方法については [1] を、命題 3.1

の証明については [11] を参照して欲しい。
ここで 1 ≤ p ≤ ∞ に対する ‖f‖p は関数 f の Ω 上の Lp ノルムを

表す。
(4) の積分は、以下の積分と関係がある。
N 系の解 (u, v) と t ∈ [0, Tm) に対して、

W (t) =

∫

Ω

(
u(x, t) log u(x, t) − 1

2

u(x, t)v(x, t)

)
dx (5)

とおくとき、以下が成り立つ。



補題 3.1 N 系の解 (u, v) に対する (5) の W は以下を満たす。

d

dt
W (t) +

∫

Ω

u(x, t)|∇(log u(x, t) − v(x, t))|dx = 0 (0 < t < Tm).

補題 3.1 は、N 系の第一式に log u をかけ、Ω 上で積分し、第 2式と境界
条件を用いて示すことができる。
補題 3.1 より

W (t) ≤ W (0) (0 ≤ t < Tm) (6)

が成り立つ事がわかる。
定理 1 は、命題 3.1、(6)、そして次の Jensen の不等式と Trudinger タ
イプの不等式によって示される。定理の証明は [12] を参照して欲しい。
[12] では、Keller-Segel 系の解を扱っているが、同様の議論によってこの
定理の証明もできる。

Jensen の不等式. Φ を (0,∞) から R への凸関数、f を Ω 上の正値連

続関数、g を
∫

Ω

g(x)dx = 1 を満たす Ω 上の非負連続関数とする。この

とき

Φ

(∫

Ω

f(x)g(x)dx

)
≤

∫

Ω

Φ(f(x))g(x)dx

が成り立つ。

補題 3.2 (Trudinger タイプの不等式) 任意の w ∈ H2
(Ω) に対して

∫

Ω

ew(x)dx ≤ K exp

(
1

8π

∫

Ω

|∇w(x)|2dx +

1

|Ω|

∫

Ω

|w(x)|dx

)

が成り立つ。
また、Ω = {x ∈ R2

: |x| < L} (0 < L < ∞) の時、任意の球対称な
w ∈ H1

(Ω) に対して
∫

Ω

ew(x)dx ≤ K exp

(
1

16π

∫

Ω

|∇w(x)|2dx +

1

|Ω|

∫

Ω

|w(x)|dx

)

が成り立つ。ここで、K は Ω のみに依存する正定数である。

グリーン関数 G(x, y) の評価. (2) で述べた斉次ノイマン境界条件を満た
す Ω 上の楕円型作用素 −∆ + 1 のグリーン関数G(x, y) は

|G(x, t)| ≤ C |log |x − y|| (x, y ∈ Ω, x 6= y),



|∇xG(x, y)|, |∇yG(x, y)| ≤ C

|x − y|
(x, y ∈ Ω, x 6= y)

を満たす。ここで、C は Ω にのみ依存する正定数である。また、

R(x, y) = G(x, y) − 1

2π
log

1

|x − y|
(x, y ∈ Ω, x 6= y)

とおくと、R ∈ C2
(Ω × Ω)) ∪ C2

(Ω × Ω) を満たす。

4 解の有限時刻爆発
本節では、解が爆発する十分条件に関する結果とその証明の概略を説

明する。

定理 4 q ∈ Ω と十分小さな正定数 R に対して、
1

R2

∫

{|x−p|<R}∩Ω

u0(x)|x − p|2dx < η,

∫

{|x−p|<R}∩Ω

u0(x)dx > 4π∗

を満たすとき、N 系の解は爆発する。 ここで、

π∗
=

{
2π (q ∈ Ω のとき),

π (q ∈ ∂Ω のとき).

そして正定数 η は、‖u0‖1 と
∫

{|x−q|<R}∩Ω

u0(x)dx > 4π∗ にのみ依存する

定数である。∫

{|x−q|<R}∩Ω

u0(x)dx は、点 q の近傍における u0 の L1 ノルムであり、
∫

{|x−q|<R}∩Ω

|x− q|2u0(x)dx が小さいほど、その局所L1 ノルムが点 q に

集中している事を表している。従って、領域内部のある点に 8π より多く
の L1 ノルムが集中しているか、境界上のある点に 4π より多くの L1 ノ
ルムが集中していれば、解は爆発する。
定理 4 の証明のアイデアを説明するために、球対称解に関する以下の
命題に対する証明の概略を説明する。

命題 4.1 Ω を原点を中心とする半径 L (0 < L < ∞) の開円盤とし、u0

は以下をみたす球対称な関数とする。∫

Ω

u0(x)dx > 8π,

∫

Ω

|x|2u0(x)dx ¿ 1.

このとき、N 系の（球対称）解は有限時刻で爆発する。



命題 4.1 を示すためには前節で述べたグリーン関数の評価と以下の球
対称解に対する評価を用いる。

補題 4.1 Ω を原点を中心とする半径 L (0 < L < ∞) の開円盤とし、
(u, v) を N 系の球対称解とする。そのとき、任意の ε > 0 に対して、

u(x, t) ≤ C (ε ≤ |x| ≤ L, t ∈ [0, Tm))

が成り立つ。ここで、C は ε、u0、L にのみ依存する正定数である。

補題 4.1 の証明は、[8] を参照して欲しい。

5 爆発解の挙動
本節では、以下の結果とその証明の概略を説明する。
最初に、爆発解の爆発時刻における極限について述べる。

定理 5 (u, v) を N 系の爆発解とするとき、以下が成り立つ。

u(·, t) ⇀
∑

q∈B

m∗(q)δq + f in M(Ω) as t → Tm.

ここで、B ⊂ Ω を満たす有限個の点集合、

m∗(q) =

{
8π (q ∈ Ω),

4π (q ∈ ∂Ω),

δq は、点 q にサポートを持つデルタ関数、f は Ω \ B で連続な Ω 上の
L1 関数、M(Ω) は Ω 上の連続関数の空間C(Ω) の双対空間である。

つまり、N 系の爆発解 u は、φ ∈ C(Ω) に対して

lim

t→Tm

∫

Ω

u(x, t)φ(x)dx =

∑

q∈B

m∗(q)φ(q) +

∫

Ω

f(x)φ(x)dx

が成り立つ。
上記の結果に対する証明は、[18] を参照して欲しい。ただし、解が爆
発時刻で有限個のデルタ関数になる事、凝縮する量が 8π、4π 以上であ
る事については、[15] でも参照できる。



ここで、定理 5 の有限集合 B を爆発集合と呼び、B に属する点を爆発
点となる。
爆発速度を以下のように分類する。

Type I 爆発と Type II 爆発の定義. N 系の解 (u, v) が爆発し、q を爆
発点とする。
全ての正定数 C に対し以下が成立つとき、q における type I の爆発と

言う。
lim sup

t→Tm

(Tm − t) max

{|x−q|≤C
√

Tm−t}∩Ω
u(x, t) < ∞.

ある正定数 C に対し以下が成立つとき、(q, T ) における type II の爆
発と言う。

lim sup

t→Tm

(Tm − t) max

{|x−q|≤C
√

Tm−t}∩Ω
u(x, t) = ∞.

そのとき、以下が成り立つ。

定理 6 N 系の解が爆発するとき、全ての爆発点で Type II の爆発となる。

この結果と証明は、[14] を参照して欲しい。
定理 5 と 6 の証明のアイデアを述べるために、球対称解に限って定理
を示す。証明は以下の二つに分けて行う。

命題 5.1 Ω を半径 L > 0 の開円盤とし、球対称な N 系の解 u が爆発す
る時、以下が成立つ。

u(·, t) ⇀ m(0)δ0 + f in M(Ω) as t → Tm.

ただし、m(0) は m(0) ≥ 8π を満たす定数、f は Ω \ {0} で連続な Ω

上での L1 関数である。

命題 5.2 Ω を半径 L > 0 の開円盤とし、球対称な N 系の解 u が爆発す
る時、命題 5.1 の m(0) は 8π と一致し、x = 0 でType II の爆発となる。



6 関連する話題
本講演では放物型-楕円型方程式系である N 系を扱ったが、N 系で得
られた結果の多くが放物型-放物型方程式系である以下の方程式系

(KS)





ut = ∇ · (∇u − u∇v) in Ω × (0, T ),

τvt = ∆v − v + u in Ω × (0, T ),
∂v

∂ν
=

∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω × (0, T ),

u(·, 0) = u0, v(·, 0) = v0 in Ω.

についても成り立つ。ここで、τ は正定数であり、u0 はΩ における滑ら
かな非負関数とする。領域 Ω、その境界 ∂Ω、u0 についての仮定は、N

系の場合と同様とする。
以後、上記方程式系を Keller-Segel 系と呼ぶ。
例えば、第 2節で述べた解の存在、一意性、定理 2 が成り立つ。ただ
し、定理 2 の (1) における v の L1 ノルムは

‖v(·, t)‖1 = (1 − e−t/τ
)‖u0‖1 + e−t/τ‖v0‖1

となる。
第 3節で述べた定理 3 も成り立つ。ここで、Keller-Segel 系のW (t) は

W (t) =

∫

Ω

{
u(x, t) log u(x, t) − u(x, t)v(x, t) +

1

2

(
|∇v(x, t)|2 + v(x, t)2

)}
dx

となり、補題 3.1 の等式は

d

dt
W (t)+τ

∫

Ω

(vt(x, t))2dx+

∫

Ω

u(x, t)|∇(log u(x, t)−v(x, t))|dx = 0 (0 < t < Tm).

と修正される。
しかし、第 4節の定理 4 は、[16]、ならびに [10] で示された結果であ
る。Keller-Segel 系の解に対して、定理 4 のような爆発の十分条件はまだ
知られていない。

[5] では (6) の W (0) を用いてKeller-Segel 系の解が爆発する十分条件
が述べられており、この事は N 系についても同様に成り立つ。しかし、
ここで得られた爆発解の爆発時刻が有限なのか無限なのかの判定がつか
ない。
また、第 5節の定理 5 は Keller-Segel 系の場合は、有限時刻で爆発し、

「爆発点が有限個」であれば定理 5 が成り立つ ([11])。ただし、この場合



の m∗(q) は「q が領域の点ならば 8π 以上、q が境界上の点ならば 4π 以
上」である事しかわからない。N 系の場合、「爆発点の有限性」は N 系
の解については示されているが、Keller-Segel 系の解については得られて
いない。だだし、Keller-Segel 系の場合も、「球対称解の爆発点は領域の
中心に限る」（補題 4.1) が成り立つので、Keller-Segel 系についても命題
5.1 は成り立つ。また、Keller-Segel 系の解の爆発速度について、定理 6

に対応するような定性的な性質は得られていない。ただし、Type II の爆
発を起こす球対称解の存在は得られている ([3])。
また、そのほかのタイプの走化性方程式も含めてそれらの数学的な研
究をまとめたものとして [4] が参考になる。
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平均曲率流の近似問題について∗

(粘性解理論の応用)

石井 克幸 (神戸大学海事科学部)

概要. 本講演では Bence, Merriman, Osher によって考案された平均曲率流に対する近似アル

ゴリズムの概要を紹介する. 等高面の方法と粘性解理論を用いた平均曲率流の広義解について述

べた後, 彼らの近似アルゴリズムの数学的正当性を平均曲率流の広義解と粘性解理論を用いて簡単

に説明する.

1 序

{Γ(t)}t≥0 を R
N

(N ≥ 2) における超曲面の族とする. この族が平均曲率流であるとは

Γ(t) の運動方程式が

(1.1) V = κ on Γ(t), t > 0

で与えられるときを言う. V = V (t, x) は x ∈ Γ(t) における法線方向速度, κ = κ(t, x) は

x ∈ Γ(t) における平均曲率の (N − 1)-倍である. この方程式を平均曲率流方程式と言う1
.

平均曲率流方程式が最初に現れたのは材料科学の分野で, Mullins [34] によって金属を

焼きなます際の粒界の運動を記述するために提案された. また, 相転移現象に現れる界面

の運動はその平均曲率に従うことが Allen - Cahn [1] によって形式的に示され, その数学

的証明が多くの人々によって与えられている ([12, 15, 10] etc.). 近年では画像処理への応

用も研究されている ([10, 3, 2] etc.). 一方, 滑らかな平均曲率流に関する研究 ([26, 20, 24]

etc.) や広義解の理論 ([8, 13, 18] etc.), 特異性の解析 ([25, 27, 4, 28] etc.) 等, 数学的な結

果も非常に多い. このように平均曲率流は純粋・応用両方の数学で重要な研究対象の 1 つ

であり, 今でも活発に研究が進められている.

上述のような応用面において, 平均曲率流の数値解析が大事な役割を果たしていること

は言うまでもなく, 多くの人々によってその研究が行われている. ここではその中の 1 つ

である, Bence, Merriman, Osher の 3 氏 によって考案された数値計算アルゴリズム ([7]

を参照. 本講演では BMO アルゴリズムと呼ぶことにする) の概要を紹介したい.

以下では特に断らない限り, 「コンパクトな超曲面」と言えば, 境界を持たないことも

仮定する.

∗2006 年 12 月 13 日 非線形数理冬の学校「発展方程式系の解の挙動」— 反応拡散方程式理論の最先端

— (於 東京工業大学)
1
R

2 において {Γ(t)}t≥0 は滑らかな曲線の族になる. このとき (1.1) は曲線短縮方程式とも呼ばれる.
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2 平均曲率流に対する等高面の方法と粘性解

まず, 平均曲率流に関して簡単な例を挙げよう.

例 2.1 Γ(0) が半径 R0 の (N − 1) 次元球面とし, これを初期曲面とする平均曲率流

{Γ(t)}t≥0 を考える. Γ(0) 上の平均曲率は一定なので Γ(t) も球面になると考えられる.

その半径を R = R(t) とおくと内向き法線方向速度は V = −dR/dt であり, 平均曲率は

(N − 1)/R であることから (1.1) は常微分方程式

dR

dt
= −N − 1

R
(t > 0)

となる. R(0) = R0 の条件の下でこれを解くと, Γ(t) は R(t) =

√
R2

0 − 2(N − 1)t を半径

とする (N −1)次元球面であることがわかる. 特に N = 2のときは半径 R(t) =

√
R2

0 − 2t

の円周になる. t0 = R2
0/2(N − 1) のとき, 球面や円周の半径は 0 となり, 1 点に縮む.

例 2.2 N = 3 とする. Γ(0) ⊂ R
3 を x3 軸を中心とし, 断面の半径が R0 である円柱面

Γ(0) := {(x′, x3) ∈ R
3 | |x′| = R0} とする. これを初期曲面とする平均曲率流 {Γ(t)}t≥0

を考える. 上の例と同様な理由で Γ(t) は x3 軸を中心とする円柱面となり, 断面の半径を

R = R(t) とすると (1.1) は
dR

dt
= − 1

R
(t > 0)

となる. R(0) = R0 の条件の下でこれを解くと, Γ(t) は R(t) =

√
R2

0 − 2t を断面の半径

とする円柱面となる. t0 = R2
0/2 のとき, Γ(t) は x3 軸に縮む.

さて, 一般の滑らかな平均曲率流 {Γ(t)}t≥0 を考えよう. その時間局所的な一意存在は

放物型偏微分方程式の標準的な方法で示すことができる. また, 以下の結果はよく知られ

ている.

定理 2.1 (Gage - Hamilton [20], Grayson [24])

Γ(0) ⊂ R
2 を滑らかな単純閉曲線とする. このとき, Γ(0) を初期曲線とする平均曲率

流 {Γ(t)}t≥0 はある時刻で凸になり, その後有限時刻で 1 点に収縮する.

定理 2.2 (Huisken [26])

Γ(0) ⊂ R
N

(N ≥ 3) を凸で滑らかでコンパクトな超曲面とする. このとき, Γ(0) を初

期曲面とする平均曲率流 {Γ(t)}t≥0 は凸性を保ちながら有限時刻で 1 点に収縮する.

注意 2.1 [26, 20] は Γ(t) の縮み方にまで言及している. 興味のある方は参照して欲しい.

上の 2 つの定理を眺めると, N ≥ 3, Γ(0) ⊂ R
N が凸とは限らないコンパクトな超曲面

の場合に Γ(0) を初期曲面とする平均曲率流 {Γ(t)}t≥0 は凸になって 1 点に収縮するか ?

という問題が考えられる. これは Grayson [25] によって必ずしも成り立たないことが示

された. Γ(0) ⊂ R
3 を軸対称でハンドルの部分が非常に細いバーベル形の超曲面とする.
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この Γ(0) を初期曲面とする平均曲率流 {Γ(t)}t≥0 は全体が 1 点に収縮する前にハンドル

の部分でちぎれ, 特異点が発生する (図 2.1 参照).

特異点が生じた後, Γ(t) は 2 つの曲面として別々に平均曲率に従って動くと考えられ

る. 特異点が生じた後の運動も Γ(0) を初期曲面とする一連のプロセスと捉えようとする

と, 特異点が生じた後の平均曲率流の接続が問題となる. 特異性を生じた後の解を接続す

るには, 通常は何らかの意味での弱解の概念を用いる. その 1 つの方法が等高面の方法と

呼ばれるものであり, Chen - Giga - Goto [13], Evans - Spruck [18] によって独立に提案さ

れた.

等高面の方法の基本的な考え方は Γ(t) をある補助関数 u = u(t, x) の 0-等高面と見做

して (1.1) を u の満たす方程式に書き換えた後, それを R
N 全体に拡張することである

(詳細は Giga [21], 儀我 - 陳 [22] 等を参照).

u を Γ(t) 上では 0, Γ(t) の内側では正, 外側では負としておく. このとき, x ∈ Γ(t) に

おける内向き法線ベクトル n = n(t, x) とこの方向に関する速度 V = V (t, x) はそれぞれ

n(t, x) =

Du(t, x)

|Du(t, x)| , V (t, x) = − ut(t, x)

|Du(t, x)|

となる. ここで Du は u の勾配である. このとき, x ∈ Γ(t) において n = n(t, x) に関す

る平均曲率 κ = κ(t, x) は

κ(t, x) = −div n(t, x) = −div

(
Du(t, x)

|Du(t, x)|

)

となるので (1.1) に代入すると,

ut

|Du| = div

(
Du

|Du|

)
on Γ(t), t > 0

が得られる. 両辺を |Du| 倍し, t > 0 で R
N 全体に拡張したものを考えると, 以下の方程

b
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b
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b
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Singularity !
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式が得られる.

ut = |Du|div

(
Du

|Du|

)
= tr

{(
I − Du ⊗ Du

|Du|2
)

D2u

}
(2.1)

= ∆u −
〈

D2u

(
Du

|Du|

)
,

(
Du

|Du|

)〉
in (0, T ) × R

N .

但し, D2u は u の Hessian であり, trA は行列 A の trace である. これを (1.1) に対する

等高面方程式という.

等高面方程式を用いた {Γ(t)}t≥0 の構成は以下のようになされる. Γ(0) ⊂ R
N をコンパ

クトな超曲面とし, 関数 g ∈ C(R
N

) を

(2.2) f(x)





> 0 x ∈ (Γ(0) の内側),

= 0 x ∈ Γ(0),

< 0 x ∈ (Γ(0) の外側),

を満たすように取る. そこで初期値問題

ut + F (Du,D2u) = 0 in (0, T ) × R
N ,(2.3)

u(0, x) = f(x) for x ∈ R
N ,(2.4)

F (p,X) := −tr

{(
I − p ⊗ p

|p|2
)

X

}
(2.5)

を解き, その解 u を用いて Γ(t) := {x | u(t, x) = 0} とおけばよい. このようにして作っ

た {Γ(t)}t≥0 は (1.1) に対する広義解と呼ばれる2
.

(1.1) に対する広義解を得るには

問題 1 初期値問題 (2.3) - (2.4) の時間大域解の一意存在

問題 2 {Γ(t)}t≥0 の定義の正当性

という問題点がある. これらについて見ていこう.

問題 1 について

(2.5) で定義される F は

F (p,X + Y ) ≤ F (p,X) for all p ∈ R
N , X, Y ∈ S

N , Y ≥ O,

を満たすことがわかる. ここで S
N は N 次実対称行列の全体であり, Y ≥ O は Y が半

正定値行列であることを表す. この不等式が成り立つとき, F は退化楕円型であるという.

一般に, 退化した方程式には古典解の存在が期待できないので, 解の一意存在を考えるた

めには弱解の概念が必要である3
. 更にその定義から F は発散形ではないので部分積分を

2例 2.1, 2.2 のように有限時間で収縮する場合, その後の Γ(t) は空集合と定義する.
3(2.3) の退化性については次節で述べる.
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基にした超関数の意味での弱解を考えることはできない. このような方程式に対する一意

可解性を考えるために粘性解の概念を導入する.

粘性解の定義を与えるために記号を用意する. U を距離空間またはその部分集合とし,

V を稠密な U の部分集合とする. このとき, 関数 f : U −→ R に対して f の上半連続包

f ∗
, 下半連続包 f∗ をそれぞれ

f ∗
(x) := lim sup

V ∋y→x
f(y), f∗(x) := lim inf

V ∋y→x
f(y)

で定義する.

定義 2.1 u : [0, T ) × R
N −→ R を有界な関数とする.

(1) u が (2.3) の粘性劣解であるとは, 任意の ϕ ∈ C1,2
((0, T )×R

N
) に対して u∗ − ϕ が

(t0, x0) で極大値を取るならば,

ϕt(t0, x0) + F∗(Dϕ(t0, x0), D
2ϕ(t0, x0)) ≤ 0

を満たすときを言う.

(2) u が (2.3) の粘性優解であるとは, 任意の ϕ ∈ C1,2
((0, T )×R

N
) に対して u∗ − ϕ が

(t0, x0) で極小値を取るならば,

ϕt(t0, x0) + F ∗
(Dϕ(t0, x0), D

2ϕ(t0, x0)) ≥ 0

を満たすときを言う.

(3) u が (2.3) の粘性解であるとは, 粘性劣解, かつ粘性優解であるときを言う.

注意 2.2 (1) (2.3) に現れる F は F ∈ C(R
N\{0} × S

N
) であり, p = 0 で定義できない.

しかし, 各 (p,X) ∈ R
N × S

N に対して F ∗
(p,X), F∗(p,X) は有限値なので, これを用いる

ことにより粘性解が定義できる. 実際, p 6= 0 のときは F ∗
(p,X) = F∗(p,X) = F (p,X) と

なり, p = 0 の場合は

F ∗
(0, X) = − inf

|ν|=1
tr{(I − ν ⊗ ν)X}, F∗(0, X) = − sup

|ν|=1

tr{(I − ν ⊗ ν)X}

となる.

(2) 粘性劣解の定義において, 「極大値」は「狭義極大値」, 「最大値」, 「狭義最大値」

に置き換えてもよい. 同様のことが粘性優解の場合にも言える.

(3) 粘性解理論には Crandall - Ishii - Lions [14], Fleming - Soner [19], Barles [5], Koike

[32] 等優れた成書があるので興味のある方はこれらを勉強されたい.

初期値問題 (2.3) - (2.4) の時間大域解の一意存在は粘性解理論を用いて, 以下のように

述べられる. BC(R
N

), BC([0, T )×R
N

) をそれぞれ R
N

, [0, T )×R
N 上で有界かつ連続な

関数全体とする.
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定理 2.3 (1) u, v : [0, T ) × R
N −→ R をそれぞれ (2.3) の有界な粘性劣解, 粘性優

解とする. このとき, u∗
(0, ·) ≤ v∗(0, ·) in R

N ならば, u∗ ≤ v∗ in [0, T ) × R
N で

ある.

(2) 任意の f ∈ BC(R
N

) に対して (2.3) - (2.4) の粘性解 u = u(t, x) が唯一つ存在

し, u ∈ BC([0, T ) × R
N

) である.

この定理の証明は Chen - Giga - Goto [13], Evans - Spruck [18] を参照のこと.

問題 2 について

g ∈ BC(R
N

) を (2.2) を満たすものとする. このとき, 初期値問題 (2.3) - (2.4) に対す

る粘性解 u を用いて 0-等高面 {x ∈ R
N | u(t, x) = 0} が定義できるが, これは初期条件 f

の選び方に依存している可能性がある. 一方, 平均曲率流は初期曲面 Γ(0) によってのみ

定まることから, {x ∈ R
N | u(t, x) = 0} が (1.1) に対する広義解と言えるには, それが f

の選び方には依らないことを示す必要がある. そのために, この問題に特有な幾何学的と

呼ばれる以下の性質を用いる.

(2.6) F (λp, λX) = λF (p,X) (λ > 0), F (p,X + µp ⊗ p) = F (p,X) (µ ∈ R)

これを使うと {Γ(t)}t≥0 の定義の正当性を示す次の定理が得られる.

定理 2.4 f , g ∈ BC(R
N

) を Γ(0) = {x ∈ R
N | f(x) = 0} = {x ∈ R

N | g(x) = 0} を
満たすとする. u, v ∈ BC([0, T ) × R

N
) をそれぞれ u(0, x) = f(x), v(0, x) = g(x) を

満たす (2.3) の粘性解とする. このとき,

{x ∈ R
N | u(t, x) = 0} = {x ∈ R

N | v(t, x) = 0} for all t ∈ [0, T ).

定理 2.4 によって (1.1) に対する広義解が定義できることが言えた. ところで, 初期値

問題 (2.3) - (2.4) の解の 0-等高面は超曲面とは限らない. つまり, 内点を持つこともあり

得る. これは等高面の方法が提案されて以来, 重要な問題となっている. Γ(t) が内点を持

つときを肥満化, 肥満現象などと言う. 肥満化については起こる場合も起こらない場合も

研究されているが, 本講演では深入りしないことにする.

3 BMO アルゴリズム

この講演の主目的である, BMO アルゴリズムを紹介しよう.

Γ(0) ⊂ R
N を滑らかでコンパクトな超曲面, C0 ⊂ R

N を ∂C0 = Γ(0) となるコンパクト

集合とし, 0 < h ≪ 1 は時間刻み幅とする. そこで, u0
= u0

(t, x) を以下のような熱方程

式に対する初期値問題の解とする.

(3.1)





ut = ∆u in (0, h] × R
N ,

u(0, x) =

{
1 x ∈ C0,

−1 x ∈ R
N\C0
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u0 を用いて C1 を

C1 := {x ∈ R
N | u0

(h, x) ≥ 0}

と定義する. 次に, u1
= u1

(t, x) を





ut = ∆u in (0, h] × R
N ,

u(0, x) =

{
1 x ∈ C1,

−1 x ∈ R
N\C1

の解とし, C2 を

C2 := {x ∈ R
N | u1

(h, x) ≥ 0}

と定義する.

以下, 帰納的にこの操作を繰り返すことにより, コンパクト集合列 {Ck}k=0,1,... を得る.

これを用いて

Ch
(t) := Ck, Γ

h
(t) := ∂Ch

(t) if kh ≤ t < (k + 1)h, k = 0, 1, . . .

とする. このとき形式的には各 t ∈ [0, T ) に対して

Ch
(t) −→ C(t), Γ

h
(t) −→ Γ(t) := ∂C(t) (h → 0)

となり, {Γ(t)}t≥0 は Γ(0) を初期値とする平均曲率流となる. 以上が BMO アルゴリズム

の概要である.

このアルゴリズムには 2 つの特徴がある. 1 つ目は近似曲面を構成するのに, 普通の熱

方程式を用いていることである. このため, 近似曲面 {Γh
(t)}t≥0 は (少なくとも数学的に

は) 簡単に構成できる. 2 つ目は (3.1) での初期条件の選び方にある. (2.1) の最後の等式

に現れる

(3.2)

〈
D2u

(
Du

|Du|

)
,

(
Du

|Du|

)〉

は u の等高面 {x ∈ R
N | u(t, x) = c} (c ∈ R) の法線方向への拡散を示している. 従って,

(2.3) は {x ∈ R
N | u(t, x) = c} の法線方向に退化した方程式である4

. (3.2) を落とすと

(2.3) は普通の熱方程式になるが, 初期条件を (3.1) で課されたように選ぶことで, 短い時

間幅 (0, h) では (3.2) による退化性と同等の効果が熱方程式に生じる. 同時に, この場合

の ∆u は Γ

h
(t) の平均曲率になっている. 時刻 h 毎に初期条件を取り替えるのはこの効

果を持続させるためである.

BMO アルゴリズムが平均曲率流の近似を与えることを見ていきたいが, まずは形式的

に考えてみよう. 簡単のため, Γ(0) を R
2 における滑らかな単純閉曲線とする. Γ(0) 上の

1 点を固定し, O とする. O を原点として図 2.2 のような直交座標系を考える. 更に O の

近傍では Γ(0) は x2 = κx2
1/2 (κ > 0) の形に表されているとする. このとき κ は O にお

ける Γ(0) の曲率であることに注意しておく.

4(2.6) の 2 番目の式がこれに対応している.
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x1

x2

O

z2

Γ

h
(h)

Γ(0)

C0

図 2.2 : Γ0 : x2 =

1

2

κx2
1 (κ > 0)

初期値問題 (3.1) の解 u0 の t = h での値は

(3.3) u(h, x) =

∫

C0

E(h, x − y)dy −
∫

R2\C0

E(h, x − y)dy

で与えられる. 但し, E = E(t, x) は熱核である. u(h, x) ≥ (resp., <) 0 は

(密度 E(h, x − ·) を用いた C0 の面積)

≥ (resp., <) (密度 E(h, x − ·) を用いた R
2\C0 の面積)

と解釈できる. この「面積を比べる」という観点では, 密度は熱核でなくてもよいので, 話

を簡単にするためにも E を

(3.4) E(h, x − y) → 1

6h
χB(x,

√
6h)(y)

に置き換えて積分したものを考える. つまり,

(3.5) u0
(t, x) → 1

6h
|C0 ∩ B(x,

√
6h)| − 1

6h
|(R2\C0) ∩ B(x,

√
6h)|

と置き換える. ここで χA は集合 A に対する定義関数, |A| は A ⊂ R
2 の面積を表す.

κ > 0 と仮定しているので,

|C0 ∩ B(O,
√

6h)| < |(R2\C0) ∩ B(O,
√

6h)|

は明らかである. このとき, 点 O が時刻 h には

|C0 ∩ B((0, z2),
√

6h)| = |(R2\C0) ∩ B((0, z2),
√

6h)|(3.6)

=

1

2

L2
(B(O,

√
6h))

を満たす x2 軸上の点 (0, z2) に移動したと考えてその速度 V = z2/h を求めてみる.
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図 2.3より 2つの領域 C0∩B((0, z2),
√

6h), C0 ∩B(O,
√

6h)の面積の差は 2曲線 Γ(0),

Γ

h
(h) と 2 つの円周で囲まれた部分のそれに等しく,

|C0 ∩ B((0, z2),
√

6h)| − |C0 ∩ B(O,
√

6h)| ≃ 2

√
6z2

√
h.

と評価できる. 一方, (3.6) と図 2.3 より

|C0 ∩ B((0, x2),
√

6h)| − |C0 ∩ B(O,
√

6h)|

=

1

2

|B(O,
√

6h)| − |C0 ∩ B(O,
√

6h)|

= |{x2 ≥ 0} ∩ B((0, z2),
√

6h)| − |C0 ∩ B(O,
√

6h)|,

であり,

|{x2 ≥ 0} ∩ B((0, z2),
√

6h)| − |C0 ∩ B(O,
√

6h)|

≃
∫ √

6h

−
√

6h

1

2

κx2
1dx1 = 2

√
6κh3/2.

に注意すると, 2

√
6z2

√
h ≃ 2

√
6κh3/2 となる. 従って

(3.7) V =

z2

h
= κ + o(1) (h → 0)

を得る.

上で述べたことを各 Ck (k = 1, 2, . . . ,) について考えると Γ

h
(t)(:= ∂Ck, kh ≤ t <

(k + 1)t) は (近似的には) 曲率に従って動いていると言える.

今度は BMO アルゴリズムの収束について厳密な形で述べよう. そのために前節で導入

した等高面の方法を用いる. Γ(0) ⊂ R
N をコンパクトな超曲面とし, {Γ(t)}0≤t<T を前節

で定義した (1.1) の広義解とする.

x1

x2

O

z2

Γ

h
(t)

Γ(0)

C0

図 2.3 :実線は (0, z2) を中心とする円周, 破線は O を

中心とする円周. 半径はいずれも
√

6h.
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定理 3.1 各 t ≥ 0 に対して Γ(t) が超曲面ならば, 任意の T ′ ∈ (0, T ) に対して

lim

h→0
sup

t∈[0,T ′]

dH(Γ

h
(t), Γ(t)) = 0.

が成り立つ.

注意 3.1 (1) 前節の最後で触れたように Γ(t) は肥満化することがある. 「Γ(t) が超曲面」

という仮定をおくことで Γ(t) が肥満化している場合を排除している.

(2) dH(A,B) は集合 A, B ⊂ R
N に対する Hausdorff 距離であり,

dH(A,B) := max

{
sup

x∈B
dist(x,A), sup

x∈A
dist(x,B)

}

で定義される.

定理 3.1 の証明の方針はその前で述べた形式的な考察を数学的に正当化すればよい. そ

のためのアイディアを Evans [17] に従って述べよう.

Γ(0) ⊂ R
N をコンパクトな超曲面, C0 ⊂ R

N を ∂C0 = Γ(0) となるコンパクト集合とす

る. このとき, 定理 2.4 より Γ(t) = M(t)Γ(0) となる作用素の族 {M(t)}t≥0 が定義でき

る. また, C(0) := C0 から Γ(t) を境界とするコンパクト集合 C(t) を対応させる写像も同

じ記号を使って, C(t) = M(t)C0 とおく
5
. コンパクト集合 C ⊂ R

N に対し, 作用素 Hh を

HhC := {x ∈ R
N | v(h, x) ≥ 0}

とする. ここで, v は熱方程式の初期値問題





vt = ∆v in (0, h] × R
N ,

v(0, x) =

{
1 x ∈ C,

−1 x ∈ R
N\C

の解である. すると Ck は

Ck = (Hh)
kC0 := (Hh ◦ · · · ◦ Hh︸ ︷︷ ︸

k times

)C0

と表すことができ, 今までの形式的な考察から

(3.8) lim

h→0,kh→t
(Hh)

kC0 = M(t)C0.

となることが期待できる. よって作用素 Hh の性質を調べればよさそうである. しかし,

R
N のコンパクト集合の族が定義域となる作用素の解析はやりにくそうである. そこで

等高面の方法を用いて M(t), Hh の代用となる作用素を関数空間上に定義することを考

える.

5このようにしても以後の議論には支障がないであろう.
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まず, M(t) に代わる作用素を定義する. BUC(R
N

) をR
N 上で有界, かつ一様連続な関

数の全体とし,

‖f‖ := sup

x∈RN

|f(x)|

によってノルムを定義する. f ∈ BUC(R
N

) を

(3.9) f(x)





> 0 x ∈ int(C0),

= 0 x ∈ Γ(0),

< 0 x ∈ R
N\C0,

となるように取る. ここで C0 ⊂ R
N は Γ(0) = ∂C0 となるコンパクト集合. u ∈

BUC([0, T ) × R
N

) を (2.3) - (2.4) の粘性解とすると, u(t, x) = [M(t)f ](x) となる作

用素の族 {M(t)}t≥0 が定義できる.

Hh の代用となる作用素を次のように定義する. f ∈ BUC(R
N

) に対して

[Hhf ](x) := sup{λ ∈ R | E(h, ·) ∗ χ[f≥λ](x) ≥ E(h, ·) ∗ χ[f<λ](x)}

とおく. 但し, [f ≥ λ] := {y ∈ R
N | f(y) ≥ λ}, [f < λ] := {y ∈ R

N | f(y) < λ}. このと
き, Hh : BUC(R

N
) −→ BUC(R

N
) は次の性質をもつ. f1, f2, f ∈ BUC(R

N
) に対して

(1-i) f1 ≤ f2 in R
N ならば, Hhf1 ≤ Hhf2 in R

N
.

(1-ii) c ∈ R とすると Hh(f + c) = Hhf + c.

(1-iii) Ck (k = 1, 2, . . .) を BMO アルゴリズムで構成したコンパクト集合とし, f ∈
BUC(R

N
) を (3.9) を満たすように取ると,

Ck = {x ∈ R
N | [(Hh)

kf ](x) ≥ 0}.

最初の 2 つの性質より, 以下が得られる.

(2-i) ‖Hhf1 − Hhf2‖ ≤ ‖f1 − f2‖.

(2-ii) ‖Hhf‖ ≤ ‖f‖.

これらの性質に注目すると (3.8) の代わりに次の定理を証明すれば, 定理 3.1 が示せそう

である.

定理 3.2 [0, T ) × R
N 上で広義一様に

(3.10) lim

h→0,kh→t
[(Hh)

kg](x) = [M(t)g](x) = u(t, x).

が成り立つ.

従って Hh の代わりに Hh を解析すればよいことがわかるだろう. そこで次の補題を証明

しよう.
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補題 3.1 ϕ ∈ C2
(R

N
), z ∈ R

N
, ε > 0 とし, Dϕ(z) 6= 0 と仮定する. このとき, δ > 0

が存在して以下が成り立つ: 任意の x ∈ B(z, δ), h ∈ (0, δ] に対して

Hhϕ(x) ≤ ϕ(x) + (−F (Dϕ(z), D2ϕ(z)) + ε)h,(3.11)

Hhϕ(x) ≥ ϕ(x) + (−F (Dϕ(z), D2ϕ(z)) − ε)h.(3.12)

ここで F は (2.5) で定義されたものである.

(3.11), (3.12) をまとめると

Hhϕ(x) − ϕ(x)

h
≃ −F (Dϕ(z), D2ϕ(z))

となる. この式を見ると上の補題は定理 3.1の前で述べた (3.7)の解析的表現と言える. ま

た半群理論の観点からは, Hh の generator が F であることを言っている. ここでは Ishii

[29, Theorem 3.1] に沿って証明の概略を述べる.

補題 3.1 の証明の概略. (3.12) も同様に示せるので, (3.11) のみを証明する. 簡単のため,

N = 2, z = 0, a = −F (Dϕ(0), D2ϕ(0)) とする. 更に Hh の定義において, E を (3.4) の

ように置き換える.

Hh の定義より, 示すべきは以下の事柄である: ある δ > 0が存在し, 任意の x ∈ B(z, δ),

h ∈ (0, δ] に対して

1

6h
|{z ∈ R

2 | ϕ(z) ≥ ϕ(x) + (a + ε)h} ∩ B(x,
√

6h)|(3.13)

<
1

6h
|{z ∈ R

2 | ϕ(z) < ϕ(x) + (a + ε)h} ∩ B(x,
√

6h)|.

Dϕ(0) 6= 0 より

(3.14) Dϕ(x) 6= 0, a + ε > −F (Dϕ(x), D2ϕ(x)) for all x ∈ B(0, δ1)

となる δ1 > 0 がとれる. また,

(3.15) U(x)

(
Dϕ(x)

|Dϕ(x)|

)
= (0, 1) ∈ R

2
for all x ∈ B(0, δ1)

となるような連続な行列の族 {U(x)}x∈B(0,δ1) ⊂ O(2) を選んでおく.

変数変換 z = x +

√
hU∗

(x)y (U∗
(x) は U(x) の転置行列) によって (3.13) は

(3.16) |{y ∈ B(0,
√

6) | ϕ(x +

√
hU∗

(x)y) ≥ ϕ(x) + (a + ε)h}| < 3π

と同値になるのでこれを示せばよい.

(3.16) の左辺にある集合を y2 ≥ ky2
1 + l の形の 2 次不等式を使って評価する.
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y1

y2

O

ϕ(x +
√

hU∗(x)y) = ϕ(x) + (a + ε)h

y2 =
√

h(κy2
1/2 + b)

図 2.4 : (3.17) を図示したもの. 破線は中心 O, 半径
√

6 の円周.

ϕ(x +

√
hU∗

(x)y) を x の周りで Taylor 展開した後, 細かい計算を行うと, γ > 0 が存在

して
√

h|y| ≤ γ のとき,

y2 ≥
√

h

|Dϕ(0)|

{
a − 1

2

(Dx1x1ϕ(0) + 3ε)y2
1

}

が得られる. ここで κ := −(Dx1x1ϕ(0) + 3ε)/|Dϕ(0)|, b = a/|Dϕ(0)| とおくと

{y ∈ B(0,
√

6) | ϕ(x +

√
hU∗

(x)y) ≥ ϕ(x) + (a + ε)h}(3.17)

⊂
{

y ∈ B(0,
√

6)

∣∣∣∣ y2 ≥
√

h

(
1

2

κy2
1 + b

)}

が得られる (図 2.4 を参照).

ところで, {y ∈ B(0,
√

6) | y2 ≥
√

h(κy2
1/2 + b)} の面積は

(3.18) Sh := 2

∫ ch

0

{√
6 − y2

1 −
√

h

(
1

2

κy2
1 + b

)}
dy1

で与えられる. ここで ch > 0 は被積分関数の零点で

(3.19) ch ≃ 6 − c1h (h → 0)

の形で与えられる. 但し, c1 > 0 は h によらない定数. また, κ に関しては (3.15) を使っ

て計算すると

F (Dϕ(0), D2ϕ(0)) = |Dϕ(0)|κ − 3ε

が示せるので, この等式, (3.14), (3.18) より

Sh < 3π +

2

√
h

|Dϕ(0)|

{
(−F (Dϕ(0), D2ϕ(0)) − 3ε)

∫ ch

0

1

2

y2
1dy1 − a

∫ ch

0

dy1

}

< 3π +

2

√
h

|Dϕ(0)|

{
(a − 2ε)

∫ ch

0

1

2

y2
1dy1 − a

∫ ch

0

dy1

}
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となる. ここで, ∫ √
6

0

1

2

y2
1dy1 =

∫ √
6

0

dy1 =

√
6

に注意すると, (3.19) より

Sh < 3π +

2

√
h

|Dϕ(0)|(C
√

h − 2ε)

を得る. 従って, δ > 0 を十分小さく取ると, 任意の x ∈ B(0, δ), h ∈ (0, δ] に対して (3.16)

が成り立つことが示される. �

定理 3.2 の証明の概略を Ishii [29, Theorem 2.1] に沿った形で述べたい. その前に非常

に直感的な説明を与えておこう. h > 0 に対して

(3.20) uh
(t, x) := [(Hh)

kf ](x) for kh ≤ t < (k + 1)h, x ∈ R
N , k = 0, 1, . . . , [T/h]

とする. 補題 3.1 で ϕ(x) = uh
(t, x) とおいてみると

uh
(t + h, x) − uh

(t, x)

h
≃ −F (Duh

(t, x), D2uh
(t, x))

が得られる. もし, limh→0 uh
(t, x) = u(t, x) が導関数まで込めて成り立つとすれば, この

両辺において h → 0 とすることで, u が (2.3) を満たすことが証明できるだろう. しかし

uh
, u は滑らかな関数とは限らないので, このまま h → 0 とするわけにはいかない. そこ

で粘性解理論を用いて, u が (2.3) を満たすことを示す.

定理 3.2 の証明の概略. uh
(t, x) を (3.20) で定義した関数とし, u = u(t, x), u = u(t, x) を

u(t, x) := lim sup

h→0,s→t,y→x
uh

(s, y), u(t, x) := lim inf

h→0,s→t,y→x
uh

(s, y),

とおく. まず, u が (2.3) の粘性劣解であることを示そう.

任意の ϕ ∈ C2
((0, T )×R

N
)に対して u−ϕが (t0, x0) ∈ (0, T )×R

N で狭義最大値を取っ

たとする. Taylor展開を考慮すると, ϕ(t, x) = ϕ1(t)+ϕ2(x) (ϕ1 ∈ C1
(0, T ), ϕ2 ∈ C2

(R
N

))

と考えてよい. また ϕ1, ϕ2 は有界としておく.

Dϕ2(x0) 6= 0 とし,

(3.21) ϕt(t0, x0) + F (Dϕ(t0, x0), D
2ϕ(t0, x0)) = ϕ′

1(t0) + F (Dϕ2(x0), D
2ϕ2(x0)) ≤ 0

を証明する. a := −F (Dϕ2(x0), D
2ϕ2(x0))とおき,差分商 (ϕ1(t)−ϕ1(s))/(t−s) (t, s → t0)

を a と補題 3.1 を使って評価する.

補題 3.1 より, 任意の ε > 0 に対して δ1 > 0 が存在して

(3.22) Hhϕ2(x) ≤ ϕ2(x) + (a + ε)h for all x ∈ B(x0, δ1) and h ∈ (0, δ1]

となるが, 話を簡単にするために任意の x ∈ R
N でこの評価が成り立つと仮定する.
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(t0, x0) が u − ϕ の狭義最大点であることと u の定義より, {hn}n∈N, {(tn, xn)}n∈N が

hn −→ 0, (tn, xn) −→ (t0, x0), uhn
(tn, xn) −→ u(t0, x0) (n → +∞),(3.23)

uhn
(tn, xn) − ϕ(tn, xn) + εhn > uhn

(t, x) − ϕ(t, x) for all (t, x) ∈ (0, T ) × R
N ,(3.24)

を満たすように取れる. tn = knhn (kn ∈ N) とおく.

(3.24) より

uhn
((kn−1)hn, x) ≤ ϕ1((kn−1)hn)+ϕ2(x)+εhn +uhn

(tn, xn)−ϕ(tn, xn) for all x ∈ R
N

なので, (1-i) と (3.22) より x ∈ B(x0, δ1), h ∈ (0, δ1] に対して

uhn
(tn, x) = [Hhn

uhn
((kn − 1)hn, ·)](x) ≤ ϕ1((kn − 1)hn) + ϕ2(x) + (a + ε)hn + εhn

+uhn
(tn, xn) − ϕ(tn, xn)

を得る. 十分大きな n ∈ N に対して xn ∈ B(x0, δ1/2) なので, 上の不等式に x = xn を代

入すると,

ϕ1(tn) − ϕ1((kn − 1)hn) ≤ hn(a + ε) + εhn

を得る. tn = knhn なので, 両辺を hn で割って n → +∞ とした後, ε → 0 とすると所望

の不等式を得る. Dϕ2(x0) = 0 の場合は省略する.

u が (2.3) の粘性優解であることも同様の議論で証明できる. また, f ∈ BUC(R
N

) で

あることと, Hh の性質 (1-i) より u(0, ·) = u(0, ·) = f(·) in R
N が示せる. 従って定理 2.3

より u = u = u in [0, T )×R
N が言える. 最後にCrandall - Ishii - Lions [14, Section 5] よ

り, 定理の主張が示される. �

最後に定理 3.1 を証明しよう.

定理 3.1 の証明の概略. f ∈ BUC(R
N

) を (3.9) を満たすように取る. u を初期値問題

(2.3) - (2.4) の粘性解とする. 各 t ∈ [0, T ) に対して C(t) ⊂ R
N を ∂C(t) = Γ(t) とするよ

うなコンパクト集合とする. このとき, f の選び方と Γ(t) が超曲面であることより

u(t, ·) > 0 in int(C(t)), u(t, ·) < 0 in R
N\C(t),

となる. 更に, u ∈ BUC([0, T ) × R
N

) より t 7→ Γ(t) は Hausdorff の距離に関して [0, T )

上連続である. uh を (3.20) で定義した関数とする. ε > 0 と T ′ ∈ (0, T ) を固定する.

Σ

ε
(t), Σε(t) をそれぞれ

Σ

ε
(t) := {x ∈ C(t) | dist(x, Γ(t)) ≥ ε}, Σε(t) := {x ∈ R

N\C(t) | dist(x, Γ(t)) ≥ ε},

とおく.

定理 3.2 を使うと, ある h0 > 0 が存在して

inf

t∈[0,T ],x∈Σε(t)
uh

(t, x) > 0, sup

t∈[0,T ],x∈RN\Σε(t)

uh
(t, x) < 0 for all h ∈ (0, h0).
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が言える. これを使うと

sup

x∈Γh(t)

dist(x, Γ(t)) < ε for all t ∈ [0, T ′
] and h ∈ (0, h0).

が得られる.

次に

(3.25) sup

x∈Γ(t)

dist(x, Γh
(t)) < ε for all t ∈ [0, T ′

] and h ∈ (0, h0).

を示すために背理法を使う. ある T0 ∈ (0, T ), ε0 > 0, {hn}n∈N, hn ց 0 が存在して,

sup

t∈[0,T0]

sup

x∈Γ(t)

dist(x, Γhn
(t)) ≥ 2ε0 for all x ∈ N

と仮定する. このとき, 各 n ∈ N に対して tn ∈ [0, T0], xn ∈ Γ(tn) が dist(xn, Γ
hn

(tn)) ≥
5ε0/3 を満たすように取れる. 必要ならば部分列を取ることにより,

tn −→ t̃ ∈ [0, T0], xn −→ x̃ ∈ Γ(t̃) (n → +∞)

としてよい. すると, 十分大きな n ∈ N に対して dist(x̃, Γhn
(tn)) ≥ 4ε0/3 である. 従って,

各 n ∈ N に対して x̂n ∈ Γ

hn
(tn) を dist(x̂n, Γ(t̃)) ≥ ε0 を満たすように取れる. やはり部

分列を取ることによって

x̂n −→ x̂ (n → +∞), dist(x̂, Γ(t̃)) ≥ ε0

と仮定してよい.

x̂n の取り方より uhn
(tn, x̂n) = 0 なので, n → +∞ とすると定理 3.2 より u(t̃, x̂) = 0 と

なる. ところが, dist(x̂, Γ(t̃)) ≥ ε0 なので u(t̃, x̂) 6= 0 となり矛盾が生じる. 従って (3.25)

が示され, 定理 3.1 の証明が終わる. �

4 最後に

前節までで平均曲率流に対する等高面の方法と BMO アルゴリズムの収束について粘

性解理論を用いて概説してきた. このアルゴリズムにはいくつかの別証明や拡張が研究さ

れている.

まず, 別証明については

Barles - Goergelin [6]

部分積分と Taylor 展開を使って (3.3) を直接計算することによる初等的な証明.

Leoni [33], Goto - Ishii - Ogawa [23]

Allen -Cahn 方程式に対する漸近解析の方法の応用.

等がある. また, 拡張については
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(3.3) において熱核を一般の積分核に置き換えたもの

Ishii [29], Ishii - Pires - Souganidis [31]

熱方程式を一般の放物型方程式に置き換えたもの

Vivier [36], Leoni [33], Chambolle - Novaga [11]

境界条件や非局所項付きの平均曲率流への応用

Ishii - Ishii [30], Slepčev [35]

等がある. また Caselles - Chambolle [9], Chambolle - Novaga [11] 等を見ると BMO アル

ゴリズムと変分法の間には何らかの関連があるように思われる.

このように BMO アルゴリズムは様々な観点から研究されている. 最近, 講演者が聞い

たところでは surface diffusion や Willmore flow の近似にBMO アルゴリズムが応用され

ているようである (Esedoḡlu - Ruuth - Tsai [16]). BMO アルゴリズムは比較的簡単なア

ルゴリズムなので, 工夫次第では今までに扱われなかった曲線や曲面の運動の近似に応用

できるかもしれない.

謝辞. 今回の講演の機会を与えていただいた非線形数理「冬の学校」の世話人の先生方に

深く感謝いたします.
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スカラー反応拡散方程式の環境効果と
多重安定定常解について

倉田　和浩 ��������� ����	�


首都大学東京・理工学研究科・数理情報科学専攻
����	��������	���������

空間非一様な効果を含んだいくつかのスカラー反応拡散方程式の定常
問題において� 非自明な安定定常解の存在とその多重性について� 主に変
分法の視点から概観したい� ここでの安定性は主に対応するエネルギー
汎関数の ����� ������	
�の意味で使う� 力学系の視点での研究� 特異摂動
法での研究による深い研究も数多くなされているが� それらについては西
浦先生の本 ��などを参照していただきたい� また� パターン形成の問題
としては� 空間一様な方程式系において非一様な安定定常パターンの出現
が興味深い問題であり� エキサイティングな分野であるが� ここではそう
した拡散反応系についても一切扱わない ���および ���参照��

そういった意味で� 以下に解説する話題は� 主に環境効果によって引き
起こされる安定パターンの存在� 多重存在というもので� 素朴な問題を扱
う� それでも� いくつか環境効果によって安定定常パターンの生まれる非
自明な構造が浮き彫りになっていると感じていただければと願っている�

また� 安定な解以外に不安定であるが興味深い解の存在も研究されている
問題も多いが� それについてもあまり解説せず� 興味をもたれる方への関
連文献の紹介にとどめることとする�

それでもなお題材の選択および文献引用において偏りがあることをお
断りしておきたい� たとえば� 非局所的な非線形項を持つ問題� 非線形境
界条件を持つ問題� �階の方程式の問題など興味深い話題が数多くあるこ
とを一言つけくわえておきたい�





� ���������� 	
������ ���
����
��

ここでは� 次の反応拡散方程式の定常解を考える�

��

��
� ����� ���� ��� � � � � �� � � � ��

ここで � � �は定数� � は有界領域でその境界は滑らかとする� この
節では� 非線形項 ���� �� � �� � ���� � 	����で�	��� は 	 � 
��� で
� � 	��� �  �� � ��を満たすとする� この方程式は集団遺伝学�数理生
態学における個体数増殖モデルや相分離現象などに現れるもので� 拡散項
��を無視した常微分方程式とみなした際に� 各 � � �を止めて考えて�

� � �及び � � という２つの安定平衡点と � � 	���という不安定平衡
点をもつということで� 双安定なモデルと呼ばれる�

以下� �
�����境界条件 ��������
�境界条件でもよいが� のもとでの次
の定常問題のみを考える�

����� ��� ����� 	���� � �� � � ��
��

��
� �� � � ���

これは変分構造をもち� 解 �は����上での次のエネルギー汎関数

����� �� �
��

�

�
�
����� ���

�
�
� ��� �� ��

の �������� �����と捉えることができる� ここで

� ��� �� �
� �

�
���� �� ��� ���� �� � ��� ����� 	�����

今�

� � �� � ��


�
� 	��� � �� � � �� � �� � � 	��� �



�
�

とおいて� � �� �� � �� �であるような状況を考える� このとき� � � �な
ら� �� ��� � � �� ��� �� � �� � � �なら� �� ��� �� � � � �� ��� �で
あり� 	��� � ��なる �では�� ��� �� � �� ��� � � �となることに注意
する�

注� このことは� エネルギーの観点から見て� �の場所では � � �とい
う状態のほうが� � という状態より低いエネルギーを持ち� 逆に�の場
所では � � という状態のほうが � � �という状態より低いエネルギー
をもつことを意味する� このように� �� �あるいは� �� �のとき� �常微

�



分方程式の観点から見て）安定な２つの状態 � � �と � � とのもつエ
ネルギーに大小がつき� エネルギーバランスが崩れるという� これに対し
て� � � � � �の場合� 常にエネルギーバランスがとれておりいたるとこ
ろで � � �と � � とは同じエネルギーをもつ�

次の最小化問題を考える�

�� � ��������� �� � � � ������

このとき� 常に最小値を実現する � � �� � ���� が存在することが標準
的な変分法の直接法によってわかる� （この ��を  ��!�� ������	
�とい
う��  ��!�� ������	
� ��の大雑把な ���"�
について次がわかる�

命題 ��� � �� �� � �� �と仮定する� このとき� 任意のコンパクト集合
�� � �および�� � �に対して� �	 �で��上一様に �����	 �� ��上
一様に �����	 が成り立つ�

このことは� 先の２つの安定状態 � � �と � � のエネルギーバランス
を考えれば至極もっともなことと理解できる� 実は� さらに上の  ��!��

������	
�ではなく ���#���$��� ����� ������	
�の存在がわかる ��%���&�� 他
に �'�もある�� このことを����
�#(�)���&�に基づいて� 一般的な主張で
なく典型的な状況で述べる� �がいくつかの連結成分を持っており� その
１つの成分��と開集合��で� �� � �� � �� � �かつ ���上で 	��� � �

�

なるものがあるとしよう� このとき次が成り立つ�

定理 ��� �������	
����� ����� ��������� *��が存在して� 任意のコンパ
クト集合�� � � 
��および�� � � � ��に対して� �	 �で��上一様
に *�����	 �� ��上一様に *�����	 が成り立つ�

証明は� 非線形項を変更して �一種のペナルティ法�の最小化問題の解を
求めて� エネルギー比較によって� 求めたい漸近 ���"�
をもつことを示す
ことによって� もとの解になっていることを示す�

�  ��!�� ������	
�　 ��と違って� 上で構成された ����� ������	
�　
*��は� �の１つの連結成分がまわりを�の領域で囲まれているとき� そこ
でエネルギーの低い �の状態よりエネルギーの高いもう１つの安定状態
に近い値をとるものである� このような��のとり方（その個数も含め
て）のバリエーションがありうるとき� 異なる漸近 ���"�
をもった �����

������	
�がたくさん存在することとなる� また� �の連結成分��でその
まわりを�の領域で囲まれるときも同様の ���#���$��� ����� ������	
�の
構成が可能となる�

%



�空間次元� � のときに� �%�によってこうした安定解の構成が +�!+�������#

+��
�+�������法によってなされていたが� ����
�#)��によって空間多次
元でも上のような漸近 ���"�
をもつ ���#���$��� ����� ������	
�の構成が
容易になった� �'�でも空間多次元の ���#���$��� ����� ������	
�の構成が
なされているが� 少なくとも���の境界にある程度の滑らかさを仮定し
ている� また� 少し読みずらい気がする�

� 	��� � ��の領域付近では遷移層をもつことになるが� その遷移層付
近の詳しい漸近���"�
までは出ていない �たとえ� ���の境界がなめらか
でも��

不安定ではあるが�空間１次元では,��
#(�-������ ��-�+����#.���-��/��

0�#1�
�#,�+��� � ��-�+����#2����#)���3��空間多次元で����
�#)���4�

などによって� +��-
状の解や ���+�
�解などの興味深い解の存在の研究も
ある�

ここでは� 命題 や定理 の証明をはじめ� このノート全体の基礎とな
る �つの補題を紹介しておこう� 以下の議論は� �&�および �'�に依る�

補題 ��� � � ������ � Æ�� � � 
�����で� ある � � �があって ���� �

� �� � ��� ��� � � �� ���� � � �� � � �とする�

��� ���� �
� �
� ���� ��は � � � でただ１つの最大値をとるとする� この

とき� �� � �
����を次の最小化問題の���������とする�

����������� � � � �
� �����

ここで

������� �
��

�

�
�
����� ���

�
�
���� ���

このとき��  �����  �� �� � ��であり� かつ ����� � �������で� 任意
のコンパクト集合� � �に対して� � 	 �で� 上一様に ����� 	 � と
なる�

��� ����が � � �でただ１つの最大値をとる場合には� �� � �
� ���を

次の最小化問題の���������とする�

����������� � �� � � �
� �����

このとき��  �����  �� �� � ��であり� かつ ����� � �������で� 任意の
コンパクト集合� � �に対して� �	 �で�上一様に �����	 �となる�

������ まず ��の場合を示す� ��は

����� � ����� �� � � � ��� ��� � Æ��� � � �� ���� � Æ�

�



を満たす� ����の条件と最大値原理より� �  �����  �� �� � ��はすぐ
にわかる� また5�3�#��#���
�!
� の定理から�

����� � �������� �
�
���� � �� �� � ��� � ���

十分小さい � � �に対して� ����� � �� ���  Æ � ��であって ����� �

��
�
����� Æ�� Æ� � � ���  Æ なる�� � �

� ���を定めると� ��が������	
�

であることから

�
�
�
����� ��  ��������  ���������

ここで�ある定数
�が存在して�

������� 
��

�

�
���Æ�������Æ�

�����
� ������ ������ Æ������ �����Æ�� � ���  Æ��

 ���� ����� 
��

となる�よって �
�
���� ������� ��  
���

����は � � � で最大となるので ��� � � ����� � � �� �� 今� 任意の
�� � ��� Æ�をとるとき� � � ��� Æ � ���に対して�

�
�
���� ������� �� �

�
�������������

���� �������� ��

� ���� ������������������  ���  �� � ���

が� 平均値の定理から� ある �� � ���� �� � ��に対して成り立つ� ���� �� 

���  �� � ���は �に無関係な正値なので� 以上より �	 �において

�  ��� �����������  
��

となり� ����が � � � でただ つの最大値をもつという仮定から������	

� �+ �	 �を得る� ここで ����� � �������と ������ � �に注意して�

������  ����� � �������  �� � � ���  ��  ��

が成り立つ� 従って� 特に

��6
��� �������

������� � � 	 �� �	 �

&



を得る� �さらに� 必要ならコンパクト性の議論より� �����は�上局所一
様に � に収束することがわかる��

���の場合を考える� ��は

����� � ����� �� � � � ��� ��� � Æ��� � � �� ���� � Æ�

を満たし� ����� � � � �����とおくことで� ���� � ���� � ��として�

����� � ����� �� � � � ��� ��� � Æ��� � � �� ���� � Æ�

となる� ���� �
� �
� ���� ��とおくとき� この�がちょうど ��の条件を満

たす状況となるので� ��の結果を用いて ��は局所一様に � に収束するこ
とになり� 従って �� � � � ��は �に局所一様に収束することがわかる�

�証明終わり�

次に� ����� ��� ����� �� ��に関して
�級ぐらいを仮定しておく�に対して

�	��� �� �
� �

�
�	��� �� ��� � � � ��

とし�  	 � ����� � � � �として最小化問題

�����	����� � �� 	 � �
� ����� �	����� �

��

�

�
�
����� ���

�
�
�	��� �� ��

の������	
�をそれぞれ�	 � ����� � � � �とする� このときエネルギー
比較原理ともいうべき便利な補題が成り立つ�

補題 ��� �	 � ����� � � � �を上の最小化問題の���������とする� 今�

ある定数! � " があって次が成り立つとする�

��� !  �	��� "� � � � �� � � ��

��� ����� �� � ����� ��� � � �� � � �!�" ��

���  ���� �  ����� � � ��

このとき� ����� � ������ � � �が成り立つ�

������  
 � 
���で�  ���� ��  ���� �� ��として示す� �以下の応用でも
この場合だけでも十分である��

" � �� � �� ����� � ������として" �� �と仮定する� ここで仮定よ
り�
"はある空でない開集合を含むことに注意する� #��� � �������

�

4



とおくと仮定から # � �
� ���であって� # �� � �� �� かつ #��� � � ��

� 
" となる� それぞれが������	
�であることから�

�  ����� � #�� ������

�
��

�

�
�
������ � #��� � �����

�� ���
�
�

� ���������

�����
����� �� �� ��


��

�

�
�
������ � #��� � �����

�� ���
�
�

� ���������

�����
����� �� �� ��

� ������� ����� � #�  ��

このことは �� � #も ��の������	
�であることになり�

������� � #� � ����� �� � #�

従って� ある有界な関数 $���があって

����# � ����� �� � #�� ����� ��� � $���#

を満たす� 最大値原理あるいは一意接続性定理から矛盾が起こる� よって�

" � �となる� �証明終わり）

命題 ���の証明� 任意の �� � �をとり� ����� �Æ� � �となる十分小さ
な Æ � �をとる� 	 � ��6

�������Æ�
	���とおくと仮定から � � 	 � �

�
であ

る� よって ���� � ��� ����� 	�とおくと�

���� �� � ����� � � ����� Æ�� �  �  �

� ��� �
� �
� ���� ���

���� �
��

�

�
�����Æ�

����� ���
�
���� �Æ�

� ��� ��

として��を次の最小化問題の������	
�とする�

��������� � � �
� ������ Æ����

����� � �� � � �に注意して� ����� � �  �����が ������ Æ�上で成り立
つので� 補題 ��より

�����  ������ �� � � ����� Æ�

7



を得る� 一方補題 �から�����は�����
Æ
�
�上で一様に に収束する� よっ

て� �����も�����
Æ
�
�上で一様に に収束する� コンパクト性の議論より�

任意のコンパクト部分集合�� � �上で �����は一様に に収束すること
が結論できる�

同様に �� � �を任意にとって� ����� �Æ� � �となる十分小さな Æ � �

をとる� % � ���
�������Æ�

	���とおくと仮定から  � % � �
�
である� よって

���� � ��� ����� %�とおくと�

���� ��  ����� � � ����� Æ�� �  �  �

� ��� �
� �
� ���� ���

���� �
��

�

�
�����Æ�

����� ���
�
���� �Æ�

� ��� ��

として��を次の最小化問題の������	
�とする�

��������� ��  � �
� ������ Æ����

����� � � � � �に注意して� ����� �  � �����が ������ Æ�上で成り立
つので� 補題 ��より

����� � ������� ��� � � ����� Æ�

を得る� 一方補題 �から�����は�����
Æ
�
�上で一様に �に収束する� よっ

て� �����も�����
Æ
�
�上で一様に �に収束する� コンパクト性の議論より

結論を得る� �証明終わり）

定理 ���の証明� �� 上で非線形項を修正する� それには� �  �  

での ���� ��の正の最大値を � � "��� � でとるとし� � � "���では
����� �� � ���� ��とし� � "���では ����� �� � ����"����と修正した関
数とする� そして�

���� �� � &����
���� �� � &��

����� ���

���� �� �
� �

�
���� �� ��

とおく�

*���� �
��

�

�
�
����� ���

�
�
���� �� ��

/



として� 最小化問題
���� *����� � � �����

の������	
�を *��とする�

	
�� ��8 �� � � 
 ��とする� その近傍では ���� �� � ���� ��なので�

命題 �と同様の議論で十分小さな Æ � �に対して� ����� Æ� � �なら�

����� Æ���上で一様に �に� ����� Æ� � � なら� ����� Æ���上で一様に 

に� それぞ収束する�

	
�� ���8 �� � ��とする� その近傍では ���� �� � ����� ��である� 今
十分小さな ' � �で

����� �� � ����� � �'��� �� � � �� �  �  �

を満たすものが取れる� Æ � �を十分小さくとって����� �Æ� � ��となる
ようにしておく� また�

����� �� �
� �

�
����� �� �� ����� �� �

� �

�
����� �� ��

とおくとき� ����� ��は � � でただ つの最大値をもつことに注意して
おく� ��を

����
��

�

�
�����Æ�

����� ���
�
�����Æ�

����� �� �� � � � �
� ������ Æ���

の������	
�とするとき� 補題 �から����� Æ���上で一様に ����� 	 

であり� また補題 ��から�����  *����� �� ����� Æ�なので����� Æ���上
で一様に *�����	 となる�

	
�� ����8 �� � ���とする� 仮定から十分小さいÆに対して� ����� �Æ� �

�とできる� 	 � ��6
�������Æ�

	��� � ��� ���とおくと�

���� �� � ���� �� � ���� � ��� ����� 	�� � � ����� Æ�� �  �  

となることに注意する� � ��� �� �
� �
� ���� �� ��とおき� ��を

����
��

�

�
�����Æ�

����� ���
�
�����Æ�

� ��� �� �� � � � �
� ������ Æ���

の������	
�とするとき� 補題 �から����� Æ���上で一様に ����� 	 

であり� また補題 ��から�����  *����� �� ����� Æ�なので����� Æ���上
で一様に *�����	 となる� 以上より� 結論を得る�

'



� 	������� 	
������ ���
����
��

次の定常問題を考える�

��3�$�(������ � )�����	���� � ���� � �� � � ��
��

��
� �� � � ���

ここで (� )� 	 � 
����必要に応じてさらになめらかさを課すこともある）
で � � 	���� � � )���� � � (���とする� この問題では� 常に � � �	���が
同じエネルギーをもつという状況で領域全体で �� � 	���あるいは �� �

�	���という漸近挙動をもつ解 �実際�  ��!�� ������	
�はこの挙動をも
つ� 以外に� ���#���$��� な安定解を見つけることはデリケートな問題と
なる�

空間１次元の場合の研究として次のようなものがある� � � ��� �で
(��� � � )��� � とする� ��-�+�����4�は� 	 � 
���� �で 	���が
非退化な最小値を �� � ��� �でとるならば� � 	 �で� ����� � �	���

�� ��� ���かつ ����� � 	��� �� ���� � なる内部遷移層をもった安定解
が存在することを精密な +�!+�������#+��
�+�������の構成によって示し
た� 9��+�	�:����は� 	���がある区間でべったり最小値を取るような退
化した場合にこの結果を拡張した� また� (��� � � 	��� � の場合に�

��-�+�����7�は� )の極小値の付近に内部遷移層をもった安定解の存在
とその性質を調べた� �7�では�さらにより一般の多様な位置に内部遷移
層をもつ解の存在と性質を調べている� また��-�+����#.���-��/�で�変
分法によってそうした解の構成をより組織的に調べられた� 多次元での研
究は少ないが� �4���7�を挙げておく�

ここでは� まず次の問題における��+���
���の結果 �/�を１つ紹介して
おこう�

��3�$�(������ � �� ���� � �� � � ��
��

��
� �� � � ���

ここでは� (���の非一様性の効果による非定数の安定解の存在について
着目する� 実は� ( � の場合でも� 領域がダンベル型領域ならば非定数
の安定解が存在するという9������%�による結果は有名であるが� そこ
での証明方法と同様の方針をとる� ただし� ここでは例え領域が凸領域で
あっても� (���の影響で非定数安定解が存在しうることが示される� この
こと自体は�空間１次元で;�+��#,��
�,��
#<�����)��� �3�らによっても
研究されている�

�



� � とし�

���� �


�

�
�
(�������� ���

�
�
� ��� ��

とおく� ここで ���� � �� � ���� � ��� �
� �
� ���� ��� 今なめらかな閉曲面

* � �があって� �が *の内部�	と外部��に分離されているとする� ま
たなめらかな境界をもつ２つの開集合��� ��があって次を満たすとする�

�� � �	� �� � ���

そうして
(	�� � ���

����

(���� � � � �

とし� +���	� � �を��の�	上での�
�����固有値問題の第２固有値
とする� ��
�

�
��

����� �� � +���	�
�
��

�� � ��� ��� � � ���	�� � � � �

ここで � � �
����

�
��

� ��� そこで�

�� � � ���������������+�����(���� �� ��������+�����(���� �� � �

とおく� また次の最小化問題を考える�

� � ��������� � � ���

ここで
� � �� � �����

�
��

� �� � ��
�
��

� �� � ���

このとき次が成り立つ�

定理 ��� もし � � �� � � �����が成り立てば� �を実現する � � �が存
在する� この �は���上での ����� ���������となる�

証明の �������� �に対する������	�� +
=�
��
をとると� ����での
有界列であることがわかる�　その弱極限を�とするとき ����  �とな
るが�

�
��

� ��  �あるいは
�
��

� �� � � となる可能性がある� しかし�

もし
�
��

� �� � �と仮定すると� +�����の定義と定理の仮定のもとでは
矛盾が生じることを示すことができる� よって� 実は

�
��

� �� � �� かつ





�
��

� �� � � が成立することになり� � � �であってかつ ���� � �を
える�

このことを用いて� 適当な試験関数を代入して �を評価することによっ
て� 次のような主張が得られることとなることがわかる�

系 ��� (���が *の付近で十分小さく� �� ���で十分大きい値をとるな
らば� 非定数の安定解が存在する�

証明の �������� 関数 ����を� � � �	では� ���� � 3�+���� *�� � � ��で
は� ���� � �3�+���� *�とおく� 十分小さい Æ � �に対して� ,Æ を *の管
状近傍とし� ��� ��� ,Æ は 3�+>����であるとしてよい� -��� � 
�����を
-��� � �� ��  �Æ���� � �����Æ� ����  Æ���� � � �� � Æ���なる関数と
し� ���� � -������とおく� このとき作り方より�� � �であることがわ
かる� また� (
��が�� ���では十分大きい値をとるという仮定のもとで
は� �� � � ������������ �����であることに注意する� ここで

�  ����  �� ������
�
�Æ

(���

�
����� ��

 �� ������
(��Æ

�
�
�

Æ
��

�
�Æ

����� ��

 �� ������
(��Æ

�
�
�

Æ
���,Æ�

を得る� ここで (��Æ � ��6���Æ
(���� 従って�

(��Æ

�
�
�

Æ
���,Æ� � � ������������ �����

を満たすくらい (��Æが小さければ十分となることがわかる� �証明終わり�

次に�

����� �	���� � ���� � �� � � ��
��

��
� �� � � ��

で� 	��� � &����というようにある部分領域� � � � � の場合の非自
明な安定解の存在について述べる�

簡単のため� � � �� ���� �� � �� � �であって� ���� ���は滑らか
とする� このとき次を得る�

�



定理 ��� ����� 十分小さい � � �に対して� ����� ��������� ��で次の漸
近挙動をするものが存在する� ��は��上局所一様に に近づき� ��上局
所一様に�に近づき� � 
 ���上局所一様に �に近づく�

� �がいくつかの連結成分で構成されるとき� 上の定理は勝手に連結成分
を２組に分類して� １組の連結成分たちの上では に近く� もう一方の連
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熱方程式の最大点挙動
石毛和弘 (東北大・理)

1 Introduction

本講演では, 全空間, 半空間, 球の外部領域などの非有界領域 Ω における
熱方程式 ut = ∆uの解 u = u(x, t) の最大点集合 (Hot Spots)

H(t) =

{
x ∈ Ω : u(x, t) = max

y∈Ω
u(y, t)

}

の時間無限大における挙動について考察する. 一般的に, 関数の最大点 (最小
点) の位置, 個数やその値は関数の形状に関する基本的な情報を与えること
から, 熱方程式の解の最大点集合 H(t) について研究することは重要である
と考える. また, これらの解の形状研究は, 線形に限らず, 非線形拡散方程式
の解の形状を調べる際, (将来的に) 有用な情報を与えるであろうということ
も研究の動機付けとしている.
具体的な問題としては, H(t) が空集合ではないという条件の下で

(a) 時間無限大におけるH(t)の収束点,または,無限遠点に発散するならば

– 発散する方向, 発散する速さ

(b) H(t) の個数

また, これらの応用・発展または副産物として

(c) 臨界点の挙動

(d) 解の微分の減衰の速さ

(e) 等高面の形状 (凸性など)

などの問題が考えられる. 本講演では, Dirichlet 条件や Neumann 条件の下
での熱方程式 ut = ∆u の最大点挙動について考察する. さらに, それらの応
用として, potential 項がついた線形熱方程式 ut = ∆u− V (|x|)u の解の最大
点挙動を扱うことによって, 裏に隠されている正値調和関数の果たす役割が
明らかになっていくと思われる. また, 時間があれば, その応用として, 微分
の減衰の速さなどについても解説したと考えている.



有界領域と非有界領域の違いについて
熱方程式の解の最大点を調べる際, 有界領域と非有界領域を扱うのは大きく
ことなる. 実際, 次の熱方程式に対する初期値・境界値問題を考察してみる.





ut = ∆u in Ω× (0,∞),
∂νu = 0 on ∂Ω× (0,∞),
u(x, 0) = φ(x) in Ω.

ただし, Ω は滑らかな境界をもつ有界領域, ν を Ω に対する外向き単位法泉
ベクトル, ∂ν = ∂/∂ν, φ ∈ C(Ω) とする. このとき, {λk}∞k=1 (λ1 < λ2 < · · ·)
を固有値問題

−∆ϕ = λkϕ in Ω, ∂νϕ = 0 on ∂Ω

の固有値とし, Pk を L2(Ω) における λk に対する固有空間への直交射影とす
る. 特に

λ1 = 0, P1f =
1

|Ω|
∫

Ω

f(x)dx

が成立する. ただし, |Ω| は領域 Ω の面積とする. このとき,

u(x, t) = P1φ + e−λ2t(P2φ)(x) + O(e−λ3t) as t →∞.

(収束ノルムは C2(Ω).) ここで, 異なる固有値に対する固有空間の直交性より
∫

Ω

P2φ dx = 0.

よって, P2φ 6≡ 0 in Ω を仮定すると

M(P2φ) ≡
{

x ∈ Ω : (P2φ)(x) = max
x∈Ω

(P2φ)(y)

}
6= Ω

であり,
lim
t→∞

sup {|x− y| : x ∈ H(t), y ∈M(P2φ)} = 0.

よって, “ほとんどの” の初期値に対して, 解の最大点集合の挙動は第二 Neu-
mann 固有関数の形状によって決定される. 例えば, Ω = (0, 1) の場合, 第
二 Neumann 固有関数は cos πx となるので, “ほとんどの” の初期値に対し
てH(t) は境界に近づいていくことがわかる. この考察は 1975 年に Rauch
によって Rauch observation と呼ばれている. その後, Ω が凸の場合, その第



二 Neumann 固有関数の最大点 (最小点) は境界にのみ存在するという “hot
spots conjecture” が Kawohl (1985) によって提唱されたが, その解析は困難
であり, 固有関数が具体的に計算できる場合以外では [1], [8] で扱われている
特殊な２次元領域について考察が為されているのみである. ただし, Ω が凸
でない場合には, 第二 Neumann 固有関数の最大値を内点において達成する
例があることも知られている ([2] を参照).
非有界領域においては, 固有関数に対応する解の挙動を決定する指標とな

るべきものがない. また, 基本解を用いて具体的に解を表示して解の最大点
挙動を研究する方法では球の外部領域という最も単純な非有界領域に対して
もは, 十分な解析は現段階では困難である場合が多い. 本講演では, 全空間お
よび球の外部領域という単純な非有界領域のみを扱うものとする.

2 Ω = RN の場合について
ここでは, 全空間における熱方程式の初期値問題

ut = ∆u in RN × (0,∞), u(x, 0) = φ(x) in RN

について扱うものとする. ただし,

φ ∈ C0(R
N),

∫

RN

φdy > 0

とする. 全空間における熱方程式の解の最大点挙動は, Chavel & Karp (1990)
によって初めて考察された ([3] を参照). 彼らの結果を解の具体的表示を用
いて追ってみることにする.

supp φ ⊂ B(0, R) となるようにR > 0 をとっておく. このとき,

u(x, t) = (4πt)−
N
2

∫

RN

exp

(
−|x− y|2

4t

)
φ(y)dy

であるから,

(4πt)
N
2 u(0, t) ≥ e−

R2

4t

∫

RN

φdy,

(4πt)
N
2 u(x, t) ≤ e−

(2R)2

4t

∫

RN

φdy |x| ≥ 3R.



よって, 任意の t > 0 に対して H(t) 6= ∅ でありH(t) ⊂ B(0, 3R). さらに,
x ∈ B(0, 3R), t À 1 に対して

(4πt)
N
2 ∂xi

u = −
∫

RN

xi − yi

2t
exp

(
−|x− y|2

4t

)
φ(y)dy

= −
∫

RN

xi − yi

2t
φdy + O(t−2),

(4πt)
N
2 (∂xi

∂xj
u)(x, t) =

∫

RN

[
−δij

2t
+

(xi − yi)(xj − yj)

4t2

]
(1 + o(1))φdy

= −δij

2t
(1 + o(1))

∫

RN

φdy.

x ∈ H(t) ならば, x ∈ B(0, 3R) かつ (∇xu)(x, t) = 0 であるから, ある T > 0
と曲線 x = x(t) ∈ C∞([T,∞) : RN) が存在して

H(t) = {x(t)}, t ≥ T, lim
t→∞

x(t) =

∫

RN

yφdy
/ ∫

RN

φdy

が成立する. この他に, 領域に関する折り返しと比較原理を用いる方法によ
り, すべての t に対して, H(t) は初期値関数 φ の support の凸閉に含まれる
こともわかる
次に, 領域が半空間 RN

+ = {xN > 0} の場合について考えてみる. 半空間
の場合については, 神保 & 坂口 (1994) ([9] を参照) について初めて考察され
たが, ここでは, Neumann 境界条件の下で考察してみる. u を RN

+ における
熱方程式の解とし,

uxN
= 0 on {xN = 0} × (0,∞), φ ∈ C0(R

N
+ )

とする. このとき, ∫

RN
+

φdy > 0

を仮定しておく. このとき, u(x′, xN , t) = u(x′,−xN , t)とすることによって, u
は全空間における熱方程式の解となる. よって,十分時間が経過すると, H(t)は
一点になり, uの対称性から,ある T > 0と曲線 x = x(t) ∈ C∞([T,∞) : RN

+ )
が存在してH(t) = {x(t)}, t ≥ T かつ

lim
t→∞

xi(t) =

∫

RN
+

yiφdy
/ ∫

RN
+

φdy (i = 1, . . . , N − 1), xN(t) = 0

が成立する.



Remark 2.1 Dirichet 条件の場合も, 解の具体的な表示により, H(t) の挙動
を調べることができ, t1/2 の早さで無限に発散していく.

3 球の外部領域における H(t) の挙動
ここでは, 熱方程式に対する初期値・境界値問題





∂tu = ∆u in Ω× (0,∞),
∂νu = 0 on ∂Ω× (0,∞),
u(x, 0) = φ(x) in Ω,

(3.1)

及び 



∂tu = ∆u in Ω× (0,∞),
u = 0 on ∂Ω× (0,∞),
u(x, 0) = φ(x) in Ω,

(3.2)

の解の最大点挙動について考察する. ただし, Ω = {|x| > 1} とし,

φ ∈ C0(R
N),

∫

RN

φ dx > 0(3.3)

を仮定する. これらの場合は, 神保・坂口 [9] によって初めて考察されたが,
基本解による具体的表示による解析手法はこの単純な外部領域でさえも有効
でなく, 彼らは初期値に球対称を仮定し解析を行った. これにより, Neumann
条件の場合には, ある T > 0 が存在し

H(t) ⊂ ∂Ω = {|x| = 1}, t ≥ T,(3.4)

Dirichlet 条件の場合には, N = 3 の場合のみ

H(t) = {|x| = r(t)}, t ≥ T, lim
t→∞

(2t)−1/2r(t) = 1

が示された. ここで,「初期値の球対称性を仮定しない場合,どうなるのか」と
いう疑問が湧く. この問題に対して, 2005年に石毛 [5], [6] によって次の結果
が得られている. 以下の結果は φ ∈ C0(Ω) という仮定を φ ∈ L2(Ω, e|x|

2/4dx)
に一般化しても成立する.

Neumann 条件の場合
Neumann 条件下における初期値 φ に対する重心に相当する量

AN(φ) =

∫

Ω

y

(
1 +

|y|−N

N − 1

)
φ dy

/ ∫

Ω

φ dy



を導入する. このとき,

AD(u(t)) = AD(φ), lim
t→∞

∫

Ω

yφ dy
/ ∫

Ω

φ dy = AN(φ)

が成立する. まず, (3.4) の拡張に相当する結果を与える.

Theorem 3.1 u を (3.1) の解とし, (3.3) を仮定する. このとき, AN(φ) ∈
B(0, 1) ならば, ある T > 0 が存在し

H(t) ⊂ ∂Ω = {|x| = 1}, t ≥ T.

次に, 一般的には (3.4) は成立しないことを示す定理を与える.

Theorem 3.2 Theorem 3.1 と同じ仮定をする. さらに

AN(φ) 6= 0

とする. このとき,

x∗ = AN(φ) if AN(φ) ∈ Ω, x∗ =
AN(φ)

|AN(φ)| if AN(φ) 6∈ Ω

とおくと,
lim
t→∞

sup{|x− x∗| : x ∈ H(t)} = 0

が成立する (つまり, H(t) は t →∞ に対して 点 x∗ に近づいていく).

Dirichlet 条件の場合
Dirichlet 条件の場合の結果を与えるために, 対応する初期値の総熱量, 重心
を導入する.

VD(φ) =





∫

Ω

(
1− 1

|x|N−2

)
φ dy if N ≥ 3,

∫

Ω

φ log |x| dy if N = 2

AD(φ) =

∫

Ω

yφ

(
1− 1

|x|N
)

dy
/

VD(φ)

これらは, それぞれ保存量となっている. このとき, 次の定理が成立する.



Theorem 3.3 u を (3.2) の解とし, VD(φ) > 0 を仮定する. このとき, N ≥ 3
ならば,

lim
t→∞

∫

Ω

u(x, t)dx = VD(φ),

lim
t→∞

t
N
2 u(x, t) = (4π)

N
2 VD(φ)

(
1− 1

|x|N
)

(収束は広義一様). また, N = 2 ならば

lim
t→∞

(log t)

∫

Ω

u(x, t)dx = 2VD(φ),

lim
t→∞

t(log t)2u(x, t) = π−1VD(φ) log |x|

が成立する (収束は広義一様).

この定理より, H(t) は t → ∞ に対して, 無限遠点に向かって逃げていくこ
とがわかる. 次の H(t) の逃げる速さに関する結果を与える.

Theorem 3.4 Theorem 3.3 と同じ仮定をする. このとき,

lim
t→∞

sup
x∈H(t)

{
ζ(t)−1|x|N − 1

}
= 0.

ただし,

ζ(t) = 2(N − 2)t if N ≥ 3, ζ(t) = 2t(log t)−1 if N = 2.

次に H(t) の数, 逃げる方向性に関する結果を与える.

Theorem 3.5 Theorem 3.3 と同じ仮定をする. さらに, AD(φ) 6= 0 を仮定
する. このとき, ある T > 0 と曲線 x = x(t) ∈ C∞([T,∞) : Ω) が存在し,

H(t) = {x(t)}, t ≥ T, lim
t→∞

x(t)

|x(t)| =
AD(φ)

|AD(φ)
.

さらに,

lim
t→∞

x(t) = C(φ) if C(φ) ∈ Ω, lim
t→∞

x(t) =
C(φ)

|C(φ)| if C(φ) 6∈ Ω.

本講演は, これらの定理の証明のアイデアとその応用について解説するも
のである.



4 H(t) の挙動の解析手法について
熱方程式の解の挙動を調べるには様々な手法があるが, ここでは自己相似

変換に基づいた変換を行って解挙動を求めていく. これを通して, 本質的な
解析の困難点も明らかになると思われる.
まず, Neumann 条件下における H(t) の挙動を調べることにし,

v(y, s) = (1 + t)
N
2 u(x, t), y = (1 + t)−

1
2 x, s = log(1 + t)

とおくと,




∂sv =
1

ρ
div (ρ∇yv) +

N

2
v in

⋃
s>0(Ω(s)× {s}),

∂νv = 0 on
⋃

s>0(∂Ω(s)× {s}),
v(y, 0) = φ(y) in Ω

をみたす. ただし, ρ(y) = e
|y|2
4 , Ω(s) = {|y| > e−s/2} とする. このとき, 固有

値問題

−1

ρ
div (ρ∇yϕ) = λϕ in RN , ϕ ∈ H1(RN , ρdy).

を考えることができ, その固有関数は e−
|y|2
4 の空間微分によって与えられ, そ

の固有値は (N + i)/2 (i = 0, 1, 2, . . .) と与えることができる. これにより,
Ω = RN の場合であれば, あたかも有界領域の場合であるかのようにFourier
級数展開ができ, L2(RN , ρdy) における解の挙動を調べることができ, さらに
解の regularity theorem を用いることにより, C2(K) (K は任意の有界閉集
合) における解の挙動を調べることができる.
今, Ω = {|x| > 1} であるから, RN の場合の議論がそのままで行くわけで

はないが, s が十分大きければ, Ω(s) における固有値問題の解は全空間の場
合で近似できることは予想でき, 実際, うまくいく. よって, Fourier 級数展開
もどきが可能であり, L2(Ω(s), ρdy) における解の漸近挙動を解析できる. こ
こから本質的な困難さが現れる. ∂Ω(s) の曲率は s → ∞ につれて無限大に
発散するために, 解の regularity theorem を用いることができず, L2 で求め
た極限から解の微分の情報を得ることはできない. ただし, 変数を元に戻し
て, 解の regularity theorem を適応することも考えられるが, これらを正当化
するためには, 熱方程式の解の微分減衰に関する不等式

‖(∇j
xu)(·, t)‖L∞(Ω) ≤ ∃Ct−

N+|j|
2 ‖φ‖L1(Ω), t À 1, |j| = 1, 2, 3



が必要であるが, この不等式が成立するかどうかが不明であった. (最近, 壁
谷氏との共同研究によって一般には成立しないと共に, 最適な減衰の速さに
ついて結果を得ている [7].) そもそも, L2(Ω(s), ρdy) における解の漸近挙動
は境界条件に依存しないので, それ自体が矛盾に満ちているとも言える.
これらの問題点を解消するために,以下の考察を行っていく. まず, {ωk}∞k=0

を ∆SN−1 の固有値, つまり ωk = k(N + k − 2) とし, ωk に対応する固有空間
の次元を lk, 固有関数を Qk,i(x/|x|) (i = 1, . . . , lk) と書くことにする. これ
らを用いて, 初期値を球対称関数と球面調和関数の積の和として, 以下のよう
に表現しておく:

φ =
∞∑

k=0

lk∑

k=1

φk,i(|x|)Qk,i

(
x

|x|
)

in L2(Ω, ρdy).

さらに, uk,i を初期値 φk,i(|x|)Qk,i(x/|x|) に対応する熱方程式の解とする. こ
のとき, vk,i を





∂tv = ∆v − ωk

|x|2v in Ω× (0,∞),

∂νv = 0 on ∂Ω× (0,∞),

v(x, 0) = φk,i(|x|) in RN

の解とする. このとき, vk,i は球対称関数であり,

uk,i(x, t) = vk,i(x, t)Qk,i

(
x

|x|
)

in RN × (0,∞)

をみたしている. この vk,i について変数変換を行い,

wk,i(y, s) = (1 + t)
N+k

2 vk,i(x, t), y = (1 + t)−
1
2 x, s = log(1 + t)

とし, この wk,i に対して L2(Ω(s), ρdy) における固有関数展開を行って解挙
動を調べる. この解析を通して, ‖wk,i(s)‖L2(Ω(s),ρdy) の有界性がわかり,

‖vk,i(t)‖L2(Ω) ≤ ∃Ct−
N
4
− k

2 ‖φ‖L2(Ω,ρdx), t > 0

がわかる. さらに, 0 < ε < L に対して,

lim
s→∞

wk,i(y, s) = ∃c|y|ke− |y|
2

4



が成立する (ただし, この収束は ε ≤ |y| ≤ L をみたす y に対して一様).

一方, Uk を常微分方程式

U ′′ +
N − 1

r
U ′ − ωk

r2
U = 0 in (1,∞), U(0) = 1, U ′(0) = 0

の解とする. このとき, Uk(r) ∼ rk as r →∞ が成立する. また, [0,∞) 上の
連続関数 f に対する

U ′′ +
N − 1

r
U ′ − ωk

r2
U = f in (1,∞), U(0) = U ′(0) = 0

の解を Fk[f ] と書くことにすると

Fk[f ](r) = rk

∫ r

1

s1−N−2k

(∫ s

1

τN+k−1f(τ)

)
ds.

このとき, vk,i は任意の t > 0 に対して

∂2

∂r2
vk,i +

∂

∂r
vk,i − ωk

r2
vk,i = ∂tvk,i r = |x| ∈ (1,∞)

をみたしているので, 常微分方程式の解の一意性定理より

vk,i(x, t) = ∃ζk(t)Uk(|x|) + Fk[(∂tvk,i)(t)](|x|), x ∈ Ω.(4.1)

ここで, |x| = (1 + t)1/2 となる x ∈ Ω に対して,

vk,i(x, t) ∼ ∃c′(1 + t)−
N+k

2 ∼ ζk(t)Uk((1 + t)1/2)(1 + o(1))

as t →∞. これにより,

ζk(t) ∼ c′t−
N+k

2 [Uk((1 + t)1/2)]−1 ∼ ∃c′′t−
N
2
−k(4.2)

as t →∞. したがって, (4.1), (4.2) より, vk,i の微分を含めた挙動を調べるこ
とが可能になる. また, k = 0 の場合は, U0 ≡ 1 というとても単純な関数が現
れ過ぎて, あまり解の形状に情報を与えないが, ∂tvk,i に同様の解析を行い公
式を得て, それを (4.1) に代入することによって詳しい解挙動を調べること
が可能になる. これらを通して, u の微分の挙動を調べることが可能になり,
結果的に H(t) の挙動を調べることが可能になる.



5 その後の進展について
最近, 大阪府立大の壁谷善継氏との挙動研究を通して, potential 項付きの

熱方程式
∂tu = ∆u− V (|x|)u in Ω× (0,∞)

の解挙動について研究を行っている. ただし, Ω = RN またはΩ = {|x| > 1}
とし, V に対して

V ≥ 0, V (r) =
ω

r2
(1 + o(1)) as r →∞

を仮定する. 既に前の議論でも片鱗は見せているが, 微分を含めた解の挙動
において, 次の常微分方程式の解

U ′′ +
N − 1

r
U ′ − V (r)U = 0

の解の形状が重要な役割をみせる. 実際, U の r = ∞ における増大度とその
微分が解の減衰速度を決定しているとさえ言える. 例えば, Ω = {|x| > 1} と
し, 解の境界条件を

µu + (1− µ)
∂

∂ν
u = 0 on ∂Ω× (0,∞)

と置くと, U の形状を見ることによって,

‖(∇xu)(t)‖L∞(Ω) ≤ ∃Ct−
N
2p
− 1

2‖φ‖Lp(Ω), t À 1

がすべての φ ∈ Lp(Ω) に対して成立するための必要十分条件は

ω ≥ ω1 = N − 1 or V ≡ 0, µ = 0 (Neumann 条件の場合)

となる. また, H(t) もこの U の形状によって無限遠点へ発散していく速度が
決定できることもわかってきている.
これらの研究を通して, 非有界領域における時間無限大における線形熱方

程式の解の形状は正値調和関数によって決定されることが示唆されるが, そ
の解析はまだまだ始まったばかりと言っても良い. また, 半線形拡散方程式
などの非線形方程式への応用はこれからであり, 今後の発展が多いに期待さ
れるものと考えている.
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