
実対称行列の直交行列による対角化

新居俊作

2023 年 4 月 13 日

一般に対称行列は直交行列で対角化できるが、これを線形写像の表現
行列の座標変換の下での変化と捉えることは線形代数の主要な概念が登
場し、良い復習になる。そこで本講ではこの見方に従って、直交行列の
固有値が互いに異なる場合に限って証明する。

1 線形写像
中学高、高等学校の数学で習った関数の中で最も簡単なものを考える
とそれは一次関数

f(x) = ax, x ∈ R (1.1)

(ただし a ∈ R は定数)だろう。

次に x =

x1

...

xn

 ∈ Rn に対しRn の他の点を対応させる規則 (このよう

な規則を写像とよぶ)で最も簡単なものは何か考えてみる。
(一変数)関数と同様に

f(x) = ax (1.2)

(ただし a ∈ R は定数) は確かに非常に簡単だが、これは単にベクトルを
a 倍するだけなのでさすがに単純すぎて特に分析するべきことはない。

次に簡単なのは、 f(x) =

f1(x)
...

fn(x)

 ∈ Rn の各成分 fi(x) が xj の一次
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式で表される場合、すなわち

f1(x) =
n∑

k=1

a1,kxk

...

fn(x) =
n∑

k=1

an,kxk

(1.3)

(ただし ai,j ∈ R, i, j = 1, . . . , nは定数) となっている場合だろう。この
ような写像を線形写像とよぶ。
行列を用いると (1.3) は次のように表される。

f(x) = Ax, A =

a1,1 · · · a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n

 (1.4)

線形写像は次の性質を持つ：

定理 1 (線型性).

c ∈ R, x, x′ ∈ Rn とする。写像 f(x) が (1.3)の形、つまり (1.4)の形
をしているならば次が成り立つ：

(1) f(cx) = cf(x)

(2) f(x+ x′) = f(x) + f(x′)

これは (1.3)または (1.4)から簡単に確かめられる。重要なのは次が成
り立つことである。

定理 2.

Rn の元に Rn の元を対応させる写像 f が線型性をもつ、すなわち定
理 1の (1)、(2)をみたすならば、f は (1.3)の形つまり (1.4)の形に表さ
れる。
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証明.

先ず e1 =



1

0
...

...

0


, . . . ,

ek =



0
...

0

1

0
...

0


← k番目

, . . . ,

en =



0
...

...

0

1


とおくと

x1

...

xn

 =
n∑

k=1

xkek である。更に fk = f(ek) (k = 1, . . . , n)とおく。

f(x) = f

(
n∑
k

xkek

)
は線型性を用いると次のように表される：

f(x) = f

(
n∑
k

xkek

)
= f(x1e1) + · · ·+ f(xkek) + · · ·+ f(xnen)

= xkf(e1) + · · ·+ xkf(ek) + · · ·+ xnf(en)

=
n∑

k=1

xkfk

=
(
f1 · · ·fk · · ·fn

)

x1

...

xk

...

xn



(1.5)

従って A =
(
f1 · · ·fn

)
とおくと f(x) = Ax となる。

次に、線形写像の中で (1.2)の形のものの次に簡単なものを考える。
次の (x1, x2)を座標とする平面から平面への線形写像を考える：

f(x1, x2) = (2x1,
1
2
x2) (1.6)
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x2

(x1, x2)

f(x1, x2)

x1

これは次のように表される：(
y1
y2

)
=

(
2 0

0 1
2

)(
x1

x2

)
(1.7)

(ただし f(x1, x2) = (y1, y2) とする。)

次に、(x1, x2) を、直線 x2 = x1 に沿う方向に 2倍し、直線 x2 = −x1

に沿う方向に 1
2
倍する f を考える：

x2

f(x1, x2)
x2 = x1

(x1, x2)

x2 = −x1

x1

これは
f(x1, x2) =

(
5
4
x1 +

3
4
x2,

3
4
x1 +

5
4
x2

)
(1.8)

つまり (
y1
y2

)
=

(
5
4

3
4

3
4

5
4

)(
x1

x2

)
(1.9)

と表される。
この写像は意味を考えると分かりやすいにも関わらず、(1.8)や (1.9)を
見てもその意味は分かりづらい。そこで、もう少し分かりやすくこの写
像を表すことを考える。
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そのために定理2の証明と同様に考える。e1 =

(
1√
2
1√
2

)
,
e2 =

(
− 1√

2
1√
2

)
と

すると、e1は直線x1 = x2の単位方向ベクトルであり、e2は直線x2 = −x1

の単位方向ベクトルである。
e1, e2は一次独立なので、任意の二次元ベクトルはこれらの一次結合で
表される。すなわち、任意の x ∈ R2について x = α1e1 + α2e2となる
α1, α2 ∈ Rがただ一つ存在する。このとき

f(x) = f(α1e1 + α2e2)

= f(α1e1) + f(α2e2)

= α1f(e1) + α2f(e2)

(1.10)

となるが、f は直線 x2 = x1 に沿う方向に 2倍し、直線 x2 = −x1に沿う
方向に 1

2
倍する写像なので

f(e1) = 2e1, f(e2) =
1
2
e2 (1.11)

である。従って

f(α1e1 + α2e2) = 2α1e1 +
1
2
α2e2 (1.12)

従って、直線x2 = x1とx2 = −x1を座標軸とする座標で考えると、f(x) =
β1e1 + β2e2と書いて

β1e1 + β2e2 = 2α1e1 +
1
2
α2e2 (1.13)

つまり (
β1

β2

)
=

(
2 0

0 1
2

)(
α1

α2

)
(1.14)

となる。よって、この座標では f は対角行列で表され、非常に分かりや
すくなる。

2 行列の対角化
この節では、与えられた線形写像が座標を変えるこことにより (1.14)

のような形に表されるための条件を考える。
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x ∈ Rnに f(x) ∈ Rnを対応させる線形写像が n× n実行列Aを用いて

f(x) = Ax (2.1)

と表されているとする。
以下話を単純にするためにこのAについて次を仮定する：

仮定 1.

Aの固有値は全て実数で互いに異なるとする。(つまりAの固有方程式
に重根は無いとする。)

Aの固有値を λ1, . . . , λnとし、e1, . . . , enをそれぞれに属する固有ベク
トルとする。

補題 1.

e1, . . . , enは一次独立である。

証明.

α1e1 + · · ·+ αnen = 0 (2.2)

とする。
両辺に左からAをかけると、Aek = λkekなので、

A (α1e1 + · · ·+ αnen) = α1Ae1 + · · ·+ αnAen

= α1λ1e1 + · · ·+ αnλnen

= A0 = 0

(2.3)

(2.3)から (2.2)の λ1倍を引くと：

α2(λ2 − λ1)e2 + · · ·+ αn(λn − λ1)en = 0 (2.4)

さらに、これに左から A をかけたものから λ2 をかけたものを引き、と
繰り返すと

αn(λn − λ1)(λn − λ2) · · · (λn − λn−1)en = 0 (2.5)

が得られる。
λkは互いに異なるので αn = 0。従って、(2.5)の一つ前の式は

αn−1(λn−1−λ1) · · · (λn−1−λn−2)en−1 + αn(λn−λ1) · · · (λn−λn−2)en

= αn−1(λn−1−λ1) · · · (λn−1−λn−2)en−1

= 0
(2.6)

よって αn−1 = 0。これを繰り返して、全ての kについて αk = 0。
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従って、e1, . . . , en は Rn の基底である。よって、任意の x ∈ Rn は
e1, . . . , enの一次結合で一通りに表される。
x = α1e1 + · · ·+ αnenとすると

f(x) = f(α1e1 + · · ·+ αnen)

= α1f(e1) + · · ·+ αnf(en)

= α1λ1e1 + · · ·+ αnλnen

(2.7)

つまり、f(x) = β1e1 + · · ·+ βnenとして e1, . . . , enを基底とする座標で
f を表すと β1

...

βn

 =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn


α1

...

αn

 (2.8)

と対角行列で表され、非常に分かりやすくなる。
この対角行列を元の Aと関係づけるには e1, . . . , enを元の座標で表せ
ばよい。

e1, . . . , enを成分で書いて e1 =

e1,1
...

en,1


, . . . ,

en =

e1,n
...

en,n

とする。こ
れを用いて (2.7)を書くと

f(x) = α1λ1e1 + · · ·+ αnλnen

= (e1e2 · · · en)


λ1α1

λ2α2

...

λnαn



=

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n


λ1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · λn


α1

...

αn


(2.9)
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だが、
f(x) = Ax

= A (α1e1 + · · ·+ αnen)

= A (e1 · · · en)

α1

...

αn



= A

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n


α1

...

αn


(2.10)

なので

A

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n


α1

...

αn

 =

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n


λ1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · λn


α1

...

αn


(2.11)

となる。

補題 2.

A,Bをm × n行列とするとき、任意の x ∈ Rnに対しAx = Bxが成
り立つならばA = Bである。

証明.

Aの各列を a1, . . . ,an、Bの各列を b1, . . . , bnとして A = (a1 · · ·an)、
B = (b1 · · · bn)とする。

このときAx = Bxにx =



0
...

0

1

0
...

0


← k行目 を代入するとak = bkが得

られる。従ってA = Bである。
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この補題を (2.11)に適用すると

A

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n

 =

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n


λ1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · λn

 (2.12)

である。この両辺に

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n


−1

を左からかけると

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n


−1

A

e1,1 · · · e1,n
...

. . .
...

en,1 · · · en,n

 =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

 (2.13)

となり、e1, . . . , enを基底とする座標で f を表した時の表現行列が、元の
行列Aと基底 e1, . . . , enを元の座標で表した時の成分で書かれた。

例 1.

(1.8)つまり、行列表示すると (1.9)で表される線形写像を考える：(
y1
y2

)
=

(
5
4

3
4

3
4

5
4

)(
x1

x2

)
(1.9)

e1 =

(
1√
2
1√
2

)
,
e2 =

(
− 1√

2
1√
2

)
とする。A =

(
5
4

3
4

3
4

5
4

)
と書くと

Ae1 = 2e1, Ae2 =
1
2
e2である。

これを (2.13)の左辺に代入すると(
1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

)−1(
5
4

3
4

3
4

5
4

)(
1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

)
(2.14)

となるが、これを計算すると確かに右辺(
2 0

0 1
2

)
(2.15)

になる。
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3 対称行列の場合

(1.9)の表現行列A =

(
5
4

3
4

3
4

5
4

)
は、対称行列という特別な形をしている：

(
y1
y2

)
=

(
5
4

3
4

3
4

5
4

)(
x1

x2

)
(1.9)

その結果として、Aを対角化する座標変換は座標平面上の角度 π
4
の単な

る回転である。以下ではそのようなことが一般的であることを解説する。

定義 1.

実行列 A が tA = A (つまり Aの (i, j)成分 ai,jは全て実数で ai,j = aj,i,

(i, j = 1, 2, . . . , n))を満たすとき、A は実対称行列であるという。

定義 2.

Rn のベクトル x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) について (x,y) :=
n∑

i=1

xiyi をユークリッド内積または標準内積と呼ぶ。

Cn のベクトル x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) について (x,y) :=
n∑

i=1

xiȳi をエルミート内積と呼ぶ。

性質 1 (内積の性質). Rn または Cn のベクトル x,y, z について

(1) (x,x) ≥ 0, かつ、 (x,x) = 0 ⇔ x = 0

(x ∈ Cn の場合でも (x,x) は実数)

(2) (x,y) = (y,x) (x,y ∈ Rn のとき)

(x,y) = (y,x) (x,y ∈ Cn のとき)

(3) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)

(4) (αx,y) = (x, αy) = α(x,y), (x,y ∈ Rn, α ∈ R のとき)

(αx,y) = α(x,y), (x, αy) = ᾱ(x,y), (x,y ∈ Cn, α ∈ C のとき)

定義 3. Rn または Cn のベクトル x について

∥x∥ :=
√

(x,x) (3.1)

を x のノルムとよぶ。
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定義 4. Rn または Cn のベクトル x,y について

(x,y) = 0 (3.2)

であるとき x と y は直交するという。

補題 3.

A を n 次実対称行列とするときRn または Cn のベクトル x,y につい
て (Ax,y) = (x, Ay) が成り立つ。

問題 1. 上の補題を証明せよ。

定理 3.

(1) 実対称行列の固有値は実数。

(2) 実対称行列の異なる固有値に属する固有ベクトルは直交する。

証明.

(1) λ ∈ CをAの固有値とし x ∈ Cnを固有値 λに属する固有ベクトル
とする。
補題 3より (Ax,x) = (x, Ax)だが、Ax = λxなので (λx,x) =

(x, λx)である。
定義 1(4)より (λx,x) = λ(x,x) = λ∥x∥2かつ (x, λx) = λ̄(x,x) =

λ̄∥x∥2

従って λ = λ̄であり λは実数である。

(2) λ, µ ∈ RをAの固有値としx,y ∈ Rnをそれぞれに属する固有ベク
トルとする。 さらに λ ≠ µとする。
Ax = λx, Ay = µyを (Ax,y) = (x, Ay)に代入すると λ(x,y) =

µ(x,y)なので (x,y) = 0である。

以下では次を仮定して話を単純にする：

仮定 2.

(1) A は実対称行列。
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(2) A の固有値は互いに異なる。(すなわち A の固有方程式は重根を持
たない。)

このとき、定理 3の (1)よりAの固有値は全て実数なので、前セクショ
ンの議論が全てそのまま適用できる。従って、Aの固有値を λ1, . . . , λnと
し、e1, . . . , enをそれぞれに属する固有ベクトルとすると、(2.13)により

(e1 · · · en)
−1A (e1 · · · en) =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

 (3.3)

となる。

定義 5. 実行列 A が tAA = A tA = E すなわち A−1 = tA を満たすとき、
A は直交行列であるという。

定理 4.

上のe1, . . . , enが∥ek∥ = · · · = ∥ek∥ = 1を満たすとすると (e1 · · · en)は
直交行列である。すなわち t(e1 · · · en) (e1 · · · en) = (e1 · · · en)

t(e1 · · · en)

= Eが成り立つ。

証明.

t(e1 · · · en) (e1 · · · en) =


te1

...
ten

 (e1 · · · en)

=


te1e1 · · · te1en

...
. . .

...
tene1 · · · tenen



=

(e1, e1) · · · (e1, en)
...

. . .
...

(en, e1) · · · (en, en)



(3.4)

だが、仮定より (ek, ek) = ∥ek∥2 = 1 (k = 1, . . . , n) であり、定理 3(2)よ
り (ek, el) = 0 (k ̸= l) なので、(e1, e1) · · · (e1, en)

...
. . .

...

(en, e1) · · · (en, en)

 = E (3.5)
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が成り立つ。つまり t(e1 · · · en) = (e1 · · · en)
−1である。よって

(e1 · · · en)
t(e1 · · · en) = Eも成り立つ。

このことより、(3.3)の (e1 · · · en)として直交行列を取ることができる。

実際、具体例の (2.14)の
(

1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

)
は直交行列にとってある。

二つの平面ベクトル e1, e2について、∥e1∥ = ∥e2∥ = 1かつ e1と e2は
直交するとする。

先ず、
(
1

0

)
を原点中心に適切な角度の回転をすると e1に一致させる

ことができる。このときとき
(
0

1

)
を同じ角だけ回転させるたものは e1

と直交するノルムが 1のベクトルなので±e2のどちらかと一致する。
すなわち、2次の実対称行列を対角化するような座標は、元の座標を原
点中心に回転させるか、回転後に e1方向の直線に対して折り返すことに
よって得られる。

具体例では
(
1

0

)
と
(
0

1

)
を π

4
だけ回転すると e1 =

(
1√
2
1√
2

)
と e2 =(

− 1√
2

1√
2

)
に一致する。

3次元以上でも事情は同じで、直交行列による座標変換はn次元の回転
と折り返しの合成によって得られる。(まず 3次元について自分で考えて
みよ。)

問題 2.

エルミート行列のユニタリー行列による対角化について、本講議論を
再現せよ。ただし、複素正方行列 A は A∗ := tĀとしてA∗ = Aをみたす
時エルミート行列であるといい、A∗A = Eをみたす時ユニタリー行列で
あるという。

注意 1.

(1) 仮定 1を満たさない正方行列は対角化できるとは限らない。一般に
はジョルダン標準形に変換される。

(2) 実対称行列については、仮定 2 (2) を満たさなくても必ず直交行列
で対角化される。詳細について [東電大資料] 等を見よ。
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4 付録—ジョルダン標準形
以下では対角化できない線型写像について考える：

f(x1, x2) = (x2, 0) (4.1)

x2

(x1, x2)

x2

f(x1, x2)
x1

x2

これは行列を使うと次の様に表される：(
y1
y2

)
=

(
0 1

0 0

)(
x1

x2

)
(4.2)

(ただし f(x1, x2) = (y1, y2) とする。)

係数行列
(
0 1

0 0

)
の固有値は 0 の重解なので、もし対角化できるのあ

れば

P−1

(
0 1

0 0

)
P =

(
0 0

0 0

)
(4.3)

となる正則行列 P が存在するはずである。これはすなわち(
0 1

0 0

)
= P

(
0 0

0 0

)
P−1 (4.4)

ということだが、この左辺はゼロ行列ではないのに右辺はゼロ行列で矛
盾する。
更に、一般に次の形の行列は対角化できない：(

λ 1

0 λ

)
(4.5)
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問題 3.

上の形の行列が対角化できないことを示せ。(
0 1

0 0

)
について考える。

先ず (
0 1

0 0

)(
1

0

)
=

(
0

0

)
,

(
0 1

0 0

)(
0

1

)
=

(
1

0

)
(4.6)

なので、
(
1

0

)
は固有値 0 に属する固有ベクトルであり、

(
0

1

)
は固有ベ

クトルではないが、固有値 0 に属する固有値ベクトルに写る。
　同様のことが以下の仮定のもとで成り立つ。

仮定 3.

2次正方行列 Aはスカラー行列ではなく、その固有方程式は重根をもつ。

この仮定の下で、λ を A の固有値とするとき、先ず、A はスカラー行
列ではないので

A− λE ̸= O (4.7)

だが、ハミルトン・ケーレーの定理より

(A− λE)2 = O (4.8)

が成り立つ。

定理 5 (2次正方行列の場合のハミルトン・ケーレーの定理).

A =

(
a b

c d

)
とし、その固有多項式

det (A− λE) = λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc (4.9)

について、λ に形式的にAを代入したものはゼロ行列になる：

A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E = O (4.10)

問題 4.

2次正方行列の場合のハミルトン・ケーレーの定理を証明せよ。
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(4.7) と (4.8) より 以下を満たすベクトル u, v が存在する：

(A− λE)u = 0, (A− λE)v = u (4.11)

すなわち
Au = λu, Av = λv + u (4.12)

∵ (A − λE) ̸= O なので (A − λE)v ̸= 0 である v が存在する。(すな
わち v は固有ベクトルではない。)

u = (A− λE)vとおくと、(A− λE)2 = Oより

(A− λE)u = (A− λE)2v = 0 (4.13)

これはつまり、u, v を座標軸の方向ベクトルとする座標系では、u 方向
は λ 倍され v 方向は λ 倍されるだけではなく、元の大きさの分だけ u

方向にずれることを意味する。
x2 f(x1, x2)

(x1, x2)

λv + u

λu

x1

u
v

従って、

A(u v) = (Au Av) = (λu λv + u) = (u v)

(
λ 1

0 λ

)
(4.14)

よって、 P = (u v) とおいて、上式全体に左から P−1 をかけることで

P−1AP =

(
λ 1

0 λ

)
(4.15)

となる。これをジョルダン標準形という。
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注意 2.

2次正方行列 Aの固有方程式が重根を持ち、全ての 2次元ベクトルが
固有ベクトルの時はAはスカラー行列すなわちA = λEとなり、最初か
ら対角化されている。
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