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注意
コロナウイルス感染拡大、及び、 RSA 暗号に関する教材は文系の学生
も読むことを前提に、共通試験の範囲の数学だけを使って、くどくどと
(うざい？)説明を書きましたが、本稿は数学科の学生向きなので、はる
かにアッサリと書いてあります。

1 微分方程式
未知関数の微分を含む方程式を一般に微分方程式と呼ぶ。例えば、x

軸上を一定速度 v で進む点の位置は、

(速度) =
(進んだ距離)

(経過時間)

なので (経過時間)→ 0 の極限を考えると、時刻 t におけるこの点の位置
を x(t) として未知関数 x(t) は次の方程式を満たす：

d

dt
x(t) = v. (1.1)

この様に未知関数の常微分のみを含む方程式を常微分方程式と呼ぶこと
も多いa。
方程式 (1.1) の両辺を積分すると x(t) は求まる：

x(t) = vt+ c (cは積分定数). (1.2)

aこれに対し、未知関数の偏微分を含む方程式を偏微分方程式と呼ぶ。
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これを微分方程式 (1.1) の一般解と呼ぶ。一般解という言葉の意味は、積
分定数 c を適切に定めることによって (1.1) を満たす全ての関数が得ら
れるということである。
それに対し、 更に条件を付け加えて特定の関数を選ぶこともある：

x(t0) = x0 (t0は与えられた時刻、x0は与えられた位置) (1.3)

この様な条件を初期条件と呼び、(1.1) と (1.3) を合わせて微分方程式
(1.1) の初期値問題と呼ぶ。　この条件の下では解はただ一つに定まる：

x(t) = v(t− t0) + x0 (1.4)

これを、微分方程式 (1.1) の (初期条件 (1.3) を満たす)特殊解と呼ぶ。
もう少し意味のある例として、積み込んだ燃料を燃焼してガスを噴射
しながら前に進むロケットを考える。噴射するガスのロケットに対する
相対速度を u とし、時間によらず一定とする。時刻 t におけるロケット
の速度を v(t)、ロケットの質量を m(t) (燃料を燃やすので時間とともに
軽くなる)とする。
この時、時間間隔 ∆t の間に後方に噴射するガスの質量は

−dm

dt
∆t (1.5)

である。(質量保存の法則から消費する燃料の質量と噴射されるガスの質
量は等しく、それはロケットの質量の減少量に等しい。) 従って、噴射さ
れるガスの運動量bはロケットの進む方向を正として

−dm

dt
∆t(v − u) (1.6)

である。これに対し時間間隔 ∆t の間のロケットの速度変化を∆v とする
と、∆t 後のロケットの運動量は(

m+
dm

dt
∆t

)
(v +∆v) (1.7)

となる。よって運動量保存の法則より次が成り立つ：(
m+

dm

dt
∆t

)
(v +∆v)− dm

dt
∆t(v − u) = mv (1.8)

b運動量とその保存則に関してはセクション 4参照
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全体を ∆t で割って整理すると：

m
∆v

∆t
+

dm

dt
∆v +

dm

dt
u = 0 . (1.9)

∆t → 0 とすると ∆v → 0 c かつ ∆v

∆t
→ dv

dt
なので次の微分方程式が

得られる：
m
dv

dt
+

dm

dt
u = 0 (1.10)

一瞬、方程式に微分が二つ入っていて戸惑うかもしれないが、噴射計画
は事前に決めておくことなので m(t)は未知関数ではなく与えられた関数
であり、従って dm

dt
も既知関数である。

これを積分すると：

v(t) =

∫
dv

dt
dt = −u

∫
1

m
· dm
dt

dt = −u logm+ C (1.11)

よって、噴射計画 m(t) (と初期速度)を与えれば任意時刻でのロケット
の速度がわかるのだが、それ以上に (1.11) が示すことは、ガスの噴射の
ロケットに対する相対速度 u が一定ならばロケットの速度はその時のロ
ケットの質量 (従って、それまでに使った燃料の量)で決まり途中経過に
依らない。特に初期速度 v(0) = 0 とすると、C = u logm(0) となりロ
ケットの速度は次のツィオルコフスキーのロケット方程式で与えられる：

v = u log
m0

m
(1.12)

但し、u は噴射ガスの速度 (定数)、m0 はロケットの初期質量、m はその
時のロケットの質量である。

2 初等解法
炭素 14は β 線を出して β 崩壊して窒素 14になるが、個々の原子がい
つ崩壊するかは分らず一定時間内に崩壊する確率だけがわかるd。時刻 t

c微分積分で習った様に dv

dt
が存在するならば∆v → 0 (∆t→ 0) である。微分積分

の教科書で証明を復習しておくこと。
d研究が進んでいなくて未だ分からないのではなく、量子力学の原理として確率的な

ことしか分らない。
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に存在する炭素 14原子の数を N(t) とすると時間間隔 ∆t の間に崩壊す
る原子の数は、確率なので N(t) と ∆t に比例し

kN(t)∆t (2.1)

となる。ただし k は崩壊定数と呼ばれる定数。従って

N(t+∆t)−N(t) = −kN(t)∆t (2.2)

が成り立つ。ここで両辺を ∆t で割って ∆t → 0 とすると次の微分方程
式が得られるe：

d

dt
N(t) = −kN(t). (2.3)

この方程式は (1.1) の時の様に両辺を積分しても

N(t) = −k
∫

N(t)dt (2.4)

と右辺の積分の中に再び未知関数 N(t) が入ってしまい解は求まらない。
このタイプの微分方程式の解き方は複数あるが、そのうちの一つを次に
あげる。

定義 1. 次の形の微分方程式を変数分離形の微分方程式と呼ぶ：

dx

dt
=

g(t)

f(x) ,
(f(x)は xの関数で、g(t)は tの関数。) (2.5)

定理 1. (2.5) の形の微分方程式は次の様に「変数を分離して」積分する
ことにより解が求まるf：∫

f(x)dx =

∫
g(t)dt (2.6)

eN(t) はそもそも自然数なので本来は微分不可能だが、大きな自然数は実数で近似
した上で微分可能と仮定することが多い。しかし、この微分可能性はあくまで作業仮説
であり、注意が必要な場合もある。

f何も考えずにこの公式を使うと次の様な問題に行き当たる。
dx

dt
= 3x

2
3 をこの方法で解くと x(t) = (t+ c)3 (cは積分定数) が得られる。これを一

つ目の解と呼ぶことにする。一方 x(t) ≡ 0も解でありこの形では書けない。これを二つ
目の解と呼ぶことにする。当然途中の式変形で 0による割り算をしたことによる不都合
なのだが、そう考えると今度は上記の x(t)は t = −cでは解ではないのだろうか？だが
t = −cでもこの関数は方程式を満たすから解である。従って初期条件 x(−c) = 0を満
たす解は二つ (以上)あることになる。
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証明. 先ず、 (2.6) の両辺を t で微分すると (2.5) が得られる。
次に、F (x) =

∫
f(x)dx と置き、x = x(t) を (2.5)の解とする。この時

d

dt
F (x(t)) =

dF

dx
· dx
dt

= f (x(t))
d

dt
x(t) = g(t) (2.7)

の両辺を t で積分して

F (x(t)) =

∫
g(t)dt (2.8)

つまり (2.6) が得られる。

多くの初等解法が、式変形によって与えられた微分方程式を変数分離
形に持ち込み、この定理を用いることによっている。初等解法に関して
は [新居] を見よ。
この方法で方程式 (2.3)を解くと N(t) = N0e

−kt となる (ただし N0 は
t = 0 での原子数)。放射性物質の崩壊についてよく半減期という量を用
いるが、この場合は半減期は 1

k
log 2 である。

問題 1. 微分方程式 (2.3) を解け。

問題 2. 微分方程式 dx

dt
= 3x

2
3 の初期条件 x(−c) = 0 を満たす三つ目の

解を一つあげよ。

注意 1. 以下具体例について微分方程式の解を具体的に書き下すが、未だ
解けてないのではなく初等的関数による具体的な解の表示がそもそも存
在しない、と言う意味で具体的に解が求まらない微分方程式の方が圧倒
的に多い。具体例は三体問題等参照。
また、そもそも解の無い微分方程式も当然存在する。

このタイプの方程式は化学反応を記述するのにも使われる。
過酸化水素 H2O2 は不安定なので自然に一定時間内に一定の確率で分
解して水H2O と酸素 O2 になる：

H2O2 −→ H2O+
1

2
H2 (2.9)

よって、炭素 14の崩壊と同様に、 H2O2 の濃度 [H2O2] は次の方程式に
従う ([· · · ] は化学物質 · · · の濃度とする)：

d

dt
[H2O2] = −k[H2O2] (2.10)
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定数 k は反応速度定数と呼ばれ、この方程式をレート方程式と呼ぶ。こ
の方程式の解は上記と同様になる。
アンモニア NH3 と塩化水素 HCl は反応して NH4Cl になる。

NH3 +HCl −→ NH4Cl (2.11)

この反応では反応が進む速度はアンモニア分子と塩化水素分子の衝突頻
度に比例すると考えるのが自然であろう。よってこの反応に関わる物質
の濃度は次の方程式に従うと考えられる：

d

dt
[NH4Cl] = k[NH3][HCl] (2.12)

或いは、一酸化窒素 NO 分子が二つぶつかって 窒素分子N2 と酸素分
子 O2 に分解する反応：

2NO −→ N2 +O2 (2.13)

においては、やはり反応の進む速度は二つの一酸化窒素分子の衝突頻度
に比例すると考えるのが自然なので、窒素或いは酸素の濃度は次の式に
従うと考えられる：

d

dt
[N2] =

d

dt
[O2] = k[NO]2 (2.14)

これらをまとめて一般的に次の様な化学反応を考える：

A+B −→ C +D (2.15)

Aの初期濃度を a0、B の初期濃度を b0 とし、最初に C、D が存在しない
状態から始めるとして [C] = [D] = nとおくと、[A] = a0−n、[B] = b0−n
となり次の方程式が成り立つ：

dn

dt
= k(a0 − n)(b0 − n), (2.16)

但し k は反応速度定数である。これは変数分離形なので定理 1の方法で
解が求まる：

n(t) =


a0b0

(
eb0kt − ea0kt

)
b0eb0kt − a0ea0kt ,

(a0 ̸= b0)

a20kt

a0kt+ 1 ,

(a0 = b0)

(2.17)
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問題 3. 微分方程式 (2.16) 解いて (2.17) を導け。

これを更に多くの物質が関わる化学反応に一般化するのは容易である。
化学反応 (2.15) は非可逆反応の場合だが、可逆反応の場合も同様に考
えることができる。次の様な可逆反応を考える：

A+B ⇄ C +D. (2.18)

この時上記と同様にして次が成り立つと考えられる：

d

dt
[A] =

d

dt
[B] =−k1[A][B] + k2[C][D]

d

dt
[C] =

d

dt
[D] = k1[A][B]− k2[C][D]

(2.19)

ここで、k1 は順反応 A+B −→ C +D の反応速度定数、k2 は逆反応
A+B ←− C +D の反応速度定数である。
(2.19) を解くことはもちろん可能であるが、それのみならず順反応と
逆反応が釣り合ってそれ以上反応が進まなくなる (化学平衡状態)濃度を
知ることが必要である場合も多い。それは単純に方程式の右辺が 0 にな
る時なので

k1[A][B] = k2[C][D] (2.20)

すなわち
[C][D]

[A][B]
=

k1
k2

(2.21)

となる時である。K :=
k1
k2
を平衡定数と呼ぶ。

特に水の電離反応にこれを応用する：

H2O ⇄ H+ +OH−. (2.22)

平衡状態 (電離平衡と呼ぶ)では平衡定数を K として次が成り立つ：

[H+][OH−]

[H2O]
= K (2.23)

水が電離する割合は非常に低く [H2O] = 1 として事実上差し支えない。
K の値も具体的に分かっていて

[H+][OH−] = 10−14 (mol/l)2 (2.24)
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である。
純水が電離すると H+ と OH− が同量生成されるので、[H+] = [OH−] =

10−7 となるが、塩酸 HCl や水酸化ナトリウム NaOH が少量混ざってい
ると、これらはほぼ完全に電離しその分 H+ や OH− が増え、(2.24) を成
り立たせる様に H+ が増減する。よって、水溶液の酸性・塩基性は [H+]

で表すことができる。そこで、

pH = − log10 [H
+] (2.25)

をその指標とする。 純水は中性とするので pH = 7 を中性とし、数値
が小さくなるほど [H+] が大きくなって酸性が強くなり、大きくなるほど
[H+] が小さくなって ([OH−] が大きくなって) 塩基性が強くなる。

3 連立微分方程式
ここまで出てきた微分方程式は本質的に一つの未知関数についての一
つの方程式であった。しかし、複数の未知関数に関する複数の微分方程
式を解くことが必要になる場合もある。このセクションでは、そのよう
な方程式のうち最も簡単なものを扱う。
(2.3) の形の微分方程式は、右辺が未知関数に関して線形なので、特に

(定数係数)線形微分方程式と呼ばれる。これを複数の未知関数に一般化
したものも (定数係数)線形常微分方程式と呼ばれる：

dx1

dt
= a1,1x1 + · · ·+ a1,nxn

...

dxn

dt
= an,1x1 + · · ·+ an.nxn.

(3.1)

これは

x =

x1

...

xn


,

A =

a1,1 · · · a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n


として

dx

dt
= Ax (3.2)
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と書かれるg。

問題 4. ノルムが定義されたベクトル空間に値を取るベクトル値関数の極
限を以下のように定義する：
x(t) をベクトル値関数、x0 をベクトルとするとき、

lim
t→t0

x(t) = x0
def⇐⇒ lim

t→t0
∥x(t)− x0∥ = 0

このとき、

dx

dt
=


dx1

dt
...

dxn

dt

 (3.3)

の正当性について以下の問に答えよ。

(1). 二乗和が収束する実数列の集合

l2 :=

{
x = (x1, x2, . . . , xk, . . .)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|xk|2 < +∞

}
は、成分ごとの和と差およびスカラー倍によりベクトル空間になる。

この空間に ∥x∥ :=

√√√√ ∞∑
k=1

|xk|2 でノルムを定める。

このとき、l2 要素の列 xn = (xn,1, xn,2, . . . , xn,k, . . .) で、各 k ごと
に xn,k → 0 (n → ∞) だが、 ∥xn∥ → 0 (n → ∞) ではない例をあ
げよ。

(よって無限次元では (3.3)が成り立つかどうか一般には分からない。
i.e. x(t) = (x1(t), x2(t), . . .) に対し

dx

dt
= lim

∆t→0

x(t+∆t)− x(t)

∆t
が(

dx1

dt
,
dx2

dt
, . . .

)
=

(
lim
∆t→0

x1(t+∆t)− x1(t)

∆t
, lim
∆t→0

x2(t+∆t)− x2(t)

∆t
, . . .

)
となるとは限らない。後者が存在しても前者は存在しない場合も
ある。)

g正確には (3.1) の左辺はスカラー関数の微分を並べたものであるが、(3.2) の左辺は
ベクトル値関数 x(t) の微分 lim

∆t→0

1

∆t
{x(t+∆t)− x(t)} である。しかしこの二つは一

致することが問題 4で簡単に示される。以下での解説ではこの事実を繰り返し用いる。
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(2).

dx

dt
=


dx1

dt
...

dxn

dt


を以下の手順に沿って示せ。

(a) ベクトルの極限の定義に従って dx

dt
= y の定義を述べよ。(た

だし y はあるベクトル。)

(b) x(t)の各成分 xi(t)が微分可能であるとき、x(t)は微分可能で、

dx

dt
=


dx1

dt
...

dxn

dt


であることを示せ。
[ヒント ]

以下が成り立つことを示せ：∥∥∥∥∥∥∥
x(t+∆t)− x(t)

∆t
−


dx1

dt
...

dxn

dt


∥∥∥∥∥∥∥ −→ 0 (∆t→ 0).

(c) x(t)が微分可能であるとき x(t)の各成分 xi(t)は微分可能で、

dx

dt
=


dx1

dt
...

dxn

dt


であることを示せ。

A が実行列の範囲で対角化可能な場合について (3.2) の解を求める方
法を解説する。
A が実行列の範囲で対角化可能とする、すなわち、ある実行列 P に
よって

P−1AP =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
...

...
. . .

0 · · · λn

 (3.4)
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となるとする。y = P−1x とすると

y =

y1
...

yn


として、 (3.4) は

dy

dt
= P−1APy (3.5)

すなわち 

dy1
dt

= λ1y1

...

dyn
dt

= λnyn.

(3.6)

となり、n 個の一変数の線形常微分方程式に分解する。
(3.6) の解は第 2節の議論より

y1(t) = C1e
λ1t

...

yn(t) = Cne
λnt.

(3.7)

なので (ただし C1, . . . , Cn は積分定数)、これより x(t) も求まる。
A が対角化できない場合はジョルダン標準形を考え、途中で定数変化
法による微分方程式の解法を用いることでこの議論は一般化できる。

この応用として、バネにつながれた物体の運動を考える。

k
x

kx

0 m γ dx
dt

mg

AAAAAAA
AAAAAAA
AAAAAAA
AAAAAAA
AAAAAAA
AAAAAAA
AAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAA
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バネ定数 k (k > 0) のバネは、自然長からの長さの変化 x に対して kx

の力でその変化を戻そうとする。更にこの運動は水中で行われて、速度
に比例する (比例定数 γ ≥ 0) 抵抗が働くとする。
このとき質量 m の物体にそのバネが繋がっていれば (バネは軽いとし、
その質量は無視する)、運動方程式は次の様になる：

m
d2x

dt2
= −kx− γ

dx

dt
−mg (3.8)

伸びている/縮んでいる方向から戻そうとする方向にバネの力が働き、
動いている方向と逆方向に抵抗が働く、また、重力は下向きに働くので
右辺の各項にはマイナスが付いている。
x+ mg

k
を xで置き換える変数変化をすると重力の項は消える：

m
d2x

dt2
= −kx− γ

dx

dt
(3.9)

この方程式は一つの未知関数についての一つの二階の微分方程式だが、
x1(t) = x(t)、x2(t) =

dx

dt
と置いて二つの未知関数に関する二つの一階の

微分方程式にする： 
dx1

dt
= x2

dx2

dt
= − k

m
x1 −

γ

m
x2

(3.10)

あるいは (
dx1

dt
dx2

dt

)
=

(
0 1

− k
m
− γ

m

)(
x1

x2

)
. (3.11)

この方程式は
γ > 2

√
km (3.12)

のときには右辺の行列は γ+
√

γ2−4km

2
√

γ2−4km

2m

2
√

γ2−4km

−γ+
√

γ2−4km

2
√

γ2−4km
− 2m

2
√

γ2−4km

( 0 1

− k
m
− γ

m

)(
1 1

−γ+
√

γ2−4km

2m

−γ−
√

γ2−4km

2m

)

=

−γ+
√

γ2−4km

2m
0

0
−γ−
√

γ2−4km

2m


(3.13)
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と実行列の範囲で対角化できるので

(
y1
y2

)
=

 γ+
√

γ2−4km

2
√

γ2−4km

2m

2
√

γ2−4km

−γ+
√

γ2−4km

2
√

γ2−4km
− 2m

2
√

γ2−4km

(x1

x2

)
(3.14)

として 
dy1
dt

=
−γ +

√
γ2 − 4km

2m
y1

dy2
dt

=
−γ −

√
γ2 − 4km

2m
y2

(3.15)

となる。これを解いて
y1 = C1 exp

(
−γ +

√
γ2 − 4km

2m
t

)

y2 = C2 exp

(
−γ −

√
γ2 − 4km

2m
t

) (3.16)

(3.14) より (
x1

x2

)
=

(
1 1

−γ+
√

γ2−4km

2m

−γ−
√

γ2−4km

2m

)(
y1
y2

)
(3.17)

なので、

x(t) = x1(t) = y1(t) + y2(t)

= C1 exp

(
−γ +

√
γ2 − 4km

2m
t

)
+ C2 exp

(
−γ −

√
γ2 − 4km

2m
t

)
(3.18)

となる。

0 ≤ γ < 2
√
km (3.19)

の場合は、固有値が複素数になるが Euler の公式を使うと同様のことが
できる。しかし、ここでは実行列の範囲の議論で解くことを考える。
この場合には対角化の代わりに次の定理を用いる：
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定理 2.

2次の実正方行列 Aは複素固有値 λ = α+ iβ (α, β ∈ R, β ̸= 0) を持つ
とする。この時以下が成り立つ：

(1). λ̄ = α− iβ も A の固有値。

(2). 適当な行列 P を用いて実標準形に変換できる：

P−1AP =

(
α −β
β α

)
(3.20)

証明.

(1). v を A の固有値 λ に属する固有ベクトルとすると Av = λv だが、
この両辺の複素共役をとると Āv̄ = λ̄v̄。(ただし、Ā は A の各成
分の複素共役をとったものであり、 v̄ は v の各成分の複素共役を
とったものである。) A は実行列なので Ā = A より Av̄ = λ̄v̄。つ
まり v̄ は A の固有値 λ̄ に属する固有値。

(2). A の固有値 λ と λ̄ に属する固有ベクトル v と v̄ について

pRe =
v + v̄

2
, pIm =

v − v̄

2i
(3.21)

とおくと pRe と pIm は実ベクトルである。( v の実部と虚部。)こ
のとき

ApRe =
1

2
(Av + Av̄)

=
1

2

(
λv + λ̄v̄

)
=

λ+ λ̄

2
· v + v̄

2
− λ− λ̄

2i
· v − v̄

2i

= αpRe − βpIm

ApIm =
1

2i
(Av − Av̄)

=
1

2i

(
λv − λ̄v̄

)
=

λ− λ̄

2i
· v + v̄

2
+

λ+ λ̄

2
· v − v̄

2i

= βpRe + αpIm

(3.22)
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従って P = (pIm pRe) とおくと

AP = A(pIm pRe)

= (ApIm ApRe)

= (αpIm + βpRe − βpIm + αpRe)

= (pIm pRe)

(
α −β
β α

)

= P

(
α −β
β α

)
(3.23)

従って

P−1AP =

(
α −β
β α

)
(3.24)

(3.19)の下で (3.10) つまり (3.11) を考えるには、先ず

γ = 0 (3.25)

の場合を考える： (
dx1

dt
dx2

dt

)
=

(
0 1

− k
m

0

)(
x1

x2

)
. (3.26)(

0 1

− k
m

0

)
の固有値は ±i

√
k
m
で、固有ベクトルは

(
1

±i
√

k
m

)
なので

P =

(
0 1√
k
m

0

)
とおくと

P−1

(
0 1

− k
m

0

)
P =

 0 −
√

k
m√

k
m

0

 (3.27)

となる。

定理 3.

β ∈ R について (
dy1
dt
dy2
dt

)
=

(
0 −β
β 0

)(
y1
y2

)
. (3.28)

の解は sin βt と cos βt の一次結合で書かれる。
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証明.

(3.9)において γ = 0のとき、全エネルギー E = m
2

(
dx
dt

)2
+ k

2
x2 が保存

することをヒントに考えると

d

dt

{
y21 + y22

}
= 2y1

dy1
dt

+ 2y2
dy2
dt

= 2y1 (−βy2) + 2y2 (βy1)

= 0

(3.29)

従って、ある定数 C について y21 + y22 ≡ C2 であり、{
y1 = C cos θ(t)

y2 = C sin θ(t)
(3.30)

とおくことができる。但し θ(t) は t の未知関数とする。
このとき θ = tan−1 y2

y1
なので y1 ̸= 0では

dθ

dt
=

1(
y2
y1

)2
+ 1
·

dy2
dt
y1 − y2

dy1
dt

y21

=
1

y21 + y22
(βy1y1 − y2(−βy2))

= β

(3.31)

y1 = 0 のときは y2 ̸= 0 なので、θ = cot−1 y1
y2
に対し同様の結果が成り立

ち、結局
θ(t) = βt+ θ0 (3.32)

となる。但し θ0 は定数とする。
従って (

y1(t)

y2(t)

)
=

(
C cos(βt+ θ0)

C sin(βt+ θ0)

)

=

(
C cos θ0 cos βt− C sin θ0 sin βt

C cos θ0 sin βt+ C sin θ0 cos βt

)

= C1

(
cos βt

sin βt

)
+ C2

(
sin βt

− cos βt

) (3.33)

但し C1 = C cos θ0 と C2 = −C sin θ0 は C と θ0 を適切に選ぶことによっ
て任意に取れる。
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これより (3.9) の (3.25) の時の解は

x(t) = C1 cos

√
k

m
t+ C2 sin

√
k

m
t (3.34)

となる。但し C1、C2 は任意定数。

0 < γ < 2
√
km (3.35)

の場合は
(

0 1

− k
m
− γ

m

)
の固有値は −γ±i

√
4km−γ2

2m
で、固有ベクトルは(

1
−γ+i
√

4km−γ2

2m

)
と
(

1
−γ−i
√

4km−γ2

2m

)
なので、P =

(
0 1√

4km−γ2

2m
− γ

2m

)
とおくと

P−1

(
0 1

− k
m
− γ

m

)
P =

 − γ
2m

−
√

4km−γ2

2m√
4km−γ2

2m
− γ

2m

 (3.36)

となる。
この場合は積の微分公式：

d

dt

{
y(1)(t)y(2)(t)

}
=

dy(1)
dt

y(2)(t) + y(1)(t)
dy(2)
dt

(3.37)

を利用する。

定理 4.

α, β ∈ R について (
dy1
dt
dy2
dt

)
=

(
α −β
β α

)(
y1
y2

)
. (3.38)

の解は eαt sin βt と eαt cos βt の一次結合で書かれる。

証明.

(3.38) を二つに分けて考える：(
dy1
dt
dy2
dt

)
=

(
α 0

0 α

)(
y1
y2

)
+

(
0 −β
β 0

)(
y1
y2

)
. (3.39)
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(3.7) の解が (3.9) であることより(
dy1(1)
dt

dy2(1)
dt

)
=

(
α 0

0 α

)(
y1(1)
y2(1)

)
. (3.40)

の解は (
y1(1)(t)

y2(1)(t)

)
=

(
C1e

αt

C2e
αt

)
(3.41)

であり、(3.28) の解が (3.33) であることより(
dy1(2)
dt

dy2(2)
dt

)
=

(
0 −β
β 0

)(
y1(2)
y2(2)

)
. (3.42)

の解は (
y1(2)(t)

y2(2)(t)

)
=

(
C3 cos βt+ C4 sin βt

C3 sin βt− C4 cos βt

)
. (3.43)

である。
従って C1 = C2 ( すなわち y1(1)(t) = y2(1)(t) )として(

y1(t)

y2(t)

)
=

(
y1(1)(t)y1(2)(t)

y2(1)(t)y2(2)(t)

)
(3.44)

とすると、積の微分公式より
(
y1(t)

y2(t)

)
は (3.38) を満たす。

上の定理より (3.9) の (3.35) のときの解は

x(t) = C1e
− γ

2m
t cos

√
4km− γ2

2m
t+ C2e

− γ
2m sin

√
4mk − γ2

2m
t (3.45)

となる。但し C1、C2 は任意定数。

γ = 2
√
km (3.46)

の場合は対角化が出来なので、ジョルダン標準形に変形することになる。

この場合は
(

0 1

− k
m
− γ

m

)
=

(
0 1

− k
m
−2
√

k
m

)
の固有値は −

√
k
m
のみ。

固有ベクトルは
(

1

−
√

k
m

)
で、

{(
0 1

− k
m
−2
√

k
m

)
−
(
−
√

k
m

)(1 0

0 1

)}(
0

1

)
=

(
1

−
√

k
m

)
(3.47)
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なので、 P =

(
1 0

−
√

k
m

1

)
とおくと

P−1

(
0 1

− k
m
−2
√

k
m

)
P =

−√ k
m

1

0 −
√

k
m

 (3.48)

となる。

定理 5.

λ ∈ R について (
dy1
dt
dy2
dt

)
=

(
λ 1

0 λ

)(
y1
y2

)
(3.49)

の解は {
y1(t) = C1e

λt + C2te
λt

y2(t) = C2e
λt

(3.50)

となる。但し C1、C2 は任意定数。

問題 5. 上の定理を定理 4 と同様の方法で証明せよ。

これより (3.9) の (3.46) のときの解は

x(t) = (C1 + C2t)e
−
√

k
m
t (3.51)

となる。但し C1、C2 は任意定数。

4 定性的議論
次に、解を独立変数の一価関数として書き下すことができなくても必
要な情報が導き出せる例を紹介する。
1914～23年の間のイタリアのフューメ港での漁獲量のデータによると、
第一次世界大戦 (1914年～18年)の間は、あまり漁ができなかったために
魚の数が増加したことが期待されたにも関わらず、実際には (食用には適
さない)サメの数が著しく増加し食用の魚の数が減少したことが示唆され
た。数学者ヴォルテラは以下で紹介する数理モデルによって、この一見
奇妙な現象の説明を試みた。
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先ず、時刻 t におけるフューメ港周辺の食用魚の個体数を x(t)、それ
を食べるサメなどの個体数を y(t) とする。
食用魚は餌のプランクトンは十分にいて餌の不足による増加数の制約
は無いと考え、外敵がいなければ一定時間内に現在の個体数 x(t) に比例
した数 a1x(t) 生まれ、同時に現在の個体数に比例した数 a2x(t) だけ死ぬ
と考える：

dx

dt
= a1x− a2x (4.1)

すなわち a = a1 − a2 とおいて (放っておけば魚は増えるので a > 0)

dx

dt
= ax (4.2)

しかし、実際にはサメに食べられて減るのだが、サメの個体数が一定で
も食用魚の数が増えれば回遊中ににサメに出会い食べられる食用魚が増
え、逆に食用魚の個体数が一定でもサメが増えればやはり食べられる食
用魚は増えるので、この数は双方の積 x(t)y(t) に比例すると考える (比例
定数 b > 0)：

dx

dt
= ax− bxy (4.3)

サメの個体数は一定時間内に現在の個体数に比例して死ぬが、増加は
餌である食用魚の数による制約にさらされるため、食用魚の数と現在の
個体数の積 x(t)y(t) に比例して増えると考える：

dy

dt
= −cy + dxy (4.4)

以上 2式を合わせたものをロトカ-ヴォルテラ方程式よぶ：
dx

dt
= ax− bxy

dy

dt
= −cy + dxy

(4.5)

以下では、モデルの意味から x(t) > 0, y(t) > 0 の範囲で考える。h
先ずこの方程式の解は周期的である。すなわち、各解 (x(t), y(t)) ごと
に、ある T > 0 について (x(t+ T ), y(t+ T )) = (x(t), y(t)) が成り立って
いる。

h本当は、 x(0) > 0, y(0) > 0 をみたす初期値を持つ解は任意の t に対して x(t) > 0,
y(t) > 0 を満たす、ことを示しておかなければ以下の解析には進めないのだが、それに
は微分方程式の解の一意性の定理が必要なので、ここでは紙数と話の繋がりの関係でそ
れを省略する。
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方程式 (4.5) の一つの解を (x(t), y(t)) とする。dx
dt
̸= 0 の時には x(t) は

単調増加もしくは単調減少なので、逆関数を考えて t を x の関数と考え
ることができるので、合成関数の微分法則と逆関数の微分法則より

dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
−cy + dxy

ax− bxy
=

y(−c+ dx)

x(a− by)
(4.6)

これは変数分離形なので解くと
ya

eby
· x

c

edx
= K (4.7)

ただし、 K は定数。
f(y) = ya

eby
とおくと f(0) = 0, lim

y→+∞
f(y) = 0 で、f(y) は y = a

b
で

最大値 N =
(
a
b

)a/
ea を持つ。同様に g(x) = xc

edx
とおくと g(0) = 0,

lim
x→+∞

g(x) = 0 で、g(x) は x = c
d
で最大値M =

(
c
d

)c/
ec を持つ。

K > MN の時は (4.7) を満たす x, y は存在しない。
K = MN の時は (4.7) を満たすのは x = c

d
, y = a

b
のみで、このとき

(4.5) の右辺はゼロであり、解は動かない (平衡点とよぶ)。
K < MN の時は、 m = K

N
< M とすると xc

edx
= m となる x は c

d
を

挟んで二つある。これを x1 <
c
d
< x2 とする。

(4.7) を
ya

eby
=

edx

xc
K (4.8)

と書くと、x < x1 または x > x2 ではこれを満たす y は存在せず、x = x1

または x = x2 では y は丁度一つ y = a
b
であり、 x1 < x < x2 では二

つありこれを y1(x), y2(x) とする。このとき lim
x→x1

yi(x) = lim
x→x2

yi(x) =
a
b

(i = 1, 2)なので、(4.7) の解は閉曲線になっている。
(x, y) = ( c

d
, a
b
) が方程式 (4.5) の唯一の平衡点なので、この曲線上には

平衡点は無く、この曲線上を動く解は周期的である。
実際に観察されるのは一年間の漁獲量であって毎日の個体数では無い
ので、x(t) と y(t) の平均を求める。

1

T

∫ T

0

dx
dt

x(t)
dt =

1

T

∫ T

0

{a− by(t)} dt (4.9)

だが ∫ T

0

dx
dt

x(t)
dt = log x(T )− log x(0) = 0 (4.10)
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なので
ȳ =

1

T

∫ T

0

y(t)dt =
a

b
(4.11)

同様に
x̄ =

1

T

∫ T

0

x(t)dt =
c

d
(4.12)

となる。
今、漁によって食用魚もサメも個体数に対して同じ割合で捕獲された

(区別して獲ることができない)として
dx

dt
= ax− bxy − εx = (a− ε)x− bxy

dy

dt
= −cy + dxy − εy = −(c+ ε)y + dxy

(4.13)

が成り立つと考える。ただし、ε > 0 とする。
このとき、ここまで解析よりそれぞれの個体数は

x̄ =
c+ ε

d
, ȳ =

a− ε

b
(4.14)

となる。
すなわち、漁をした方が食用魚の個体数は増えて、サメの個体数は減
ることになる。

注意 2. 方程式 (4.5) は非常に単純なので、これでどこまで現実を表現で
きているかは難しい問題である。しかし、このモデルによって「漁をする
と魚が減って、漁が出来なければ魚が増える」というのが単なる思い込
みであり、そうならないことの説明に特段他の要因を必要としない場合
もあることを示した意義は大きい。より詳しくは [ブラウン] pp.224–232

参照。

ごく最近でも、鮭の稚魚の放流が必ずしも鮭の増加に繋がらない可能
性を数学的な分析により示した例がある。([先崎、照井、卜部、西沢])

5 付録 – 運動量保存則とエネルギー保存則 –

位置 x にある質量 m の物体に力 F が作用すると、その物体の運動は
以下の運動方程式に従う：

m
d2x

dt2
= F (5.1)
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力学とはこれが全てである。あとはこの微分方程式をいかに解くか、或
いは、解かなくても/解けなくてもいかに有用な情報を引き出すか、とい
う理論が作られているのである。
運動量保存則
内部では押し合い引き合いがあるかもしれないが、物体に外部から力
が働かないとき、即ち、全体としては F = 0 である時は、(5.1) を F = 0

として積分すると

m
dx

dt
(t1)−m

dx

dt
(t0) =

∫ t1

t0

0 dt = 0 (5.2)

となる。すなわち、任意の時刻 t0、t1 について

m
dx

dt
(t1) = m

dx

dt
(t0). (5.3)

そこで m
dx

dt
を運動量と呼んで (5.2) を運動量保存則と呼ぶ。

注意するべき点は、物体がいくつかの部分 (k = 1, . . . , n) からなる時：

m1
d2x1

dt
=
∑
i ̸=1

Fi,1

...

mn
d2xn

dt
=
∑
i ̸=n

Fi,n

(5.4)

(Fi,j は i 番目の物体が j 番目の物体に及ぼす力) についても、外部から
力が働いていない、すなわち∑

k

mk
d2xk

dt2
=
∑
k

∑
i ̸=k

Fi,k = 0 (5.5)

であれば (作用-反作用の法則から、Fi,j = −Fj,i なので、外部から力が働
いていなければ (5.5) は自動的に成り立つ)、この全体を積分してやはり
運動量保存則が得られる：∑

k

mk
dxk

dt
(t1) =

∑
k

mk
dxk

dt
(t0) (5.6)

エネルギー保存則
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(5.1) でやはり F = 0 とする。今度は両辺に dx

dt
をかけて積分すると

次のようになる：

m

2

(
dx

dt
(t1)

)2

− m

2

(
dx

dt
(t0)

)2

=

∫ t1

t0

m
dx

dt

d2x

dt2
dt

=

∫ t1

t0

F
dx

dt
dt = 0

(5.7)

つまり m

2

(
dx

dt

)2

を運動エネルギーと呼んで、運動エネルギー保存則が

成り立つ：
m

2

(
dx

dt
(t1)

)2

=
m

2

(
dx

dt
(t0)

)2

(5.8)

F = 0 の場合は単に一定速度で真っ直ぐ進むだけで面白い運動はしな
いが、多くの場合にポテンシャル関数 (ポテンシャルエネルギー)と呼ば
れる関数 U(x) によって F が与えられる：

F = − d

dx
U(x). (5.9)

この場合は (5.7) と同じ計算をすると

m

2

(
dx

dt
(t1)

)2

− m

2

(
dx

dt
(t0)

)2

= −
∫ t1

t0

dU

dx
· dx
dt

= U (x(t0))− U (x(t1)) .

(5.10)

これより、力学的エネルギー保存則が成り立つ：

m

2

(
dx

dt
(t1)

)2

+ U (x(t1)) =
m

2

(
dx

dt
(t0)

)2

+ U (x(t0)) (5.11)

物体がいくつかの部分からなるときも、同じ計算から全体での力学的
エネルギー保存則が成り立つ。
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