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注意
本稿を読む前に必ず [くるくら動画] を見て [くるくら記事]を読んで下
さい。Clothoid 曲線の利用価値が分かります。

1 平面曲線の曲率
座標平面上の滑らかな曲線 (x(t), y(t)) を考える。この曲線上をパラメ
タ tの増える向きに長さ∆sだけ移動した時に、(x(t), y(t)) における接線
の向きが角度∆θだけ変わったとする。この時、(x(t), y(t)) における法線
の向きも∆θだけ変化する。
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定義 1.

この曲線の点 (x(t), y(t))における曲率 κを次で定義する：

κ := lim
∆s→0

∆θ

∆s
(1.1)
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曲線が円周の場合は、半径をRとすると∆θ = ∆s
R
なので、κ = 1

R
とな

る。つまり、曲率は曲線を円で近似した時の半径の逆数である。
以下全ての tで (x′(t), y′(t)) ̸= (0, 0)であるとする。
この曲線の接ベクトルは (x′(t), y′(t))であり、これが x軸の正の向きと
なす角度を θとすると、x′(t) ̸= 0のときは

θ = tan−1 y
′(t)

x′(t)
(1.2)

である。
曲線の長さは s =

∫ t

0

√
{x′(τ)}2 + {y′(τ)}2 dτ であることから

κ =
dθ

ds
=

dθ

dt
· dt
ds

=
d

dt

(
tan−1 y

′(t)

x′(t)

)/ds

dt

=
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

{x′(t)}2 + {y′(t)}2
· 1√

{x′(t)}2 + {y′(t)}2

=
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)[
{x′(t)}2 + {y′(t)}2

] 3
2

(1.3)

特に tを弧長 sに取るときは
√
{x′(s)}2 + {y′(s)}2 = 1なので

κ = x′(s)y′′(s)− x′′(s)y′(s) (1.4)

となる。
x′(t) = 0のときは y′(t) ̸= 0より

θ = cot−1 x
′(t)

y′(t)
(1.5)

から同じ式が得られる。
特に曲線が関数 y = f(x) のグラフとして与えられているときは、t の
代わりに x をパラメタとすると x′ = 1, y′ = f ′(x) なので

κ =
f ′′(x)[

1 + {f ′(x)}2
] 3

2

(1.6)

であり、グラフが x = 0 で x 軸に接している ( f ′(0) = 0 ) ときには

κ(0) = f ′′(0) (1.7)

となる。
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2 Clothoid 曲線
曲率が曲線の始点からの長さ (弧長とよぶ)に比例する曲線、すなわち

κ = Cs, Cは定数 (2.1)

を満たす曲線をClothoid曲線とよぶ。C = 1 の場合を考えると、 κ = dθ
ds

なのでこれは以下を解けばよい：
dθ

ds
= s (2.2)

従って
θ =

s2

2
+ C (2.3)

始点で κ = 0(つまり曲がっていない)とすると

θ =
s2

2
(2.4)

これが Clothoid 曲線の式である。
以下これを x-y座標で表現する。θを x軸となす角として測り、始点で
は曲線の接線が x軸に平行であるとするように曲線を配置すると、s = 0

で θ = 0なので (2.4)の場合となる。このとき
dx

ds
= cos θ

dy

ds
= sin θ

(2.5)

が成り立つ。 y

ds
dy

θ
dx

x

従って特に始点を原点にとる、すなわち (x(0), y(0)) = (0, 0)とすると：
x(s) =

∫ s

0

cos
σ2

2
dσ

y(s) =

∫ s

0

sin
σ2

2
dσ

(2.6)
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となる。

問題 1.

(2.6)で与えられる曲線が実際に κ = s を満たすことを (1.3)を用いて
確かめよ。
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