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2023 年 12 月 21 日

第 I部

初等積分法とその応用
1 微分方程式とは
定義 1.

未知関数の導関数を含む方程式を一般に微分方程式と呼ぶ。

具体例 1.

炭素 14は β 線を出して β 崩壊して窒素 14になるが、個々の原子がい
つ崩壊するかは分らず一定時間内に崩壊する確率だけがわかるa。時刻 t

に存在する炭素 14原子の数を N(t) とすると時間間隔 ∆t の間に崩壊す
る原子の数は、確率なので N(t) と ∆t に比例し

kN(t)∆t (1.1)

となる。ただし k は崩壊定数と呼ばれる定数。従って

N(t+∆t)−N(t) = −kN(t)∆t (1.2)

a研究が進んでいなくて未だ分からないのではなく、量子力学の原理として確率的な
ことしか分らない。
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が成り立つ。ここで両辺を ∆t で割って ∆t → 0 とすると次の微分方程
式が得られるb：

d

dt
N(t) = −kN(t). (1.3)

具体例 2.

Hookeの法則により、バネ定数 k (k > 0)のバネは自然長からの長さの
変化 x に対して kx の力でその変化を戻そうとする。今バネ定数 k のバ
ネに質量 m の錘が吊り下げられていて、水中で振動することを考える。
水中では (錘の体積に比例する)浮力 bと速度に比例する (比例定数 γ ≥ 0)

抵抗が働くとする。

k

x

b

0 m kx, γ dx
dt

mg
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運動方程式は次の様になる (バネは軽いとし、その質量は無視する)：

m
d2x

dt2
= −kx− γ

dx

dt
−mg + b (1.4)

伸びている/縮んでいる方向から戻そうとする方向にバネの力が働き、動
いている方向と逆方向に抵抗が働くので右辺の第一、二項にはマイナス
が付いている。また、上向を x が正としているので第三項にもマイナス
がつく (g は重力定数。)

定義 2.

引数を一つ持つ未知関数についての方程式で、その未知関数の導関数
を含むものを常微分方程式cとよぶ。

bN(t) はそもそも自然数なので本来は微分不可能だが、大きな自然数は実数で近似
した上で微分可能と仮定することが多い。しかし、この微分可能性はあくまで作業仮説
であり、注意が必要な場合もある。

c引数を二つ以上持つ未知関数の、それぞれの引数についての偏導関数を含む方程式
は偏微分方程式と呼ばれる。
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更に、方程式に含まれる未知変数の導関数の階数を、 その方程式の階
数とよぶ。

上述の例では、N(t) と x(t) が未知関数で、(1.3) と (1.4) は、それら
の導関数を含むので、 N(t) と x(t) の常微分方程式であり、(1.3) は一階
の常微分方程式、(1.4) は二階の常微分方程式である。

定義 3.

常微分方程式が与えられた時、方程式を満たす一つの関数をその方程
式の特殊解とよぶ。
一つの常微分方程式が二つ以上 (通常は無限個)の解を持つ時、それを
まとめて一般解とよぶ。

注意 1.

単に常微分方程式の解と言う場合、特殊解を指す場合と一般解を指す
場合の両方があるので、文脈からそれを峻別する必要がある。

例 1.

N(t) = e−kt は (1.3) の特殊解であり、全ての解は適当に定数を C を
選ぶことでN(t) = Ce−kt と書けるので、これが (1.3)の一般解である。

例 2.

γ < 2
√
km のときは

x(t)=e−
γ
2m

t cos

(√
k

m
− γ2

4m2

)
t +

b−mg

k

は (1.4)の特殊解であり、全ての解は、適当に定数 A,B を選ぶことで

x(t)=e−
γ
2m

t

{
A cos

(√
k

m
− γ2

4m2

)
t+B sin

(√
k

m
− γ2

4m2

)
t

}
+
b−mg

k

と書けるので、これが (1.4)の一般解である。

特定の物理過程を考える時には一般解を考えるだけでは不十分であり、
通常はある時刻における観測値を用いて過去や将来の値を推定すること
が行われる。
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具体例 3.

炭素 14の β崩壊では、時刻 t = 0における炭素 14の原子数N(0)から
任意の時刻 tにおける原子数N(t)を推定する。この場合特殊解N(t) =

N(0)e−ktを考えることになる。
逆に、時刻 t0における原子数N(t0)から時刻 t = 0で幾つ原子があった
かを遡って推測する場合もある。この場合は特殊解N(t) = N(t0)e

−k(t−t0)

を考える。

具体例 4.

バネに繋がれた水中で振動する錘が時刻 t0に位置 x(t0) = x0、初速度
dx
dt
(t0) = v0で振動を始めるときには、特殊解

x(t) = e−
γ
2m

(t−t0)

{(
x0+

mg − b

k

)
cos

(√
k

m
− γ2

4m2

)
(t−t0)

+
2mv0k+γx0k+γ(mg − b)

k
√
4km− γ2

sin

(√
k

m
− γ2

4m2

)
(t−t0)

}
+
b−mg

k

を考える。

定義 4.

与えられた常微分方程式

f

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

dny

dxn

)
= 0 (1.5)

の特殊解が満たすべき条件

y(x0) = y0,
dy

dx
(x0) = y1 , . . . ,

dn−1y

dxn−1
(x0) = yn−1 (1.6)

を初期条件 (または初期値) とよび、常微分方程式 (1.5)の初期条件 (1.6)

を満たす特殊解を求める問題を、常微分方程式 (1.5)の初期値問題とよぶ。

定義 5.

常微分方程式が未知関数の最高階の導関数をそれより低い階数の導関
数や未知関数の引数で表した形、すなわち次の形をしている時、正規形
の常微分方程式であるという：

dny

dxn
= f

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

dn−1y

dxn−1

)
(1.7)
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例 3.

方程式 (1.3)と (1.4)は正規形の常微分方程式である。

以下で具体的な常微分方程式の解き方を紹介していくが、先ず注意す
べきなのは、例えば (1.3)は両辺を積分しても

N(t) = −k
∫
N(t)dt (1.8)

と右辺の積分の中に再び未知関数 N(t) が入ってしまい解は求まらないこ
とである。そこで、微分方程式を解くために様々な工夫をするが、特に
代数演算と微分積分による解法を初等積分法または求積法とよぶ。
次の解法は初等積分法の中でも基本的なものである。

定義 6.

次の形の常微分方程式を変数分離形の常微分方程式とよぶ：

dy

dx
=
g(x)

f(y)
(1.9)

但し f(y)は yのみの関数で g(x)は xのみの関数とする。

定理 1.

(1.9) の形の微分方程式は次の様に「変数を分離して」積分することに
より解が求まる： ∫

f(y)dy =

∫
g(x)dx (1.10)

証明. 先ず、 (1.10) の両辺を x で微分すると (1.9) が得られる。
次に、F (y) =

∫
f(y)dy と置き、y = y(x) を (1.9)の解とする。この時

d

dx
F (y(x)) =

dF

dy
· dy
dx

= f (y(x))
d

dx
y(x) = g(x) (1.11)

の両辺を x で積分して

F (y(x)) =

∫
g(x)dx (1.12)

つまり (1.10) が得られる。
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例 4.

(1.3)は、N(t) ̸= 0の時には上の定理で x= t, g(x)=−k, y=N, f(y)= 1
N

とみると変数分離形である。従って解は∫
1

N
dN =

∫
−kdt (1.13)

により与えられる。この積分を実行すると、cを積分定数として

logN = −kt+ c, i.e. N = ece−kt (1.14)

ecを新たにC( ̸= 0) と置いて

N(t) = Ce−kt (1.15)

N(t) = 0の場合はC = 0とするとN ≡ 0が得られて、これも含めて (1.3)

の一般解は、Cを任意定数として

N(t) = Ce−kt (1.16)

である。

注意 2.

例 4の議論は当然のことながらそのままでは不十分である。なぜなら、
全ての tでN(t) ≠ 0の場合と、全ての tでN(t) = 0である場合しか検討
されておらず、N(t) ̸= 0となる tとN(t) = 0となる tの両方が存在する
場合が考慮されていないからである。この問題は次の定理の後半の一意
性に訴えることで解消される。
すなわち、ある t0でN(t0) = 0であったとすると、N̄(t) ≡ 0は N̄(t0) = 0

を満たす解なので、(1.3)の右辺は Lipschitz 連続であることから解の一
意性よりN(t) = N̄(t) ≡ 0となる。
しかし、定理の仮定を満たさないときなどは、上記の様な議論では一
部の解を取りこぼすことになる。この件はこの定理を証明する際に再び
議論する。

定理 2 (常微分方程式の解の存在と一意性).

正の実数 a, b と実数 c について、二変数関数 f(x, y) は長方形領域
{|x| ≤ a |y−c| ≤ b} ⊂ R2で連続で、ある正の実数M について |f(x, y)| ≤
M を満たし、更に y について一様に Lipschitz 連続であるとする。この
時 x の未知関数 y(x) に関する常微分方程式

dy

dx
= f(x, y) (1.17)
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は初期条件
y(0) = c (1.18)

を満たす解を x = 0 の近傍でただ一つもつ。

証明は第二部第１章で与える。
多くの初等積分法が、式変形によって与えられた微分方程式を変数分
離形に持ち込むことによっている。

宿題 1.

• ファン・メーヘレンのプリントを読んでくる。

• 寺田文行・坂田そう 共著「新版演習微分方程式」P.1～11 (小テス
ト範囲)

2 初等積分法とその応用１
変数分離形常微分方程式の応用

具体例 5.

ある地域にいる特定の生物の個体数の変化を考える。
その生物の時刻 tにおける個体数をN(t)で表す。単位時間あたりの増
加率を kとすると時間間隔∆t間での個体数変化は、時間間隔とその時の
個体数に比例すると考えるのが自然なので

N(t+∆t)−N(t) = kN(t)∆t (2.1)

と表される。この両辺を∆tで割って∆t→ 0の極限を考えると

dN

dt
= kN (2.2)

となるd。

d当然 (2.1)は kが定数だとしても正確には成り立たたず

k

(
min

t≤τ≤t+∆t
N(τ)

)
∆t ≤ N(t+∆t)−N(t) ≤ k

(
max

t≤τ≤t+∆t
N(τ)

)
∆t

と考えるべきかもしれない。しかし、この式の極限をとってもやはり (2.2)が得られる
ので、通常は (2.1)様な書き方をする。
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(2.2)の解はN(t) = N(0)ektだが、k > 0の時は個体数が爆発的に無制
限に増大し、k < 0の時はいくらでも減少して直ぐに絶滅してしまう。
これを人口増加に当てはめて人口爆発を最初に論じたのがMalthusの

「人口論」(1798年)である。その要点は以下の様にまとめられている：

人口は制限されなければ幾何級数的 (等比級数的)に増加する
が生活資源は算術級数的 (等差級数的)にしか増加しないので、
生活資源は必ず不足する

総務省 Webpage：
https://www.soumu.go.jp/johotsusintokei/whitepaper/ja/h25/html/nc123110.html

Malthusも指摘している様に、個体数が無限に増え続けると考えるのは
実際の生物としては不合理である。そこで方程式を以下の様に修正する。
増加率 kが現在の個体数に依存すると考える。個体数が非常に少ない時
は内的自然増加率 k0 > 0で増加し、個体数が増えてくると同一生物内で
資源 (生息場所、餌等)の奪い合いが生じて増加率は低下する。さらに個
体数が増加すると、その地域で生息できる個体数の限界である環境収容力
Kに達し、それを超えると過当競争により減少する。この様なメカニズ
ムを実現する最も簡単な場合を考え、k = k0

(
1− N

K

)
として次の logistic

方程式を得る：
dN

dt
= k0

(
1− N

K

)
N (2.3)

これを解くと、初期値N(0) > 0(生物の個体数なので当然正である)の
大きさに応じて、単調に増加或いは減少して環境収容力に漸近する一般
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解が得られる：
N(t) =

KN(0)

(K −N(0))e−k0t +N(0)
(2.4)

具体例 6.

人間が感覚刺激の強度の差異を区別できる閾値は、その時の刺激の強
度に反比例すると言われている。すなわち、刺激の強さが Sである時に、
感知できる最小の差異∆Sについて

∆S

S
=定数 (2.5)

であるという法則がWeberによって提唱された。これをWeber比とよぶ。
さらに Fechnerは、人間の感覚の強度をRとすると、その差異∆Rは

∆R = k
∆S

S
(2.6)

を満たす (kは比例定数)と考え、刺激が∆S変化した時の感覚強度の変
化∆R

∆R

∆S
=
k

S
(2.7)

において、∆S,∆R は非常に小さいので∆S → 0での極限の方程式
dR

dS
=
k

S
(2.8)

を考え、これを解いて次の関係を提唱した：

R = k log
S

S0

(2.9)

但し、S0は知覚できる刺激の下限であり、この時に知覚する強度は 0と
なる。これを (Weber-)Fechnerの法則とよぶ。
例えば、音を人間が感じる大きさを表す単位デシベル (dB)は、鳴っ
ている音の圧力レベル Pe(単位パスカル (Pa))と聞こえる大きさの下限
Pe0 = 2× 10−5[Pa]を用いて

20 log
Pe
Pe0

[dB] (2.10)

と定められている。
その後 Stevensは、(2.8)を以下の様に修正し

dR

dS
= n

R

S
(2.11)
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(nは比例定数)、これを解いて次の Stevensのべき法則を提唱した：

R = KSn (2.12)

(Kは単位の取り方で決まる比例定数。)

一階線型常微分方程式

定義 7.

次の形の常微分方程式を一階線型常微分方程式とよぶ：

dy

dx
+ P (x)y = Q(x) (2.13)

但し、P (x)とQ(x)は xのみの関数。

この形の方程式は、次の定数変化法で解ける。

(1). 方程式 (2.13)の右辺をゼロとした同次方程式 (または斉次方程式)を
考える：

dy

dx
+ P (x)y = 0 (2.14)

これは変数分離形なのでその一般解は

y = Ce−
∫
P (x)dx (2.15)

(Cは任意定数。)

(2). (2.15)の任意定数Cを xの関数C(x)と見立てて

y = C(x)e−
∫
P (x)dx (2.16)

をもとの方程式 (2.13) に代入すると

dC

dx
e−

∫
P (x)dx−C(x)P (x)e−

∫
P (x)dx+P (x)C(x)e−

∫
P (x)dx=Q(x) (2.17)

すなわち
dC

dx
= Q(x)e

∫
P (x)dx (2.18)

となるので、
C(x) =

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx (2.19)

が得られ、これを (2.16)に代入して (2.13)の解を得る。
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完全微分型微分方程式と積分因子
線積分を思い出そう。
平面上に C1級ベクトル場 (f(x, y), g(x, y))が与えられているときに、
平面上の点AからBに至る区分的にC1級である曲線

C =

{
(x(t), y(t))

∣∣∣∣∣ tA ≤ t ≤ tB, (x(tA), y(tA)) = A, (x(tB), y(tB)) = B,

tA = t0 < t1 < · · · < tk < tk+1 = tBを除いてC1級

}

(x(t0), y(t0)) = A

(x(t2), y(t2))

(x(t1), y(t1))

(x(t3), y(t3)) = B

に沿った線積分を考える (一年生の微分積分学 I・II、二年生前期の微分
積分学続論 Iの教科書 [齋藤正彦]243ページ参照)：∫

C

fdx+gdy =
k∑
i=0

∫ ti+1

ti

{
f (x(t), y(t))

dx

dt
(t) + g (x(t), y(t))

dy

dt
(t)

}
dt

(2.20)

この積分の値は一般には C の端点 A,Bのみでは決まらず C 全体に依
存するが、もしあるC2級の二変数関数 φ(x, y)について

(f, g)=grad φ すなわち f=
∂φ

∂x
, g=

∂φ

∂y
(2.21)

となっているならば∫
C

fdx+ gdy =

∫ tB

tA

{
∂φ

∂x

dx

dt
+
∂φ

∂y

dy

dt

}
dt

=

∫ tB

tA

d

dt
{φ (x(t), y(t))} dt

= φ (x(tB), y(tB))− φ (x(tA), y(tA))

= φ(B)− φ(A)

(2.22)
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となり、端点だけで決まる。
(2.21)が成り立っている場合の特徴として

∂f

∂y
=

∂2φ

∂y∂x
=

∂2φ

∂x∂y
=
∂g

∂x
(2.23)

が成り立つ。実は、この逆が成り立つ。

定理 3.

平面上のC1級ベクトル場 (f(x, y), g(x, y))について

∂f

∂y
=
∂g

∂x
(2.24)

が成り立つならば、あるC2級関数 φ(x, y)について

(f, g)=grad φ (2.25)

が成り立つ。

証明.

先ず、(2.24)が成り立つならば、
∫
C

fdx+ gdyはCの始点と終点だけ
で定まり、途中の経路によらないことを示す。
平面上の点AからBへの二つの曲線C,C ′について、AからCに沿っ
てBに至りそこからC ′に沿ってAに戻る閉曲線をC − C ′で表すと∫

C

fdx+ gdy −
∫
C′
fdx+ gdy =

∫
C−C′

fdx+ gdy (2.26)

が成り立つ。
A

C C ′

B

ここで、次のGreenの定理を用いる：
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定理 4 (Greenの定理).

Dを平面の有界領域とし、∂Dをその境界とし、f1(x, y)と f2(x, y)を
Dと ∂Dを含む開集合上で定義されたC1級の関数とする。このとき∫

∂D

f1dx+ f2dy =

∫∫
D

(
−∂f1
∂y

+
∂f2
∂x

)
dxdy (2.27)

が成り立つ。

証明は一年生の微分積分学 I・II、2年生前期微分積分続論 Iの教科書
[齋藤正彦]247ページ参照。
C − C ′囲まれた領域をDとするとGreenの定理より∫

C−C′
fdx+ gdy =

∫∫
D

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dxdy (2.28)

が成り立つ。従って、(2.24)が成り立つ場合はこの右辺はゼロなので∫
C

fdx+ gdy =

∫
C′
fdx+ gdy (2.29)

が成り立つことになる。
そこで、事前に一点Aを固定し、点 (x, y)に対しAから (x, y)まで
の区分的にC1級の任意の曲線Cを取り

φ(x, y) :=

∫∫∫
C

fdx+ gdy (2.30)

と定める。上記から φ(x, y)の値はCの取り方によらない。
(x, y)から (x+∆x, y)に至る直線を∆1={(x+t, y)|0 ≤ t ≤ ∆x}とおい
て、Cの後に∆1を繋いだ曲線をC+∆1と書くと、∆1上では dx

dt
= 1, dy

dt
= 0

なので

φ(x+∆x, y)− φ(x, y) =

∫
C+∆1

fdx+ gdy −
∫
C

fdx+ gdy

=

∫
∆1

fdx+ gdy

=

∫ ∆x

0

{f(x+ t, y)} dt

(2.31)

となり
∂φ

∂x
= f (2.32)
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が成り立つ。
∂φ

∂y
= g (2.33)

も同様に示される。

以下では同様のことを微分方程式について行う。
平面上で定義された C1級関数 P (x, y), Q(x, y)について、平面上の曲
線 (x(t), y(t))が常に次の関係を満たすとする：

P (x, y)
dx

dt
+Q(x, y)

dy

dt
= 0 (2.34)

このとき、パラメタ tの取り方を変えても (2.34)は成り立ち、この関係は
パラメタの取り方によらない。すなわち t = t(s)と別のパラメタ sを取っ
て (x(s), y(s)) = (x(t(s)), y(t(s)))とすると dx

ds
= dx

dt
dt
ds
, dy
ds

= dy
dt
dt
ds
より

P (x, y)
dx

ds
+Q(x, y)

dy

ds
=

{
P (x, y)

dx

dt
+Q(x, y)

dy

dt

}
dt

ds
= 0 (2.35)

このことより、(2.34)は、よくパラメタ tを省略して次の様に書かれる

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (2.36)

このとき、図形としての曲線C = {(x(t), y(t))}はどう表現されるかを
考える。
先ず、あるC2関数 φ(x, y)について

grad φ = (P,Q) (2.37)

となっている時には、(2.36)は次の様に書かれる場合もある：

dφ = 0 (2.38)

この時は、これを満たす (x, y)は

φ(x, y) = c (2.39)

(但し cは任意定数)となる。(2.36)を (2.34)の意味で理解すると

d

dt
φ (x(t), y(t)) = 0 (2.40)
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なので、
φ (x(t), y(t)) = c (2.41)

が解となり、やはりそれが定める曲線Cは (2.39)となる。
(2.37)を満たす φが存在する条件は、先ほどと全く同じ議論により

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
(2.42)

であり、その時の φの構成方法も全く同じである。

定義 8.

(2.36)の形の微分方程式で (2.42)を満たすもの、すなわち (2.38)の形
の微分方程式を完全微分形の微分方程式とよぶ。

微分方程式がベクトル解析と異なるのは、(2.36)が (2.42)を満たさな
くても解が (2.39)の形で書かれる場合があるということである。
(2.36)の解は、全体にC1級関数 µ(x, y)をかけた方程式

µ(x, y)P (x, y)dx+ µ(x, y)Q(x, y)dy = 0 (2.43)

を満たすが、(2.42)が成り立っていても、一般には

∂(µP )

∂y
̸= ∂(µQ)

∂x
(2.44)

である。逆に、(2.42)が成り立っていなくても

∂(µP )

∂y
=
∂(µQ)

∂x
(2.45)

が成り立っていれば、(2.43)の解は (2.39)の形で書かれ、それは (2.36)も
満たしている。そこで、(2.36)を解くには (2.45)を満たす µを探すこと
になる。

定義 9.

微分方程式 (2.36)は (2.42)を満たさないが、(2.45)を満たす µ(x, y)が
存在するとき、この µを (2.36)の積分因子とよぶ。

積分因子を求める一般的な方法は存在せず、方程式ごとに試行錯誤を
するしかないが、以下でいくつかの手法を紹介する。
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積分因子の求めかた

µが xのみの関数の場合
µ = µ(x)と xのみの関数の場合、(2.45)に代入して整理すると

dµ

dx
=
µ

Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
(2.46)

となるので、
1

Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
(2.47)

が xのみの関数である場合は xの関数 µ(x)についての微分方程式
(2.46)を積分して

µ(x) = exp

{∫
1

Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
dx

}
(2.48)

が積分因子である。

µが yのみの関数の場合
上の場合と同様にして

1

P

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
(2.49)

が yのみの関数である場合は

µ(x) = exp

{
−
∫

1

P

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
dy

}
(2.50)

が積分因子である。

P,Qが x, yの多項式または有理関数である場合
P,Qがx, yの多項式または有理関数である場合はµ(x, y) = xmynと
おいてm,n ∈ Zを求める。

宿題 2.

寺田文行・坂田そう共著「新版演習微分方程式」P.12～18 (小テスト範囲)
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3 初等積分法とその応用２
一階線型常微分方程式の応用

具体例 7.

インダクタンス L[Nm/A2]のコイルと抵抗値R[Ω]の抵抗素子と時刻 t

での起電力がE(t)[V ]の電源が直列に繋がれた回路を考える。
R

E(t) L

このとき時刻 tに回路を流れている電流を i(t)[A]とすると、コイルで
の電圧降下はLdi

dt
、抵抗での電圧降下はRiなので、Kirchhoffの法則より

次の関係式が成り立つ。
L
di

dt
+Ri = E (3.1)

これを解いて

i(t) = e−
R
L
t

{
1

L

∫ t

0

E(τ)e
R
L
τdτ + i(0)

}
(3.2)

特に、電源の電圧が一定E(t) ≡ E0の時は

i(t) =

(
i(0)− E0

R

)
e−

R
L
t +

E0

R
(3.3)

となる。よって電流は時間と共に E0

R
に近づく。

また、E = E0 sinωtの時は

i(t) =

(
E0Lω

R2+L2ω2
+ i(0)

)
e−

R
L
t +

E0

R2+L2ω2
(R sinωt−Lω cosωt)

=

(
E0Lω

R2+L2ω2
+ i(0)

)
e−

R
L
t +

E0√
R2+L2ω2

sin(ωt−δ)
(3.4)

となり (ただし tan δ = Lω
R
)、時間と共に周期 ω振幅 E0√

R2+L2ω2 の振動に近
づく。
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完全微分型微分方程式の応用

具体例 8.

熱力学の第一法則

x

PP
P

P

図の熱力学系で、内部の圧力がP でピストンの位置が xの時の内部
エネルギーをU(P, x)とし、P, xの無限小の変化 dP, dxによるその
変化量を dU とする。その際に系が外部にする仕事は、W = Pdx

であり、系が外部から吸収する熱量を δQとすると

δQ = dU + Pdx

=
∂U

∂P
dP +

(
∂U

∂x
+ P

)
dx

(3.5)

が成り立つ。

熱力学の第二法則
外部の熱源から吸収した熱を、その一部をより低温の物体に放出す
ることなく全てを仕事に変換して元に戻る過程 (第２種永久機関)は
存在しない。

δQ は完全微分形ではなく、基準点 (P0, x0) を決めて状態 (P, x)とを結
ぶ曲線Cによって

Q(P, x;C) =

∫
C

dU(P, x) + Pdx

=

∫
C

∂U

∂P
dP +

(
∂U

∂x
+ P

)
dx

(3.6)

と定めても、このQは経路Cによって変わり、状態 (P, x)のみでは定ま
らないという意味でこれは状態量ではない。しかし次が成り立つ：
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定理 5.

(3.5)の熱量 δQは積分因子を持つ。すなわち、

δQ

T
=

1

T
dU +

P

T
dx = dS (3.7)

となる関数 T と Sが存在する。

この T を絶対温度、Sをエントロピーとよぶ。
証明は、熱力学の第二法則が成り立つならば

dU + Pdx = 0 (3.8)

を満たす曲線では互いに結ぶことのが出来ない二つの状態が、互いにい
くらでも近いところにあることを示し、それを用いて積分因子を構成す
る。詳しくは [大森]参照。
従って、この Sは状態 (P, x)のみによって決まる状態量である。

常微分方程式を解く様々な工夫

p = dy
dx
をパラメタと見て解ける場合

一階常微分方程式
F (x, y,

dy

dx
) = 0 (3.9)

が xまたは yについて解ける場合は dy
dx

= pをパラメタと見てこの
方程式の解を求めることができる。

F (x, dy
dx
) = 0の形の方程式が xについて解ける場合

微分方程式
F (x,

dy

dx
) = 0 (3.10)

が xについて解けて

x = φ

(
dy

dx

)
(3.11)

の形になる時は、p = dy
dx
とおいて pをパラメタとする曲線

x = φ(p)

y =

∫
p
dφ

dp
dp+ c

(3.12)
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が解である。
実際、第一式と第二式を pで微分すると、

dy

dx
=

dy
dp

dx
dp

=
pdφ
dp

dφ
dp

= p (3.13)

これを第一式に代入すると (3.11)が成り立つ。
F (y, dy

dx
) = 0の形の方程式が yについて解ける場合

微分方程式
F (y,

dy

dx
) = 0 (3.14)

が yについて解けて

y = ψ

(
dy

dx

)
(3.15)

の形になる時は、p = dy
dx
とおいて pをパラメタとする曲線x =

∫
1

p

dψ

dp
dp+ c

y = ψ(p)

(3.16)

が解である。
実際、第一式と第二式を pで微分すると、

dy

dx
=

dy
dp

dx
dp

=

dψ
dp

1
p
dψ
dp

= p (3.17)

これを第二式に代入すると (3.15)が成り立つ。
F
(
x, y, dy

dx

)
= 0が xについて解ける場合

微分方程式
F

(
x, y,

dy

dx

)
= 0 (3.18)

が xについて解けて

x = φ

(
y,
dy

dx

)
(3.19)

の形になる時は、p = dy
dx
とおいて

x = φ(y, p) (3.20)
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と書き直し、両辺を yで微分すると

dx

dy
=

1

p
=
∂φ

∂y
+
∂φ

∂p
· ∂p
∂y

(3.21)

右辺に xは含まれないので、これは yと pに関する微分方程式
である。これの解をΦ(y, p, C) = 0 (Cは任意定数)として、こ
れと (3.20)から得られる pをパラメタとする曲線が解である。

F
(
x, y, dy

dx

)
= 0が yについて解ける場合

微分方程式
F

(
x, y,

dy

dx

)
= 0 (3.22)

が yについて解けて

y = ψ

(
x,
dy

dx

)
(3.23)

の形になる時は、p = dy
dx
とおいて

y = ψ(x, p) (3.24)

と書き直し、両辺を xで微分すると

dy

dx
= p =

∂ψ

∂x
+
∂ψ

∂p
· ∂p
∂x

(3.25)

右辺に yは含まれないので、これは xと pに関する微分方程式
である。これの解をΨ(x, p, C) = 0 (Cは任意定数)として、こ
れと (3.24)から得られる pをパラメタとする曲線が解である。

例 5.

y = x
dy

dx
+ f

(
dy

dx

)
(3.26)

の形の微分方程式をClairautの微分方程式とよび、

y = xf

(
dy

dx

)
+ g

(
dy

dx

)
(3.27)

の形の微分方程式をLagrangeの微分方程式または d’Alembert

の微分方程式とよぶ。
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Riccatiの微分方程式
次の形の微分微分方程式をRiccatiの微分方程式と呼ぶ：

dy

dx
+ P (x)y2 +Q(x)y +R(x) = 0 (3.28)

この形の方程式は特殊解 y1が一つ見つかればそれを用いて一般解
を求めることができる。
一般解を y = y1 + uとおいて (3.29)に代入すると：

du

dx
+ (2P (x)y1 +Q(x))u = −P (x)u2 (3.29)

これは宿題になっていた [寺田-坂田]12ページのBernoulliの微分方
程式なので、v = 1

u
とおくと一階線型常微分方程式になる：

dv

dx
− (2P (x)y1 +Q(x)) v = P (x) (3.30)

これを解くと v、従って uが求まり (3.28)の一般解が求まる。

宿題 3.

寺田文行・坂田そう共著「新版演習微分方程式」P.19～25 (小テスト範囲)

4 初等積分法とその応用３
Riccatiの微分方程式の応用

具体例 9.

工学における線型最適制御 (LQR)問題は一般的には以下の様に定式化
される。

d

dt
x = Ax (4.1)

(x(t) ∈ RnかつAはn×n行列)に従って変化する系に対し、外力u ∈ Rm

を次の形で加えて制御し：
d

dt
x = Ax+Bu (4.2)

(Bは n×m行列) 次の評価関数を最小化する：

J =

∫ +∞

0

(
txQx+ tuRu

)
dt (4.3)
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(Qは n× n行列でRはm×m行列)。
すなわち、制御のためにかける外力と系の大きさの合計を可能な限り
小さく抑えることを考える。
特にフィードバック制御の時は

u = −Kx (4.4)

(Kはm× n行列)の形で (4.3)の J が最小になるKを求める。
例えば、質量mの質点を外力F によって制御して停止させることを考
える：

m

u

xAAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA

床との摩擦力が無視できるくらい小さいとすると、運動方程式は

m
d2x

dt2
= u (4.5)

だが、 (4.2)の形に書くと

d

dt

(
x1
x2

)
=

(
0 1

0 0

)(
x1
x2

)
+ u

(
0
1
m

)
(4.6)

となる。
フィードバック制御では

u = −k1x1 − k2x2 = −
(
k1 k2

)(x1
x2

)
(4.7)

の形の制御を考えることになる。
以下では計算を簡単にするためにx, u ∈ RでA = a,B = b,K = k,Q =

q, R = r ∈ Rの場合を考える、すなわち
dx

dt
= ax+ bu

u = −kx
(4.8)

のもとで
J =

∫ +∞

0

(
qx2 + ru2

)
dt (4.9)
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を最小化する kを求める。
(4.8)の第二式を第一式に代入し、更に慣習に従って k = b

r
pとおいてパ

ラメタを kから pに取り替えると、(4.8)の第一式は

dx

dt
=

(
a− b2

r
p

)
x (4.10)

となる。この解は
x(t) = x0e

(
a− b2

r
p
)
t

(4.11)

であり、これを (4.9)に代入して整理すると

J =

∫ +∞

0

x20

(
q +

b2p2

r

)
e
2
(
a− b2

r
p
)
t
dt (4.12)

となる。
J が最小となる条件として

dJ

dp
=

∫ +∞

0

x20

{
−2b2

r

(
q +

b2

r2
p2
)
t+

2b2

r
p

}
e
2
(
a− b2

r
p
)
t
dt = 0 (4.13)

を考える。a < b2

r
pのときこの積分は収束し、積分を計算すると

x20
2b2

r

{
−2ap+

b2

r
p2 − q

}
= 0 (4.14)

すなわち
2ap− b2

r
p2 + q = 0 (4.15)

これを満たす pを求めるのは簡単だが、一般 (x ∈ Rn,u ∈ Rm)の場合は
計算が大変になる。そこで、この解を求めるために、次のRiccatiの微分
方程式を考えることにする：

dp

dt
= 2ap− b2

r
p+ q (4.16)

(4.15)の解を p0とすると p(t) ≡ p0は (4.16)の解になり、これを用いて一
般解は

p(t) = −
b2

γ

2
(
b2

r
p0 − a

)
+ Ce

2
(

b2

r
p0−a

)
t
+ p0 (4.17)

(Cは任意定数)と表される。a < b2

r
p0であれば、これは t→ +∞で p0に

収束する。
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一般の場合には
K = −R−1 tBP (4.18)

として、(4.15)に対応して

PA+ tAP − PBR−1 tBP +Q = O (4.19)

を満たす n × n行列 P を求めるために (4.16)に対応する行列値関数の
Riccatiの微分方程式：

d

dt
P = PA+ tAP − PBR−1 tBP +Q (4.20)

を (通常は計算機を用いて近似的に)解くことになる。
(4.6) の例では、

A =

(
0 1

0 0

)
, B =

(
0
1
m

)
(4.21)

であり、

Q =

(
q 0

0 q

)
, R = 1, m = 1 (4.22)

の場合は、

P =

(
p1,1 p1,2
p2,1 p2,2

)
(4.23)

として(
p1,1 p1,2
p2,1 p2,2

)(
0 1

0 0

)
+

(
0 0

1 0

)(
p1,1 p1,2
p2,1 p2,2

)

−

(
p1,1 p1,2
p2,1 p2,2

)(
0

1

)(
0 1

)(p1,1 p1,2
p2,1 p2,2

)

+

(
q 0

0 q

)
=

(
0 0

0 0

)
(4.24)

の解を求めることになる。

Clairautの微分方程式についのて注意
Clairautの微分方程式

y = x
dy

dx
+ f

(
dy

dx

)
(3.26)
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を前回の処方箋に沿って解く。p = dy
dx
とおくと：

y = xp+ f(p) (4.25)

両辺を xで微分すると：

p = p+ x
dp

dx
+ f ′(p)

dp

dx
(4.26)

整理して
(x+ f ′(p))

dp

dx
= 0 (4.27)

従って
dp

dx
= 0 (4.28)

または
x+ f ′(p) = 0 (4.29)

(1). dp
dx

= 0ならば p = C (任意定数)で、これを (3.26)に代入して、一
般解は

y = Cx+ f(C) (4.30)

(2). x+ f ′(p) = 0ならば、これと (4.25)から pを消去して (1)とは別の
解を求める。この解を特異解とよぶ。

ここで、(4.29)は (4.25)を pで偏微分した形をしていることに注意する
と、特異解の求め方 (2)は次の包絡線の求め方と同じであることが分かる。
すなわち、以下の説明で F (x, y, p) = 0を (4.25)とすると Fp(x, y, p) = 0

は (4.29)となる。

定義 10.

実数 pをパラメタとする平面上の曲線Cpの属 {Cp}が、ある曲線Cに
接し、C上の全ての点はCといずれかのCpとの接点になっているときC

は {Cp}の包絡線であるという。

Cpを与える式を
F (x, y, p) = 0 (4.31)

とする。(4.31)とそれを pで偏微分した方程式を連立したものを考える：{
F (x, y, p) = 0

Fp(x, y, p) = 0
(4.32)
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このとき Jacobi行列につて

det
D(F, Fp)

D(x, y)
= det

(
Fx Fy
Fpx Fpy

)
̸= 0 (4.33)

であれば、陰関数定理 (一年生の微分積分学 I・II、二年生前期の微分積
分学続論 Iの教科書 [齋藤正彦]187ページ参照)より、この連立方程式は{

x = x(p)

y = y(p)
(4.34)

と解ける。pをパラメタとする曲線 (4.34)をCとする。
C上の点 (x(p), y(p))における接線の方向ベクトルを求めるには (4.32)

の両式を pで微分して{
Fx(x, y, p)x

′ + Fy(x, y, p)y
′ + Fp(x, y, p) = 0

Fpx(x, y, p)x
′ + Fpy(x, y, p)y

′ + Fpp(x, y, p) = 0
(4.35)

すなわち

∂(F, Fp)

∂(x, y)

(
x′

y′

)
=

(
Fx Fy
Fpx Fpy

)(
x′

y′

)
= −

(
Fp
Fpp

)
(4.36)

i.e.(
x′

y′

)
= −

(
∂(F, Fp)

∂(x, y)

)−1
(
Fp
Fpp

)
= −

(
Fx Fy
Fpx Fpy

)−1(
Fp
Fpp

)
(4.37)

ここでCは (4.32)で定義され、その第二式から Fp = 0なので、(
x′

y′

)
= − Fpp

FxFpy − FyFpx

(
−Fy
Fx

)
(4.38)

となるが、これはCpに対する法線ベクトル

grad F =

(
Fx
Fy

)
(4.39)

に直交するのでCpに対する (x(p), y(p))での接線の方向ベクトルである。
つまりCはCpと (x(p), y(p))で接する。すなわちCはCpの包絡線である。
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例 6.

宿題４の課題 [寺田-坂田]２５ページ例題１２（１）の解説参照。

この場合、解の一意性は崩れている。すなわち、(4.27)を満たすのは、
(4.28)または (4.29)が成り立つ時だが、それは各 xで成り立っていれば良
いのであって、全ての xで一方が常に成り立っている必要はない。その
結果、一般解から特異解に乗り換えて、また、一般解に戻る曲線も解で
ある。

定数係数線型常微分方程式

定義 11.

次の形の微分方程式を定数係数同次線型常微分方程式とよぶ：

dny

dxn
+ a1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1

dy

dx
+ any = 0, (a1, . . . , an ∈ R) (4.40)

この形の微分方程式は次の変形で解ける

補題 1.
dy

dx
− λy = eλx

d

dx

(
ye−λx

)
, (λ ∈ C) (4.41)

(ただし z ∈ Cに対する ezの定義は二年生後期数学概論 IV・演習の教
科書 [神保]22ページ参照。)

変数 z ∈ Cについて d
dz
ez = ez より λ ∈ Cについて d

dz
eλz = λeλz なの

で、変数を x ∈ Rに制限しても λ ∈ Cについて d
dx
eλx = λeλxである。

(4.40)を解くには、先ず次の代数方程式を考える

定義 12.

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0 (4.42)

を (4.40)に対する特性方程式とよび、その根 λ1, . . . , λnを特性根とよぶ。
dy
dx

− λyを
(
d
dx

− λ
)
yと書くことにすると、特性根を用いて (4.40)は次

のように書ける：(
d

dx
− λ1

)(
d

dx
− λ2

)
· · ·
(
d

dx
− λn

)
y = 0 (4.43)

n = 1のとき
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(
d

dx
− λ

)
y = eλx

d

dx

(
ye−λx

)
= 0 (4.44)

より

d

dx

(
ye−λx

)
= 0 (4.45)

ye−λx = C (4.46)

y = Ceλx (4.47)

ただしCは任意定数。

n = 2のとき

λ1 ̸= λ2のとき(
d

dx
− λ1

)(
d

dx
− λ2

)
y =

(
d

dx
− λ1

)
eλ2x

d

dx

(
ye−λ2x

)
= eλ1x

d

dx

[
eλ2x

{
d

dx

(
ye−λ2x

)}
e−λ1x

]
= eλ1x

d

dx

[
e(λ2−λ1)x

{
d

dx

(
ye−λ2x

)}]
(4.48)

より

d

dx

[
e(λ2−λ1)x

{
d

dx

(
ye−λ2x

)}]
= 0 (4.49)

e(λ2−λ1)x
{
d

dx

(
ye−λ2x

)}
= C1 (4.50)

d

dx

(
ye−λ2x

)
= C1e

(λ1−λ2)x (4.51)

ye−λ2x =
C1

λ1 − λ2
e(λ1−λ2)x + C2

(4.52)

y =
C1

λ1 − λ2
eλ1x + C2e

λ2x

(4.53)

ただしC1, C2は任意定数。
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λ1, λ2 ∈ Rならばこのまま解は

y = C1e
λ1x + C2e

λ2x (4.54)

(C1, C2は実数の任意定数)である。
λ1, λ2 ̸∈ Rの場合は、特性方程式 (4.42)の係数は実数なので
λ1 = λ2であり

eλ1x = eReλ1x {cos (Imλ1x) + i sin (Imλ1x)}
eλ2x = eReλ2x {cos (Imλ2x) + i sin (Imλ2x)}

= eReλ1x {cos (Imλ1x)− i sin (Imλ1x)}
(4.55)

となり、(4.54)が実数値関数なら複素数の任意定数 C1, C2 は
C1 = C2を満たし、{

D1 = C1 + C2 = 2ReC1

D2 = i (C1 − C2) = −2ImC1

(4.56)

として解は

y = eReλ1x {D1 cos (Imλ1x) +D2 sin (Imλ1x)} (4.57)

(D1, D2は実数の任意定数)と書かれる。
λ1 = λ2のとき(

d

dx
− λ1

)(
d

dx
− λ1

)
y =

(
d

dx
− λ1

)
eλ1x

d

dx

(
ye−λ1x

)
= eλ1x

d

dx

[
eλ1x

{
d

dx

(
ye−λ1x

)}
e−λ1x

]
= eλ1x

d

dx

{
d

dx

(
ye−λ1x

)}
= eλ1x

d2

dx2
(
ye−λ1x

)
(4.58)

より
d2

dx2
(
ye−λ1x

)
= 0 (4.59)

ye−λ1x = C1x+ C2 (4.60)

y = C1xe
λ1x + C2e

λ1x (4.61)

ただしC1, C2は任意定数。
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n ≥ 3のとき
実の特性根をλ1, . . . , λj、複素の特性根をµ1, µ1, . . . , µk, µkとし、λi
の重複度をmi、µiの重複度を niとすると、上記と同様の議論によ
り (4.40)の解は

y =
(
C1x

m1−1 + C2x
m1−2 + · · ·+ Cm1−1x+ Cm1

)
eλ1x + · · ·

+ eReµ1x
{(
D1x

n1−1 +D2x
n1−2 + · · ·+Dn1−1x+Dn1

)
cos (Imµ1x)

+
(
E1x

n1−1 + E2x
n1−2 + · · ·+ En1−1x+ En1

)
sin (Imµ1x)

}
+ · · ·

(4.62)

(C∗, D∗, E∗は任意定数)となる。

次に、非同次の定数係数線型常微分方程式を考える：

dny

dxn
+ a1

dn−1

dxn−1
+ · · ·+ an−1

dy

dx
+ any = f(x) (4.63)

これも、対応する同次方程式 (4.40)の特性方程式 (4.42)の特性根を用いて(
d

dx
− λ1

)(
d

dx
− λ2

)
· · ·
(
d

dx
− λn

)
y = f(x) (4.64)

と書けば、同次方程式と同様に指数関数をかけて部分積分を繰り返すこ
とで解けるが、それは手間がかかる。しかし、特殊解が一つ求まれば、そ
の特殊解と (4.62)の右辺の和の形で解を書くこともできる。

定理 6.

y = y1(x)を (4.63)の一つの特殊解とし、y = ỹ(x;C∗, D∗, E∗)を (4.40)

の一般解、すなわち (4.62)の右辺とすると、(4.63)の一般解は

y = y1(x) + ỹ(x) (4.65)

と表される。

証明.

先ず、(4.65)は (4.63)を満たす。
逆に、一般解を y = y1(x) + u(x)とおいて (4.63)に代入すると、 y1(x)

が特殊解であることより、u(x)が満たすべき方程式は (4.40)である。

特殊解の求めかた
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f(x)が k次多項式の場合 　

0が特性根ではない場合

y1(x) = A0x
k + A1x

k−1 + · · ·+ Ak−1x+ Ak (4.66)

とおいて方程式 (4.63)に代入してA0, . . . , Akを求める。
0がm重の特性根の場合

y1(x) = xm
(
A0x

k + A1x
k−1 + · · ·+ Ak−1x+ Ak

)
(4.67)

とおいて方程式 (4.63)に代入してA0, . . . , Akを求める。

例 7.
d2y

dx2
+
dy

dx
= x2 (4.68)

の特性方程式は λ2 + λ = 0で特性根は λ = 0,−1なので、0は一重
の特性根。よって

y1(x) = x
(
A0x

2 + A1x+ A2

)
(4.69)

とおいて方程式 (4.68)に代入するとA0 =
1
3
, A1 = −1, A2 = 2とな

る。よって一般解は

y =
1

3
x3 − x2 + 2x+ C1e

−x + C2　 (4.70)

問題 1. 次の微分方程式の一般解を求めよ：

d2y

dx2
− 5

dy

dx
+ 6y = 12x+ 8 (4.71)

f(x) = repxの場合 (r, pは定数) 　

pが特性根ではない場合

y1(x) = Aepx (4.72)

とおいて方程式 (4.63)に代入してAを求める。
pがm重の特性根の場合

y1(x) = Axmepx (4.73)

とおいて方程式 (4.63)に代入してAを求める。
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例 8.
d2y

dx2
− 2

dy

dx
+ y = ex (4.74)

の特性方程式は λ2− 2λ+1 = 0で特性根は λ = 1の二重根。よって

y1(x) = Ax2ex (4.75)

とおいて方程式 (4.74)に代入するとA = 1
2
となる。よって一般解は

y =
1

2
x2ex + C1xe

x + C2e
x　 (4.76)

問題 2. 次の微分方程式の一般解を求めよ：

d2y

dx2
− 5

dy

dx
+ 6y = e2x (4.77)

f(x) = reαx cosβxまたは reαx sinβxの場合 (r,α,βは定数) 　

α+ iβが特性根ではない場合

y1(x) = eαx (A cos βx+B sin βx) (4.78)

とおいて方程式 (4.63)に代入してA,Bを求める。

α+ iβがm重の特性根の場合

y1(x) = xmeαx (A cos βx+B sin βx) (4.79)

とおいて方程式 (4.63)に代入してA,Bを求める。

例 9.
d2y

dx2
+ 4y = 4 cos 2x (4.80)

の特性方程式は λ2 + 4 = 0で特性根は λ = ±2iなので、2iは一重
の特性根。よって

y1(x) = x (A cos 2x+B sin 2x) (4.81)

とおいて方程式 (4.80)に代入するとA = 0, B = 1となる。よって
一般解は

y = x sin 2x+ C1 cos 2x+ C2 sin 2x　 (4.82)
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問題 3. 次の微分方程式の一般解を求めよ：

d2y

dx2
+ 3

dy

dx
+ 2y = sin x (4.83)

宿題 4.

• 問題 1～3

• 寺田文行・坂田そう共著「新版演習微分方程式」P.44～50 (小テス
ト範囲)

5 初等積分法とその応用４
定数係数線型常微分方程式の応用

具体例 10.

質量mの質点が長さ lのアームで天井に吊るされ外力 F がかかった振
り子を考える：

φ

l

F
m

mg

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAA
AAA
AAA

アームの振れ角を φとして運動方程式を立てると

ml
d2φ

dt2
= −mg sinφ+ F (5.1)

特に φが小さいときに sinφ ≈ φ の近似を用いるとe、これは次の方程式
で近似される：

ml
d2φ

dt2
= −mgφ+ F (5.2)

eこの近似を用いない場合については Appendix で扱う
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先ず特性根は ±
√

g
l
i なので、 F = 0のときの解は

φ(t) = C1 sin

√
g

l
t+ C2 cos

√
g

l
t (5.3)

で一定の振幅で振動を続ける。
また、F = F0 sinωt のときは、一つの特殊解として次が取れる：

φ(t) =


F0

m(g − ω2l)
sinωt, ω2 ̸= g

l

− F0

2mlω
t sinωt, ω2 =

g

l

(5.4)

一般解はこれと (5.3)の和なので、ω2 ̸= g
l
のときは二つの周期の振動の

和となり、ω2 = g
l
のときは t が大きくなるに従って振幅が t に比例して

大きくなる。この様な現象を共鳴現象とよぶ。(途中で sinφ ≈ φ の近似
が有効ではなくなる。)

共鳴現象を利用してお寺の鐘を小指一本で大きく揺らすことができる：
https://www.youtube.com/watch?v=SuBYXw20tIE

具体例 11.

抵抗値R[Ω](R ≥ 0)の抵抗素子、インダクタンスL[Nm/A2]のコイル、
静電容量C[F ]と時刻 tでの起電力がE(t)[V ]の電源が直列に繋がれた回
路を考える。

R

E(t) L

C

このとき時刻 tにコンデンサーに蓄えられている電荷量を q[C]とする
と、回路を流れている電流を i(t)[A]は i = dq

dt
となり、これよりコイルで

の電圧降下は Ldi
dt

= Ld2q
dt2
、抵抗での電圧降下はRi = Rdq

dt
となる (３節、

具体例７参照)。また、コンデンサーにかかる電圧は 1
C
qとなる。よって、

Kirchhoffの法則より次の関係式が成り立つ。

L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+

1

C
q = E (5.5)
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先ず特性根は− R
2L

±
√

1
L

(
R2

4L
− 1

C

)
なので、E = 0のときは

q(t)=


C1e

(
− R

2L
+

√
1
L

(
R2

4L
− 1

C

))
t
+ C2e

(
− R

2L
−
√

1
L

(
R2

4L
− 1

C

))
t
, (CR2 > 4L)

C1te
− R

2L
t + C2e

− R
2L
t, (CR2 = 4L)

e−
R
2L
t

{
C1cos

(√
1
L

(
R2

4L
− 1

C

))
t+ C2sin

(√
1
L

(
R2

4L
− 1

C

))
t

}
, (CR2 < 4L)

(5.6)

従って、CR2 ≥ 4Lのときは t → +∞で解は単調に 0に近づき、R > 0

かつ CR2 < 4Lの時は振動しながら 0に近づく。R = 0のときは解は振
動を続ける。
また、E = E0 sinωtの時は、一つの特殊解として次が取れる：

q1(t)=


− E0(

Lω2− 1
C

)2
+R2ω2

{
Rω cosωt+

(
Lω2− 1

C

)
sinωt

}
, (ω2 ̸= 1

LC
または R ̸= 0)

− E0

2Lω
t cosωt, (ω2 =

1

LC
かつ R = 0)

(5.7)

一般解はこれと (5.6)の和なので、R > 0かつ ω2 ̸= 1
LC
のとき一般解は

t → +∞で (5.7)の上の解に近づき、R = 0かつ ω2 ̸= 1
LC
のときは (5.6)

の三番目の解と (5.7)の上の解の二つの振動の合成となる。R = 0かつ
ω2 = 1

LC
のときは (5.7)の下の解に従って振動しながら振幅が t に比例し

て大きくなる。
実際には、Rが正であっても非常に小さく、ω2が 1

LC
に非常に近い時

には (5.7)の上の解の振幅が非常に大きくなる。無線通信での微弱な電波
の受信はこの原理に依っている。

具体例 12.

両端を固定され外力 q(t, x)で駆動された、長さ lの弦の振動は力学の
運動方程式より次の偏微分方程式で記述される：

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+

1

ρ
q(t, x)

u(t, 0) = u(t, l) = 0

u(0, x) = u0(x)

(5.8)

ただし、ρ：弦の密度、T：弦の張力として c2 =
T

ρ
とする。

36



q(t, x)

x = 0 x x = l

AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA

AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA

この方程式の解は次のように Fourier級数で表示される ([新居]参照)：

u(t, x) =
∞∑
n=1

cn(t) sin
nπx

l
(5.9)

ただし、cn(t)は以下で与えられる：

cn(t) =
2

l

∫ l

0

u(t, x) sin
nπx

l
dx (5.10)

q(t, x)も Fourier級数に展開して：

q(t, x) =
∞∑
n=1

qn(t) sin
nπx

l
, qn(t) =

2

l

∫ l

0

q(t, x) sin
nπx

l
dx (5.11)

従って (5.10)は Fourier級数を使うと以下のように書かれる：
∞∑
n=1

d2cn
dt2

sin
nπx

l
=

∞∑
n=1

{
−c2

(nπ
l

)2
cn(t) +

1

ρ
qn(t)

}
sin

nπx

l
(5.12)

(5.12)を各nについて考えると次の定数係数線型常微分方程式が得られる：

d2cn
dt2

+ c2
(nπ
l

)2
cn =

1

ρ
qn(t) (5.13)

この方程式の特性根は±cnπ
l
iなので q(t) ≡ 0のときは解は

cn(t) = An cos
cnπ

l
t+Bn sin

cnπ

l
t (5.14)

ただしAn, Bnは任意定数とする。また、あるnについてqn(t) = Q0 sin
cnπ

l
t

となる (例えば周期 cnπ

l
で外力を加える)場合には

cn(t) = − Q0l

2ρcnπ
t sinωnt (5.15)
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という特殊解が得られる。一般解はこれと (5.14)の和なので、cn(t)は振
動しながら t→ +∞で振幅が無限大に発散する。
実際の物理系でこの共鳴が起き、構造物の破壊につながった例として

Tacoma橋の崩落が有名：
https://www.youtube.com/watch?v=VJ0JILWo_vw

この場合の外力を与えるカルマン渦についてもいろいろ紹介がある：
https://www.youtube.com/watch?v=5GrnQzKYrMs

https://www.youtube.com/watch?v=rU8sCBaeIdw

一般の二階線型常微分方程式
一般の二階線型常微分方程式を考える：

d2y

dx2
+ P (x)

dy

dx
+Q(x)y = R(x) (5.16)

但し、P,Q,RはRまたはその区間 Iで定義された連続関数とする。
この形の方程式は、一階線型常微分方程式と同様に同次方程式：

d2y

dx2
+ P (x)

dy

dx
+Q(x)y = 0 (5.17)

の特殊解 y1(x)が求まれば

y(x) = C(x)y1(x) (5.18)

と置いて (5.16)に代入すると dC
dx
についての一階線型常微分方程式が得ら

れ、それを再び定数変化法で解いた後に、もう一度積分することで解く
ことができる。しかしここでは、関数解析学等でも使うもう一つの定数
変化法を紹介する。
先ず同次方程式 (5.17)の以下の意味で一次独立な二つの解 y1(x), y2(x)

が何らかの方法で分かったとする。

定理 7 (一年生の線形代数学 I・IIの教科書 [南]124ページ問題 5.7(1)).

Rまたはその区間 Iで定義された (5.17)の解全体は線型空間をなす。

同様にRまたはその区間 Iで定義された n階同次線型常微分方程式

dny

dxn
+ P1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ Pn(x)y = 0 (5.19)

の解全体は線型空間をなす。ただし P1, P2, . . . , Pnは連続関数とする。
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定義 13.

Rまたはその区間 Iで定義された (5.19)の解 y1(x), . . . , ym(x)は次を満
たす時一次独立であるという：

C1y1(x) + · · ·+ Cmym(x) ≡ 0 =⇒ C1 = · · · = Cm = 0, (Ci ∈ R) (5.20)

定理 8 (一年生の線形代数学 I・IIの教科書 [南]136ページ問題 5.13).

y1(x), . . . , yn(x)はRまたはその区間 Iで定義された (5.19)の解とする。
次で定義されるWronski行列式W (y1, . . . , yn)が、あるx0についてx = x0
で 0ではないならば、y1(x), . . . , yn(x)は一次独立である：

W (y1, . . . , yn)(x) := det


y1(x) · · · yn(x)
dy1
dx

(x) · · · dyn
dx

(x)
...

...
dn−1y1

dx
(x) · · · dn−1yn

dx
(x)

 (5.21)

証明.

実数 c1, . . . , cnについて

c1y1(x) + · · ·+ cnyn(x) ≡ 0 (5.22)

が成り立つとする。上式を n− 1回微分して並べると
y1(x) · · · yn(x)
dy1
dx

(x) · · · dyn
dx

(x)
...

...
dn−1y1

dx
(x) · · · dn−1yn

dx
(x)



c1
c2
...

cn

 =


0

0
...

0

 (5.23)

これより結論が得られる。

元の方程式 (5.16)の解を

y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) (5.24)

と置く。ただし、このままだとC1(x), C2(x)が初期値に対して一意に定ま
らないので

dC1

dx
y1(x) +

dC2

dx
y2(x) = 0 (5.25)
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が成り立っていると仮定する。すると
dy

dx
=
dC1

dx
y1 + C1

dy1
dx

+
dC2

dx
y2 + C2

dy2
dx

= C1
dy1
dx

+ C2
dy2
dx

(5.26)

より
d2y

dx2
=
dC1

dx

dy1
dx

+ C1
d2y1
dx2

+
dC2

dx

dy2
dx

+ C2
d2y2
dx2

(5.27)

となり、これらを (5.16)に代入すると
dC1

dx

dy1
dx

+
dC2

dx

dy2
dx

= R(x) (5.28)

が得られる。(5.25)と (5.28)より
dC1

dx
= − Ry2

W (y1, y2)

dC2

dx
=

Ry1
W (y1, y2)

(5.29)

である。
(5.29)における割り算は次の補題で正当化される：

補題 2.

y1(x), y2(x)が同次方程式 (5.15)を満たし、W (y1, y2)(x0) ̸= 0となる x0
が存在するならば任意の xについてW (y1, y2)(x) ̸= 0である。

証明.
dW

dx
= −PW (5.30)

なので
W (x) = W (x0)e

−
∫ x
x0
P (ξ)dξ

(5.31)

となり、これより命題が従う。

(5.29)より (5.16)の解は

y(x) = −y1(x)
∫

Ry2
W (y1, y2)

dx+ y2(x)

∫
Ry1

W (y1, y2)
dx (5.32)

と求まる。

宿題 5.

寺田文行・坂田そう共著「新版演習微分方程式」P.51～57 (小テスト範囲)
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6 初等積分法とその応用５
二階線型常微分方程式の応用
Ωを n次元空間の開領域とするとき、その閉包Ωを占める物体におけ
る熱の伝搬は、時刻 t、位置 xにおける物体の温度を u(t,x)として、次
の熱法方程式によって表現される [新居]：

∂u

∂t
=

1

ργ
div (κ · gradu) + q, t > 0,x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω

(6.1)

ただし、ρ(x)を物体の密度、γ(x)を比熱、κ(x)を熱伝導率とし、Ω内部
に熱源 q(x)があり、境界 ∂Ωでは零度の恒温槽に接しているとする。
特に、時間的な温度変化の無い定常温度分布は次のPoisson方程式の解
として得られる：{

div (κ · grad u) = −ργq, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω
(6.2)

この問題の解を与える作用素fをGと書きGreen作用素と呼ぶ。すなわち、

u = G(ργq) (6.3)

とおくと、この uは (6.2)を満たす。一般には δ(x)を Diracのデルタ関
数gとして、方程式

div (κ · grad u) = −δ(x− y) (6.4)

の解をG(x,y)とおいて (ただし左辺のdiv, gradはxに関するものとする)

G(ργq) =

∫
G(x,y) (ργq(y)) dy1 · · · dyn (6.5)

f関数の集合から関数の集合への写像を作要素と呼ぶ。
g

δ(x) =

{
0 x ̸= 0

+∞ x = 0,

∫
Ω

δ(x)dx1 · · · dxn = 1

と書かれることが多い。ただし、二つ目の式は積分論に反する。正確には任意の f に対
し記号的に次を満たす線型汎函数として定式化される (関数解析の教科書参照)：∫

Ω

δ(x)f(x)dx1 · · · dxn = f(0),
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となる。このG(x,y)をGreen関数とよぶ。
以下では一次元の場合を常微分方程式として考える：

d

dx

(
κ · du

dx

)
= −f(x), 0 < x < 1

u = 0, x = 0, 1

(6.6)

ただし、f(x) = ργq(x)とする。
先ず、同次方程式：

d2u

dx2
+

1

κ

dκ

dx

du

dx
= 0, 0 ≤ x ≤ 1 (6.7)

の解 u1(x), u2(x)で  u1(0) = 0

du1
dx

(0) = 1,

 u2(1) = 0

du2
dx

(1) = 1
(6.8)

を満たすものを取る。u1とu2が独立ではない、すなわちu1 = cu2, (c ∈ R)
と書ける場合は、u1(0) = u1(1) = 0となるので、uが (6.6)の解であると
き u+ cu1, (c ∈ R)も解となり、一意性が無く解を (6.5)のように表示す
ることはできない。
以下では u1と u2が独立である場合を考える。この場合は (5.32)によ
り (6.6)の第一式の解は

u(x) = u1(x)

∫
f(x)u2(x)

κ(x)W (u1, u2)
dx− u2(x)

∫
f(x)u1(x)

κ(x)W (u1, u2)
dx (6.9)

となるが (ただし (6.6)第一式全体を κで割ったものを考え、(6.9)は被積
分関数の分母に κが掛かっている)、これに含まれる積分定数を適切に定
めて境界条件 ((6.6)第二式)を満たすようにする。x = 0を代入すると
u1(0) = 0より

u(0) = −u2(0)
∫

f(x)u1(x)

κ(x)W (u1, u2)(x)
dx = 0 (6.10)

よって

u(x) = u1(x)

∫
f(x)u2(x)

κ(x)W (u1, u2)(x)
dx− u2(x)

∫ x

0

f(y)u1(y)

κ(y)W (u1, u2)(y)
dy

(6.11)
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とする。さらに x = 1を代入して u2(1) = 0より

u(1) = u1(1)

∫
f(x)u2(x)

κ(x)W (u1, u2)(x)
dx = 0 (6.12)

よって

u(x) = −u1(x)
∫ 1

x

f(y)u2(y)

κ(y)W (u1, u2)(y)
dy − u2(x)

∫ x

0

f(y)u1(y)

κ(y)W (u1, u2)(y)
dy

(6.13)

が (6.6)の解である。
これよりGreen関数を

G(x, y) =


− u2(y)

κ(y)W (u1, u2)(y)
u1(x), 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

− u1(y)

κ(y)W (u1, u2)(y)
u2(x), 0 ≤ y < x ≤ 1

(6.14)

とおくと (6.6)の解は

u(x) =

∫ 1

0

G(x, y)f(y)dy (6.15)

となる。

7 微分方程式の級数解法
微分方程式

dy

dx
= y (7.1)

について、もし事前にyがxの解析関数である、すなわち無限項まで Taylor

展開できて元の関数に収束すると分かっているならば、解を

y =
∞∑
n=0

cnx
n (7.2)

とおいて (7.1)に代入すると
∞∑
n=1

ncnx
n−1 =

∞∑
n=0

cnx
n (7.3)
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すなわち
∞∑
n=1

(ncn − cn−1)x
n−1 = 0 (7.4)

から
cn =

1

n
cn−1, c0は任意 (7.5)

となり

y = c0

∞∑
n=0

1

n!
xn (7.6)

が得られる。
一般に、微分方程式

dy

dx
=

∞∑
i,j=0

fi,jx
iyj, y(0) = 0 (7.7)

の解が xの解析関数であることが事前に分かっていれば同じ解法が適用
できる。それを保証するのが次の定理である：

定理 9.

微分方程式 (7.7)の右辺が正の収束半径を持つならば

y(x) =
∞∑
n=0

cnx
n (7.8)

とおいて方程式に代入して得られるべき級数も正の収束半径を持つ。

注意 3.

べき級数は収束半径内では項別微分ができるので (一年生の微分積分学
I・IIの教科書 [齋藤正彦]156ページ参照)、この様にして得られた y(x)は
元の方程式の解である。

この定理を証明するには先ず多変数のべき級数が「正の収束半径をも
つ」という言葉の意味をはっきりさせなければならない。

補題 3.

べき級数
∞∑

i,j=0

fi,jx
iyj (7.9)
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について

　R :=
1

lim
i+j→∞

i+j
√

|fi,j|
=

1

lim
N→∞

sup
i+j≥N

i+j
√
|fi,j|

(7.10)

と定めると |x|, |y| < R ならば (7.9) は絶対収束し、|x|, |y| > R ならば発
散する。

証明.

0 < R < +∞ とし |x|, |y| < R とする。
|x|, |y| < r < R となる r を取ると、ある N について i + j ≥ N なら
ば i+j

√
|fi,j| < 1

r
が成り立つ。

従って、

|fi,jxiyj| <
(
|x|
r

)i( |y|
r

)j
(7.11)

が成り立つので ∑
i+j≥N

|fi,jxiyj| <
1(

1− |x|
r

)(
1− |y|

r

) (7.12)

が成り立ち、i+ j < N となる項は有限個なので
∞∑

i,j=0

(
|x|
r

)i ( |y|
r

)j
は収束

する優級数となり (7.9)は絶対収束する。(一年生の微分積分学 I・IIの教
科書 [齋藤正彦]169ページ参照)

|x|, |y| > R とする。
|x|, |y| > r > R となる r を取ると |x|i|y|j > ri+j だが、上極限の定義
より無限個の i, j の組みについて i+j

√
|fi,j| > 1

r
なので、それらの i, j に

ついて |fi,jxiyj| > 1 となり (7.9)は発散する。
R = 0 の場合は lim i+j

√
|fi,j| = +∞ なので 、 |x|, |y| > 0 ならば無限

個の i, j について i+j
√
|fi,j| > 1

min{|x|,|y|} が成り立つので、それらの i, j に
ついて |fi,jxiyj| > 1 となり (7.9)は発散する。
R = +∞ の場合は　 lim i+j

√
|fi,j| = 0 なので、|x|, |y| < r となる任意

の r について、ある N について i + j ≥ N ならば i+j
√
|fi,j| < 1

r
が成り

立つ。よって (7.9)は収束する。

この補題により定理 9 の仮定は R = 1

lim
i+j→∞

i+j
√

|fi,j |
> 0の意味とする。

定理の証明
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(7.8)を (7.7)に代入して得られる式を考える：

∞∑
n=0

(n+ 1)cn+1x
n =

∞∑
i,j=0

fi,jx
i

(
∞∑
k=1

ckx
k

)j

(7.13)

ただし、初期条件 y(0) = 0 より c0 = 0 なので、c0 は省略してある。
ここで (

∞∑
k=1

ckx
k

)j

=
∞∑
n=0

ϕj,n(c0, c1, . . . , cn)x
n (7.14)

と展開すると ϕj,n(c0, c1, . . . , cn)は c0, c1, . . . , cn の正係数多項式であり、
(7.13)から

(n+ 1)cn+1 =
n∑
i=0

n∑
j=0

fi,jϕj,n−i(c0, c1, . . . , cn−i) (7.15)

が得られる。(c0 = 0 なので、和の範囲は j ≤ n である。) 従って

|cn+1| ≤
1

n+ 1

n∑
i=0

n∑
j=0

|fi,j|ϕj,n−i(|c0|, |c1|, . . . , |cn−i|) (7.16)

が成り立つ。
さて r < R = 1

lim
i+j→∞

i+j
√

|fi,j |
と取ると、あるN について i+ j ≥ N なら

ば |fi,j| < 1
rirj
が成り立つので、i+ j < Nの範囲の有限個の項も含めると

|fi,j| < C
rirj
となる定数Cがある。この右辺について |x|, |y| < r であれば

∞∑
i,j=0

C

rirj
xiyj =

C(
1− x

r

) (
1− y

r

) (7.17)

が成り立つが、微分方程式

dy

dx
=

C(
1− x

r

) (
1− y

r

) , y(0) = 0 (7.18)

は変数分離形で、その解は

y = r

(
1−

√
1 + 2C log

(
1− x

r

))
= r

(
1−

√
1−

{
−2C log

(
1− x

r

)}) (7.19)
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となるが、
∣∣x
r

∣∣ < 1の範囲では − log の項は Taylor展開できて係数は全て
正であり (一年生の微分積分学 I・IIの教科書 [齋藤正彦]80ページ参照)、
さらに

∣∣−2C log
(
1− x

r

)∣∣ < 1の範囲では 1−
√
1− の項も Taylor展開で

きて係数は全て正なので (一年生の微分積分学 I・IIの教科書 [齋藤正彦]80

ページ参照)、その両方が成り立つ範囲では y は Taylor 展開できてh係数
は全て正である。この解を

y(x) =
∞∑
n=0

dnx
n (7.20)

と書く。
以下 cn と dn を比較する。

1. (7.7) と (7.18) は共に初期条件 y(0) = 0 を満たすので c0 = d0 = 0

である。

2. |c0| ≤ d0, |c1| ≤ d1, . . . , |cn| ≤ dn とするとき、|fi,j| < C
rirj
と (7.16)

においてϕj,n(c0, . . . , cn)が c0, . . . , cnの正係数多項式であることより

|cn+1| ≤
1

n+ 1

n∑
i=0

n∑
j=0

|fi,j|ϕj,n−i(|c0|, |c1|, . . . , |cn−i|)

≤ 1

n+ 1

n∑
i=0

n∑
j=0

C

rirj
ϕj,n−i(|c0|, |c1|, . . . , |cn−i|)

≤ 1

n+ 1

n∑
i=0

n∑
j=0

C

rirj
ϕj,n−i(d0, d1, . . . , dn−i)

= dn+1

(7.21)

但し、最後の等号は (7.20)は (7.18)の解であり、(7.18)の右辺は
(7.17)であることから成り立つ。

従って全ての n で |cn| ≤ dn なので (7.20)が収束する xの範囲では (7.8)

は収束する。

hベキ級数 f(x) =
∞∑

n=0
anx

n と g(x) =
∞∑
k=1

bkx
k の収束半径が R と r であるとする。

(但し g(0) = 0となる様に b0の項はない。)更に |x| < δ ≤ rでは
∞∑
k=1

|bk||x|k < Rである

とする。このとき f(g(x))は |x| < δで絶対収束する、すなわち、
∞∑

n=0
|an|

( ∞∑
k=1

|bk||x|k
)n

は |x| < δ で収束する。
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注意 4.

最初の微分方程式を (x, y) = (a, b)の近傍で考える時は、方程式を

dy

dx
=

∞∑
i,j=0

fi,j(x− a)i(y − b)j, y(a) = b (7.22)

とし、解を

y(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n (7.23)

として同じ議論をする。

注意 5.

同様の定理は連立微分方程式でも成り立つ。本質的に同じ議論の繰り
返しだが煩雑なので省略する。詳しくは [金子]の著者のサポートページ
(http://www.kanenko.com/~kanenko/Book/ODE/webchu.pdf)の「139ペー
ジ, 連立微分方程式の場合の収束半径の評価」の項参照。

宿題 6.

寺田文行・坂田そう共著「新版演習微分方程式」P.80～82 (小テスト範囲)

次に係数が特異点を持つ場合を考える：

d2y

dx2
+
a(x)

x

dy

dx
+
b(x)

x2
y = 0 (7.24)

但し a(x) =
∞∑
n=0

anx
n, b(x) =

∞∑
n=0

bnx
n とし、a0 ̸= 0, b0 ̸= 0 とする。こ

れは分母を払って次の形で書かれることも多い：

x2
d2y

dx2
+ xa(x)

dy

dx
+ b(x)y = 0 (7.25)

この解を

y(x) = xλ
∞∑
n=0

cnx
n, λ ∈ R (7.26)

の形で求める。
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(7.26)を (7.25)に代入すると
∞∑
n=0

(λ+ n)(λ+ n− 1)cnx
λ+n

+

(
∞∑
n=0

anx
n

)(
∞∑
n=0

(λ+ n)cnx
λ+n

)

+

(
∞∑
n=0

bnx
n

)(
∞∑
n=0

cnx
λ+n

)
= 0

(7.27)

これを xλ+nの係数ごとに見ると

(λ+ n)(λ+ n− 1)cn +
n∑
k=0

(λ+ k)an−kck +
n∑
k=0

bn−kck

= {(λ+ n)(λ+ n− 1) + (λ+ n)a0 + b0} cn

+
n−1∑
k=0

{(λ+ k)an−k + bn−k} ck

= 0

(7.28)

すなわち

cn = −

n−1∑
k=0

{(λ+ k)an−k + bn−k} ck

(λ+ n)(λ+ n− 1) + (λ+ n)a0 + b0
(7.29)

特に n = 0については

{λ(λ− 1) + λa0 + b0} c0 = 0 (7.30)

となるので
λ(λ− 1) + λa0 + b0 = 0 (7.31)

であれば c0は任意に選べる (但し、c0 = 0ならば全ての nで cn = 0とな
るので c0 ̸= 0)。(7.31)を決定方程式、その根を特性指数とよぶ。
(7.31)の解を λ1, λ2とし、Reλ1 ≥ Reλ2とするとき、λ1 − λ2 ̸∈ Nであ
れば λ = λ1と λ = λ2について其々c0を任意に選び、c1以降を (7.29)に
よって定めたものは独立な二つの解になる。
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しかし、λ1 − λ2 = m ∈ Nの場合は、λ = λ2として c0を任意に選び、
c1以降を (7.29)に従って決めていくと、n = mで分母が 0になる。従っ
て (7.29)において

m−1∑
k=0

{(λ+ k)am−k + bm−k} ck = 0 (7.32)

が成り立っていなければならない。これが成り立っていれば、cmを任意
に選んで再び cm+1以降が (7.29)に従って定まる。
ところが、(7.32) を満たす c0 が c0 = 0(従って帰納的に c1 = c2 =

· · · cm−1 = 0)のみである場合は λ = λ1 に対する解と λ = λ2 に対する
解は同じになってしまう。
この場合は、定数変化方で λ1に対する解と独立な解を求める。
λ1 に対する解を y1(x)として、独立な解を y(x) = z(x)y1(x)として

(7.24)に代入して、y1が解であることを利用すると

y1
d2z

dx2
+

(
a(x)

x
y1 + 2

dy1
dx

)
dz

dx
= 0 (7.33)

となる。

y1(x) = xλ1

∞∑
n=0

cnx
n (7.34)

の形をしているので、

dy1
dx

= λ1x
λ1−1

∞∑
n=0

cnx
n + xλ1

∞∑
n=1

ncnx
n−1 (7.35)

となり、これを (7.33)に代入して y1で全体を割ると

d2z

dx2
+

a(x) + 2λ1
x

+

2
∞∑
n=1

ncnx
n−1

∞∑
n=0

cnxn

 dz

dx
= 0 (7.36)

c0 ̸= 0 より
2

∞∑
n=1

ncnxn−1

∞∑
n=0

cnxn
は x = 0 の周りで x のべき級数に展開できる

ので (二年生後期数学概論 IV・演習の教科書 [神保]31～33ページ参照)、
dz
dx
の係数は

a0 + 2λ1
x

+ h(x), h(x) =
∞∑
n=0

γnx
n (7.37)
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と書ける。ここで決定方程式 (7.31)の解と係数の関係から λ1+λ2 = 1−a0
であり、これと λ1−λ2 = m ∈ Nより a0+2λ1 = m+1 は自然数である。
z1 =

dz
dx
と書くと (7.36)は

dz1
dx

+

(
m+ 1

x
+ h(x)

)
z1 = 0 (7.38)

となる。この解を

z1(x) = xλ
∞∑
n=0

dnx
n, d0 ̸= 0 (7.39)

の形で求める。
(7.39)を (7.38)に代入すると：

∞∑
n=0

(λ+n)dnx
λ+n−1+(m+1)

∞∑
n=0

dnx
λ+n−1+

∞∑
n=1

(
n−1∑
k=0

γn−1−kdk

)
xλ+n−1 = 0

(7.40)

xλ−1の項は
(λ+m+ 1)d0 = 0 (7.41)

で d0 ̸= 0なので
λ = −(m+ 1) (7.42)

となる。このとき、任意の d0に対し以降の項は

dn = − 1

n

n−1∑
k=0

γn−1−kdk (7.43)

と決まる。
以下 d0 = 1ととると

z1(x) =
1

xm+1
+
d1
xm

+ · · ·+ dm−1

x2
+
dm
x

+ dm+1 + dm+2x+ · · · (7.44)

となるので、一回積分して

z(x) = − 1

mxm
− d1
(m− 1)xm−1

−· · ·−dm−1

x
+dm log x+dm+1x+· · · (7.45)

よって (7.24)の y1と独立な解として
y(x) = z(x)y1(x)

= dmy1(x) log x+ y1(x)

(
− 1

mxm
− d1

(m− 1)xm−1
− · · · dm−1

x
+ dm+1x+ · · ·

)
(7.46)

が得られる。
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注意 6.

実際に y1と独立な解を求めるには、解が (7.46)の形をしていることと
λ1 −m = λ2であるを利用して、べき級数表現の一意性 (二年生後期数学
概論 IV・演習の教科書 [神保]29ページ参照)より

y(x) = cy1(x) log x+ xλ2
∞∑
n=0

dnx
n (7.47)

とおいて dnを帰納的に求めればよい。

以下、この様にして求めた級数解の収束を示す。

λ1 − λ2 ̸∈ N の場合
係数 a(x) =

∞∑
n=0

anx
n, b(x) =

∞∑
n=0

bnx
n の収束半径が r > 0 以上である

とすると、任意の r > ρ > 0 に対し、

|ak|ρk, |bk|ρk ≤ A (k ≥ 1) (7.48)

となる A が存在する。
従って、(7.29) の分子は

|(7.29)の分子 | ≤
n−1∑
k=0

A|λ+ k + 1|ρk−n|ck| (7.49)

を満たす。ただし、λ = λ1, λ2 とする。
また、(7.29) の分母は２次式で任意の nで 0にならないので、

|(7.29)の分母 | ≥ δn2 (7.50)

となる δ > 0 が存在する。
これらより

|cn| ≤
Aρ−n

δ

n−1∑
k=0

|λ+ k + 1|ρk|ck|

δn2
≤ Aρ−n

δ

n−1∑
k=0

(|λ|+ n)ρk|ck|

n2
(7.51)

ここで ρk|ck| = γkとおくと、上式より

γn ≤ A

δn2

n−1∑
k=0

(|λ|+ n)γk ≤
A

δn2

n−1∑
k=0

n(|λ|+ 1)γk =
A(|λ|+ 1)

δn

n−1∑
k=0

γk

(7.52)

52



が得られ、n = 1 では |γ1| ≤ A(|λ|+1)
δ

γ0 から帰納的に

γn ≤
(
A(|λ|+ 1)

δ

)n
γ0 (7.53)

が成り立つ。 よって

|cn| ≤
(
A(|λ|+ 1)

δρ

)n
γ0 (7.54)

が成り立ち、

y1(x) = xλ
∞∑
n=0

cnx
n (7.26)

は |x| ≤ δρ
A(|λ|+1)

で絶対収束する。

λ1 − λ2 ∈ N の場合
(7.36)は (7.24)の形をしているので、級数解も x = 0 の近傍で絶対収
束する。
特異点を持つより一般の微分方程式については [島倉]参照。

宿題 7.

寺田文行・坂田そう共著「新版演習微分方程式」P.83～85 (小テスト範囲)

8 Legendre 培関数と Bessel 関数
具体例 13.

三次元空間のポテンシャル場 V (x, y, z)内の質量mの粒子を記述する
Schrödinger 方程式を考える：

iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ + V (x, y, z)ψ (8.1)

但し、慣習的に∇2ψ = ∇(∇ψ) = ∂2ψ
∂x2

+ ∂2ψ
∂y2

+ ∂2ψ
∂z2
と書かれている。

ここで、定数係数線型連立一階常微分方程式
dy

dx
= Ay, (y ∈ Rn, A : n× n実行列) (8.2)

は、右辺の係数行列Aが対角化 (一年生の線形代数学 I・IIの教科書 [南]202

ページ参照) できる場合は、その固有値と固有ベクトルを λi,vi (i =

1, . . . , n)として y(x) = ci(x)viを (8.2)に代入すると
dci
dx

= λici (8.3)
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が得られるので、この解 ci(x) = ci(0)e
λixを用いて解は

y(x) =
n∑
i=1

ci(0)e
λixvi (8.4)

と書かれた。
同様の方法が (8.1)に対しても用いられる。そのために右辺の固有値問
題を考える：

− ℏ2

2m
∇2ψ + V (x, y, z)ψ = Eψ (8.5)

これを三次元極座標：
x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ,

(0 ≤ r, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π) (8.6)

(一年生の微分積分学 I・IIの教科書 [齋藤正彦]236ページ参照) で書くと

− ℏ2

2m

1

r2

{
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂φ2

}
+ V (r, θ, φ)ψ = Eψ

(8.7)

となる。
もしポテンシャル関数が球対称ならば V (r, θ, φ) = V (r)と書けるので

− ℏ2

2m

1

r2

{
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂φ2

}
+ V (r)ψ = Eψ

(8.8)

となる。特に水素原子の電子の場合は V (r) = − e2

4πε0

1

r
である。ただし、

ε0は真空の誘電率、eは電子の電荷とする。
この解を変数分離形で求めるi：

ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) (8.9)

i当然変数分離形では表せない解をどうするかという問題があるが、実は「全ての解」
は変数分離形で求めた解の一次結合で表される。しかし、それを示すには「全ての解」
の範囲を設定するところから始めて関数解析の議論が必要になるので本講の範囲をはる
かに超える。例えば [野村]の附章 G等に必要な知識の解説がある。
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これを (8.8)に代入すると：

− ℏ2

2m

1

r2

{
ΘΦ

∂

∂r

(
r2
∂R

∂r

)
+RΦ

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+RΘ

1

sin2 θ

∂2Φ

∂φ2

}
+ (V (r)− E)RΘΦ = 0

(8.10)

全体を− ℏ2

2m

1

r2
RΘΦで割って rを変数とする項を左辺、それ以外を右辺

に集めると：

1

R

∂

∂r

(
r2
∂R

∂r

)
+

2mr2

ℏ2
(E − V (r))

= − 1

Θ

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
− 1

Φ

1

sin2 θ

∂2Φ

∂φ2

(8.11)

この左辺は rの関数で右辺は θ, φの関数なので、r, θ, φにかかわらずに常
に成り立つためには両辺とも定数でなければならない。この定数を λと
書くと次の二式に分離する：

1

R

d

dr

(
r2
dR

dr

)
+

2mr2

ℏ2
(E − V (r)) = λ

1

Θ

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+

1

Φ

1

sin2 θ

∂2Φ

∂φ2
= −λ

(8.12)

(8.12)の第一式はV (r)によって変わるのでここではその議論は省略する。
(8.12)の第二式は、全体に sin2 θをかけて整理すると：

1

Θ
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+ λ sin2 θ = − 1

Φ

∂2Φ

∂φ2
(8.13)

これも左辺は θのみの関数で、右辺は φのみの関数なので両辺共に定数
であり、それを νとおくと二式に分離する：

sin θ
d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+Θλ sin2 θ = νΘ

d2Φ

dφ2
= −νΦ

(8.14)

(8.14)の第二式において、φは極座標の角度変数なのでΦは 2π周期、す
なわち Φ(φ + 2π) = Φ(φ)を満たさなければならない。従って、ν = m2

となる整数mがあり Φ(φ) = Aeimφとなる (整数mを質量と混同しない
こと)。関数解析的な理由で通常A = 1√

2π
ととる。
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(8.14)の第一式は、x = cos θとおいて変数変換すると

(1− x2)
d2Θ

dx2
− 2x

dΘ

dx
+

(
λ− m2

1− x2

)
Θ = 0 (8.15)

となる。但し−1 ≤ x ≤ 1とする。
m = 0の場合の (8.15)を Legendre の微分方程式、その解を Legendre

多項式とよび (以下で述べる様に多項式になる)、m ̸= 0の場合の (8.15)

を Legendre の培微分方程式、その解を Legendre培多項式とよぶ。
(8.15)でm = 0の場合を考える：

(1− x2)
d2Θ

dx2
− 2x

dΘ

dx
+ λΘ = 0 (8.16)

解の形を

Θ(x) =
∞∑
n=0

cnx
n (8.17)

として方程式に代入すると、

cn+2 =
n(n+ 1)− λ

(n+ 2)(n+ 1)
cn (8.18)

という漸化式が得られるが、もし l(l + 1)− λ = 0となる非負整数 lが存
在しなければ、(8.17)の右辺は x = 1では発散しj、元の固有値問題 (8.8)

の解は定めない。
従って、ある非負整数 lについて λ = l(l + 1)でなければならない。こ
のとき解は多項式になるので、各 lに対する解で x = 1で値が 1となるも
のを Pl(x)と書いて Legendre 多項式と呼ぶ。
以下、Legendre 多項式を具体的に求める。
λ = l(l + 1)のとき (8.18)を逆に解くと

cn = − (n+ 2)(n+ 1)

(l − n)(l + n+ 1)
cn+2 (8.19)

なので、

c0 = 1, cl =
(2l)!

2l(l!)2
=

1 · 3 · 5 · · · (2l − 1)

l!
(l ≥ 1) (8.20)

j0 < C < 1を満たす定数 C を一つ取ると、十分大きな nに対しては n(n+1)−λ >
Cn(n+ 1)が成り立つので、

∑
1
n = +∞であることより発散する。
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ととると
cl−2n = (−1)n

(2l − 2n)!

2ln!(l − n)!(l − 2n)!
(8.21)

すなわち

Pl(x) =

[ l
2
]∑

n=0

(−1)n
(2l − 2n)!

2ln!(l − n)!(l − 2n)!
xl−2n (8.22)

が得られる。このとき Pl(1) = 1 が成り立つ。
Legendre多項式のより簡単な計算方法は [寺田-坂田]86～89ページ参照。
(8.15)でm ̸= 0の場合の解は

Pm
l (x) = (1− x2)

|m|
2
d|m|Pl(x)

dx|m| (8.23)

で与えられる。但し、Pl(x)が l次なので |m| ≤ l以外では右辺は 0とな
る。これを Legendre 倍多項式とよぶ。

具体例 14.

三次元空間の波動方程式を考える：
∂2u

∂t2
= c2∇2u (8.24)

ただし cは波の伝わる速さとする。
この方程式の定常解、すなわち波形を変えずに特定の振動数で振動し
続ける解を求める。そのために

u(t, x, y, z) = eiωtψ(x, y, z) (8.25)

とおいて (8.24)に代入すると(
∇2 + k2

)
ψ(x, y, z) = 0 (8.26)

となる、ただし k =
ω

c
とする。(8.26)を Helmholtz 方程式とよぶ。

(8.26)を三次元の極座標で書くと：
1

r2

{
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂φ2

}
+ k2ψ = 0 (8.27)

となるので、変数分離形 ψ = R(r)Θ(θ)Φ(φ))を仮定すると Schrödinger

方程式の場合と全く同じ議論によりΦ(φ) =
1√
2π
eimφ

Θ(θ) = Pm
l (cos θ)

(8.28)
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となる。
R(r) についての方程式は

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+

(
k2 − l(l + 1)

r2

)
R = 0 (8.29)

となるが、R(r) = 1√
r
ul(r)とし、更に x = krと変換すると

d2ul
dx2

+
1

x

dul
dx

+

(
1−

(
l + 1

2

)2
x2

)
ul = 0 (8.30)

となる。
一般に

d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
+

(
1− α2

x2

)
y = 0, α ≥ 0 (8.31)

の形の微分方程式を Bessel の微分方程式、その解を Bessel 関数と呼ぶ。
Bessel 関数の具体的な計算結果は [金子] 143～145ページ等参照。

宿題 8.

• 寺田文行・坂田そう共著「新版演習微分方程式」P.86～93 (テスト
範囲)

第 II部

常微分方程式の理論
9 常微分方程式の解の存在と一意性
逐次近似法
次の常微分方程式の解の構成方法を考える：

dy

dx
= y, y(0) = 1 (9.1)

この方程式の解は次の積分方程式を満たす：

y(x) =

∫ x

0

y(ξ)dξ + 1 (9.2)
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このことに基づき、次の関数列の漸化式を考える：

yn+1(x) =

∫ x

0

yn(ξ)dξ + 1, y0 ≡ 1 (9.3)

この解は
y1(x) = x+ 1, y2(x) = 1 + x+

1

2
x2, . . . (9.4)

となり、一般項は

yn(x) = 1 + x+
1

2
x2 + · · ·+ 1

n!
xn (9.5)

である。よって ynは n → ∞で (9.1)の解 y = exに収束する。この様に
して解を構成する方法をPicardの逐次近似法とよぶ。
これを一般的に考えて常微分方程式：

dy

dx
= f(x, y), y(0) = b (9.6)

に対し x > 0の範囲で次の漸化式を考える：

yn+1(x) =

∫ x

0

f (ξ, yn(ξ)) dξ + b, y0(x) ≡ b (9.7)

このとき、もし y = lim
n→∞

ynが存在し、さらに積分や関数と極限の交換が
できるのであれば、(9.7)の両辺で極限を取って

y(x) = lim
n→∞

yn+1(x)

= lim
n→∞

∫ x

0

f (ξ, yn(ξ)) dξ + b

=

∫ x

0

lim
n→∞

f (ξ, yn(ξ)) dξ + b

=

∫ x

0

f (ξ, y(ξ)) dξ + b

(9.8)

となり、yが (9.6)の解となる。f(x, y)が yについて連続であれば f と極
限の交換ができるので、積分と極限の交換について考える。
0 < x0を一つ固定すると 0 ≤ x ≤ x0について

|yn+1(x)− y(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

f (ξ, yn(ξ))− f (ξ, y(ξ)) dξ

∣∣∣∣
≤
∫ x

0

∣∣∣f (ξ, yn(ξ))− f (ξ, y(ξ))
∣∣∣dξ (9.9)
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なので、特に f(x, y) = Ly, (L > 0)ならば、0 ≤ x ≤ x0について

|yn+1(x)− y(x)| ≤ L

∫ x

0

|yn(ξ)− y(ξ)|dξ

≤ xL max
0≤ξ≤x

|yn(ξ)− y(ξ)|

≤ x0L max
0≤ξ≤x0

|yn(ξ)− y(ξ)|

≤ x0L max
0≤x≤x0

|yn(x)− y(x)|

(9.10)

よって、x0 =
1

2L
と取ると

max
0≤x≤ 1

2L

|yn+1(x)− y(x)| ≤ 1

2
max

0≤x≤ 1
2L

|yn(x)− y(x)| (9.11)

となり、yn(x)は y(x)に 0 ≤ x ≤ 1

2L
で一様収束し、積分と極限が交換で

きる。
f(x, y)が線型ではないときは yについて Lipschitz連続あるとする：

定義 14.

二変数関数 f(x, y)が変数 yに関して一様に Lipschitz連続であるとは、
ある L > 0について

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| (9.12)

が任意の x, y1, y2 ∈ Rについて成り立つこととする。

(9.12)の下では (9.9)の右辺は (9.10)と同じ計算で同じ不等式でおさえ
られる：∫ x

0

∣∣∣f (ξ, yn(ξ))− f (ξ, y(ξ))
∣∣∣dξ ≤ x0L max

0≤x≤x0
|yn(x)− y(x)| (9.13)

従ってこのときも x0 =
1

2L
と取ると

max
0≤x≤ 1

2L

|yn+1(x)− y(x)| ≤ 1

2
max

0≤x≤ 1
2L

|yn(x)− y(x)| (9.14)

となり、yn(x)は y(x)に 0 ≤ x ≤ 1

2L
で一様収束し、積分と極限が交換で

きる。
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実は、y = lim
n→∞

ynの存在そのものは仮定した上で収束が一様であるこ
とを示しているので、これでは解の存在証明にはなっていない。存在証
明には関数列 {yn}が一様にCauchy 列になっていることを示す。
m > nについて

max
0≤x≤ 1

2L

|ym(x)− yn(x)|

= max
0≤x≤ 1

2L

|ym(x)− ym−1(x) + ym−1(x)− · · ·+ yn+1(x)− yn(x)|

≤ max
0≤x≤ 1

2L

|ym(x)− ym−1(x)|+ · · ·+ max
0≤x≤ 1

2L

|yn+1(x)− yn(x)|

≤ 1

2
max

0≤x≤ 1
2L

|ym−1(x)− ym−2(x)|+ · · ·+ 1

2
max

0≤x≤ 1
2L

|yn(x)− yn−1(x)|

≤
(
1

2

)m−1

max
0≤x≤ 1

2L

|y1(x)− y0(x)|+ · · ·+
(
1

2

)n
max

0≤x≤ 1
2L

|y1(x)− y0(x)|

=

(
1

2

)n{(
1

2

)m−n−1

+ · · ·+ 1

2
+ 1

}
max

0≤x≤ 1
2L

|y1(x)− y0(x)|

≤
(
1

2

)n−1

max
0≤x≤ 1

2L

|y1(x)− y0(x)|

(9.15)

すなわち、0 ≤ x ≤ 1

2L
ならば関数列 {yn}は一様に Cauchy 列をなすの

で、ある関数 yに一様収束する。各 ynは連続なので yも連続である。以
上の議論は x < 0に関しても同様である。
以上の議論をもう少し一般化すると次の定理が得られる：

定理 10 (常微分方程式の解の存在と一意性).

二変数連続関数 f(x, y)は (x, y) = (a, b)の近傍で yに関して次の意味
で局所的に一様に Lipschitz連続であるとする：

ある L > 0, εx, εy > 0について、a− εx ≤ x ≤ a+ εx,

b− εy ≤ y1, y2 ≤ b+ εyの範囲で以下が成り立つ：

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| (9.16)

このとき、ある 0 < ε < εxについて微分方程式の初期値問題：
dy

dx
= f(x, y), y(a) = b (9.17)

は a− ε ≤ x ≤ a+ εの範囲でただ一つの解を持つ。
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宿題 9.

• 上の定理の仮定が満たされておらず、その結果結論が成り立ってい
ない具体例をあげよ。(小テスト範囲)

• 一変数関数 f(y)が C1級であるならば局所 Lipschitz連続であるこ
とを示せ。(小テスト範囲)

定理の証明
0 < ε < εxとし、a− ε ≤ x ≤ a+ εに対し

y0 ≡ b, yn+1(x) :=

∫ x

a

f(ξ, yn(ξ))dξ + b (9.18)

と定める。
M := max

a− εx ≤ x ≤ a+ εx
b− εy ≤ y ≤ b+ εy

|f(x, y)| (9.19)

とおくと、[a− εx, a+ εx]× [b− εy, b+ εy] は有界閉集合なので、M は有
限の値である。(一年生の微分積分学 I・II、二年生前期の微分積分学続論
Iの教科書 [齋藤正彦]206ページ参照)

このとき、
|y1(x)− b| =

∣∣∣∣∫ x

a

f(ξ, b)dξ

∣∣∣∣
≤
∫ x

a

|f(ξ, b)|dξ

≤M |x− a|

(9.20)

なので、ε < min
{
εx,

εy
M

}
としておくと a− ε ≤ x ≤ a+ ε の範囲では

|y1(x)− b| < εy (9.21)
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が成り立つ。これより

|y2(x)− b| ≤ |y2(x)− y1(x)|+ |y1(x)− b|

=

∣∣∣∣∫ x

a

{f(ξ, y1(ξ))− f(ξ, b)} dξ
∣∣∣∣+ |y1(x)− b|

≤
∫ x

a

|f(ξ, y1(ξ))− f(ξ, b)| dξ + |y1(x)− b|

≤
∫ x

a

L |y1(ξ)− b| dξ + |y1(x)− b|

≤ L

∫ x

a

M |ξ − a|dξ +M |x− a|

≤ LM

∫ x

a

|x− a|dξ +M |x− a|

≤ (L|x− a|+ 1)M |x− a|

(9.22)

ここで、
ε < min

{
εy
2M

,
1

2L

}
(9.23)

とすると a− ε ≤ x ≤ a+ εの範囲では

L|x− a| <1

2
(9.24)

2M |x− a| <εy (9.25)

が成り立つが、(9.24)より

L|x− a|+ 1 <
∞∑
n=0

Ln|x− a|n < 2 (9.26)

が成り立つので、(9.22)と (9.25)より

|y2(x)− b| < εy (9.27)

が成り立つ。
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更に、(9.22)の途中で計算した様に |y2(x)−y1(x)| ≤ LM |x−a|2なので

|y3(x)− y2(x)| ≤
∫ x

a

|f(ξ, y2(ξ))− f(ξ, y1(ξ))| dξ

≤
∫ x

a

L |y2(ξ)− y1(ξ)| dξ

≤ L

∫ x

a

LM |ξ − a|2dξ

≤ L2M

∫ x

a

|x− a|2dξ

≤ L2M |x− a|3

(9.28)

となり、(9.26)を用いると

|y3(x)− b| ≤ |y3(x)− y2(x)|+ |y2(x)− y1(x)|+ |y1(x)− b|
≤
{
L2|x− a|2 + L|x− a|+ 1

}
M |x− a|

≤ 2M |x− a|
< εy

(9.29)

が成り立つ。
以下帰納的に

|yn(x)− b| < εy (9.30)

と
|yn(x)− yn−1(x)| ≤ Ln−1|x− a|n−1M |x− a| (9.31)

が任意の nについて成り立つ。
これより (9.15)と全く同じ計算で a− ε ≤ x ≤ a+ εの範囲でm > nに
ついて

|ym(x)− yn(x)| ≤
(
1

2

)n−1

Mε (9.32)

が成り立つ。
これより a− ε ≤ x ≤ a+ εの範囲で yn(x)は一様にCauchy 列をなし、
ある y(x)に一様収束する。y(x) = lim

n→∞
yn(x)とすると yn(x)の定義 (9.18)
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より
y(x) = lim

n→∞
yn(x)

= lim
n→∞

∫ x

a

f(ξ, yn−1(ξ))dξ + b

=

∫ x

a

lim
n→∞

f(ξ, yn−1(ξ))dξ + b

=

∫ x

a

f(ξ, y(ξ))dξ + b

(9.33)

が成り立ち、y(x)はこの範囲で微分方程式の初期値問題 (9.17)を満たす。
最後に一意性について。
y(x)と ȳ(x)が (9.17)を満たすとすると、a− ε ≤ x ≤ a+ εの範囲で

|y(x)− ȳ(x)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f(ξ, y(ξ))− f(ξ, ȳ(ξ))dξ

∣∣∣∣
≤
∫ x

a

|f(ξ, y(ξ))− f(ξ, ȳ(ξ))| dξ

≤ L|x− a| max
a−ε≤ξ≤a+ε

|y(ξ)− ȳ(ξ)|

(9.34)

が成り立ち、両辺で最大値を考えると

max
a−ε≤x≤a+ε

|y(x)− ȳ(x)| ≤ Lε max
a−ε≤x≤a+ε

|y(x)− ȳ(x)| (9.35)

となるが、(9.24)よりLε <
1

2
なのでy(x) = ȳ(x)でなければならない。

定理 11 (常微分方程式の解の初期値に関する連続性).

二変数連続関数 f(x, y)は (x, y) = (a, b)の近傍で yに関して局所的に
一様に Lipschitz連続であるとする。
このとき、微分方程式

dy

dx
= f(x, y) (9.36)

の解は初期値 y(a)について bの近傍で連続である。

この証明には次の補題を用いる：

補題 4 (Gronwall の補題).

xの非負値関数 φ(x)は x0 ≤ x ≤ x1 で有界 (φ(x) ≤ M)で、ある
C,K > 0に対し

φ(x) ≤ C +K

∫ x

x0

φ(ξ)dξ (9.37)
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を満たすとする。このとき x0 ≤ x ≤ x1で

φ(x) ≤ CeK(x−x0) (9.38)

が成り立つ。

補題の証明
仮定より

φ(x) ≤ C +K

∫ x

x0

{
C +K

∫ ξ

x0

φ(ξ1)dξ1

}
dξ

= C + CK(x− x0) +K2

∫ x

x0

∫ ξ

x0

φ(ξ1)dξ1dξ

≤ C + CK(x− x0) +
CK2

2
(x− x0)

2 + · · ·+ CKn

n!
(x− x0)

n

+

∫ x

x0

∫ ξ

x0

∫ ξ1

x0

· · ·
∫ ξn−2

x0

∫ ξn−1

x0

φ(ξn)dξndξn−1 · · · dξ2dξ1dξ

≤ C + CK(x− x0) +
CK2

2
(x− x0)

2 + · · ·+ CKn

n!
(x− x0)

n

+
CKn+1

(n+ 1)!
M(x− x0)

n+1

(9.39)

右辺でn→ ∞の極限をとると最後の項は0に収束し、それ以外はCeK(x−x0)

に収束する。
定理の証明
x ≥ aの場合。
微分方程式を一回積分した Volterra 形の積分方程式で考える：

y(x) = y(a) +

∫ x

a

f(ξ, y(ξ))dξ (9.40)

y(a) = b, b1を初期値とする解を y(x), y1(x)とすると Lipschitz定数を L

として

|y(x)− y1(x)| ≤ |b− b1|+
∫ x

a

|f(ξ, y(ξ))− f(ξ, y1(ξ))| dξ

≤ |b− b1|+ L

∫ x

a

|y(ξ)− y1(ξ)| dξ
(9.41)

よってGronwall の補題より

|y(x)− y1(x)| ≤ eL|x−a||b− b1| (9.42)
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が成り立つ。
よって、y1(x)は b1 → bのときに 0に収束する。

x ≤ aの場合は x̃ = 2a− xとおいて x̃で考えると x̃ ≥ aで同じ議論がで
きる。

定理 12 (常微分方程式の解のパラメータに関する連続性).

三変数連続関数 f(x, y;λ)は (x, y, λ) = (a, b, λ0)の近傍で yに関して局
所的に一様に Lipschitz連続であるとする。
このとき、常微分方程式の初期値問題：

dy

dx
= f(x, y;λ), y(a) = b (9.43)

の解は λ = λ0の近傍で λについて連続である。

証明.

ある定数 L > 0と εx, εy, ελ > 0について、a − εx ≤ x ≤ a + εx,

b− εy ≤ y1, y2 ≤ b + εy, λ0 − ελ ≤ λ ≤ λ0 + ελの範囲で以下が成り立つ
とする：

|f(x, y1;λ)− f(x, y2;λ)| ≤ L|y1 − y2| (9.44)

λ = λ0と λ0 − ελ ≤ λ1 ≤ λ0 + ελを満たす λ = λ1に対する (9.43)の
解を y(x;λ0), y(x;λ1)とする。但し (9.23) における M を (9.19) の代わ
りに

M := max
a− εx ≤ x ≤ a+ εx
b− εy ≤ y ≤ b+ εy
λ0 − ελ ≤ λ ≤ λ0 + ελ

|f(x, y;λ)| (9.45)

と取ることで、a − ε ≤ x ≤ a + εの範囲では b − εy ≤ y(x;λ1) ≤ b + εy
が成り立っているとする。
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a ≤ x ≤ a+ εの場合。

|y(x;λ0)− y(x;λ1)| ≤
∫ x

a

|f(ξ, y(ξ;λ0);λ0)− f(ξ, y(ξ;λ1);λ1)| dξ

≤
∫ x

a

|f(ξ, y(ξ;λ0);λ0)− f(ξ, y(ξ;λ1);λ0)| dξ

+

∫ x

a

|f(ξ, y(ξ;λ1);λ0)− f(ξ, y(ξ;λ1);λ1)| dξ

≤ L

∫ x

a

|y(ξ;λ0)− y(ξ;λ1)| dξ

+ ε max
a≤ξ≤a+ε

|f(ξ, y(ξ;λ1);λ0)− f(ξ, y(ξ;λ1);λ1)|
(9.46)

よりGronwall の補題から

|y(x;λ0)−y(x;λ1)| ≤ eL|x−a|ε max
a≤ξ≤a+ε

|f(ξ, y(ξ;λ1);λ0)− f(ξ, y(ξ;λ1);λ1)|
(9.47)

が成り立つ。
[a− εx, a+ εx]× [λ0 − ελ, λ0 + ελ]はコンパクトなので (ξ, λ) の連続関
数 f(ξ, y(ξ;λ1);λ)はそこで一様連続であり、(9.47)の右辺は λ1 → λ0で
0に収束する。
a− ε ≤ x ≤ aの場合も同様。

定理 13.

二変数連続関数 f(x, y)はCk級であるとする。このとき常微分方程式

dy

dx
= f(x, y) (9.48)

の解はCk+1級である。

証明.

(9.48)の解 y(x)は C1級なので f(x, y)が C1級であれば (9.48)の右辺
f(x, y(x))は xで微分できて、その導関数 ∂f

∂x
+ ∂f

∂y
f(x, y(x))は連続であ

る。すなわち、f(x, y)がC1級であれば y(x)はC2級である。
これを繰り返すと定理が得られる。

定理 14 (常微分方程式の解のパラメータに関する微分可能性).

三変数関数 f(x, y;λ)は y, λについてCk級であるとする。
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このとき常微分方程式の初期値問題：

dy

dx
= f(x, y;λ), y(a) = b (9.49)

の解は λについてCk級である。

証明は最初に平均値の定理を使う以外は有界閉集合上の連続関数の一
様連続生とGronwallの不等式を使って同じ議論を繰り返すだけなので省
略する。[金子]96～98ページ等参照。

宿題 10.

• 有界閉集合上の連続関数は一様連続であることの証明を確認せよ。
(小テスト範囲)

• (9.47)の右辺はλ1 → λ0で 0に収束することを示せ。(小テスト範囲)

10 連立常微分方程式
以下では連立微分方程式を考える：

dy1
dx

= f1(x, y1, . . . , yn)

...

dyn
dx

= fn(x, y1, . . . , yn)

(10.1)

先ず基本的な定理である定理 10～14をこの場合に一般化するために用語
を用意する。

定義 15.

x =

x1...
xn

 ∈ Rnのノルム |x|1を以下で定める：

|x|1 := |x1|+ · · ·+ |xn| (10.2)
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k更に、a ≤ x ≤ bで定められたベクトル値連続関数 (各成分が連続間であ

るベクトル値関数) y(x) =

y1(x)...

yn(x)

 のノルム ∥y∥を以下で定める：

∥y∥ := max
a≤x≤b

|y(x)|1 (10.3)

補題 5.

a ≤ x ≤ bで定められたベクトル値連続関数の列 yk(x)とベクトル値連
続関数 y(x)について以下は同値：

(1). ∥yk − y∥ → 0 (k → ∞)

(2). yk(x)の各成分は y(x)の各成分に一様収束する。

証明は各自でやっておくこと。(一年生の微分積分学 I・IIの範囲。)

定理 15.

y =

y1...
yn

 , b =

b1...
bn

 として、n+1変数ベクトル値連続関数 f(x,y)

は (x,y) = (a, b)の近傍でyに関して次の意味で局所的に一様にLipschitz

連続であるとする：

ある L > 0, εx, εy > 0について、|x− a|1 ≤ εx,

|y1 − b|1, |y2 − b|1 ≤ εyの範囲で以下が成り立つ：

|f(x,y1)− f(x,y2)|1 ≤ L|y1 − y2|1 (10.4)

このとき、ある 0 < ε < εxについて連立微分方程式の初期値問題：

dy

dx
= f(x,y), y(a) = b (10.5)

は |x− a| ≤ εの範囲でただ一つの解を持つ。

k通常ノルムは |x| =
√
x2
1 + · · ·+ x2

n で定めることが多いが、

|x| ≤ |x|1 ≤ n(n+1)
2 |x|

が成り立つので、|x|1 と |x|のどちらを用いても収束性に関しては同じ議論ができる。
よってここでは計算のしやすい |x|1 を用いる。
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証明は定理 10と同様に逐次近似法で行われるが、同じ議論を繰り返す
無駄を省くために逐次近似法を一般的な定理にまとめておいた方が便利
である。

定義 16.

距離空間 (X, d)の点列 {xn}∞n=1は、次を満たすときCauchy列であると
いう：

任意の ε > 0について、適切な自然数N を選ぶとm,n > N

を満たす任意の自然数m,nに対し d(xm, xn) < εが成り立つ。

定義 17.

距離空間 (X, d)においてCauchy列が収束する時、(X, d)は完備である
という。

定義 18.

T : X → Xを距離空間 (X, d)からそれ自身への写像とする。
ある定数 0 < λ < 1について、任意の x, y ∈ Xに対し以下が成り立つ
とき T は縮小写像であるという：

d(T (x), T (y)) ≤ λd(x, y) (10.6)

定理 16 (縮小写像の原理、Banachの不動点定理).

完備距離空間 (X, d)からそれ自身への縮小写像 T : X → Xはただ一つ
の不動点をもつ。すなわち、次が成り立つような x ∈ Xがただ一つ存在
する：

T (x) = x (10.7)

証明.

逐次近似法で不動点を構成する。
先ず、縮小写像が連続であることは ε-δ論法で簡単に示すことができ
る。数学概論 II・演習の教科書 [一樂] 122ページには「コメント」とし
て、『‥‥これまでの議論は「実数の連続性」を用いるところ以外はすべ
て同じように議論できる』とある。本当に同じ様に議論できることを各
自ちゃんと自分で確認すること。 (小テスト範囲。)

任意に x1 ∈ Xを取り xn+1 := T (xn), (n ∈ N)とする。

71



このとき三角不等式 d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), (x, y, z ∈ X)を繰り返
し適用すると、m > nについて

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−1) + d(xm−1, xn)

≤ d(xm, xm−1) + d(xm−1, xm−2) + d(xm−2, xn)

...

≤ d(xm, xm−1) + d(xm−1, xm−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)

(10.8)

だが、T が縮小写像であることより

d(xk+1, xk) = d (T (xk) , T (xk−1)) ≤ λd (xk, xk−1)

= λd (T (xk−1) , T (xk−2)) ≤ λ2d (xk−1, xk−2)

...

≤ λk−1d(x2, x1)

(10.9)

が成り立つので、結局

d(xm, xn) ≤ λm−2d(x2, x1) + λm−3d(x2, x1) + · · ·+ λn−1d(x2, x1)

= λn−1
(
λm−n−1 + λm−n−2 + · · ·+ 1

)
d(x2, x1)

≤ λn−1

1− λ
d(x2, x1)

(10.10)

が成り立つ。
従って {xn}∞n=1はCauchy列であり

lim
n→∞

xn = x∗ (10.11)

が存在するが、T は縮小写像なので連続であり、

x∗ = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

T (xn) = T (x∗) (10.12)

となる。つまり x∗は T の不動点である。
更に、T (x∗) = x∗と T (x′∗) = x′∗が成り立つならば、

d(x∗, x
′
∗) = d(T (x∗), T (x

′
∗)) ≤ λd(x∗, x

′
∗) (10.13)

となるので
(1− λ)d(x∗, x

′
∗) ≤ 0 (10.14)

だが、1− λ > 0かつ d(x∗, x
′
∗) ≥ 0なので d(x∗, x

′
∗) = 0すなわち x∗ = x′∗

である。従って不動点はただ一つである。

72



この定理を使って定理 15を証明するには、解の候補になる xのベクト
ル値関数 y(x)の集合を完備距離空間になる様に選び、(10.5)の右辺の積
分で定める写像がその上の縮小写像になる様にする。具体的には

X :=
{
y(x) ∈ C0([a− ε, a+ ε],Rn)

∣∣∣ |y(x)− b|1 ≤ εy

}
(10.15)

に定義 15で定義したノルム ∥y∥を用いて、距離を d(y1,y2) := ∥y1 −y2∥
と定めると完備距離空間になり、十分小さい ε > 0に対しては

T (y)(x) :=

∫ x

a

f (ξ,y(ξ)) dξ + b (10.16)

で定められる T がXからXへの縮小写像になる (すなわち、定義域をX

としたとき値域がX内に収まり、(10.6)を満たす)ことを示す。この時 T

のただ一つの不動点としてただ一つの解が得らる。
上記の手続きの具体的な計算は定理 10とほぼ同様なので省略する。詳
細は [金子]87ページ以降等参照。
解の初期値やパラメータに対する連続性や微分可能性の証明も yがス

カラーの場合と同様である。
宿題 11.

• 縮小写像は連続であることを証明せよ。(小テスト範囲)

• d(y1,y2) := ∥y1 − y2∥は距離の公理を満たすことを示せ。(小テス
ト範囲)

11 定数係数連立線型常微分方程式
この節では次の定数係数線型連立一階常微分方程式を考える：

dy1
dx

= a1,1y1 + · · ·+ a1,nyn

...

dyn
dx

= an,1y1 + · · ·+ an,nyn

(11.1)

これは y =

y1...
yn

 , A =

a1,1 · · · a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n

 として次の様に書かれる：
dy

dx
= Ay (11.2)
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これは以下の様にして解くことができる：

Aが対角化 (一年生の線形代数学 I・IIの教科書 [南]202ページ参照) できる場合

Aの固有値、固有ベクトルを λi,vi (i = 1, 2, . . . , n) とする。

y =
n∑
i=1

ci(x)vi (11.3)

と表すとき

dy

dx
=

n∑
i=1

dci
dx

vi = Ay =
n∑
i=1

ciAvi =
n∑
i=1

λicivi (11.4)

となるので
n∑
i=1

(
dci
dx

− λici

)
vi = 0 (11.5)

が成り立ち、v1,v2, . . .vn は一次独立であることより

dci
dx

= λici, (i = 1, 2, . . . , n) (11.6)

となる。これを解いて (11.3)に代入すると (11.2)の解が得られる。

Aが対角化できない場合
この場合でも A は Jordan 標準形 (一年生の線形代数学 I・IIの教
科書 [南]290ページ参照) にできる。

先ず P−1AP =


λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · · · · λ 1

0 · · · · · · 0 λ

 となる場合を考える。
この時は P = (v1,v2, . . . ,vn) とすると

Av1 = λv1

Av2 = v1 + λv2

...

Avn = vn−1 + λvn

(11.7)
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なので、

y =
n∑
i=1

ci(x)vi (11.8)

と表すとき

dy

dx
=

n∑
i=1

dci
dx

vi = Ay =
n∑
i=1

ciAvi = λc1v1 +
n∑
i=2

ci (vi−1 + λvi)

(11.9)

となるので
n−1∑
i=1

(
dci
dx

− λci − ci+1

)
vi +

(
dcn
dx

− λcn

)
vn = 0 (11.10)

が成り立ち、v1,v2, . . . ,vn は一次独立であることより

dc1
dx

= λc1 + c2

...

dcn−1

dx
= λcn−1 + cn

dcn
dx

= λcn

(11.11)

となる。これを cn から逆順に解いて (11.8) に代入すると (11.2)の
解が得られる。
一般の場合は λ1, λ2, . . . , λm をA の固有値とし、 Jordan ブロック

を k × k 行列 Jk(λ) =


λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · · · · λ 1

0 · · · · · · 0 λ

 として

P−1AP =


Jk1(λ1)

Jk2(λ2)
. . .

Jkm(λm)

 とできるので、各
Jordan ブロックに対し同様の操作を行えば良い。

問題 4. 次の連立微分方程式を解け：
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(1). (
dx
dt
dy
dt

)
=

(
−1 3

−2 4

)(
x

y

)
(2). (

dx
dt
dy
dt

)
=

(
3 −4

1 −1

)(
x

y

)
具体例 15.

質量 m1,m2 の質点が長さ l1, l2二本のアームで繋がれて、一方を天井
に吊るされた二重振り子を考える：

φ1 l1

m1

φ2 l2

m2

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAA
AAA
AAA

AAA
AAA
AAA

それそれのアームの振角を φ1, φ2 とし、φi が小さいとして sinφi ≈ φi
の近似を用いると、運動方程式は次のようになる：

d2φ1

dt2
= −m1 +m2

m1l1
gφ1 +

m2

m1l1
gφ2

d2φ2

dt2
=
m1 +m2

m1l2
gφ1 −

m1 +m2

m1l2
gφ2

(11.12)

ただし g は重力定数とする。
ここで

u1 =

√
m1l1
m2

φ1, u2 =

√
m1l2

m1 +m2

φ2 (11.13)

ν21 =
m1 +m2

m1l1
g, ν22 =

m1 +m2

m1l2
g, ν23 =

√
m2(m1 +m2)

m2
1l1l2

g (11.14)

とおくと (11.12)は 
d2u1
dt2

= −ν21u1 + ν23u2

d2u2
dt2

= ν23u1 − ν22u2

(11.15)
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すなわち (
d2u1
dt2
d2u2
dt2

)
=

(
−ν21 ν23
ν23 −ν22

)(
u1
u2

)
(11.16)

となる。
この係数行列の固有値と固有ベクトルは

(−ω2
1,v1) =

−ν21+ν
2
2+

√
(ν21−ν22)

2
+4ν43

2 ,

 1

ν21−ν22−
√
(ν21−ν22)

2
+4ν43

2ν23


(−ω2

2,v2) =

−ν21+ν
2
2−

√
(ν21−ν22)

2
+4ν43

2 ,

 1

ν21−ν22+
√
(ν21−ν22)

2
+4ν43

2ν23


AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAA
AAA
AAA

AAAA
AAAA
AAAA

AAA
AAA
AAA

AAA
AAA
AAA

v1 v2

よって (11.15)の解は(
u1(t)

u2(t)

)
= (C1 sinω1t+D1 cosω1t)v1 + (C2 sinω2t+D2 cosω2t)v2

(11.17)

となる。

具体例 16.

質量mの n個の質点がバネ定数Kのバネで繋がれた系を考える (両端
は壁に固定)。

0x1 x2 0 0 xj 0 xn

AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA

AAAAA
AAAAA
AAAAA
AAAAA
AAAAA

AAA
AAA
AAA
AAA

AAAA
AAAA
AAAA
AAAA

AAA
AAA
AAA
AAA

AAAA
AAAA
AAAA
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力が働かず静止した状態で全てのバネの長さが自然長である時からの
各質点の変位を xj, (j = 1, . . . , n)とすると次の運動方程式が成り立つ：

m
d2x1
dt2

= K(x2 − x1)−Kx1

m
d2x2
dt2

= K(x3 − x2)−K(x2 − x1)

m
d2x3
dt2

= K(x4 − x3)−K(x3 − x2)

...

m
d2xn
dt2

= −Kxn −K(xn − xn−1)

(11.18)

これを行列を使って書くと以下の様になる：

m



d2x1
dt2
d2x2
dt2
d2x3
dt2

...
d2xn−1

dt2
d2xn
dt2


=



−2K K 0 · · · 0

K −2K K · · · 0

0 K −2K K 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 · · · K −2K K

0 0 · · · K −2K





x1
x2
x3
...

xn−1

xn


(11.19)

この係数行列の固有値と固有ベクトルは以下で与えられる：

(−ω2
l ,vl) =

−4K sin2 lπ
2(n+1) ,


sin lπ

n+1

sin 2lπ
n+1

sin 3lπ
n+1
...

sin nlπ
n+1



 , (l = 1, 2, . . . , n)
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変位

x1 x2 xl xn

v1

v2

vn

これより解は次の様になる：
x1(t)

x2(t)

x3(t)
...

xn(t)

 =
n∑
l=1

{Cl sinωlt+Dl cosωlt)vl (11.20)

しかし、無限次元ではこのような方法は使えないので、ここでは無限
次元でも使われる一般論を紹介する。

dy

dx
= Ay, y(0) = y0 (11.21)

の解を逐次近似法

yn+1(x) =

∫ x

0

Ayn(ξ)dξ + y0 (11.22)
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で構成すると

yn(x) = y0 + xAy0 +
1

2
x2A2y0 + · · ·+ 1

n!
xnAny0

=

(
E + xA+

1

2
x2A2 + · · ·+ 1

n!
xnAn

)
y0

(11.23)

となる。よって

E + xA+
1

2
x2A2 +

1

3!
x3A3 + · · · (11.24)

が適切な意味で収束するならば、これを (eλxのTaylor展開との比較で)exA

と定義することによって、(11.21)の解は

y(x) = exAy0 (11.25)

となる。よって以下では (11.24)の収束を証明する。

先ずベクトル空間のノルムに関する一般論をまとめる。
定義 19.

ベクトル空間 V で定義された関数N : V → Rで以下を満たすものをノ
ルムとよぶ：
(1). N(u) ≥ 0かつ、N(u) = 0 ⇐⇒ u = 0

(2). N(u+ v) ≤ N(u) +N(v)

(3). N(αu) = |α|N(u)

但し、u,v ∈ V、α ∈ RまたはCとする。
例 10.

RnまたはCnのベクトル x =

x1...
xn

について
|x| :=

√√√√ n∑
i=1

|xi|2

|x|1 :=
n∑
i=1

|xi|

|x|max := max
1≤i≤n

|xi|

特に | · |を Euclid ノルムとよぶ。
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ベクトル空間における距離はノルムを用いて定められる。

定義 20.

ベクトル空間V にノルムN(·)が定められているとする。この時u,v ∈ V

の距離を
d(u,v) := N(u− v)

で定める。

この d(u,v)が距離の公理を満たすことはノルムの定義より簡単に確か
められる。

定義 21.

ノルムの定められたベクトル空間ではこの距離によって収束を定義す
る。すなわち

(1). lim
m→∞

xm = x
def⇐⇒ lim

m→∞
d(xm,x) = lim

m→∞
N(xm − x) = 0

(2). ベクトル値級数
∞∑
m=1

xmが絶対収束する
def⇐⇒

∞∑
m=1

N(xm)が収束する。

(V がこの距離について完備であるならば絶対収束級数が収束する
ことの証明は実数の級数と同様である。)

実は有限次元ベクトル空間のノルムは全て次の意味で同値である。

定理 17.

Rnまたは Cnに定められた任意の二つのノルム N1(·)と N2(·)につい
て、適切な定数A,B > 0について、以下が任意の xについて成り立つ：

AN1(x) ≤ N2(x) ≤ BN1(x) (11.26)

証明.

任意のノルムN(·)と Euclid ノルム | · |について

A|x| ≤ N(x) ≤ B|x| (11.27)

が成り立つことを示ば、一般の場合はこれを利用して簡単に示される。
先ずノルムN : Rn → R(またはCn → R)は連続である。
e1, . . . , enをRn(またはCn)の標準基底とすると定義 19 (2) (3)より

N(x) = N

(
n∑
i=1

xiei

)
≤

n∑
i=1

|xi|N(ei) ≤
n∑
i=1

|x|N(ei) (11.28)
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なので、
M := max{N(e1), . . . , N(en)} (11.29)

とすると、
N(x) ≤ nM |x| (11.30)

が成り立つ。つまり

N(x− y) ≤ nM |x− y| (11.31)

なのでN(·)は Euclidノルム | · |で定まる位相で連続である。
Rnの部分集合 {x| |x| = 1}はコンパクトなので、N(·)はその上での最
小値Aと最大値Bを取り、定義 19 (1)よりA > 0である。
|x| ̸= 0ならば、

∣∣∣ x
|x|

∣∣∣ = 1であることより

A ≤ N

(
x

|x|

)
≤ B (11.32)

だが、
N(x) = N

(
|x| x

|x|

)
= |x|N

(
x

|x|

)
(11.33)

なので (11.27)が成り立つ。
|x| = 0ならばx = 0なので (11.27)は全ての辺がゼロで成り立つ。

注意 7.

この定理より d(u,v) := N(u− v)を距離として定まる収束、発散の議
論はどのノルムを用いても同じであり、位相は全て同じである。特に、全
てのノルムが | · |maxと同値であることより、ノルムから定まる距離で収
束することと、ベクトルの各成分が収束することは同値である。よって
有限次元ベクトル空間は任意のノルムについて完備である。
このことから、収束性や連続性の議論のみを行い、具体的なノルムの
値が必要ないときは計算しやすいノルムを自由に選べば良いl。

宿題 12.

• 問題 4

lこの定理は無限次元では成り立たず、目的に合ったノルムを使う必要がある。
例えば、a ≤ x ≤ bで定められたベクトル値連続関数の空間は無限次元ベクトル空間

であり、(10.3)で定められる ∥ · ∥とは同値ではないノルムを定めることもできる。その
場合、そのノルムで収束しても必ずしも一様収束するとは限らない。(各点収束すらし
ない場合もある。)
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• ベクトル空間V にノルムN(·)が定められていてd(u,v) = N(u−v)

で定められる距離について完備である時V の絶対収束級数は収束す
ることを示せ。

n次正方行列は n2次元ベクトルなのでノルムを定義できるが、次の特
別なノルムを考えると無限次元の時にも応用できる：

定義 22.

n次実正方行列Aのノルムを以下で定義する：

∥A∥ : = max
x∈Rn,x̸=0

|Ax|
|x|

= max
x∈Rn,|x|=1

|Ax|
(11.34)

但し | · |は Euclidノルムとする。

補題 6.

n次正方行列Aと x ∈ Rnに対し |Ax| ≤ ∥A∥|x|が成り立つ。

証明.

∥A∥の定義より任意の x ∈ Rn,x ̸= 0に対し

∥A∥ ≥ |Ax|
|x|

(11.35)

が成り立つ。

補題 7.

二つの n次正方行列A,Bに対し ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥が成り立つ。

証明.

ノルムの定義より

|A(Bx)| ≤ ∥A∥|Bx| ≤ ∥A∥∥B∥|x| (11.36)

なので、
|(AB)x|

|x|
≤ ∥A∥∥B∥ (11.37)

において最大値を考えればよい。
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注意 8.

これより
∥Am∥ ≤ ∥A∥m (11.38)

が成り立つ。

定理 18.

Aを n次正方行列とするとき、行列の級数

E + A+
1

2
A2 + · · ·+ 1

k!
Ak + · · · (11.39)

は絶対収束する。

証明.

0! = 1, A0 = Eとして∥∥∥∥∥
m∑
k=0

1

k!
Ak

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
k=0

1

k!
∥Ak∥ ≤

m∑
k=0

1

k!
∥A∥k (11.40)

だが、右辺は e∥A∥に絶対収束する。

定義 23.

n次正方行列Aに対し、eAを次で定義する：

eA :=
∞∑
m=0

1

m!
Am (11.41)

これで exAは定義できるが、それが xで微分可能で通常の指数関数と
同様の性質を持つことを示すにはもう少し準備が要る。

補題 8.

n次正方行列からなる二つの絶対収束級数A =
∞∑
i=0

AiとB =
∞∑
j=0

Bj に

ついて、

AB =
∞∑
l=0

∑
i+j=l

AiBj (11.42)

が成り立つ。

この補題も実数級数の場合と同様に示されるが、念の為証明を与えて
おく。(一年生の微分積分学 I・II、二年生前期の微分積分学続論 Iの教科
書 [齋藤正彦]281ページ参照)
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証明.

先ず ∥∥∥∥∥
m∑
i=0

Ai

m∑
j=0

Bj − AB

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=0

Ai

m∑
j=0

Bj − A
m∑
j=0

Bj

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥A

m∑
j=0

Bj − AB

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
(

m∑
i=0

Ai − A

)
m∑
j=0

Bj

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥A
(

m∑
j=0

Bj −B

)∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=0

Ai − A

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥

m∑
j=0

Bj

∥∥∥∥∥+ ∥A∥

∥∥∥∥∥
m∑
j=0

Bj −B

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=0

Ai − A

∥∥∥∥∥
m∑
j=0

∥Bj∥+ ∥A∥

∥∥∥∥∥
m∑
j=0

Bj −B

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=0

Ai − A

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

∥Bj∥+ ∥A∥

∥∥∥∥∥
m∑
j=0

Bj −B

∥∥∥∥∥

(11.43)

より

lim
m→∞

m∑
i=0

Ai

m∑
j=0

Bj = AB (11.44)

である。 一方で∥∥∥∥∥
2m∑
l=0

∑
i+j=l

AiBj −
m∑
i=0

Ai

m∑
j=0

Bj

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
2m∑

i=m+1

2m−i∑
j=0

AiBj +
m−1∑
i=0

2m−i∑
j=m+1

AiBj

∥∥∥∥∥
≤

2m∑
i=m+1

2m−i∑
j=0

∥Ai∥∥Bj∥+
m−1∑
i=0

2m−i∑
j=m+1

∥Ai∥∥Bj∥

≤
2m∑

i=m+1

∥Ai∥
∞∑
j=0

∥Bj∥+
m−1∑
i=0

∥Ai∥
∞∑

j=m+1

∥Bj∥

≤
∞∑

i=m+1

∥Ai∥
∞∑
j=0

∥Bj∥+
∞∑
i=0

∥Ai∥
∞∑

j=m+1

∥Bj∥

(11.45)

85



かつ ∥∥∥∥∥
2m+1∑
l=0

∑
i+j=l

AiBj −
m∑
i=0

Ai

m∑
j=0

Bj

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
2m+1∑
i=m+1

2m+1−i∑
j=0

AiBj +
m∑
i=0

2m+1−i∑
j=m+1

AiBj

∥∥∥∥∥
≤

2m+1∑
i=m+1

2m+1−i∑
j=0

∥Ai∥∥Bj∥+
m∑
i=0

2m+1−i∑
j=m+1

∥Ai∥∥Bj∥

≤
2m+1∑
i=m+1

∥Ai∥
∞∑
j=0

∥Bj∥+
m∑
i=0

∥Ai∥
∞∑

j=m+1

∥Bj∥

≤
∞∑

i=m+1

∥Ai∥
∞∑
j=0

∥Bj∥+
∞∑
i=0

∥Ai∥
∞∑

j=m+1

∥Bj∥

(11.46)

だが、
∞∑
i=0

∥Ai∥,
∞∑
j=0

∥Bj∥共に収束しているので、
∞∑

i=m+1

∥Ai∥,
∞∑

j=m+1

∥Bj∥

共にm→ ∞でゼロに収束する。従って (11.42)が成り立つ。

補題 9.

n次正方行列A,Bと n次ゼロ行列Oに対し

(0). eO = E

(1). AB = BAならば eA+B = eAeB

(2). e−A =
(
eA
)−1

証明.

(0). 定義より明らか。

(1). AB = BAならば、二項定理より

(A+B)m = m!
∑
k+l=m

1

k!
Ak

1

l!
Bl (11.47)
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なので、補題 8を使うと

eA+B =
∞∑
m=0

1

m!
(A+B)m

=
∞∑
m=0

∑
k+l=m

1

k!
Ak

1

l!
Bl

=

(
∞∑
k=0

1

k!
Ak

)(
∞∑
l=0

1

l!
Bl

)
= eAeB

(11.48)

(2). E = eO = eA−A = eAe−A (11.49)

より結論を得る。

これより行列の指数関数の微分公式が得られる。

定理 19.

n次正方行列Aについて次が成り立つ：

d

dx
exA = AexA = exAA (11.50)

証明.

まず ∥∥∥∥1h (ehA − E
)
− A

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
m=2

1

m!
hm−1Am

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
m=2

1

m!
|h|m−1∥A∥m

=
e|h|∥A∥ − 1

|h|
− ∥A∥

→ 0 (h→ 0)

(11.51)

より
lim
h→0

1

h

(
ehA − E

)
= A (11.52)
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である。よって行列に前や後ろから行列 exAをかける操作は線型でありm、
有限次元ベクトル空間の間の線型写像は連続なのでn

d

dx
exA = lim

h→0

1

h

(
e(x+h)A − exA

)
= lim

h→0

1

h

(
exAehA − exA

)
= lim

h→0
exA

(
1

h

(
ehA − E

))
= exA lim

h→0

1

h

(
ehA − E

)
= exAA

(11.54)

同様に
d

dx
exA = lim

h→0

1

h

(
ehAexA − exA

)
= lim

h→0

(
1

h

(
ehA − E

)
exA
)

=

(
lim
h→0

1

h

(
ehA − E

))
exA

= AexA

(11.55)

以上より行列値関数の一階線型常微分方程式の解の公式が得られた。

定理 20.

Aを n次正方行列とする時、Rnに値を取るベクトル値関数についての
微分方程式の初期値問題：

dy

dx
= Ay, y(0) = y0 (11.56)

mAを n次正方行列とし、Mn を n次正方行列の作る n2 次元ベクトル空間とすると
き FA : Mn → Mn : X 7→ AX および GA : Mn → Mn : X 7→ XAはどちらも線型写像
である。

nV を有限次元ベクトル空間、F : V → V を線型写像とするとき F (v) = Avとなる
行列が存在する。(一年生の線形代数学 I・IIの教科書 [南]183ページ参照。)
このとき

|F (u)− F (v)| = |F (u− v)| = |A(u− v)| ≤ ∥A∥|u− v| (11.53)

が成り立つので F は一様連続である。(ただし、ノルム ∥ · ∥は定義 22の | · |を V のノ
ルムに置き換えたものとする。定理 17により | · |がどの様なノルムであっても結論に
変わりはない。)
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の解は次で与えられる：
y(x) = exAy0 (11.57)

証明.∣∣∣∣1h (e(x+h)Ay0 − exAy0

)
− AexAy0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1h (ehA − E
)
exAy0 − AexAy0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣{1

h

(
ehA − E

)
− A

}
exAy0

∣∣∣∣
≤
∥∥∥∥{1

h

(
ehA − E

)
− A

}∥∥∥∥∥∥exA∥∥ |y0|

(11.58)

において h→ 0の極限を取って (11.57)は (11.56)を満たす。
解の一意性は定理 15の一般論が適用できる。

実はAが簡単に対角化できる場合や Jordan標準形に変形できる場合は
exAは間単に計算できる。

補題 10.

n次正方行列A,P に対し次が成り立つ：

eP
−1AP = P−1eAP (11.59)

証明.
m∑
k=0

1

k!
(P−1AP )k = P−1

(
m∑
k=0

1

k!
Ak

)
P (11.60)

だが、行列に前と後ろから行列 P−1と P をかける操作は連続なので、上
式の両辺の極限を取って結論を得る。

これより、P−1APが対角型またはJordan標準形であればeA = PeP
−1APP−1

と計算することができる。従って exA = PexP
−1APP−1である。

注意 9.

以上の議論は複素行列に対しても全く同様である。例えば、Aが複素対
角行列であれば eAは対角成分に複素数の指数関数が並ぶ対角行列である。

宿題 13.

正方行列に対し定義 22で定められるノルム ∥ · ∥は定義 19のノルムの
性質を満たすことを示せ。(小テスト範囲)
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例 11.

定数係数 n階線型常微分方程式：

dny

dxn
+ a1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1

dy

dx
+ any = 0, (a1, . . . , an ∈ R) (11.61)

は n変数定数係数 1階連立線型常微分方程式に変形できる：

dy

dx
= y1

dy1
dx

= y2

...

dyn−1

dx
= −a1yn−1 − · · · − an−1y1 − any

(11.62)

すなわち
dy
dx
dy1
dx
...

dyn−1

dx

 =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 0
...

...

−an −an−1 −an−2 · · · −a1




y

y1
...

yn−1

 (11.63)

この係数行列の固有方程式は (11.61)の特性方程式：

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0 (11.64)

と一致することが簡単に示せるo。よって、係数行列の固有値は特性方程
式 (11.64)の根と重複度を込めて等しい。
更に、λを係数行列の固有値とするとき固有ベクトルは

λ −1 0 · · · 0

0 λ −1 0
...

...

an an−1 an−2 · · · λ+ a1




η0
η1
...

ηn−1

 =


0

0
...

0

 (11.65)

より ηk = λkη0, (k = 0, 1, . . . , n − 1)となり固有空間は一次元である。
従って固有方程式がm重根を持つ時には Jordan標準形はm次の Jordan

o例えば n行目で展開する。
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細胞：

Jm(λ) =


λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 0
...

. . . . . .
...

0 λ 1

0 0 · · · 0 λ

 (11.66)

を含む。よって、係数行列の相異なる固有値を λ1, λ2, . . . , λlとし、その
重複度をm1,m2, . . . ,mlすると、係数行列の Jordan標準形は

Jm1(λ1)

Jm2(λ2)
. . .

Jml
(λl)

 , (m1 +m2 + · · ·+ml = n)

(11.67)

となる。
簡単な計算でp

exJm(λ) =


eλx xeλx x2

2!
eλx · · · xm−1

(m−1)!
eλx

0 eλx xeλx · · · xm−2

(m−2)!
eλx

...
. . . . . .

...

0 eλx xeλx

0 0 · · · 0 eλx

 (11.68)

となることが分かるので、(11.63)の解はこの成分の一時結合になり、元
の方程式 (11.61)の解が (4.62)の形になることがこれからも分かる。

p

Jm(λ) = λE +


0 1 0 · · · 0
0 0 1 0
...

. . .
. . .

...
0 0 1
0 · · · 0 0


と分けると 

0 1 0 · · · 0
0 0 1 0
...

. . .
. . .

...
0 0 1
0 · · · 0 0


k

が簡単であることを利用できて計算しやすい。
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問題 5.

(11.68)を証明せよ。

第 III部

Appendix

12 振り子の方程式の解
質量mの質点が長さ lのアームで天井に吊るされた振り子を考える：

φ

l

F
m

mg

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAA
AAA
AAA

アームの振れ角を φとして運動方程式を立てると

ml
d2φ

dt2
= −mg sinφ+ F (5.1)

5節では φが小さいときに sinφ ≈ φ という近似を用いたが、ここでは
F ≡ 0 の場合について (5.1)をそのまま考える。

ml
d2φ

dt2
= −mg sinφ (12.1)

先ず両辺に dφ

dt
をかけて積分するとエネルギー保存則が得られる：

ml

2

(
dφ

dt

)2

+mg(1− cosφ) = E0 (12.2)

但し、φ = 0 で位置エネルギーが 0 となるように積分定数を決めてある。
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φ = α > 0 のとき触れ角が最大で、従って、そのとき dφ

dt
= 0 である

とすると E0 = mg(1− cosα) である：

ml

2

(
dφ

dt

)2

+mg(1− cosφ) = mg(1− cosα) (12.3)

整理して半角の公式を使うと：(
dφ

dt

)2

= 4
g

l

(
sin2 α

2
− sin2 φ

2

)
(12.4)

ここで g

l
= ω2, sin

α

2
= kと書き、

sin φ
2

k
= sin θ (12.5)

となる θ を取ると (−α ≤ φ ≤ α なのでこの様な θ は存在する)

dφ

dt
= ±2ωk cos θ (12.6)

また、(12.5) の両辺を tで微分して

1

2
cos

φ

2

dφ

dt
= k cos θ

dθ

dt
(12.7)

から
dφ

dt
=

2k cos θ√
1− k2 sin θ

dθ

dt
(12.8)

なので (12.6)に代入して

dθ

dt
= ±ω

√
1− k2 sin θ (12.9)

すなわち ∫
1√

1− k2 sin θ
dθ = ±

∫
ωdt (12.10)

t = 0 で φ(0) = 0従って θ(0) = 0 とし、さらに t = 0から動き出すとき
に φ は正の方向に動くとすると∫ θ(t)

0

1√
1− k2 sinϑ

dϑ = ωt (12.11)
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これを θ(t)について解いて、

φ = 2 sin−1 (k sin θ(t)) (12.12)

とおけば解が求まるのだが、残念ながら (12.11)の左辺の積分は初等関数
では表せない。
(12.11)の左辺をF (k, θ)と書いて第一種不完全楕円積分とよび、θ = π

2
とおいたのものをK(k)と書いて第一種完全楕円積分とよぶ：

F (k, θ) =

∫ θ

0

1√
1− k2 sinϑ

dϑ

K(k) = F
(
k,
π

2

)
=

∫ π
2

0

1√
1− k2 sinϑ

dϑ

(12.13)

振り子が最大振れ角 φ = αになるときは θ =
π

2
なので振り子の周期は

4

√
l

g
K
(
sin

α

2

)
(12.14)

となり、これはアームの長さ lのみならず最大振れ角 αによるが、α = 0

の極限では

K(0) =

∫ π
2

0

dϑ =
π

2
(12.15)

より周期は

4

√
l

g
K (0) = 2π

√
l

g
(12.16)

となり (5.3)の結果と一致する。
z = sinϑ 置換すると

F (k, θ) =

∫ sin θ

0

dz√
(1− z2)(1− kz2)

(12.17)

この積分で定義される関数

u(x) =

∫ x

0

dz√
(1− z2)(1− kz2)

(12.18)

の逆関数を Jacobi の楕円関数とよび sn(u)または sn(u, k)で表す。すな
わち snは次を満たす：

sn(u(x), k) = x, u(sn(u, k), k) = u (12.19)
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(12.17)を用いると

sn(F (k, θ), k) = sin θ, F (k, sin−1(sn(u, k))) = u (12.20)

F (k, θ)の θに関する逆関数を am(u) または am(u, k) と書き、Jacobi の
振幅関数と呼ぶ。すなわち

sn(u) = sin am(u), am(u) = sin−1 sn(u) (12.21)

である。これを用いると (12.20)は

am(F (k, θ), k) = θ, F (k, am(u, k)) = u (12.22)

これを用いると (5.1)の F ≡ 0の場合の解は

φ(t) = 2 sin−1

(
k sin am

(√
g

l
t

))
(12.23)

と表される。
Jacobi の楕円関数は三角関数とよく似た性質を持つ。詳しくは [武部]

参照。

13 定性的理論
以下では独立変数を tする正規形の一階の微分方程式を考える：

dx

dt
= f(x), x(t) ∈ Rn (13.1)

ただし、右辺は tに依らないとする。

定義 24.

方程式の中に解とその道関数を通してしか独立変数の現れない微分方
程式：

f

(
x,
dx

dt
,
d2x

dt2
, . . . ,

dmx

dtm

)
= 0 (13.2)

を自励系の微分方程式とよぶ。

x(t) が (13.1)の解であるとき定数 τ に対して x(t + τ) も解である。
従って、解が特定の x を通るのがどの t であるかを問題にせず、その x

を通るかどうかのみを考える時は (13.1) の解の軌道を考えれば良い。
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定義 25.

微分方程式 (13.1)の解 x(t) に対し

γ := { x(t) | 解 x(t)が存在する t } (13.3)

を x(t) の軌道とよぶ。一般には軌道には tが増加する時に x(t) が動く
方向の向きを付ける。

以下では (13.1)は局所 Lipschiz 連続で解の存在と一意性を満たすと
する。この時異なる二つの軌道が交わることはない。すなわち、γi =

{ xi(t) | 解 xi(t)が存在する t } , (i = 1, 2) とし、x ∈ γ1 ∩ γ2 とする
と、x = x1(t1) = x2(t2) となる t1, t2 ∈ R が存在するが、x̃(t) :=

x1 (t− (t2 − t1)) とすると方程式 (13.1)を満たし x̃(t2) = xである。よっ
て解の一位性から x̃(t) = x2(t) なので、x̃ の軌道と x2 の軌道は一致す
る。従って γ1 = γ2 である。

定義 26.

Rn を (13.1)の解の向き付きの軌道の和集合とみなす時相空間とよぶ。

以下では相空間の構造を解析する手法を紹介する。

13.1 n = 1 のとき

dx

dt
= f(x) (13.4)

において f(x) = 0 となる点は一点 {x} が軌道であり、R からその様な
点を除いたものは開区間の和集合となる。その各開区間上では f(x) の符
号は一定なので、正の区間には x が増加する方向に矢印を書き、負の区
間には x が減少する方向に矢印を書くと相空間は完全に表現される。

f(x) < 0 f(x) = 0 f(x) > 0 f(x) = 0 f(x) < 0
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13.2 n = 2 のとき
n ≥ 2 では相空間の構造を解析するのは難しくなる。そこで、先ず

f(x) = 0 となる点の近傍で考える。このような点を (13.1) の平衡点ま
たは f(x) の特異点とよぶ。
先ず、f が特異点の近傍では線型である場合を考える。平行移動で 0

が特異点である様にすると：
dx

dt
= Ax, x ∈ R2 (13.5)

ただし、A は二次正方行列とする。
A の固有値を λ1, λ2 とし、この方程式の解の軌道を分類する。

λ1, λ2 ∈ R, λ1 > λ2 > 0 または λ1 < λ2 < 0 のとき
座標変換をして A を対角化する：(

dx1
dt
dx2
dt

)
=

(
λ1 0

0 λ2

)(
x1
x2

)
(13.6)

この解 {
x1(t) = c1e

λ1t

x2(t) = c2e
λ2t

(13.7)

から t を消去すると軌道を表す式は(
x1
c1

) 1
λ1

=

(
x2
c2

) 1
λ2

> 0 (13.8)

となるので相空間は次図の様になる。
x2

x1

97



λ1 = λ2 = λ ̸= 0, A = λEのとき
このとき相空間は次図の様になる。

x2

x1

λ1, λ2 ∈ R, λ1 > 0 > λ2のとき
この時は相空間は次図の様になる。

x2

x1

λ1 ̸= 0, λ2 = 0 のとき
このとき相空間は次図の様になる。

x2

x1
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A = O のとき
この時は相空間全体が平衡点。

λ1, λ2 ̸∈ R, λ1 = λ2, Re λ1 = Re λ2 ̸= 0のとき
α = Re λ1, β = Im λ1 として、座標変換をして方程式を次の形に
する (

dx1
dt
dx2
dt

)
=

(
α β

−β α

)(
x1
x2

)
(13.9)

この解は {
x1(t) = eαt (c1 cos βt+ c2 sin βt)

x2(t) = eαt (c2 cos βt− c1 sin βt)
(13.10)

となるので相空間は次図の様になる。
x2

x1

λ1, λ2 ̸∈ R, λ1 = λ2, Reλ1 = Reλ2 = 0のとき
このとき相空間は次図の様になる。

x2

x1
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λ1 = λ2 = λ ̸= 0 で A が対角化できないとき
座標変換をして A を Jordan 標準形にする：(

dx1
dt
dx2
dt

)
=

(
λ 1

0 λ

)(
x1
x2

)
(13.11)

この解は {
x1(t) = c1e

λt + c2te
λt

x2(t) = c2e
λt

(13.12)

となるので相空間は次図の様になる。
x2

x1

λ1 = λ2 = 0 で A ̸= O のとき
このとき相空間は次図の様になる。

x2

x1

実は、線型ではない方程式の平衡点での Taylor 展開
dx

dt
= Ax+ (二次以上の項) (13.13)

において、Aの固有値の実部がどちらも 0でなければ、平衡点近傍の相空
間の構造は上記とほぼ同じである。詳しくは [金子]181～185ページ参照。
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13.3 n ≥ 3 のとき
平衡点近傍では、平衡点での Taylor 展開の一次の項の係数行列の固有
値によって n = 2 の場合の直積の形をしている。
実は、更に次の定理が成り立つ：

定理 21 (Hartman – Grobman の定理).

原点を平衡点とする自励系の常微分方程式：
dx

dt
= f(x), x ∈ Rn (13.14)

において、 f(x) の原点における Jacobi 行列 Df(0) は実部が 0 の固有
値を持たないとする。
このとき、ある原点の近傍 U、V とその間の同相写像 φ : U → V に
よって、(13.14) の U 内の各軌道は線型化方程式：

dx

dt
= Df(0)x (13.15)

の V 内の各軌道に向きを保って写される。

証明は [ロビンソン]等参照。
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