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1. はじめに

　数理物理学に現れる様々な問題に対して，とりわけ関数方程式等で表現された現象を記述す

る解を求めるのに，物理パラメータなどによる形式的に冪級数展開された形の解は構成可能

であろうか。このような関心が解の漸近展開理論へと発展していったのであろう。このような

方法は抽象的な関数空間における解の存在を保証するというよりも，解の具体的な形状を獲

得できるといた応用的な側面からの支持があったものと思われる。ここでは特異摂動問題と呼

ばれるタイプの問題に対して，境界層 (境界付近で解の値が急激に変化する現象)や内部遷移
層 (領域内部で解の値が急激に変化する現象)を持つ解の表現方法，そしてその解の存在や安
定性などを接合漸近展開法の考えをもとに考察する。ここでの内容は入門的なものに限って，

接合漸近展開法の考え方を中心に解説する。空間多次元の問題などまだまだ未解決問題がた

くさんあるので，皆さんのチャレンジを期待します。

　まずは言葉の説明から始めよう。

定義 1.1 ε ∈ (0, ε0] で定義された関数列 {φn(ε)} が ε → 0 のときの漸近級数 (asymptotic
sequence)でるとは，任意の非負の整数 n に対して

φn+1(ε) = o(φn(ε)) as ε → 0
が成り立つときである。

　漸近級数の例として良く利用されるものに，φn(ε) = εn, φn(ε) = εn(log ε)n などがある。

定義 1.2 級数
∑∞

n=0 Anφn(ε) が ε → 0 のときの f(ε) の漸近展開 (asymptotic expansion)
であるとは，任意の非負の整数 N に対して，

f(ε) =
∑N

n=0 Anφn(ε) + o(φN (ε)) as ε → 0
が成り立つときである。このとき，

f(ε) ∼ ∑∞
n=0 Anφn(ε) as ε → 0

と書く。

　例えば，漸近級数 φn(ε) = εn に関する e−1/ε の漸近展開は e−1/ε ∼ 0 である。漸近展開
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の係数 Am は

Am = lim
ε→0

(
f(ε)−∑m−1

n=0 Anφn(ε)
φm(ε)

)
(m = 0, 1, 2, · · · )

と表されるので，漸近級数が指定されれば漸近展開は一意に決まる。

2. 発見的考察 (特異性の出現)

　 2つの例を挙げる。1つ目は通常の摂動問題であり，もう 1つは特異性が現れる場合である。

例 1 (正則)摂動問題 (reguler perturbation problem) 2点境界値問題：
{

u′′ + u′ + εu = 0, 0 < x < 1, |ε| ¿ 1,

u(0) = a, u(1) = b
(2.1)

の解は u(x; ε) =
b− aeλ−(ε)

eλ+(ε) − eλ−(ε)
eλ+(ε)x +

aeλ+(ε) − b

eλ+(ε) − eλ−(ε)
eλ−(ε)x と表される。但し λ±(ε) =

(−1 ±√1− 4ε)/2. ここで，(2.1)において形式的に ε = 0 として近似解 U0(x) を求めてみ
よう。 {

U ′′
0 + U ′

0 = 0, 0 < x < 1,

U0(0) = a, U0(1) = b.
(2.2)

(2.2)の解 U0(x) =
eb− a− e(b− a)e−x

e− 1
に対して

lim
ε→0

u(x; ε) = U0(x) 区間 [0,1]で一様収束

が成り立ち，形式的に ε = 0 とした (2.1)の解 U0(x) は十分小さな ε に対して良い一様近似

解となっている。

例 2 特異摂動問題 (singular perturbation problem) 次の 2点境界値問題：
{

εu′′ + u′ = 0, 0 < x < 1, |ε| ¿ 1,

u(0) = a, u(1) = b
(2.3)

を考えよう。解は u(x; ε) =
a[e(1−x)/ε − 1]

e1/ε − 1
+

b[1− e−x/ε]
1− e−1/ε

と表されるが，ε → 0 のとき，極

限関数は存在しないことがわかる。実際，任意の自然数 n に対して

{
u(x; ε) = ae−x/ε + b + O(εn), 0 < x 5 1, 0 < ε ¿ 1,

→ b, 0 < x 5 1, as ε → +0
(2.4)+

{
u(x; ε) = a + be(1−x)/ε + O(εn), 0 5 x < 1, −1 ¿ ε < 0,

→ a, 0 5 x < 1, as ε → −0
(2.4)−
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が成り立つ。(2.3)において形式的に ε = 0 としたとき，もはや 2階の方程式ではなくなり (階
数の低下が起こり)，1階の方程式 u′ = 0 となるので，(2.3)における境界条件は 1つ過剰と
なる。従って，u′ = 0 を解くと u = 定数 となるが，(2.4)+ では境界条件 u(1) = b が選ばれ，

(2.4)− では u(0) = a が選ばれていることに注意しよう (実際どちらの境界条件が選ばれるか
が問題となる)。さらに，ε > 0 と固定しても，

u(x; ε) = ae−x/ε + b(1− e−x/ε) + O(e−1/ε), as ε → +0, x → +0

に注意すれば，

lim
x→+0

lim
ε→+0

u(x; ε) = b 6= a = lim
ε→+0

lim
x→+0

u(x; ε)

が成り立ち，真の解 u(x; ε) は ε → +0 のとき，[0, 1] において一様収束しないことがわか
る。例 1とはかなり状況が異なるようである。この原因をもう少し詳しく観察しよう。真の解
u(x; ε) に対して，

u(0; ε) = a, lim
ε→+0

u(x; ε) = b (x 6= 0), u′(0; ε) =
(b− a)

ε
+ O(e−1/ε)

が成り立つ。即ち，x = 0 の O(ε) 近傍で u(x; ε) の値は a から b に急激に変化し，その変化

率は O( 1
ε ) であることがわかる (図 1参照)。このような狭い領域は境界層 (boundary layer)

と呼ばれている。
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図 1: u(x; ε) の挙動

3. 特異摂動法入門

　これまでは，真の解が得られていたので，その解を利用して境界層の出現を見たが，通常は

そうはいかない。真の解は勿論未知であるので，区間 [0, 1] 全体でそれを上手く近似する近似
解の構成方法が要求される。この問題に答えてくれるのが特異摂動法 (singular perturbation
method) と言われる方法である。例 2を用いてその方法を概観してみよう。
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例 2の続き 0 < ε ¿ 1 とする。

U(x; ε) =
∞∑

k=0

εkUk(x) (3.1)

を (2.3)の第 1式に代入し，εk (k = 0, 1, 2, · · · ) の係数を等値すると，

U ′
0 = 0, U ′′

0 + U ′
1 = 0, · · · , U ′′

k + U ′
k+1 = 0, · · · =⇒ U ′

0 = 0, U ′
1 = 0, · · · , U ′

k = 0, · · ·

となり，これを解いて Uk(x) = ak(定数) (k = 0, 1, 2, · · · )。この解は境界層の外側ではよい近
似解となっているので，外部解 (outer solution) と呼ばれている。外部解は (2.3)の第 2式を
同時に満たすことが出来ないが，どちらか一方だけなら満たすことが出来る。(実際，どちら
も満たさないとするとこの形の解は構成できない。) ここで，2つの場合に分ける。
(i) 外部解 (3.1)が u(1) = b を満たすとき，a0 = b, ak = 0 (k = 1, 2, 3, · · · ) となる。しかし，
境界条件 u(0) = aは満たされないので，x = 0の近傍に境界層が存在していると考えることが
出来る。この領域は εに依存した狭い領域であるので，拡大変数 (stretched variable) ξ = x/εα

(α > 0) を用いて拡大する。すなわち，(2.3)を ξ 変数で書き換えると，ū(ξ; ε)(= u(εαξ; ε))
は

ε1−2α ¨̄u + ε−α ˙̄u = 0 =⇒ ε1−α ¨̄u + ˙̄u = 0

をみたす。ここで，α = 1 とすると，

¨̄u + ˙̄u = 0 (3.2)

となる。(α = 1 とする理由は後述) (3.2)の解の ε に関する漸近展開を求めよう。

ū(ξ; ε) =
∞∑

k=0

εkūk(ξ) (3.3)

を (3.2)に代入し，εk (k = 0, 1, 2, · · · ) の係数を等値すると，

¨̄uk + ˙̄uk = 0, ξ ∈ (0,∞) (k = 0, 1, 2, · · · )

となり，境界条件 ū(0, ε) = a を考慮すると，解 ūk(ξ) は

ū0(ξ) = ā0 + (a− ā0)e−ξ = ae−ξ + ā0(1− e−ξ),
ūk(ξ) = āk(1− e−ξ) (k = 1, 2, 3, · · · )

と求まる。但し，āk (k = 0, 1, 2, · · · ) は未決定な任意定数である。
　解 (3.3) は境界層内部の近似解であるので，内部解 (inner solution)，あるいは境界層解
(boundary layer solution)と呼ばれていて，x = 0 の O(ε) 近傍の領域で急激に変化する様子
を記述している。しかし，内部解は一意には定まっていないことに注意しよう。

　これまでは，2つの領域 (境界層の外部と境界層の内部)で別々に近似解を構成してきた。お
互いに都合のよい片側の境界条件だけを使ってきたが，区間全体で整合していなければ (2.3)
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の解にはなり得ない。そのためには，外部解と内部解が共に成り立つ適当な x の領域（これ

を重なり領域 (overlap domain)という）で両者は一致しなければならない。この過程を接合
(matching)という。

-

6
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境界層の外部領域 (x)

境界層 (ξ)

重なり領域 (ζ)

境界層の外部領域は x 変数で記述され，境界層の領域では ξ = x/ε で記述されている。接

合を行うために，両方の領域の重なり領域として，ζ = x/α(ε) で記述される領域を考える。
但し α(ε) は ε の連続関数で，

α(ε) → 0,
α(ε)

ε
→ ∞, as ε → +0 (3.4)

満たすものとする。すなわち，ζ 変数は x と ξ の中間のスケールを表示しており，重なり領

域に対応するものである。そこで ζ を任意に固定し，この ζ を用いて外部解，内部解の両方

の解を表示し直すと，

・外部解の ζ による表現：U(ζ) = U(α(ε)ζ; ε) = b,

・内部解の ζ による表現：ū(ζ) = ū(α(ε)ζ/ε; ε) = ae−
α(ε)

ε ζ +
∞∑

k=0

εkāk(1− e−
α(ε)

ε ζ).

この両者が ε に関する漸近展開として等しくなければならないので，両者を比較すると

ā0 = b, āk = 0 (k = 1, 2, 3, · · · )

が得られる。この接合により，内部解も一意な漸近展開として決定される。

ū(ξ; ε) = ae−ξ + b(1− e−ξ).

　したがって，これらの解を足し合わせて，2つの領域に共通に含まれる項がだぶらないよ
うに引くと，x の領域 [0, 1] 区間にわたって一様に成り立つ (2.3)の近似解の漸近展開が得ら
れる。

uc(x; ε) = U(x; ε) + ū(ξ, ε)− u(ζ) = b + ae−
x
ε + b(1− e−

x
ε )− b = b + (a− b)e−

x
ε . (3.5)

この uc(x; ε) を合成解 (composite solution) という。
　以上述べた方法が接合漸近展開法 (method of matched asymptotic expansions) と呼ばれる
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方法である。

注意 3.1 今の解説で，内部解を得るために拡大変数 ξ = x/εα (α > 0) を導入し，α = 1 と
おいた。それは，α 6= 1 でも内部解の構成は可能であるが，接合が出来ない (重なり領域が存
在しない)ことによる。

注意 3.2 (ii) 外部解 (3.1) が u(0) = a を満たすときはどうなるであろうか。この場合は

a0 = a, ak = 0 (k = 1, 2, 3, · · · ) となる。(i)の場合と全く同様に計算することが出来る。読者
自ら確かめて頂きたい。（ヒント）この場合は境界条件 u(1) = bを満たさないので，x = 1の近
傍に境界層が存在している。拡大変数として ξ = (1−x)/εα (α > 0) を用いる。すると，内部
解 ũ(ξ; ε)は ε1−α ¨̃u− ˙̃u = 0を満たす。前と同じ理由で α = 1とする。ũ(ξ; ε) =

∑∞
k=0 εkũk(ξ)

を代入して，εk (k = 0, 1, 2, · · · ) の係数を等値すると，¨̃uk − ˙̃uk = 0 (k = 0, 1, 2, · · · ) とな
り，境界条件 ũ(0, ε) = b を考慮すると，解 ũk(ξ) は

ũ0(ξ) = ã0 + (b− ã0)eξ = beξ + ã0(1− eξ),
ũk(ξ) = ãk(1− eξ) (k = 1, 2, 3, · · · )

と求まる。但し，ãk (k = 0, 1, 2, · · · ) は未決定な任意定数である。(3.4)を満たす α(ε) に対し
て，中間のスケールを表す変数 ζ = x/α(ε) を導入する。任意に固定された ζ に対して両方の

解の表現を求めると

・外部解の ζ による表現：U(ζ) = U(α(ε)ζ; ε) = a,

・内部解の ζ による表現：ũ(ζ) = ũ(α(ε)ζ/ε; ε) = be
α(ε)

ε ζ +
∞∑

k=0

εkãk(1− e
α(ε)

ε ζ)

となるが，e
α(ε)

ε ζ →∞ as ε → +0 となり接合出来ない。すなわち，重なり領域が存在しなく
なり，(ii)の場合の漸近展開は構成できない。これは ε > 0 のときは，境界層は x = 0 の近傍
にのみ存在し，x = 1 の近傍には存在しないことを主張している。

注意 3.3 　 ε < 0 のときも全く同様に (2.3)の漸近展開を求めることが出来るが，この場合
は境界層は x = 1 の近傍に存在することになる。

4. 非線形問題

　線形問題の場合は特異摂動法で求めた漸近展開が真の解に収束していることは明らかであ

るが，非線形問題の場合は状況が異なる。ここでは，特異摂動法で求めた漸近展開を持つ真の

解が存在することを保障する (すなわち，漸近展開の正当性を与える)必要がある。簡単な例
を用いて説明しよう。

例 3 非線形特異摂動問題 (nonlinear singular perturbation problem) 次の 2点境界値問題：
{

Pεu ≡ ε2u′′ + f(x, u) = 0, 0 < x < 1, 0 < ε ¿ 1,

u(0) = a, u′(1) = 0
(4.1)
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を考えよう。但し，0 < a < 1, f(x, u) = u(1− u)(u− a(x)) で a(x) ∈ C∞[0, 1], 0 < a(x) <

1, 0 5 x 5 1。簡単の為にさらに，a(0) = 1/2 と仮定する (この仮定は本質ではない)。3節の
復習を兼ねて，外部解の漸近展開を考えよう。U(x; ε) =

∑∞
k=0 εkUk(x) を (4.1)の第 1式に

代入し，εk (k = 0, 1, 2, · · · ) の係数を等値すると

f(x,U0) = 0, fu(x,U0)U1 = 0, fu(x,U0)Uk + U ′′
k−2 = 0 (k = 2, 3, 4, · · · )

が得られる。f(x,U0) = 0 より，U0 = 0, 1, a(x) のいずれでもよい。ここでは簡単の為に，
U0 = 0 としよう。すると，fu(x,U0) < 0, (0 5 x 5 1) となり，Uk = 0, (k = 1, 2, 3, · · · ) とな
る。( U0 = 1 としても状況は同じである)　非常に簡単になったが，外部解の漸近展開は

U(x; ε) = 0

と求められた。3節の考え方だと，この解は (4.1)の 2番目の境界条件は満たしているが，x = 0
での条件 u(0) = a は満たしていない。したがって，x = 0 の近傍で拡大変数を導入し，内
部解の漸近展開を計算する。その後，重なり領域で接合して合成解を得る。しかし，ここで

はこの方法を少し修正しよう。(3.5)の合成解は外部解＋内部解－重なり領域での解と表現さ
れているが，これを次のように考える。(3.5)の合成解は外部解＋外部解の修正解。但し外部
解の修正解＝内部解－重なり領域での解。3節での考察から，外部解の修正解は境界層から
離れれば 0 となる。これを指導原理として，外部解の修正解の漸近展開を考えよう。修正が

必要なのは満たされていない境界条件を満たすように修正することであるから，内部解の時

と同様に，x = 0 の近傍で拡大変数 ξ = x/εα を導入し，外部解の修正解を û(ξ; ε) として，
u(x; ε) = U(x; ε) + û(ξ; ε) = 0 + û(ξ; ε) を (4.1)に代入する。その結果

ε2−2α ¨̂u + f(εαξ, û) = 0

を得る。x = 0 では境界条件 u(0) = a を満たさなければならないので，û(0; ε) = a となる。

ここで注意しなければならないのは接合条件の代わりに次の整合条件 û(∞; ε) = 0 を課すこと
である。従って，

{
ε2−2α ¨̂u + f(εαξ, û) = 0, 0 < ξ < ∞,

û(0; ε) = a, û(∞; ε) = 0
(4.2)

を満たす。3節と同様の理由で，α = 1とする。外部解の修正解の漸近展開 û(ξ; ε) =
∑∞

k=0 εkûk(ξ)
を計算する。(4.2)に代入して，εk (k = 0, 1, 2, · · · ) の係数を等値すると

{
¨̂u0 + f(0, û0) = 0, 0 < ξ < ∞,

û0(0) = a, û0(∞) = 0,
(4.3)

{
¨̂uk + fu(0, û0)ûk = Fk(ξ), 0 < ξ < ∞,

ûk(0) = 0, ûk(∞) = 0,
(k = 1, 2, 3, · · · ) (4.4)

但し，Fk(ξ) は ûi, (0 5 i 5 k − 1) のみに依存する。
　微分方程式 (4.3)の第 1式の解軌道は図 2のようになることから，(4.3)は単調減少な解 û(ξ)
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を持ち，ξ → ∞ では指数関数的に 0 に減衰することがわかる。これらの性質を利用すれば
(4.4)も逐次，解 ûk (k = 1, 2, 3, · · · ) を持ち，ξ →∞ では指数関数的に 0 に減衰することが
わかる。以上で，外部解と外部解の修正解の漸近展開が得られた。正確には次のことが言え

図 2: 相平面図

た。cutoff関数 θ(x) ∈ C∞[0, 1] を次のように定義する。θ(x) = 1, x ∈ [0, 1/4]; θ(x) = 0, x ∈
[1/2, 1]; 0 5 θ(x) 5 1, x ∈ (1/4, 1/2)。任意の自然数 m に対して，外部解 U(x; ε)，外部解の
修正解 û(ξ; ε) の εm までの部分和を Um(x; ε), ûm(ξ; ε) と書き，合成解を

um
c (x; ε) = Um(x; ε) + θ(x)ûm(x/ε; ε)

とおくとき，{
Pεu

m
c = O(εm+1), 0 5 x 5 1,

um
c (0) = a, (um

c )′(1) = 0
(4.5)

が成り立つ。ここで，cutoff関数を用いた理由は境界条件が厳密に満されるように考慮した為
である。これが接合漸近展開法による (4.1)の近似解の候補であるが，この近似の意味は (4.5)
を満たすことのみであり，(4.1)の解が存在して，um

c (x; ε) がその一様近似である正当性は何
も保障されていない。(でもこのことは非常に重要である。)
　正当性の証明を与えるために，幾つかの準備を行う。まず，関数空間を設定しよう。

C2
ε [a, b] =

{
u ∈ C2[a, b] |

2∑

k=0

max
a5x5b

|
(

ε
d

dx

)k

u(x)| < ∞
}

,

C2
ε,a[a, b] = {u ∈ C2

ε [a, b] | u′(a) = 0, u(b) = 0},
C2

ε,b[a, b] = {u ∈ C2
ε [a, b] | u(a) = 0, u′(b) = 0}.

真の解 u(x; ε) を以下の形で求めよう。

u(x; ε) = um
c (x; ε) + εmr(x; ε)

これを (4.1)式に代入して r に関して整頓すると
{

ε2r′′ + ε−mf(x, um
c + εmr) + ε2(um

c )′′ = 0, 0 < x < 1,

r(0) = 0, r′(1) = 0.
(4.6)

8



(4.6)を簡単に T (r; ε) = 0 と表すと，T は C2
ε,1[0, 1] から C[0, 1] への滑らかな写像となる。

次の陰関数定理は重要である。

定理 4.1(陰関数定理) T (r; ε) は任意の ε ∈ (0, ε0) に対して，定数 K > 0 が存在して
(i) ||T (0, ε)||C[0,1] = O(ε) as ε → 0;

(ii) 任意の r1, r2 ∈ C2
ε,1[0, 1] に対して

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂T

∂r
(r1; ε)− ∂T

∂r
(r2; ε)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
C2

ε,1[0,1]→C[0,1]

5 K||r1 − r2||C2
ε,1[0,1];

(iii)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(

∂T

∂r

)−1

(0; ε)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
C[0,1]→C2

ε,1[0,1]

5 K

が成り立つとき，ε1 > 0 が存在して，任意の ε ∈ (0, ε1) に対して T (r(x; ε); ε) = 0 を満たす
解 r(x; ε) ∈ C2

ε,1[0, 1] が存在して ||r(x; ε)||C2
ε,1[0,1] = O(ε) を満たす。

　 (4.6)の方程式に対して，定理の仮定 (i) - (iii) をチェックすればよい。(i) は (4.5)そのもの
である。これで，接合漸近展開法の重要性が理解して頂けたと思う。(ii), (iii) に関しても成り
立つが，これは読者の演習とする。

　以上のことから，

定理 4.2(正当性) 任意の ε ∈ (0, ε1) に対して，(4.1)の解 u(x; ε) ∈ C2
ε,1[0, 1] が存在し，任意

の自然数 m に対して，u(x; ε) = um
c (x; ε) + εmr(x; ε) と表される。但し，r(x; ε) = O(ε) ∈

C2
ε,1[0, 1] である。

　これで接合漸近展開法で得た形式解の正当性が示された。

注意 4.1 外部解の構成のとき，U0 = 0 としたが，U0 = 1 としても同様の結果が得られる (図
３参照)。

注意 4.2 ここでは不動点定理を基礎とする陰関数定理を用いて解の存在を証明したが，証明

方法は他にも存在する。この問題のように比較定理が成り立つような問題に対しては，接合漸

近展開法で得た近似解を利用して sub-solution, super-solution を構成し，解の存在，及び解
の ε に関する評価を示すことが出来る ([12])。また，勾配系のようなエネルギーが存在する場
合にもこの近似解を利用して解の存在を示すことが出来る ([3])。さらに，接合漸近展開法と
は異なる方法 (幾何学的な特異摂動法)も適用可能である ([1],[7] ,[22])。

5. 内部遷移層の問題

　これまでは境界で急激な状態の遷移を持つ場合 (境界層)を見てきたが，同じような現象が

9
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図 3: u(x; ε) の挙動 (左図) U0 = 0, a = 0.5 (右図) U0 = 1, a = 0.5

内部で起こる例が多数存在する。ここでは，最も簡単な例を紹介しよう。

例 4 非線形特異摂動問題 (nonlinear singular perturbation problem) 次の 2点境界値問題：
{

ε2u′′ + f(x, u) = 0, −1 < x < 1, 0 < ε ¿ 1,

u′(−1) = 0, u′(1) = 0
(5.1)

を考えよう。f(x, u) = u(1 − u)(u − a(x)), a(x) ∈ C∞[−1, 1], 0 < a(x) < 1, −1 5 x 5 1。
さらに，a(0) = 1/2, a′(0) 6= 0, a(x) 6= 1/2(x 6= 0) と仮定する (今度の仮定は本質である)。
これは 4節で考えた例 3と同じ問題であるが，境界条件だけが異なっている。この問題の数
値解は図 4のようになる。

 0
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 0.8

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

ε

図 4: u(x; ε) の挙動 (内部遷移層) a(x) = x/4 + 1/2, ε = 0.1

図 4によると，x = 0 の近傍で急激な変化が起こっているように見える。しかし，その正確
な位置が不明なので，u(`(ε); ε) = 1/2 で `(ε) を定義し，それを遷移層の位置と考える。そし
て，(5.1)を 2つの問題：

{
ε2u′′ + f(x, u) = 0, −1 < x < `(ε),
u′(−1) = 0, u(`(ε)) = 1/2,

(5.2)
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{
ε2u′′ + f(x, u) = 0, `(ε) < x < 1,

u(`(ε)) = 1/2, u′(1) = 0
(5.3)

と分割する。すると，(5.2), (5.3)はそれぞれ，x = `(ε) に境界層を持つ問題と考えることが
出来る。これは 4節で取り扱った問題と同じである。しかし，`(ε) は未知であることに注意し
よう。そこで，(5.2), (5.3)に対して，4節の方法で得た解を u−(x; ε; `(ε)), u+(x; ε; `(ε)) とす
る。これを利用して (5.1)の解を得るには

d

dx
u−(`(ε); ε; `(ε)) =

d

dx
u+(`(ε); ε; `(ε)) (5.4)

が成り立てばよい。この (5.4)が `(ε) を特徴づける関係式である。　実際，(5.2), (5.3)を解
くときは，境界の一端が ε の未知関数であるので，変数変換して，境界を既知の値に変換し

てから行う。具体的には，(5.2), (5.3) において，それぞれ y = (x − `(ε))/(1 + `(ε)), y =
(x− `(ε))/(1− `(ε)) と変数変換して，

{
ε2uyy + (1 + `(ε))2f((1 + `(ε))y + `(ε), u) = 0, −1 < y < 0,

uy(−1) = 0, u(0) = 1/2,
(5.5)

{
ε2uyy + (1− `(ε))2f((1− `(ε))y + `(ε), u) = 0, 0 < y < 1,

u(0) = 1/2, uy(1) = 0
(5.6)

と書き換える。̀ (ε) =
∑∞

k=0 εk`k と漸近展開出来ていると仮定して，4節の方法により接合漸近
展開法を適用し，その近似解に対して陰関数定理を利用して真の解 u−(y; ε; `(ε)), u+(y; ε; `(ε))
を求める。上記の変数変換により，(5.4)は

(1− `(ε))
d

dy
u−(0; ε; `(ε)) = (1 + `(ε))

d

dy
u+(0; ε; `(ε)) (5.7)

となるので，この関係式を利用して `(ε) を決定する。(5.5), (5.6) の外部解は U−
0 (y; ε) =

1, U+
0 (y; ε) = 0となり，外部解の修正解を û−(ξ; ε) =

∑∞
k=0 εkû−k (ξ), û+(ξ; ε) =

∑∞
k=0 εkû+

k (ξ)
(但し，ξ = y/ε ) とおくと，û−k (ξ), (k = 0, 1, 2, · · · ) は

{
¨̂u−0 + (1 + `0)2f(`0, 1 + û−0 ) = 0, −∞ < ξ < 0,

û−0 (0) = −1/2, û−0 (−∞) = 0,
(5.8)





¨̂u−k + (1 + `0)2fu(`0, 1 + û−0 )û−k = −2(1 + `0)f(`0, 1 + û−0 )`k

−(1 + `0)2fx(`0, 1 + û−0 )`k + F−k (ξ), −∞ < ξ < 0,

û−k (0) = 0, û−k (−∞) = 0

(5.9)

を満たす関数であり，û+
k (ξ), (k = 0, 1, 2, · · · ) は

{
¨̂u+
0 + (1− `0)2f(`0, û+

0 ) = 0, 0 < ξ < ∞,

û+
0 (0) = 1/2, û+

0 (∞) = 0,
(5.10)
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¨̂u+
k + (1− `0)2fu(`0, û+

0 )û+
k = 2(1− `0)f(`0, û+

0 )`k

−(1− `0)2fx(`0, û+
0 )`k + F+

k (ξ), 0 < ξ < ∞,

û+
k (0) = 0, û+

k (∞) = 0

(5.11)

を満たす関数であり，F±k (ξ), (k = 0, 1, 2, · · · ) は û±0 , û±2 , · · · , û±k−1; `0, `1, · · · , `k−1 にのみ

依存する関数で ξ → ±∞ のとき指数関数的に 0 に減衰する。
　 (5.8), (5.10) が共に解を持つためには，a(`0) = 0 でなければならない (図 2参照)。した
がって，a(`0) = 0 を仮定すると (5.8), (5.10), (5.9), (5.11) (k = 1, 2, 3, · · · ) は一意解を持つ。
a(x) に対する仮定より，まず， `0 = 0 となる。以上で，(5.5), (5.6) の合成解は構成出来た。

u−c (y, ε) = 1 +
∞∑

k=0

εkû−k (ξ), u+
c (y, ε) = 0 +

∞∑

k=0

εkû+
k (ξ). (5.12)

これを利用すれば，(5.5), (5.6) が真の解 u±(y; ε) を持つことが証明でき，その漸近展開は
(5.12) で与えられる。最後に，(5.7) を用いて `(ε) を決定しよう。まず，û±k は `0, `1, · · · , `k

にのみ依存していることに注意しよう。u±(y; ε) の漸近展開 u±c (y, ε) を (5.7) に代入して，
εk (k = 0, 1, 2, · · · ) の係数を等値する。`0 = 0 は既に決まっているので，k = 0 のとき，
˙̂u−0 (0) = ˙̂u+

0 (0) となるが，(5.8), (5.10) より

˙̂u−0 (0) = −
√

2
∫ 1

1/2

f(0, s)ds, ˙̂u+
0 (0) = −

√
2

∫ 0

1/2

f(0, s)ds

と表され，仮定 a(0) = 1/2より自動的に成り立つ。任意の自然数 sに対して,k = 0, 1, 2, · · · , s−
1 まで εk の係数を等値することにより，`0, `1, · · · , `s−1 が決定されたと仮定する。εs の係数

を等値すると，

˙̂u+
s (0)− ˙̂u−s (0) = p1 (5.13)

となる。但し，p1 は既知の定数。(5.9), (5.11) より




˙̂u−s (0) = − ∫ 0

−∞
˙̂u−0 (η)[−2`sf(0, 1 + û−0 )− `sfx(0, 1 + û−0 ) + F−s (η)]dη,

= 2`s

∫ 1/2

1
f(0, s)ds/ ˙̂u−0 (0) + `s

∫ 1/2

1
fx(0, s)ds/ ˙̂u−0 (0) + p2,

˙̂u+
s (0) = − ∫∞

0
˙̂u+
0 (η)[2`sf(0, û+

0 )− `sfx(0, û+
0 ) + F+

s (η)]dη/ ˙̂u+
0 (0),

= −2`s

∫ 0

1/2
f(0, s)ds/ ˙̂u+

0 (0) + `s

∫ 0

1/2
fx(0, s)ds/ ˙̂u+

0 (0) + p3.

但し，p2, p3 は定数。これを (5.13) に代入すると，

`s

∫ 1

0

fx(0, s)ds/ ˙̂u−0 (0) = p4. (5.14)

となる。但し，p4 は定数。一方，

∫ 1

0

fx(0, s)ds = −a′(0)
∫ 1

0

s(1− s)ds = −a′(0)/6 6= 0 (5.15)
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より，(5.14) を満たす `s は一意に決まる。以上より，`k (k = 0, 1, 2, · · · ) は逐次決定される。
`(ε) の正当性を示すには，任意の自然数 m > 1 に対して

`(ε) =
m−1∑

k=0

εk`k + εm ˜̀

とおき，(5.7)に代入する。その式を

Φ(˜̀; ε) ≡ ε−m{(1 + `(ε))
d

dy
u+(0; ε; `(ε))− (1− `(ε))

d

dy
u−(0; ε; `(ε))} = 0

と書くとき，

Φ(`m; ε) = O(ε),
∂Φ
∂ ˜̀ (`m; 0) =

∫ 1

0

fx(0, s)ds/ ˙̂u−0 (0)

が成り立つ。ここで，インデックス I を

I = sign
{

∂Φ
∂ ˜̀ (`m; 0)

}
= sign

{
− a′(0)

˙̂u−0 (0)

}

で定義する。但し，

sign{x} =





+1 for x > 0,

0 for x = 0,

−1 for x < 0

である。I 6= 0 のとき，陰関数定理より，Φ(˜̀(ε); ε) = 0 を満たす ˜̀(ε) = `m + O(ε) が一意に
存在する。以上より次の結果をえる。

定理5.1 任意の ε ∈ (0, ε1)に対して，(4.1)の解 u(x; ε) ∈ C̊2
ε,1[−1, 1] ≡ {u ∈ C2

ε [−1, 1] | u′(−1) =
0 = u′(1)} が存在し，任意の自然数 m に対して，u(x; ε) = um

c (x; ε) + εmr(x; ε) と表される。
但し，

um
c (x; ε) =

{
1 + θ(−(x−`(ε))

1+`(ε) )
∑m

k=0 εkû−k (−(x−`(ε))
ε(1+`(ε)) ) for −1 5 x 5 `(ε),

0 + θ(x−`(ε)
1−`(ε) )

∑m
k=0 εkû+

k ( x−`(ε)
ε(1−`(ε)) ) for `(ε) 5 x 5 1,

`(ε) =
∑m−1

k=0 εk`k + εm ˜̀(ε), r(x; ε) = O(ε) ∈ C̊2
ε,1[−1, 1] である。

　定理 5.1の u(x; ε) のように領域の内部 x = `(ε) で急激な状態遷移を表す現象を内部遷移層
(interior transition layer) という。

注意 5.1 (5.1)の解の存在のためには，インデックス I 6= 0 が重要であるが，解の安定性に
は I = 1 あるいは I = −1 が重要な情報を与える (6章参照)。
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注意 5.2 (5.1) は別の形の解 (図 4の右図)を持つことが同様に証明出来る。

6. 安定性解析

　 uε = u(x; ε) を 5節で構成した解とすると，uε は次の方程式

{
ut = ε2uxx + f(x, u), t > 0, −1 < x < 1,

ux(t,−1) = 0, ux(t, 1) = 0, t > 0.
(6.1)

の定常解である。ここでは，uε の安定性を考えよう。uε での線形化固有値問題は

Lεu ≡ ε2 d2

dx2
u + fu(x, uε)u = λu, −1 < x < 1 (6.2)

と表される。

D(Lε) = C̊2
ε [−1, 1] ⊂ C[−1, 1], C̊2

ε [−1, 1] = {u ∈ C2
ε [−1, 1] | u′(−1) = 0 = u′(1)}

Lε は自己共役なコンパクト作用素であるので，安定性を調べるためには実固有値の分布だけ

を調べれば十分である。まず，固有値問題 (6.2) を次のような 1階の方程式に書き換える。
{

εpx = q,

εqx = {λ− fu(x, uε)}p − 1 < x < 1, (6.3)

と

q(−1) = 0, q(1) = 0. (6.4)

任意の λ ∈ R に対して，初期条件
[

p1(−1)
q1(−1)

]
=

[
1
0

]
,

[
p2(−1)
q2(−1)

]
=

[
0
1

]

を満たす (6.3)の解をそれぞれ

V1(x; ε;λ) =

[
p1(x; ε;λ)
q1(x; ε;λ)

]
, V2(x; ε;λ) =

[
p2(x; ε;λ)
q2(x; ε;λ)

]
,

初期条件 [
p3(1)
q3(1)

]
=

[
1
0

]
,

[
p4(1)
q4(1)

]
=

[
0
1

]

を満たす (6.3)の解をそれぞれ

V3(x; ε;λ) =

[
p3(x; ε;λ)
q3(x; ε;λ)

]
, V4(x; ε;λ) =

[
p4(x; ε;λ)
q4(x; ε;λ)

]

とする。このとき，{V1,V2} と {V3,V4} は共に線形独立な (6.3)の解である。従って，(6.3)
の任意の解は {V1,V2} あるいは {V3,V4} の線形結合で表されるので，q(−1) = 0 を満たす
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(6.3)の任意の解はV1 の定数倍で表され，q(1) = 0 を満たす (6.3)の任意の解は V3 の定数

倍で表される。

　固有値 λ に対する (6.3), (6.4)の非自明な解 V(x; ε;λ) = (p(x; ε;λ), q(x; ε;λ))t は非零な定

数 α, β が存在して

V(x; ε;λ) = αV1(x; ε;λ) = βV3(x; ε;λ)

と表される。このことは λ が Lε の固有値であることとV1(x; ε;λ) と V3(x; ε;λ) が線形従
属であることは同値であることを意味している。G(x; ε;λ) を

G(x; ε;λ) = [V1(x; ε;λ),V3(x; ε;λ)] =

[
p1(x; ε;λ) p3(x; ε;λ)
q1(x; ε;λ) q3(x; ε;λ)

]

と定義すると，G(x; ε;λ) は次の行列微分方程式

ε
d

dx
G =

[
0 1

λ− fu(x, uε) 0

]
G

を満たすので，任意の −1 5 x 5 1 に対して，正定数 C が存在して，次の関係式を得る。

detG(x; ε;λ) = C · detG(`(ε); ε;λ).

さらに，

g(ε;λ) = detG(`(ε); ε;λ)

とおくと，g(ε;λ) は λ ∈ R の滑らかな関数であり，任意の −1 5 x 5 1 に対して det
G(x; ε;λ) = 0 であることは g(ε;λ) = 0 と同値である。

補題 6.1 λ ∈ R が Lε の固有値であることは g(ε;λ) = 0 の解であることと同値である。

　さて，次の特異摂動問題を考えよう。p±(x; ε;λ) を
{
Lεp− = λp−, −1 < x < `(ε),
p−x (−1) = 0, p−(`(ε)) = 1,

(6.5)

{
Lεp+ = λp+, `(ε) < x < 1,

p+(`(ε)) = 1, p+(1) = 0
(6.6)

の解とする。このとき，

V1(x; ε;λ) =

[
p−(x; ε;λ)/p−(−1; ε;λ)
p−x (x; ε;λ)/p−(−1; ε;λ)

]
, −1 5 x 5 `(ε),

V3(x; ε;λ) =

[
p+(x; ε;λ)/p+(1; ε;λ)
p+

x (x; ε;λ)/p+(1; ε;λ)

]
, `(ε) 5 x 5 1
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はそれぞれの初期条件を満たしていることに注意しよう。4, 5節と同じ方法 (接合漸近展開法)
で，任意の λ = 0 に対して，(6.5),(6.6)の解を構成的に求めることが出来る。

注意 6.1 パラメータ ε に関する接合漸近展開法で (6.5),(6.6)の解を構成するとき，λ の ε 依

存性を考えなければならない。実際 (i) λ = O(ε)，(ii) λ/ε →∞, as ε → 0 の２つの場合に分
ける必要がある。詳しくは [15] を参照。

　 (6.5),(6.6)の解を利用して g(ε;λ) を計算し，その零点を見つけることが出来る。

定理 6.2 十分大きな ` > 0 に対して，ε2 > 0 が存在し，任意の ε ∈ [0, ε2) に対して，
g(ε;λ) = 0 は λ = −ε` において，ただ 1つの解

λ(ε) = ε · sign{ ˙̂u−0 (0)} a′(0)

6{∫ 0

−∞( ˙̂u−0 (ξ))2dξ +
∫∞
0

( ˙̂u+
0 (ξ))2dξ}

+ o(ε), as ε → 0

を持つ。

定理 6.3 (6.1)の定常解 u(x; ε) のインデックスが I = +1 のとき，その定常解は安定であり，
インデックスが I = −1 のとき，その定常解は不安定である。さらに，不安定解の不安定多様
体の次元は 1 である。

系 6.4 Jump-up 型 (図 4の右図)の内部遷移層を持つ解 u(x; ε) は a′(0) < 0 のとき安定であ
り，a′(0) > 0 のとき不安定である。逆に，Jump-down 型 (図 4の左図)の内部遷移層を持つ
解 u(x; ε) は a′(0) > 0 のとき安定であり，a′(0) < 0 のとき不安定である。

注意 6.3 安定性の証明に関しては，様々な方法がある。上記以外には Lyapunov-Schmidt法
([9])，SLEP 法 ([26]), 変分法的な方法 ([3])，幾何学的な方法 ([8], [24]) などがある。

7. 反応拡散系と空間多次元問題

　化学反応論や数理生物学における様々な問題，燃焼問題，凝固問題などにおけるパターン形

成の解明において，内部遷移層現象を初めとする様々な特異摂動問題が提起され，それらの遷

移層を持つ解の存在や安定性，解の分岐現象の解析に接合漸近展開法の考え方は威力を発揮

している。局所分岐理論で扱える多くの場合は自明解からの近傍に限定され，分岐点から離れ

た大域的な解，すなわち，大振幅を持つ解を捕らえることの出来る方法が，ここで述べた特異

摂動法である。特に 2変数反応拡散系に関しては，ここ 20年の間に様々な角度から膨大な研
究が行われた。これらについて述べる紙面もないので，参考文献を挙げるに留める。

・定常解の存在と安定性に関する文献：[4],[20],[23],[26], [31], [27].
・進行波解の存在と安定性に関する文献：[6],[19], [28], [10], [17], [18], [16].
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　空間多次元の問題では Allen-Cahn 等のスカラー方程式に関しては幾つかの結果は提出さ
れているが，システムになると急激に難しさが増大する。それは，外部問題での第 0近似解
を求める問題は内部遷移層に対応する内部境界を同時に求めるといった自由境界問題となり，

幾何学における曲面の運動と密接に関係していて，これからの研究が期待される ([5], [14],
[32],[34],[29], [13], [33] )。

8. 終わりに

　この講演では，接合漸近展開法の基本的な考え方を中心に簡単な例のみを上げ解説したが，

他にも日本語の優れた解説があるので，是非参考にして頂きたい ([21], [11], [25]等)。特に [25]
には，基本的な考え方から研究の第一線までのトピックスが網羅されており，パターン形成

の数理に対する研究姿勢が伺える文献である。解析的特異摂動法の一般的な解説書としては，

[30], [2]などがあり，幾何学的特異摂動法の解説書としては，[22] などが適当と思われる。
　最後に，本講演の機会を与えて下さいました組織委員の皆様に深く感謝申し上げます。
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