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1 歴史的な経過

ものすごく大雑把な理解
♠ Terry Lyonsのラフパス理論

= 伊藤流 SDEの脱ランダム化

♠ Martin Hairer の正則性構造理論
=　ラフパス理論の SPDE版みたいなもの

（やや不正確）
未解決だった（または定式化すらできてなかった）重要
な SPDEがいくつも解けた (KPZ eq., etc)
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(1) Lyonsの「元祖」ラフパス理論 (1998–)

(2) Gubinelliの「代数的」ラフパス理論 (2004–)

(= controlled path theory) 本講演の急所!

(3) Hairer流のラフ SPDE理論　 (2010–2013)

(2)を土台にしている。複雑すぎて理解困難。

(4) Hairerの正則性構造理論 (2013–)　壮大な一般論

(注) (3)は今となっては勉強しないほうがよい。ただし
(3)を (4)の特殊例としてとらえるのは重要だと思う。
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2 Driven ODE = controlled ODE

x : [0, 1] → Rd, 連続、十分「よい」
σ : Rn → Mat(n, d), b : Rn → Rn

十分「よい」係数行列
♠ Driven ODE

dyt = σ(yt)dxt + b(yt)dt, y0 ∈ Rn.

これの定義は次の積分方程式である

yt = y0 +
∫ t

0

σ(ys)dxs +
∫ t

0

b(ys)ds.
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簡単のため, b ≡ 0, y0 = 0とおいて, 次を考える。

dyt = σ(yt)dxt, y0 = 0 ∈ Rn

⇐⇒ yt =
∫ t

0

σ(ys)dxs

これが定式化可能かどうかは, 右辺のパス xに沿った線
積分の定義が可能かどうかにかかっている.

(注) xが連続なだけでは、線積分は定義できない。
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線積分可能な例
♠ xが区分的C1 級 =⇒ dxt = x′

tdt

♠ xが有界変動, またはリプシッツ連続
=⇒ リーマン・スティルチェス積分可能

♠ xが α-, yが β-ヘルダー連続, α+ β > 1
=⇒ ヤング (= 一般化 RS)積分可能

こういう場合は yに対する不動点定理 (e.g., 逐次近似
法)により、(たいていは)一意解が求まる.

そのとき, x 7→ yを伊藤写像という.
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確率論的に有用な方向に拡張できるか？
µ: d次元ウィーナー測度 (=ブラウン運動)

C0([0, 1],Rd)上の確率測度

しかし, 1/2ヘルダー連続な部分空間は確率 0
=⇒ ヤング (= 一般化 RS)積分不可能
=⇒ BMのサンプル・パスに沿った線積分は

deterministicには無理 (ただし旧常識)

そこで伊藤流の確率積分. マルチンゲール性を使い確率
論的. x-wiseの意味はナシ. 線積分写像や伊藤写像は x

の連続写像にはならない
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つまり, 次の相反する要請を同時に満たすことは不可能

♣ ウィーナー測度をのせたい
=⇒ パス空間 大, パスの性質 悪　
♣ 線積分したい
=⇒ パス空間 小, パスの性質 良　

Terry Lyons’ rough path theory

パス xだけでなく、xが作る反復積分を組にして、パス
概念を拡張 (ラフパス), これが上記の要請を両立するこ
とを示した. 線形代数を捨てて, 反復積分がみたすテン
ソル代数の世界に移行
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- 線積分, ODEなどは全て deterministicに定義できる
上に, ラフパス空間からの連続写像になる.

(Lyons’ continuity theorem)

- 特に BMのリフトをラフパスの意味の伊藤写像に代入
すると、ストラトノヴィッチ型 SDEの解が得られる.

-つまり「SDE理論の脱確率論化」
あるいは「微分方程式と測度の分離」

- 使わないもの · · · マルチンゲール積分論, マルコフ性,

フィルトレーション とても「実解析」的
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3 \\\Geometric Rough Path

4 := {(s, t) | 0 ≤ s ≤ t ≤ 1}, α ∈ (0, 1],
A : 4 → Rd, 連続

‖A‖α := sup
0≤s<t≤1

|As,t|/|t− s|α

T (2)(Rd) := R ⊕ Rd ⊕ (Rd ⊗ Rd)
(2階の切り捨てテンソル代数)
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定義 (ラフパス) α ∈ (1/3, 1/2] ”ラフネス”

連続写像X = (1, X1, X2) : 4 → T (2)(Rd)が次の
２条件を満たすときラフパスという.

(i) K. T. Chen’s identity 0 ≤ s ≤ u ≤ t ≤ 1,

X1
s,t = X1

s,u +X1
u,t,

X2
s,t = X2

s,u +X2
u,t +X1

s,u ⊗X1
u,t

(ii) αヘルダー条件
‖X1‖α < ∞, ‖X2‖2α < ∞

- Ωα(Rd): ラフパスの全体とする
- 2 = [1/α]
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例 (滑らかなラフパス)

x : [0, 1] → Rd, リプシッツ連続、x0 = 0.

X1
s,t := xt − xs, X2

s,t :=
∫ t

s

(xu − xs) ⊗ dxu

このX は明らかにラフパスになる. xのリフトという.

(この方法で得られるX を滑らかなラフパスと呼ぶ.)

定義 (幾何学的ラフパス空間)

GΩα(Rd) = {smooth rough paths in Rd }
dα

⊂ Ωα(Rd)

可分完備距離空間
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⊗を T (2)(Rd)の掛け算とすると、チェンの恒等式は

Xs,t = Xs,u ⊗Xu,t

(ある群上の通常の意味のパスの「差分」の式である.)

=⇒ 実は２階の自由ベキ零群

X2
s,t の対称部分は (X1

s,t ⊗X1
s,t)/2

新情報は次の反対称部分にのみ存在.

2Aij(X2
s,t) = ”

∫ t

s

{(xj
u − xj

s)dx
i
u − (xi

u − xi
s)dx

j
u}”
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- X1 = Y 1 だがX2 6= Y 2 となるGΩα(Rd)の元の
例がある. (リフトの非一意性)

- X,Y ∈ GΩα(Rd)に対して, 一般には加法は定義で
きない. (スカラー倍はできる.)

- 直和ペアのラフパス (X,Y ) ∈ GΩα(Rd ⊕ Rr) も一
般には定義できない
ただしX,Y の片方が例えば smoothラフパスならば,

加法も直和ペアもできる. 第２レベルパスの”cross

term”がスティルチェス積分を使って定義できるからだ.
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4 ラフパスに沿った線積分 (Lyons流)

Riemann-Stieltjes積分の一般化
x : [0, 1] → Rd, f : Rd → Mat(n, d) を十分良
0 < t− s << 1として、形式的計算.∫ t

s

f(xu)dxu

=
∫ t

s

{
f(xs)dxu +

∇1f(xs)

1!
〈X1

s,u, dxu〉 + · · ·
}

= f(xs)X1
s,t + ∇1f(xs)X2

s,t + · · ·

(テーラー展開と∇kf の対称性を用いた)
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X ∈ GΩα(Rd), f : Rd → Mat(n, d) をC3 級
(xt := X1

0,t とおく)

積分
∫
f(X)dX をGΩα(Rn)の元として定義したい.

Ŷ 1
s,t=f(xs)X1

s,t + ∇f(xs)X2
s,t

Ŷ 2
s,t=f(xs) ⊗ f(xs)X2

s,t

P = {s = t0 < t1 < · · · < tn = t} を区間 [s, t]の
分割, |P|を分割の幅として



16/56

修正リーマン和の極限

Y 1
s,t= lim

|P|↘0

n∑
i=1

Ŷ 1
ti−1,ti

Y 2
s,t= lim

|P|↘0

n∑
i=1

(
Ŷ 2

ti−1,ti
+ Y 1

s,ti−1
⊗ Y 1

ti−1,ti

)
は収束して, Y ∈ GΩα(Rn) となる.

(Y =
∫
f(X)dX と書く)

(注)　一般には,

∫
f(Z)dX は定義できない



17/56

(定理) f : Rd → Mat(n, d)をC3 とする. このとき,

GΩα(Rd) 3X 7→
∫
f(X)dX∈ GΩα(Rn)

は局所リプシッツ連続であり, 通常のリーマン・スティ
ルチェス積分

∫ ·

0

f(xu)dxu の拡張になっている.

(注) Lyons流の議論では、積分写像はラフパス空間から
ラフパス空間への写像である
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5 Rough Differential Equation (Lyons流)

σ : Rn → Mat(n, d)をC3
b と仮定する.

- 与えられたRd 値の (ラフ)パスX に対してRn 値の
(ラフ)パス Y を解とする次の方程式を考える.

dYt = σ(Yt)dXt, Y0 = 0 ⇐⇒ Yt =
∫ t

0

σ(Yu)dXu

このままでは、右辺が定義できない。そこで dXt = dXt

dYt = σ(Yt)dXt
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ここで σ̂ : Rd ⊕ Rn → Mat(d+ n, d+ n) を以下で
定める.

σ̂(z)〈z′〉 =

 1 0

σ(y) 0

 x′

y′

 =

 x′

σ(y)x′


この記号を使うと, 次に同値.

dZt = σ̂(Zt)dZt with π1Zt = Xt

これはラフパスの積分写像として意味がつくので、これ
を RDEの定義とする。(Z もしくは Y = π2Z のこと
を与えられたX に対する解という。)
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定理 (Lyonsの連続性定理) σ : Rn → Mat(n, d)を
C2

b 級とし, 上記の RDEを考える. このとき, 任意の
X ∈ GΩα(Rd)に対して, 解 Z ∈ GΩα(Rd ⊕ Rn)が
存在する. さらに σがC3

b 級だと仮定すると, 一意解が
あり,以下をみたす.

(1) X 7→ Z は局所リプシッツ連続.

(2) 伊藤写像X 7→ Y = π2Z = Φ(X) ∈ GΩα(Rn)
は局所リプシッツ連続.

証明は定石どおりに時間区間を縮めた上で、Picard式の
逐次近似を行う.

RS積分の意味での ODEを拡張したものになっている.
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6 \\\A Little Bit of Stochastics

パス空間上の測度であるウィーナー測度 µを持ち上げ
て, ラフパス空間上の測度を得たい. (1/3 < α < 1/2)

w ∈ C0(Rd)とm ∈ Nに対して, w(m)を分点
{0, 1/2m, 2/2m, . . . , 2m/2m = 1} に対応した２進
折れ線近似とする.

w(m)はリプシッツ．RPリフトW (m)が存在

∃W := lim
m→∞

W (m) µ-a.s. in GΩα(Rd)

Brownian RP (RP世界における BMみたいなもの)
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さきほどの伊藤写像に代入すると, t 7→ Φ(W )10,t はス
トラトノヴィッチ型 SDEの解 yと一致.

dyt = σ(yt) ◦ dwt, y0 = 0

証明は Lyonsの連続性定理とWong-Zakai近似定理に
よる.

SDEの解が連続写像の像として得られた！
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7 RDE driven by Gaussian RP

ある種のガウス過程はラフパスにリフトできる.

(代表例：fractional BM with 1/4 < H ≤ 1/2)

セミマルチンゲールではないことに注意
=⇒ [1/α] = 2, 3 のラフパス理論 (３重積分まで)

♠ こういったガウス RPで駆動される RDEの解の研究
が最近はやり始めた. この確率過程は新種. 何か？
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♠ 弱気派 正体不明だし、応用も見つかってないし、
研究する意味あるの？

♠ 強気派 数学的構造がしっかりあるから問題ない.

応用など必要なし（or 後から見つかるはず）.

♠ 無思想派 3 講演者
「論文書けるなら、何でもいいや、、、」

第二、第三カテゴリーに属する人々が、この種の「SDE

モドキ」をバリバリ研究をしはじめた。
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♠ すでに相場のできた話題
- Stroock-Varadhan型の台定理
- Schilder型（Freidlin-Wentzell型）の大偏差原理
- Laplaceの方法 (上記の大偏差原理の精密化)

♠ 勃興中の話題 　
- Malliavin Calculus for RDEs

これは以下の技術的な進展によるところが大
(i) ヤコビアン過程の可積分性 (Cass-Litterer-Lyons)

(ii) RDEの解がD∞ であること (I.)

(iii) Hörmander条件下でのMalliavin共分散行列の非
退化性 (Cass-Hairer-Litterer-Tindel)
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♠ 次に来そうな話題 　
- RDEに対する数値解析的な問題
- RDEに対する統計学的な問題

どちらも通常の SDEに関してはたくさん論文がある
でもラフパスの枠組みではほとんど手がついていない.

今なら早いもの勝ち (かも).

講演者もこの件に関して、情報を集めてますので、
詳しい方はぜひよろしく.
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8 Gubinelli’s theory of controlled paths

- Lyons流の積分は
∫
f(X)dX の拡張

- 一般には
∫
Y dX,

∫
f(Y )dX は存在せず

- 両方ともそろってX の場合だけ、というのは不便
- しかし、駆動するラフパスX と被積分関数 f(X)を
独立に動かすのは無理
- Gubinelli は「中間地点」まで、がんばって進んだ.

X ごとに「被積分関数のなすバナッハ空間」を設定
(f(X)はこのバナッハ空間に含まれている.)
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３つ組 (Y, Y ′, RY )が, X ∈ GΩα(Rd)の
integrand(=controlled path)であるとは,

(i) Y ∈ Cα([0, 1],Rn)
(ii) Y ′ ∈ Cα([0, 1],L(Rd,Rn))
(iii) RY ∈ C2α(4,Rn)
(iv) Yt − Ys = Y ′

s ·X1
s,t +RY

s,t (0 ≤ s ≤ t ≤ 1)

最後の式は「Y の挙動の悪さがだいたいX の挙動の悪
さと同じ」という意味だとみなせる.

(記号) (Y, Y ′) ∈ or (Y, Y ′, RY ) ∈ Qα
X(Rn).

Qα
X(Rn)はバナッハ空間

‖Y ′‖α + ‖RY ‖2α + |Y0| + |Y ′
0 |
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被制御パス (controlled path)空間のキモチ
ラフパス空間の上にあるベクトル束みたいなもの
• GΩα(Rd); 底空間. 無限次元多様体みたいなもの
• Qα

X(Rn); 各X ∈ GΩα(Rd)上に立っている
「ファイバー」に相当するバナッハ空間

異なるX 6= X̂ に対して、Qα
X(Rn) とQα

X̂
(Rn) は

よく似ているのだが、あくまで違うバナッハ空間である
したがって、違うバナッハ空間の元をうかつに演算して
はいけない
(注) 今後ほとんど全ての操作が「X 上のファイバー」
のなかで行われる (X を reference RPとも呼ぶ)
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被制御パス空間の重要例
X ∈ GΩα(Rd): a reference RP

(1) X1 自身 X1
t := X1

0,t とおく
=⇒ (X1, Idd) ∈ Qα

X(Rd)

(2) 2αヘルダーなパス Y ∈ C2α([0, 1],Rn)
=⇒ (Y, 0) ∈ Qα

X(Rn)

(3) 性質のいいスカラー作用
(Y, Y ′) ∈ Qα

X(Rn), h ∈ C2α([0, 1],R1)
=⇒ (h · Y, h · Y ′) ∈ Qα

X(Rn)
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(4) 代入 （重要！）
(Y, Y ′) ∈ Qα

X(Rn), f : Rn → Rl (C2 級)

=⇒ 　 (f(Y ), {f(Y )}′) ∈ Qα
X(Rn),

where {f(Y )}′
t := ∇f(Yt) · Y ′

t ∈ L(Rd,Rl)

(注) 普通の微分積分に出てくる「合成関数の微分公式」
と形式的には同じ

(5) 被制御パスの接続 (Y, Y ′) ∈ Qα
X([0, T1],Rn),

(Z,Z′) ∈ Qα
X([T1, T2],Rn), かつ YT1 = ZT1

=⇒　接続したパス
(Y, Y ′) • (Z,Z′) ∈ Qα

X([0, T2],Rn)
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Qα
X(L(Rd,Rn))の元に対して, 以下の修正リーマン和
の極限として, 積分がえられる

(Zt − Zs :=)
∫ t

s

YudXu

= lim
|P|→0

∑
i

{
Yti−1

X1
ti−1,ti

+ Y ′
ti−1

·X2
ti−1,ti

}
実は相棒を Z′ = Y ととると
(Z,Z′, RZ) = (

∫ ·

0

Y dX, Y, RZ) ∈ Qα
X(Rn)

Gubinelli流の積分写像はQα
X(Rd) → Qα

X(Rn)
X の被制御パス空間からX の被制御パス空間への写像
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(注) すこし拡張して
∫ t

s

YudWu も定義できる.

Lyons流の積分との整合性
被積分関数 Y として特に f(X) = f(X1)の形のもの
をとると、上記の性質 (1)(4)により,

{f(X)}′
t = ∇f(X1

t ) · (X1)′
t = ∇f(X1

t )なので∫ t

s

f(Xu)dXu

= lim
|P|→0

∑
i

{
f(X1

ti−1
)X1

ti−1,ti
+ ∇f(X1

ti−1
)X2

ti−1,ti

}
となり、第１レベルに関しては完全に一致している
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さて L(Rd,Rn) = Mat(n, d)値の σを係数行列とす
る RDE

Yt =
∫ t

0

σ(Ys)dXs, Y0 = a ∈ Rn

の解はこの枠組みでは、Qα
X(Rn)内の不動点として解

釈される. （解はラフパスではない）

(注) X に関する連続性（=Lyonsの連続性定理）もも
ちろん成立する. (第 1レベル Y の場合であれば、
大きなバナッハ空間Cα([0, 1],Rn) のなかで差を評価
すればよい)
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豆知識（トリビア）
X ∈ GΩα(Rd), (Y, Y ′) ∈ Qα

X(L(Rd,R1)).
超関数”Y · ∂tX

1”がなぜか well-defined.

実際 φをテスト関数とすると, φY ∈ Qα
X(L(Rd,R1))

なので

φ 7→
∫ 1

0

φtYt · dXt ” = ”
∫ 1

0

φtYt · (∂tX
1)tdt

と見なせばよい

(注) Y,X1 は αヘルダー, ∂tX
1 は α− 1ヘルダー

α+ (α− 1) = 2α− 1 < 0.
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一般にベゾフ空間Bα
∞,∞ の元とBβ

∞,∞ の元とが
「掛け算」できるためには α+ β > 0だったはず.

（これが大体ヤング積分に相当するはず）

一般論の限界を超えた？
(なお α > 0なら, Bα

∞,∞ は通常のヘルダー空間)

♠ ちなみに, 超関数 Y · ∂tX
1 の情報と、

不定積分
∫ ·

0

Yt · dXt の情報とは同値.
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被制御パス理論のまとめ
♣ reference RP X ∈ GΩα(Rd)を固定するごとに,

関数空間Qα
X(Rn)を設定する。

♣ ほとんどの操作 (線積分や ODEの解の存在など)は,

X を固定したうえで, その関数空間内 (=X 上のファイ
バー内)で行う．

♣ ただし最後にX を動かした場合の連続性に関しては,

巨大な「入れ物」であるバナッハ空間のノルムに関して
示す. (計算に出てくる全ての量が「近い」と仮定すれ
ば, 計算結果も「近い」にきまっている、という感じ.)
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正則性構造理論における一般化の（超大雑把な）予定
• a (reference) RP X −→ a model

• controlled pathsの空間Qα
X(Rn)

−→ the space of modelled distributions

• RP積分の超関数微分形 Y · ∂tX
1 を作る操作

−→ the reconstruction operator

• 関数の定義域は１次元−→ 多次元
• Brownian RP W := lim

m→∞
W (m)

−→ 往々にして対応物は存在 (収束)せず
　そこで renormalization という技を使う
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9 Hairer’s rough stochastic PDE theory

Martin Hairerによる rough SPDE理論
=⇒ 時間ではなく、空間変数にラフパス理論を使う
=⇒ 解概念が拡張されて、いくつかの ill-defined

SPDEが解けた
=⇒ なんと KPZ方程式まで解けた（周期的な場合）

以下では簡単な例を見てみよう
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確率熱方程式 (最単純 SPDE).

∂tψ = 4xψ + ξ, ψ(0, x) ≡ 0

ここで, ψ : [0, T ] × S1 → Rd であり, 通常通り
S1 ∼= R/Z ∼= [0, 1].
ξは d-dim. [0, T ] × S1 space-time white noise

ψは２変数連続ガウス過程. 時間変数に関しては
1/4 − εヘルダー連続. 空間変数に関しては 1/2 − εヘ
ルダー連続. (∀ε > 0)
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時刻 tを固定すると ψ(t, · )はだいたいピンド BM的な
挙動をするので, これをラフパスにリフトできる.

Ψ1
t (x, y)=ψ(t, y) − ψ(t, x),

Ψ2
t (x, y)=

∫ y

x

{ψ(t, z) − ψ(t, x)} ⊗ ◦dzψ(t, z)

(0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ y ≤ 1).

ΨはC([0, T ], GΩα(Rd))値 r.v.

(1/3 < ∀α < 1/2)

このΨが主役で、reference RPの役割を果たす.
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次の SPDEを例にあげて考えよう. (u(t, x) ∈ Rd)

∂tu = 4xu+g(u)∂xu+ ξ with u(0, x) = u0(x)

ここで, g : Rd → (Rd)⊗2 は十分よい関数だとする.

通常の枠組みでは未解決だった (というより意味がつい
ていなかった)らしい

基本方針 解 uの挙動の悪さは, ψの挙動の悪さとほ
ぼ同じだと信じる. よって u(t, x)は各 tを固定するご
とに, ラフパスΨt の被積分関数の空間に入っていると
して, SPDEの解の定義を与える.
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Ψの実現をひとつ固定しよう. すなわちΨを
C([0, T ], GΩα(Rd))の任意の元とする.

uは連続で, tを固定するごとにΨtの被積分関数の空間
に入っているものを考える.

積分方程式としての見なし方 (重要！) (キーワー
ド：熱半群、熱核、Duhamelの原理、マイルド解）
「Duhamelの原理」的な考察をすると、主要部である
4x が生成する半群作用との時間畳み込みで（形式的に
は）方程式が書けるはず
さらに4xが生成する半群は熱核との空間畳み込みで書
ける
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よって、熱核 (=時間空間グリーン関数)との時間空間
畳み込みで（形式的には）方程式が書けるはず
♠マイルド解としての定義；

u(t, x) = (et4xu0)(x)

+
∫ t

0

ds

∫ 1

0

pt−s(x− y)ξ(s, y)dy

+
∫ t

0

ds

∫ 1

0

pt−s(x− y)g(u(s, y))dyu(s, y)

注：• 右辺第 3項の積分はΨs の被積分関数の空間で行
われている • 実は右辺第 2項 = ψ(t, x)
• 通常どおり、マイルド解⇐⇒弱解 (超関数解)
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実際は v := u−ψ−U と置き直して処理. 新たな未知
関数 vt = v(t, · )のみたすべき方程式は,

vt =
∫ t

0

ds e(t−s)4x

[
g(vs + ψs + Us) · ∂x(vs + Us)

]
+

∫ t

0

ds

∫ 1

0

pt−s( · − y)

×g(v(s, y) + ψ(s, y) + U(s, y))dyψ(s, y)

(U(t, x) = (et4xu0)(x)). Ψを固定するごとに, 上の
方程式をC([0, T ], C1([0, 1],Rd))において,不動点定
理に持ち込んで解く. またラフパス理論の常識どおり,

Ψ 7→ uは (適当な位相に関して)連続になる.
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その後、Hairerはこの類いの論法を延長して、周期的な
場合に KPZ方程式を解いた. (Ann. of Math. ’13)

空間を S1 ∼= [0, 1], 時間を [0, T ]として, 次の実数値の
SPDEを考える. (λ > 0は結合定数)

∂th = 4xh+ λ(∂xh)2 + ξ

ただし、E[ξ(t, x)ξ(s, y)] = 4πδx−y · δt−s と調節し
たWN

♣ 未解決 (or 未定義). （今までは”Cole-Hopf解”とい
う非厳密解で代用）
♣ Hairerは RPを使って, 空間が S1 の場合に定式化
し、Cole-Hopf解との一致を示した.　 (1次元値？)
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形式的に Cole-Hopf変換すると,

dZ = 4xZdt+ λZdW (∂tW = ξ)

という (乗法的)確率熱方程式になる (well-defined)

これの λ−1 logをとると, KPZが形式的に得られるが,

実は定数 ” − ∞”が出て来て困る.

−→ renormalization がラフパス理論に初登場
• しかし、あまりに複雑すぎて、まず理解不可能
• これを一般化して、きれいに整理してきたもの
が、”theory of regularity strucuture”である
• 高度に一般化されているため、もはやラフパス理論の
一部とは言えない
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10 参考文献 (大きいものだけ)

♠ Lyons流のラフパス理論
[1]は原論文. [2]はラフパス理論に関する最初の本. こ
れが一世を風靡した時期もあったが，読みにくかった
り, 間違いがあったりするので, 最近はあまり読まれな
くなった. [3]はラフパス理論の決定論的な部分 (Lyons

の連続性定理まで)を丁寧に証明している本. まさにそ
の部分が [2]ではあやしかった. [4]は大著で, 自由ベキ
零群という観点の強調, ガウス・ラフパスに関する大量
の情報, A. Davieによるラフパス版の Euler近似のよう
な RDEの解法などが特徴である．また３番目の結果と
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して, RDEの後に (少しだけ)ラフパス積分が登場する
という常識に反した構成になっているのも [4]の特徴で
ある. [5]は完全な手前味噌. わずか 24ページのなかで,

ラフパス空間上の確率解析の現状を解説したので, 努力
が嫌いな人にはおすすめである.
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♠ Gubinelli流のラフパス理論
[1]は原論文. いくつかの理由で読みにくい. このテーマ
に関しては本やサーベイがほとんど存在せず，おそらく
は出版予定の [2]だけである．120ページだった前バー
ジョンには大量の誤植や小ミスがあったが, ２倍に増量
された現バージョンでは直っているだろうか？
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♠ Hairer流のラフ SPDE理論
正則性構造の理論ができてしまった今となっては, むし
ろ真面目に勉強しないほうがいいと個人的には思ってい
るが, 参考のために３点挙げておく. [1][2]が事始め.

[3]において KPZ方程式を周期的な場合に解決した.
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♠ 正則性構造の理論
[1]は原論文. 長くて難解である. そこで本人の手による
短いサーベイ [2][3]が便利かもしれない. なお
Friz-Hairerの本の後半にも正則性構造の理論を解説し
た部分があるので, 必要ならば参照せよ.
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