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古典的確率解析の新展開とランダム行列の力学的普遍性
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概 要

この論説では，Rdの中を動く無限粒子系の確率力学を論ずる．一つの粒子
のランダムな挙動は古典的な確率解析で追究できる．それが無限個の粒子の
集団となった時に，いかに古典的確率解析を拡張するかを解説する．ランダ
ム行列から生じる粒子系の平衡分布は対数関数を干渉ポテンシャルとして持
つ．これに代表される長距離で強い効果を持つ干渉ポテンシャルに適用でき
る理論を構築する．応用として，ランダム行列に関係する点過程の普遍性が，
確率力学のレベルで成立することを示す．

1. 干渉ブラウン運動の一般論の始まり
ユークリッド空間Rdの中を干渉ポテンシャルΨ:Rd→R∪ {∞}で相互作用しながら運
動する無限個のブラウン粒子の運動を考える．粒子の時刻 tの位置Xt = (X i

t)i∈N ∈ RN

は次の確率微分 (積分)方程式で与えられる．

X i
t −X i

0 = Bi
t −

β

2

∫ t

0

∞∑
j ̸=i

∇Ψ(X i
u −Xj

u)dt (i ∈ N). (1.1)

ここでβは逆温度と呼ばれる正定数，B = (Bi)i∈Nは (Rd)N値，{Ft}-ブラウン運動，X

はある四つ組 (Ω,F , P, {Ft}) で定義された連続なパスを持つ確率過程である．Xは時
刻 tとω ∈ Ωの関数であり，X = Xt = X(t) = Xt(ω) = X(t, ω) などとも表記する．確
率論の習慣で，大抵ωは省略しXの中に書かない．
尚，(Ω,F , P )は完備確率空間，{Ft}は右連続なσ加法族の増大列でP測度0の集合
を含むとする．{Ft}-ブラウン運動とはブラウン運動であって各 tに対してBtがFt-可
測となることである．この性質を{Ft}-適合というが，四つ組の上の確率過程はBやX

も含め断らない限り{Ft}-適合を仮定する．(Rd)N値のブラウン運動とはRd値ブラウン
運動の無限個の独立なコピーであり，ここでは原点を出発するものとする．
係数に無限和を含むので (1.1)の意味には注意が必要である．各 i ∈ Nに対して無限和∑

j∈N, j ̸=i

∇Ψ(si − sj)

が意味を持つ空間Sを考え，Xがその中を動くという制約の下で方程式 (1.1)を解かな
いといけないからである．如何にSを捉えるか，自体が重要な問題となる．一つの方
法は，確率微分方程式に自然に対応した測度 µ̌を (Rd)Nに導入し，その下で µ̌(Sc) = 0
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である集合としてSを捉えることである．実際，粒子の個数が有限個ならばN粒子系
の確率微分方程式

X i
t −X i

0 = Bi
t −

β

2

∫ t

0

N∑
j ̸=i

∇Ψ(X i
u −Xj

u)dt (i = 1, . . . , N) (1.2)

を（Lipschitz連続など自然な仮定の下で）解くことができる．その解は

µ̌N(ds1 · · · dsN) = exp{−β
N∑
i<j

Ψ(si − sj)}ds1 · · · dsN . (1.3)

に対して対称になり，更に µ̌N -a.s. (s1, s2, . . . , sN) ∈ (Rd)Nを出発点とする解を構成で
きる．従って，もし µ̌NについてN → ∞という極限で測度 µ̌∞が (Rd)Nに存在すれば，
それに対して考えればよいが，そういう測度は存在しない．
有限次元での (1.2)と (1.3)の関係は 1

2
∆+ 1

2
∇ logm · ∇ から生成される半群の不変測

度がmdxとなることに対応している．但し，m = exp{−β
∑N

i ̸=j Ψ(si− sj)}．同じこと
を無限粒子系で考えると，不変測度がLebesgue測度の無限直積を含むことになり，こ
の対応関係がそのままでは意味をなさないのである．
この問題はΨがRuelleクラスという良い性質を持つ干渉ポテンシャルならば，古典
的なGibbs測度の理論によって解決される．実際，このとき (Rd)Nの代わりに，配置空
間（アンラベル粒子の空間）にはN → ∞での極限に対応する測度を構成することが
できる．しかし，この論説の主要例は，Ψが対数関数の場合を想定している．この場
合，あるいはより一般にRdでd次元クーロンポテンシャルを考察した場合，古典的な
Gibbs測度の理論が適用できず，その時点で大きな問題が生じる．

(1.1)は積分形で表示したが，通常，確率微分方程式 (1.4)で表す．

dX i
t = dBi

t −
β

2

∞∑
j ̸=i

∇Ψ(X i
t −Xj

t )dt (i ∈ N). (1.4)

ただし (1.4)の意味は (1.1)である．確率微分方程式 (1.1)は，Lang [32, 33]によって
Ψ ∈ C3

0(Rd)の場合に解かれた．またFritz[10]では4次元以下の空間で非平衡解が構成
された．種村 [59]によってハードコアブラウン運動の場合が解決された．
確率微分方程式を解く標準的な手段は，伊藤スキームを用いることである．つまり
常微分方程式の場合と類似のPicard近似による方法をとる．従って，少なくとも局所
的な，係数のLipschitz連続性が必要となる．無限次元では，係数のLipschitz連続性は
期待できないし，局所化も非常に複雑になる．N粒子系の段階で方程式を解き，解の
N → ∞の極限が収束することを示すのが可能な手段だが，これにはN → ∞の極限
に耐えうるロバストな評価が必要となる．
Langは，ポテンシャル係数がΨ ∈ C3

0(Rd)の場合に，これをGibbs測度の評価と組
み合わせることにより実行した．しかし，たとえRuelleクラスという扱いやすい範疇
でもΨが多項式減衰の場合は，Langの方針で証明するのは無理だった．



無限次元確率微分方程式は，一般には無限個の係数σiと biによって

dX1
t = σ1(Xt)dB

1
t + b1(Xt)dt

dX2
t = σ2(Xt)dB

2
t + b2(Xt)dt

dX3
t = σ3(Xt)dB

3
t + b3(Xt)dt

· · ·

という形で与えられる．もし，(σi, bi)が i → ∞で十分に速く (0, 0)に収束すれば，(収
束の速さ次第で)通常のSDEと同様に解くことが出来る．今の場合，問題は (σi, bi)が
「対称性」を持ち，i → ∞で (0, 0)に収束しない点である．つまり，各係数が，1つの
関数 (σ, b) :Rd×S→(Rd2×Rd) ∪ {∞} によって，次で与えられる．（Xi♢

t =
∑∞

j ̸=i δXj
t
）

dX1
t = σ(X1

t ,X
1♢
t )dB1

t + b(X1
t ,X

1♢
t )dt

dX2
t = σ(X2

t ,X
2♢
t )dB2

t + b(X2
t ,X

2♢
t )dt

dX3
t = σ(X3

t ,X
3♢
t )dB3

t + b(X3
t ,X

3♢
t )dt

· · ·

繰り返すが，ここで関数 (σ, b)(x, s)が粒子の番号 iに依存しないことに注意する．この
ような対称性は，莫大な個数の同一もしくは有限種類の粒子の振る舞いを追究する統
計物理的諸問題にとって自然な枠組みである．
対称性は従来の感覚の手法を使う障害となった．逆にそれにより，系全体を配置空
間に値をとる対象と見做せ，アンラベル確率力学X =

∑∞
i=1 δXiが有効になる．Xは不

変確率測度（平衡分布）µを持ち，幾何的な確率解析，Dirichlet形式論が有効になる．
5章で説明する第一理論ではDirichlet形式論を用いて，極めて広い範囲のµ に対し
て，それを平衡分布にする確率微分方程式の解を構成する．更にµ-a.s. s =

∑
i δsiに対

して，s = (s1, s2, . . .) ∈ (Rd)Nを出発する解を構成する．これらはXとブラウン運動B

の組 (X,B) としての解でいわゆる弱解であり，また解の一意性は示されていない．粗
くいって，弱解 (X,B)がブラウン運動Bの関数となっているとき，つまりパス空間か
らパス空間への写像F が存在しX = F (B)となっている時に強解という．6章で展開
する第二理論では，強解の存在と一意性を証明する．

2. Set up と代表例
S = RdとしSr = {|s| ≤ r}とする．Rdの無限粒子系の空間は (Rd)Nだが，広すぎるの
で，粒子を区別しない空間として，Rd上の配置空間

S = {s =
∑
i

δsi ; s(Sr) < ∞ for all r ∈ N}

を考える．定義から Sは，有限もしくは無限個の点測度の和からなるラドン測度の空
間である．Sには，漠位相を入れ，Polish空間 (完備可分距離空間と位相同型）と見做
す．また (S,B(S))の確率測度µをSの上の点過程とよぶ．
無限次元確率微分方程式 (1.4)においては，アンラベル力学Xの平衡分布µ が重要な
役割を果たす． 以下この章ではµをまず与え，それからそれに付随する確率微分方程
式を表示する．



2.1. Poisson点過程

Sのラドン測度mに対して，強度測度mをもつSのPoisson点過程Poimとは，配置空
間Sの確率測度であって，Borel集合A内の粒子の個数がPoisson分布で与えられ

Poim({s(A) = k}) = e−m(A)m(A)k

k!

を満たし，更に任意の交わりを持たないBorel集合AとBに対して，確率変数πAとπB

がPoimの下で独立となることである．ただしπA :S→Sは，πA(s) = s(· ∩ A)．

例 2.1 (無限次元ブラウン運動). mをLebesgue測度と取った場合，Poim = Λと表記す
る．Λは配置空間においてLebesgue測度の役割を果たし，Bt =

∑
i∈N δBi

t
で定義する配

置空間値ブラウン運動B = {Bt}の不変確率測度となっている．(Rd)N値ブラウン運動
(Bi)i∈Nを構成することは，独立な無限個のブラウン運動 {Bi}i∈Nを考えればよいから
自明であり，Bはそのアンラベル力学である．尚，一般の初期条件 s = (si) ∈ (Rd)Nを
出発するブラウン運動Bsは，単に，Bs

t = (Bi
t + si)i∈N と置くことで構成できる．

2.2. Gibbs測度

点過程µの正則条件付き確率µn
r,ξを次式で定義する [54, 55]．A ∈ B(Sn

r )に対して

µn
r,ξ(A) = µ(πSr(x) ∈ A|πSc

r
(x) = πSc

r
(ξ), x(Sr) = n). (2.1)

ここで，µn
r,ξはSrの外で ξ ∈ S，内部にちょうどn個の粒子が存在するというµの正則

条件付き確率である．Sn
r = {s ∈ S; s(Sr) = n}に対してΛn

r = Λ(· ∩ Sn
r )とおく．µが

(Φ,Ψ)-カノニカルGibbs測度とは，次の関係式 (DLR方程式)を満たすことである．

µn
r,ξ(dx) =

1

Z
e−Hr,ξΛn

r (dx). (DLR方程式)

ここでZは正規化定数，Hr,ξ = Hr + Ir,ξとする．ただし

Hr(s) = β{
n∑

i=1

Φ(si) +
∑

i<j, si,sj∈Sr

Ψ(si − sj)}, Ir,ξ = β
∑

si∈Sr, ξk∈Sc
r

Ψ(si − ξk). (2.2)

HrはSr内のハミルトニアン，Ir,ξは内部と外部の干渉項である．β > 0は逆温度と呼
ばれる定数である．一般に無限次元確率微分方程式は次の形になる．

dX i
t = dBi

t −
β

2
∇Ψ(X i

t)dt−
β

2

∞∑
j ̸=i

∇Ψ(X i
t −Xj

t )dt (i ∈ N).

Gibbs測度を平衡分布とする確率力学の例を 3つ述べる．すべてΦ = 0の例である．
次の3つの例では簡単のためGibbs測度は平行移動不変とする．

例 2.2 (Lennard-Jones 6-12 potential [45, 49]). d = 3，Ψ6,12(x) = {|x|−12 − |x|−6}，

dX i
t = dBi

t +
β

2

∞∑
j ̸=i

{12(X i
t −Xj

t )

|X i
t −Xj

t |14
− 6(X i

t −Xj
t )

|X i
t −Xj

t |8
}
dt (i ∈ N).



例 2.3 (Riesz potentials of Ruelle’s class [45, 49]). d < a，Ψa(x) = (β/a)|x|−a，

dX i
t = dBi

t +
β

2

∞∑
j ̸=i

X i
t −Xj

t

|X i
t −Xj

t |a+2
dt (i ∈ N). (2.3)

一見するとこの無限次元確率微分方程式 (2.3)は後述の (2.5)や (2.9)と似ている．実際
(2.3)は (2.5)と (2.9)で a = 0の場合に対応している．しかし確率微分方程式のドリフ
ト項は (2.5)や (2.9)と異なって絶対収束する．

例 2.4 (ハードコア・ブラウン運動粒子 [59]). ΨR(x) = ∞ · 1SR
(x)，

dX i
t = dBi

t +
∞∑
j ̸=i

1{R}(|X i
t −Xj

t |)dL
ij
t .

更にLij
t は非減少，Lij

0 = 0である連続過程でLij
t = Lji

t ，かつ

Lij
t =

∫ t

0

1{R}(|X i
s −Xj

s |)dLij
s .

これはRdにおける，直径Rの無限個のハードコア・ブラウン運動粒子の挙動を記述す
る．この確率力学に対応する格子気体は単純排他過程であり自然なモデルである．

2.3. 行列式点過程

Sの点過程µに対して，対称な関数ρn :Sn→ [0,∞)は (2.4)を満たすとき ラドン測度m

に対するµのn-点相関関数と呼ばれる:∫
A

k1
1 ×···×Akm

m

ρn(x1, . . . , xn)m(dx1) · · ·m(dxn) =

∫
S

m∏
i=1

s(Ai)!

(s(Ai)− ki)!
dµ. (2.4)

但し，A1, . . . , Am ∈ B(S)，k1, . . . , km ∈ N，k1 + · · ·+ km = n. s(Ai)− ki < 0の時は，
s(Ai)!/(s(Ai)− ki)! = 0と解釈する．点過程µが核関数K :S×S→Cとラドン測度mに
付随する行列式点過程とは，µのmに対する相関関数が次式で与えられることである．

ρn(x1, . . . , xn) = det[K(xi, xj)]
n
i,j=1.

Kから構成したL(S,m)上の作用素Kf(x) =
∫
K(x, y)f(y)m(dy) がHermite対称かつ

局所 trace class，更にスペクトルが [0, 1]の範囲にあれば，(K,m)行列式点過程が一意
に存在することが知られている [34, 56, 57]．
行列式点過程は，意外な場所に出現する点過程であり，例えば 10章で平面GAFと
呼ばれる複素平面 Cの点過程を導入するが，これの類似で与えられる複素単位円板
{|z| < 1}の点過程は行列式点過程となる．これはガウス確率変数を係数に持つ下記の
解析関数Fdiskの零点の分布からなる点過程である．

Fdisk(z) =
∞∑
k=0

ξkz
k.

ここで{ξk}は独立同分布，ξkの分布は 1
π
e−|z|2dzである．この場合核関数は [53]:

Kdisk(x, y) =
1

π

1

(x− ȳ)2
.



以下，ランダム行列に関係する 1次元の典型例を三つ，2次元の典型例を一つ述べ
る．下記でβ = 2の場合は，すべて行列式点過程である．1次元ではβ = 1, 4の場合に
Pfaffianと呼ばれる類似の行列式構造を持つ点過程となる．尚，以下の 4つの例では，
平衡分布に対応する確率微分方程式の形は，非自明である．前節のGibbs測度の場合
はポテンシャルが最初に与えられているため，係数はそれから自動的に定まる．（存在
自体は無限和が収束するか否かによるので非自明ではあるが，それを保証される範囲
で古典的なGibbs測度の話は展開される）．一方，以下の例は点過程を定義する核関
数が最初に与えられているため，それに対してポテンシャルに対応するものが存在す
るか否かが非自明となる．第一理論では与えられた点過程に対する対数微分の概念を
導入し，それから決まる無限次元確率微分方程式が解を持つことを示した．その際に，
対数微分の存在および明示表現という問題が生じるのである．

例 2.5 (sineβ 干渉ブラウン運動 [58, 45, 62]). d = 1, Ψ(x, y) = − log |x− y|, β > 0，

dX i
t = dBi

t +
β

2
lim
r→∞

∑
|Xi

t−Xj
t |<r, j ̸=i

1

X i
t −Xj

t

dt (i ∈ N). (2.5)

この確率微分方程式は，β = 2の時，特に無限次元Dysonモデルと呼ばれる．アンラ
ベル粒子の力学Xt =

∑∞
i=1 δXi

t
の定常分布µsin,βは平行移動不変性を持ち，係数の和は，

絶対収束はしない．µsin,βは sineβ点過程と呼ばれる．β = 2の時，行列式点過程となり，
核関数Ksin,2は次式で与えられる．

Ksin,2(x− y) =
sin 2(x− y)

π(x− y)
. (2.6)

確率微分方程式 (2.5)はβ = 1, 2, 4の時，[45, 49]，β ≥ 1の時，[62]で解かれた．

例 2.6 (Airyβ干渉ブラウン運動 [50]). d = 1, Ψ(x, y) = − log |x− y|, β > 0，

dX i
t = dBi

t +
β

2
lim
r→∞

{( ∑
j ̸=i, |Xj

t |<r

1

X i
t −Xj

t

)
− 2

√
r

π

}
dt (i ∈ N). (2.7)

β = 2の時，定常分布µAi,2は，行列式点過程であり，核関数は 次式で与えられる．

KAi,2(x, y) =
Ai(x)Ai′(y)− Ai′(x)Ai(y)

x− y
(x ̸= y).

ただしAi′(x) = dAi(x)/dx，またAi(z) = 1
2π

∫
R dk e

i(zk+k3/3) (z ∈ R)はAiry関数. 確率
微分方程式 (2.7)の形は，[50]で初めて得られ，β = 1, 2, 4の時に解かれた．

例 2.7 (Besselα,β干渉ブラウン運動 [18]). d = 1，S = [0,∞)とし1 ≤ α < ∞, β > 0，

dX i
t = dBi

t + { α

2X i
t

+
β

2

∞∑
j ̸=i

1

X i
t −Xj

t

}dt (i ∈ N). (2.8)

定常分布µBe,α,βは行列式過程であり，Besselα,β点過程と呼ばれる．ただし，β = 1, 2, 4．
β = 2の時，[0,∞)のLebesgue測度に対するn-点相関関数ρnBe,α,2は，

ρnBe,α,2(x
n) = det[KBe,α,2(xi, xj)]

n
i,j=1



で与えられる．核関数KBe,α,2は連続関数であって，

KBe,α,2(x, y) =
Jα(

√
x)
√
yJ ′

α(
√
y)−

√
xJ ′

α(
√
x)Jα(

√
y)

2(x− y)
(x ̸= y)

である．確率微分方程式 (2.8)は，[18] でβ = 2の時に解かれた．

例 2.8 (Ginibre 干渉ブラウン運動 [45]). d = 2, Ψ(x, y) = − log |x− y|とし，二つの無
限次元確率微分方程式 (2.9)と (2.10)：

dX i
t = dBi

t + lim
r→∞

∑
|Xi

t−Xj
t |<r, j ̸=i

X i
t −Xj

t

|X i
t −Xj

t |2
dt (i ∈ N), (2.9)

dX i
t = dBi

t −X i
t + lim

r→∞

∑
|Xj

t |<r, j ̸=i

X i
t −Xj

t

|X i
t −Xj

t |2
dt (i ∈ N) (2.10)

を考える．定常分布はGinibre点過程µGin と呼ばれる行列式過程であり，その核関数
は，R2をCと同一視して複素関数で表すと次式で与えられる．

KGin(x, y) =
1

π
exp{−1

2
|x|2 + xȳ − 1

2
|y|2}.

明らかに，(2.9)と (2.10)は異なる方程式だが，Ginibre点過程 µGinのサポートの上で
は，µGin-a.s.出発点に対して同じ一意的強解を持つ．

3. ランダム行列と干渉ブラウン運動
2.3章の例はN次のランダム行列の固有値分布のN → ∞の極限として得られるという
背景を持つ．ランダム行列は様々なものが知られているが，以下では，典型例である
ガウス型ランダム行列について説明する．
N次のガウス型ランダム行列MN = [mij]

N
i,j=1とは，正方行列であって，その成分が

対称性–実対称，Hermite対称，quaternion対称 (分布の直交，ユニタリ，シンプレク
ティク不変性)– からくる制約を除いて独立同分布な確率変数である．これらのランダ
ム行列はGOE，GUE，GSEと呼ばれる [3, 9, 37]．分散と平均を標準的に選べばMN

の固有値の分布は

mN
β (dxN) =

1

Z
{

N∏
i<j

|xi − xj|β} exp

{
−β

4

N∑
k=1

|xk|2
}
dxN , (3.1)

ここでGOE, GUE, GSEはβ = 1, 2, 4にそれぞれ対応している．
(R,B(R))上の確率測度全体の空間をPとおく．mN

β (dxN)の下でP値確率変数

XN =
1

N

N∑
i=1

δxi/
√
N

を考え，µN
β をその分布とする．定義からµN

β は (R,B(R))上の確率測度全体の空間Pの
上の確率測度である．Pの元σsemi(x)dxを

σsemi(x) =
1

π

√
4− x21(−2,2)(x) (3.2)



で定義する．σsemi(x)dxは半円分布と呼ばれる．Wignerの半円則とは，{µN
β }がノンラ

ンダムな測度 δσsemi(x)dxに弱収束することを主張する.

半円分布σsemi(x)dxを考察したRの各点をマクロな位置とよぶ．各マクロな位置θ ∈ R
において意味のある極限があるように，適切に (3.2)をリスケールする．これは |θ| < 2

と θ = ±2の場合に可能で前者をbulk，後者を soft edgeの位置と呼ぶことにする．

3.1. bulk極限と小さな普遍性

bulkの位置{|θ| < 2}のスケーリングをbulk極限という．このとき (3.1)を

xi 7→
si + θN√

N

とスケーリングする．するとmN
β (dsN) = mN

β (sN)dsN の分布は

mN
β (dsN) =

1

Z
{

N∏
i<j

|si − sj|β} exp

{
−β

4

N∑
k=1

|si + θN√
N

|2
}
dsN .

対応する配置空間Sの分布をµN
β,θと表すと，極限µβ,θは核関数

Kθ(x, y) =
sin{

√
4− θ2(x− y)}
π(x− y)

をもつ sineβ,θ点過程になる．ここで θ = 0の場合が，(2.6)で現れた．一般には，その
密度を定数倍したものとなる．行き先が，常に sine点過程 (密度のパラメーターがマク
ロな位置に依存するが)となるという意味でbulk極限は小さな普遍性を持つ．
次に上述の普遍性の確率力学版を考える．まず，mN

β (dsN) = mN
β (sN)dsN を平衡分

布に持つ可逆なN粒子系の確率力学をDirichlet形式を用いて導入する．

EmN
β (f, g) =

∫
RN

1

2

N∑
i=1

∂f

∂si

∂g

∂si
mN

β dsN , L2(RN ,mN
β ).

エネルギー型式の測度とL2空間の測度が共通だからこの形のDirichlet空間はdistorted

ブラウン運動と呼ばれる．Dirichlet空間の生成作用素を部分積分によって求めると，

EmN
β (f, g) = −

∫
RN

{1

2
∆f +

1

2

N∑
i=1

∂ logmN
β

∂si

∂f

∂si

}
gmN

β dsN . (3.3)

ここで

∂ logmN
β (sN)

∂si
= β

N∑
j ̸=i

1

si − sj
− β

N
si − βθ

より，N粒子系XN = (XN,i)Ni=1 の確率微分方程式は (3.3)から次式で与えられる．

dXN,i
t = dBi

t +
β

2

N∑
j ̸=i

1

XN,i
t −XN,j

t

dt− β

2N
XN,i

t dt− β

2
θdt.



この確率微分方程式でNを形式的に無限大に飛ばした極限は

dX∞,i
t = dBi

t +
β

2

∞∑
j ̸=i

1

X∞,i
t −X∞,j

t

dt− β

2
θdt.

ところが，この方程式はθ = 0以外では正しい極限を与えない．実際，極限は常に (2.5)

である．河本氏と共に以下の現象–SDE gap–を証明した．

定理 3.1 (河本-O.[27]). β = 2とする．アンラベル粒子の初期分布をµN
2,θで与え，初期

のラベルを適切に設定すると，任意のm ∈ Nに対してXN = (XN,i)Ni=1の最初のm個
はC([0,∞);Rm)に於いて，(2.5)の解の最初のm個に弱収束する．

定理 3.1は [28]の結果の応用として [27]で得られている．論文 [28]ではN粒子系の
確率微分方程式から無限粒子系の確率微分方程式への遷移・収束に関する一般論を構
築した．必要な仮定は複雑であり，ここでは述べない．直感的には，有限粒子系の確
率微分方程式の係数の末尾の部分が一様にコントロールされるという仮定である．
[28]の結果は非対称な無限粒子系に対しても適用できる．更にRuelleクラスという

Gibbs測度の理論に標準的に表れる干渉ポテンシャルであれば，簡単に適用できる．し
かし定理 3.1のように対数ポテンシャルに応用する場合は，精密な計算が必要になる．
後に別の収束定理（定理 9.1）を紹介する．この定理は対称Dirichlet形式に適用範囲
が限られているが，仮定は簡明であり様々な応用を持つ．それによって定理 3.1の別証
明を与えることができる．なお，θ = 0の場合は，後で述べる時空間相関関数を用いた
方法でもこの収束を証明できる [52]．1次元系でβ = 2かつ対数干渉ポテンシャルの場
合は，3種類の相異なる証明が存在する．
尚，定理 3.1の結果は一般のβアンサンブルでも成り立つと思われる．

3.2. Soft edge極限，Airy干渉ブラウン運動

半円分布の両端の点 θ = ±2でのスケーリングを soft edge極限という．この時，

x 7−→ 2
√
N +

s

N1/6
. (3.4)

N → ∞の極限は，µAi,βとなる．N粒子系の分布mN
Ai,β(dsN) = mN

Ai,β(sN)dsNは，

mN
Ai,β(dsN) =

1

Z
{

N∏
i<j

|si − sj|β} exp
{
− β

4

N∑
k=1

∣∣∣2√N +
sk

N1/6

∣∣∣2}dsN .
対数微分を計算すると，

∂ logmN
Ai,β

∂si
(sN) = β

N∑
j ̸=i

1

si − sj
− β

{
N1/3 +

si
2N1/3

}
.

これから対応するN粒子系XN = (XN,i
t )Ni=1 が満たす確率微分方程式は

dXN,i
t = dBi

t +
β

2

N∑
j=1, j ̸=i

1

XN,i
t −XN,j

t

dt− β

2

{
N1/3 +

XN,i
t

2N1/3

}
dt. (3.5)



ここでN → ∞の極限をとる難しさは，(3.5)の係数が−β
2
N1/3dt という発散項を含む

点である．種村氏との共同研究 [50] で無限次元確率微分方程式

dX i
t = dBi

t +
β

2
lim
r→∞

{( ∑
j ̸=i, |Xj

t |<r

1

X i
t −Xj

t

)
− 2

√
r

π

}
dt (3.6)

を解き，河本氏との共同研究 [28]で (3.5)の解が (3.6)の解に収束することを示した．
尚，確率微分方程式 (3.6)の形は半円分布 (3.2)とスケーリング (3.4)から直感的に導
くことができる．実際極限の半円分布の密度関数を (3.4)で逆にスケーリングすると，
ς(x) = 1

π
1(−∞,0)(x)

√
−xとなり，

2
√
r

π
=

∫ 0

−r

ς(x)

−x
dx

であるからである．半円分布を一般の極限分布にしても成立し，極限分布に応じた補
正関数が得られるはずで，この導出は普遍的だと思われる．

4. 時空間相関関数の方法
干渉ポテンシャルが対数関数の時，1次元系に於いて逆温度β = 2ならば，時空間相関
関数を拡張核関数の行列式で具体的に与えることで確率力学を構成できる．香取-種村
[23, 24, 25, 26]に従い 1次元の無限粒子系の代表例，sine，Airy，Bessel点過程の場合
に，この拡張核関数を明示する．
S値過程Xtの多重時間モーメント生成関数を以下で定義する．

Ψt[f ] = E

[
exp

{
M∑

m=1

∫
R
fmdXtm

}]
,

いまK(s, x; t, y)を拡張核関数とし，そのFredholm行列式を用いてΨt[f ]を表示する:

Ψt[f ] = Det
(s,t)∈{t1,t2,...,tM}2,

(x,y)∈R2

[
δstδ(x− y) +K(s, x; t, y)χt(y)

]
,

ここでM ∈ N, f = (fi)
M
i=1 ∈ C0(R)M , t = (ti)

M
i=1 (0 < t1 < · · · < tM)である．また，

χti = efi − 1 (1 ≤ i ≤ M) [23, 26].

(i)拡張 sine核: Ksin(s, x; t, y), s, t ∈ R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}, x, y ∈ R:

Ksin(s, x; t, y) =


1

π

∫ 1

0

du eu
2(t−s)/2 cos{u(y − x)} if s < t,

Ksin(x, y) if s = t,

− 1

π

∫ ∞

1

du eu
2(t−s)/2 cos{u(y − x)} if s > t.

(ii) 拡張Airy核: KAi(s, x; t, y), s, t ∈ R+, x, y ∈ R:

KAi(s, x; t, y) =



∫ ∞

0

du e−u(t−s)/2Ai(u+ x)Ai(u+ y) if s < t,

KAi(x, y) if s = t,

−
∫ 0

−∞
du e−u(t−s)/2Ai(u+ x)Ai(u+ y) if s > t.



(iii) 拡張Bessel核: KJν (s, x; t, y), s, t ∈ R+, x, y ∈ R+:

KJν (s, x; t, y) =



∫ 1

0

du e−2u(s−t)Jν(2
√
ux)Jν(2

√
uy) if s < t,

KJν (x, y) if s = t,

−
∫ ∞

1

du e−2u(s−t)Jν(2
√
ux)Jν(2

√
uy) if s > t.

これらの関数を使って S値確率力学が定義できる．有限粒子系でも対応する表示が
有り，このアンラベル力学はその極限である．[49, 50, 51, 52, 30]の結果を合わせると，
時空間相関関数で構成した確率力学と，確率解析的に構成したものが一致することが
分かる．1次元でβ = 2かつ対数関数の場合は，他の方法も知られている [17, 7]．

5. Dirichlet form approach（第一理論）
この章の目的は，次の無限次元確率微分方程式を解く一般論を展開することである．

dX i
t = σ(X i

t ,X
i♢
t )dBi

t + b(X i
t ,X

i♢
t )dt (i ∈ N), X ∈ Wsol. (5.1)

方程式は時間区間 [0,∞)で解くこととしW ((Rd)N) = C([0,∞); (Rd)N)と置く．Wsolは
W ((Rd)N)の対称な部分集合で解の空間である．係数を自然にW ((Rd)N)の部分集合で
定義された関数と見なした時，Wsolはその定義域に含まれているとする．

5.1. アンラベル拡散過程の構成

この章では，与えられた点過程µに付随するDirichlet形式からアンラベル拡散過程を
構成するための一般的定理を紹介する．まず準Gibbs測度の導入から始める．

定義 5.1 (準Gibbs測度). Φ,Ψをそれぞれ自由および干渉ポテンシャルとする．µが
(Φ,Ψ)-準Gibbs測度とは (2.1)のµn

r,ξが，(r, ξ, n)に依存する正定数C = C(r, ξ, n) に対
して次の不等式を満たすことである．µ-a.s. ξとすべての r, n ∈ Nに対して

C(r, ξ, n)−1e−Hr(s)dΛn
r ≤ µn

r,ξ(ds) ≤ C(r, ξ, n)e−Hr(s)dΛn
r . (5.2)

ここで二つの測度µと νがµ ≤ νとは，すべてのAに対してµ(A) ≤ ν(A)が成り立つ
ことを表す． Hr(s) は (2.2)で定義されたSr内部だけのハミルトニアンである．

注意 5.1. (5.2)において定数C(r, ξ, n)がξにも依存していることに注意する．この概念
は自由ポテンシャルの変動に対してロバストでµが (Φ,Ψ)-準Gibbs測度ならば，任意の
局所有界なΦ0に対してµは (Φ+Φ0,Ψ)-準Gibbs測度となる．典型例で挙げた対数関数
で干渉しあう点過程 (sine，Airy，Bessel，Ginibre点過程)はすべて (0,−β log |x− y|)-
準Gibbs測度である．特にBessel点過程も (0,−β log |x− y|)-準Gibbs測度とみなせる．

(5.1)の係数σを用いてa(x, s) = σ(x, s) tσ(x, s) と置く．以下を仮定する．
(A1) aは一様楕円かつ有界，sを固定するごとにa(·, s) は滑らか．µは (Φ,Ψ)準Gibbs

測度，上半連続なポテンシャル (Φ0,Ψ0)と正定数 c1と c2によって，

c1(Φ0,Ψ0) ≤ (Φ,Ψ) ≤ c2(Φ0,Ψ0).



(A2) すべての r ∈ Nに対して，
∑∞

k=1 kµ(S
k
r) < ∞，ただしSk

r = {s(Sr) = k}．
これらの，µとaに対して以下のようにDirichlet形式を定義する．

Ea,µ(f, g) =

∫
S

Da[f, g]dµ, Da[f, g] =
1

2

∑
i

a(si, s
i♢)

∂f̌

∂si
· ∂ǧ
∂si

.

但し s =
∑

i δsiに対して si♢ =
∑

j ̸=i δsjと置く．D◦をS上の局所的かつ滑らかな関数空
間とする．ここで関数fが局所的とは，fがある r ∈ Nに対してσ[πSr ]可測であること
である．また滑らかとは，Sの上の関数 f(s)はSN ∪

∑
i S

iの対称な部分集合上の変数
について対称な関数 f̌(s1, . . . , )と見做せるのでそれが滑らかという意味である．より
厳密な定義は [41, 5]を参照．今，Da,µ

◦ = {f ∈ D◦ ∩ L2(S, µ); Ea,µ(f, f) < ∞}と置く．

定理 5.1 ([41, 42, 46, 49]). (A1)–(A2)を仮定する．このとき (Ea,µ,Da,µ
◦ )はL2(S, µ)上，

可閉となる．その閉包 (Ea,µ,Da,µ) に付随する拡散過程 (X, {Ps}s∈S) が存在する．

[2, 63]は，Dirichlet形式の定義域として，「Sの多項式」を基にする空間を核にした．
これら二つのDirichlet形式が一致することは，[51]で示された．

5.2. ラベル力学とDirichlet空間のカップリング

Ss,i = {s; s({x}) = 0 or 1 for ∀x ∈ Rd, s(Rd) = ∞}と置き，次の二つを仮定する．
(A3) 各粒子{X i}は非衝突かつ無限系: Pµ(Xt ∈ Ss,i for ∀t ∈ [0,∞)) = 1.

(A4) 各粒子{X i}は非爆発: Pµ(
∩∞

i=1{sup0≤u≤t |X i
u| < ∞ for ∀t ∈ [0,∞)}) = 1.

(A3)の非衝突については [43]，他の条件は [49]に十分条件がある．非爆発は例えば
1点相関関数が |x| → ∞で exp(|x|c) (c < 2)の増大度ならば満たされる．
以上二つの仮定の下でアンラベルパスXtに時刻 t = 0でラベル l(X0) = X0をつけると
それはずっと保存される．このパス空間からパス空間への対応を lpathと表す．定義から，
lpathはC([0,∞); Ss,i)からC([0,∞); (Rd)N)への写像である．尚，一般に lpath(X)t ̸= l(Xt)

である．

定理 5.2 ([44]). (A1)–(A4)を仮定する．定理 5.1で構成したアンラベル力学Xに対し
てX = lpath(X)によってラベル力学Xを構成できる．Xは (Rd)N値拡散過程となる．

一旦ラベル力学X = lpath(X)が構成できると，それから，最初のm個だけラベルを
付けたmラベル力学を構成できる：

(X1, . . . , Xm,

∞∑
i=m+1

δXi).

次にmラベル力学のDirichlet空間を導入する．µのm-縮約Campbell測度とは

µ[m](dxds) = ρm(x)dxµx(ds).

ただしρmはµのm点相関関数，µxはx = (x1, . . . , xm) ∈ (Rd)mで条件づけられた縮約
Palm測度である．縮約とは条件づけた分の粒子を差し引くという意味であり，µxは形
式的には次式で与えられる：

µx(ds) = µ(ds−
m∑
i=1

δxi
| s(xi) ≥ 1 for all i).



µ[m]に対してm-ラベル力学に対する定理 5.1の類似が成立する．そこでµ[m]に対応す
る (Rd)m×Sの上のDirichlet 空間をΞ[m](µ)と置く (m ∈ N)．またΞ[0](µ)を定理 5.1 で
与えられたDirichlet空間とする．

定理 5.3 ([44]). (A1)–(A4)を仮定する．Ξ[m](µ)に付随するX[m]は次を満たす．

X[m] = (X1, . . . , Xm,

∞∑
i=m+1

δXi) （法則同等）. (5.3)

ここで右辺のX iは定理 5.2で構成されたラベル力学X = (X i)i∈Nの各成分である．

(5.3)の右辺はmに依らない同一のDirichet空間Ξ[0](µ) で構成された拡散過程の汎
関数である．この意味で定理 5.3はDirichlet空間の列{Ξ[m](µ)}mの間のカップリング
の存在を示している．

5.3. 無限次元確率微分方程式

つぎに確率微分方程式 (5.1)を解く．(5.1)の解Xで，そのアンラベル力学X の平衡分
布がµとなるものを構成したい．そのため，対数微分dµの概念を導入する．

定義 5.2. dµがµの対数微分とはすべてのf ∈ C∞
0 (Rd)⊗D◦に対して∫

Rd×S
dµfdµ[1] = −

∫
Rd×S

∇xfdµ
[1].

定義 5.2から，対数微分をdµ(x, s) = ∇x log µ
[1](x, s)と表す．

(A5) µは対数微分dµをもち，次の微分方程式を満たす．

2b(x, s) = ∇xa(x, s) + a(x, s)∇x log µ
[1](x, s). (5.4)

今，aは単位行列とする．与えられた干渉ポテンシャルΨに対して，

b(x, s) = −1

2

∑
i

∇xΨ(x, si)

という係数を考える．この場合，ΨがRuelleクラスのポテンシャルであれば，DLR方
程式を満たす点過程µが存在するから，それが (5.4)の解の一つとなる．
行列式点過程の場合は，核関数によって点過程の方が先に与えられていて，(5.4)を
満たす係数を求めることになり，逆問題になっている．[45, 47]に於いては，µの対数
微分を計算するための 一般論を用意した．それを用いて，この論説の例はすべて計算
できる．やはり準Gibbs性と同様に，µに応じた幾何的剛性を証明することが鍵にな
る．この部分の計算は対数ポテンシャルの場合は自由ポテンシャルに応じて異なる精
密な評価を必要とする．[45, 50, 18, 5]

一旦，対数微分が得られれば，それが (5.4)を満たすとき (5.1)を解くことができる．
次の定理はこの論説のすべての例に適用できる汎用性の高い定理である．

定理 5.4 ([45]). (A1)–(A5)を仮定する．このとき与えられたラベル lに対して確率微
分方程式 (5.1)はµ ◦ l−1-a.s. s の出発点に対して解 (X,B)をもつ．Xは，(Rd)N値拡散
過程になる．また対応するアンラベル確率力学Xはµ可逆拡散過程である．



定理 5.4の証明の鍵は定理 5.3である．実際，x = (xi)
∞
i=1 ∈ (Rd)Nにおいて，各座標

関数xiはDirichlet形式Ξ[m] (i ≤ m)の定義域に局所的に入る．そこでそれに対して伊
藤の公式（福島分解とRevuz対応）を使えば，これらが確率微分方程式 (5.1)を満たす
ことが分かる．この段階では，最初のm個の粒子を確率微分方程式で記述したに過ぎ
ないが，これがすべてのmに対して成立するから，定理 5.3で示したカップリングの
存在を用いると，mまででなく，すべての i ∈ Nで (5.1)が解けたことになる．

6. 強解の存在とパスワイズ一意性：第二理論
この章では，種村秀紀氏と開発した第二理論を紹介し，それによって無限次元確率微
分方程式の解の一意性と強解の存在を示す [49]．
第一理論の解は，(Rd)N値過程Xとブラウン運動Bの対 (X,B)として得られる弱解
である．一般にXがブラウン運動Bの関数として構成される場合，強解と呼ぶが，そ
れではない．また，与えられたDirichlet空間に付随する解は一意だが，確率微分方程
式 (5.1)に付随するDirichlet空間の一意性が示されておらず，故に第一理論では解の一
意性は証明されていない．
この章では大きな無限次元空間 (Rd)Nの代わりに小さな無限次元空間の列 (Rd)m×S

を考える．(Rd)m×Sにおいて Sはランダム環境，(Rd)mを強解の存在や一意性が成立
する有限次元空間の列と捉え直し，その上の有限次元確率微分方程式の列を考える．
そして，(Rd)m(m ∈ N)上の確率微分方程式 (6.1)の間に，カップリングを導入する．
つまり，一つの無限次元確率微分方程式を無限個の両立性を持つ有限次元確率微分方
程式の列 (IFC)と解釈する．そのために，第一理論で構成した弱解 (X,B)を用いる．
尚，IFCとは infinite system of finite-dimensional stochastic differential equations with

consistency の略である．

6.1. 無限次元確率微分方程式の強解の存在とパスワイズ一意性

(Ω,F , P, {Ft})で定義された (5.1)の弱解 (X,B)が与えられているとする．lをラベル，
µを点過程としX0の分布はµ ◦ l−1で与えられるとする．sを出発する解は (X,B)を条
件付確率Ps = P (·|X0 = s)の下で考えるとえられる．つぎに (X,B)をもちいて，(Rd)m

値確率微分方程式の族を考える．各m ∈ Nに対してYm = (Y m,i)mi=1についての方程式

dY m,i
t = σ(Y m,i

t ,Ym,i♢
t + Xm∗

t )dBi
t + b(Y m,i

t ,Ym,i♢
t + Xm∗

t )dt, Ym
0 = sm. (6.1)

を考える．ここで，s = (si)i∈Nに対して sm = (s1, . . . , sm)，また，次のように置く．

Ym,i♢ =
m∑
j ̸=i

δY m,j , Xm∗ =
∞∑

k=m+1

δXk , Xm∗ = (Xk)∞k=m+1.

各Xを固定するごとに，(6.1)は，時間非一様なdm次元の確率微分方程式になる．従っ
て，Xの振る舞いが良ければ，有限次元確率微分方程式 (6.1)は，各mに対してパスワ
イズ一意の強解をもつ．そこで次を仮定する．

(IFC) 各m ∈ Nに対して，(6.1)はパスワイズ一意の強解を持つ．

(6.1)の解Ymは，(Bm,Xm∗)と初期条件 smの関数なので

Ym = Ym(sm,Bm,Xm∗) = Ym(s,B,Xm∗)



とあらわす．Ymはσ[s,B,Xm∗]可測である．(X,B)が無限次元確率微分方程式の解と
いう仮定と方程式 (6.1)の解のパスワイズ一意性から

Xm = Ym (6.2)

となり，極限 limm→∞Ymが自明に存在する．つまり次式が成立する．

X = lim
m→∞

Ym(s,B,Xm∗). (6.3)

尚，(6.2)より解Xが「不動点」となるが，次節ではより一般の場合も考えている．
T (S) =

∩∞
r=1 σ[πSc

r
]をRdの配置空間Sの末尾σ加法族とする．ここで集合A ⊂ Rdに

対して，πA :S→Sは射影πA(s) = s(· ∩ A)，Sc
r = {s ∈ Rd; |s| > r}である．

次の確率変数をコントロールすることが，アンラベル力学Xの性質をラベル力学X

に移行するための鍵となる．X = (X i)i∈NとT, r ∈ Nに対して，

mT,r(X) = inf{m ∈ N;X i ∈ C([0, T ];Sc
r) for m < ∀i ∈ N}

(X,B)について次の条件を導入する．X =
∑∞

i=1 δXi である．またX0の分布がµ◦ l−1

であることを思い出す．するとX0の分布はµとなる．

(TT) µ(A) ∈ {0, 1} for all A ∈ T (S) (末尾自明条件).

(AC) P ◦ X−1
t ≺ µ for all 0 < t < ∞ (絶対連続条件).

(NBJ) P (mT,r(X) < ∞) = 1 for all T, r ∈ N (no big jump 条件)．

(IFC)を満たす弱解 (X,B)を IFC解と呼ぶ．

定理 6.1 ([49]). µが (TT)を満たすとする．(X,B)が (AC)，(NBJ)を満たす IFC解
とする．すると，µ ◦ l−1-a.s. sに対して (AC)，(NBJ)，(IFC)という制約の下で (5.1)

は一意的強解Fsを持つ．

ここでFsが (AC)，(NBJ)，(IFC)という制約の下での一意的強解であるとは，任
意の弱解 (X′,B′)で (AC)，(NBJ)，(IFC)を満たすものに対してX′ = Fs(B

′)を満た
し，かつ任意の{Ft}ブラウン運動 B̂に対してFs(B̂)が (AC)，(NBJ)，(IFC)を満た
す強解になることである．
第一理論で構成した弱解は (AC)と (NBJ)を満たす．(IFC)を確認するための一般
的定理は [49]で与えられている．この結果は弱解が準正則Dirichlet形式と対応してい
ることを用いているが，準正則性によらない精密化を準備中である．

6.2. IFC解と一意的強解

この章では (IFC)を仮定する．(6.2)の両立性を漸近的なものに一般化して，IFC解を
拡張したAIFC解の概念を導入する．Wsolを無限次元確率微分方程式 (5.1)で考えた解
の空間とする．更に

Wsol
s = {X ∈ Wsol;X0 = s}, W0 = {X ∈ W ((Rd)N) ; X0 = 0}

と置く．写像Fm
s :Wsol

s ×W0→Wsol
s を次式で定義する．

Fm
s (X,B) = {(Y m,1

t , . . . , Y m,m
t , Xm+1

t , Xm+2
t , . . .)}0≤t≤T .



ここでYm = (Y m,i)mi=1は仮定 (IFC)から得られる (6.1)の一意解である．
各 (s,B)を固定すると, Fm

s ( · ,B)はWsol
s からWsol

s への写像Fm
s = (Fm,i

s )mi=1を定め
る．Wsol

s ×W0上の確率測度 P̄sが与えられたとする．この時，

F∞
s (X,B) = lim

m→∞
Fm
s (X,B) in Wsol under P̄s (6.4)

とは，下記の条件が満たされることとする．F∞
s (X,B) ∈ Wsolかつ，すべての i ∈ N

に対して，W (S)に於ける極限 (6.5)–(6.7)が P̄s-a.s. (X,B)に対して存在する．

lim
m→∞

Fm,i
s (X,B) =F∞,i

s (X,B), (6.5)

lim
m→∞

∫ ·

0

σi(Fm
s (X,B)u)dB

i
u =

∫ ·

0

σi(F∞
s (X,B)u)dB

i
u, (6.6)

lim
m→∞

∫ ·

0

bi(Fm
s (X,B)u)du =

∫ ·

0

bi(F∞
s (X,B)u)du. (6.7)

ここでσi(Zt) = σ(Zi
t ,Z

i,♢
t )，また biも同様に定義する．

定義 6.1. P̄sは (6.4)と P̄s(B ∈ ·) = P∞
Br を満たすとき，(5.1)のAIFC解と呼ぶ．

(5.1)の弱解をAIFC解から構成する．

補題 6.2 (O.-種村 [49]). 初期条件sを固定する．(IFC)を仮定する．P̄sは (5.1)のAIFC

解とする．この時 P̄sの下で (F∞
s (X,B),B)は (5.1)の弱解である．

ラベルパス空間のラベルについての末尾σ加法族Tpath((Rd)N)を次式で定義する．

Tpath((Rd)N) =
∞∩

m=1

σ[Xm∗]

Bの分布をP∞
Br とおく．初期条件X0とブラウン運動Bについて条件付けた正則条件

付き確率を P̄s,b(·) = P ((X,B) ∈ · |(X0,B0) = (s,b)) と表す．sを固定する．
(PT1) P∞

Br -a.s.bに対して，P̄s,b|Tpath((Rd)N)は自明．
(PT2) P∞

Br -a.s.bに対して，P̄s,b|Tpath((Rd)N)は一意．

ここで一意とは，sを出発する任意の IFC解 (X,B)と (X′,B′)に対して

P̄s,b|Tpath((Rd)N) = P̄ ′
s,b|Tpath((Rd)N)

が成立することである．

定理 6.3 (O.-種村 [49]). 初期条件 sを固定する．(X,B)を (5.1)の IFC解とする．
(1) (X,B)が強解になることと，(PT1)は同値である．
(2) (X,B)が一意的強解になることと，(PT1)–(PT2)を満たすことは同値である．

この理論ではパス空間のラベルについての末尾σ加法族Tpath((Rd)N)を確率微分方程
式の境界条件と見做している．Tpath((Rd)N)が自明であり，更に解の分布のTpath((Rd)N)

への制限が一意であることが，もとの無限次元確率微分方程式の解の一意性を示して
いるのである．ここで上述の結果が必要十分条件になっていることを注意する．
定理 6.3は，無限粒子系のタイプの無限次元確率微分方程式を超えて，対称性を持
たない無限次元確率微分方程式でも成立する．必要なことは IFC条件によって，無限



次元方程式が有限次元方程式のスキームに読み替えられるという事実である．(PT1)–

(PT2)は無限次元空間のなかでも特に巨大な空間の末尾事象を扱っており，確認する
のがむつかしいと思われる条件だが，次節で説明するように，これを配置空間の確率
測度µの空間についての末尾自明性から導出できる．

6.3. (PT1)–(PT2)の十分条件

前節に現れたパス空間の末尾自明性について十分条件を述べる．

定理 6.4 (O.-種村 [49]). (TT)，(IFC)，(AC)，(NBJ)を仮定する．この時，µ◦ l−1-a.s.

sに対して (PT1)–(PT2)が成立する．

このようにラベルパス空間の確率微分方程式の解の分布に関するラベルについての
末尾自明性は，配置空間の分布µの空間の無限遠方に関する末尾自明性から従う．小さ
な無限次元空間Sの末尾自明性から大きな無限次元空間の末尾自明性を導出している．
行列式点過程は (TT)を満たす [48, 35, 6]．また，準Gibbs測度は，常に末尾自明な
測度に分解できる．その上で，定理 6.1を適用できる．実際，準Gibbs測度µに対して
末尾σ加法族T (S)についての正則条件付き確率µ(·|T (S))(s) についての分解

µ(·) =
∫
S

µ(·|T (S))(s)µ(ds) (6.8)

を考えると，µ(·|T (S))(s)は，µについて殆どいたるところの sに対して，末尾自明と
なる [49]．T (S)が可算決定でないから，この事実は非自明である．
条件 (A1)–(A5)に関しては，(A4)以外は，µから (6.8)の分解で得たµ(·|T (S))(s)に
遺伝する．(A4)のための現実的な十分条件は，1-相関関数の遠方での増大度で与えら
れるが，この条件も，Fubiniの定理を介してµ(·|T (S))(s)に遺伝する．
以上から (TT)を満たさないときは，対応するアンラベル力学が末尾事象を時間発展
に関して不変にする解が存在し，また，末尾事象が不変という条件の下で，一意解と
なる．この結果は末尾事象を変化させる解の存在を否定しないが，緩やかな条件の下
で，末尾事象は不変となると予想する．また一般には，末尾事象が不変とならないア
ンラベル力学をもつ解が存在すると予想する．
(5.1)の解として，付随するアンラベル力学Xがµ-可逆なものを考えるので，この場
合，(AC)は自明に成立する．(NBJ)はこの可逆性によって，解をLyons-Zheng分解の
形のマルティンゲール分解をすることで得られる．この解が準正則Dirichlet形式に付
随することは仮定しないが，無限次元確率微分方程式の表示 (5.1)と解のアンラベル力
学がµに対して可逆なMarkov半群となっていればマルティンゲール分解を実行できる．

7. 古典的確率解析と無限粒子系
前2章の結果を古典的確率解析の無限粒子系の確率解析への展開という視点から解説す
る．確率解析は1942年の伊藤清博士の仕事で創始され，ブラウン運動に基づく確率積
分，確率微分方程式さらにブラウン運動の関数の変換法則である伊藤の公式など，今日
欠くことができない確率解析の理論の原型が生まれた．その後，暫く停滞期があったが，
1967年に国田-渡辺両氏によるマルティンゲールへの拡張が成されたことで息を吹き返
し，山田-渡辺理論や田中洋氏の局所時間に対する伊藤-田中公式など確率微分方程式に
関する諸結果，Stroock-Varadhanのマルティンゲール問題としての定式化，福島正俊
氏が創始した対称マルコフ過程に対するDirichlet形式理論，Malliavin解析，stochastic



flowなど60年代から80年代にかけて華々しく発展した．その成果は1975年に出版され
た渡辺信三氏による「確率微分方程式」で日本に，更にそれにMalliavin解析，多様体上
の確率解析，stochastic flowなど当時の最先端の話題を加えた形で，1981年と1989年に
出版された Ikeda-Watanabe両氏による「Stochastic differential equations and diffusion

processes」で日本から世界に広まった [20, 21]．確率解析は90年代の数理ファイナンス
への応用を契機に社会的にも広がり多種多様な教科書が現れたが，Ikeda-Watanabeの
著作は世界に数多く出現した確率解析の専門書の原型となっている．またDirichlet形
式論も1975年の「ディリクレ形式とマルコフ過程」で日本に，更に，それを拡張した
1980年の「Dirichlet forms and Markov processes」で世界へ進出した [11, 12]．その後，
福島-大島-竹田 3氏の著作が生まれ [13, 14]，著しく発展している．この論説の古典的
確率解析とはこれら80年代までの約50年間に得られた成果を指す．
古典理論を無限粒子系の確率解析学の文脈で如何に展開するか，山田-渡辺理論を例
に説明する．これは前章の (IFC)を証明するために使われている方法である．
確率微分方程式の山田-渡辺理論とは，粗くいって確率微分方程式の強解の存在と一
意性，および弱解の一意性を，弱解の存在とパスワイズ一意性から導くというもので
ある．通常，確率微分方程式の強解の存在を証明するときには，（局所的にせよ）係数
のLipschitz連続性と有界性が必要になる．一方，解のパスワイズ一意性を示すだけな
らば，係数のLipschitz連続性だけで済むという利点がある．従って，弱解の存在の下
で，山田-渡辺理論によって通常よりも緩やかな条件で強解の存在が得られる．
山田-渡辺理論の細部は難解である．しかし弱解とパスワイズ一意性から強解を導出
するアイデアのポイントは簡明で，次のようなものである．
今，Polish空間で定義された二つの確率変数が，(1)独立，(2)X = Y a.s.を満たすと
する．この時XとY は殆ど至る所定数になる．これを念頭に，与えられた二つの弱解
の分布をPとQと置く．それぞれを初期条件xとブラウン運動Bで条件つけたものを
Px,BとQx,Bとおく．Px,BとQx,Bの直積測度の下で，直積空間の成分 (X,Y )のそれぞ
れをBと組み合わせ (X,B)と (Y,B)を考えれば，それぞれ確率微分方程式のxを出発
する弱解になる．従ってパスワイズ一意性からXとY が殆ど至る所等しくなる．つま
り，初期条件xとブラウン運動Bのみの関数となり，強解である，というものである．
但し，(x,B)やその他に関する可測性は非自明でそのために繊細な議論が必要だが，本
質はこのアイデアで尽きている．
6.1章の有限次元確率微分方程式は，係数にXm∗を含む．Xm∗をランダム環境と思
うと，ランダム環境の下での確率微分方程式となり，通常のものとは異なる．強解の
概念を (s,B)の関数から (x,B,Xm∗) の関数へと一般化し，適宜主張を変更しても，山
田-渡辺の結果の一部は依然成立する．一方，Xm∗の挙動はアンラベル力学のDirichlet

形式でコントロールできるため，干渉ポテンシャルがRuelleクラスや対数関数の場合，
(6.1)の係数が局所的にLipschitz連続であることがわかる．従って，この場合に強解の
存在と一意性，つまり (IFC)が成立するというものである．

「対称性を持つ一つの無限次元は，両立性を持つ無限個の有限次元である」

というのが理論の基本思想であり

「たとえランダム環境でも，有限次元ならば古典的確率解析を実行できる」



というのがそこに込めた信念である．つまり，問題に応じた有限次元のスキームを考
え，古典的確率解析の結果の拡張をランダム環境を持つ対象（確率微分方程式）まで
拡張すれば，両立性によって無限粒子系の確率微分方程式まで到達できる．これが理
論の骨子である．
第一理論の弱解の構成定理（定理 5.4）では，mラベル力学を記述するDirichlet空
間のスキームを考えた．第二理論の強解の存在とパスワイズ一意性定理（定理 6.3）で
は，ランダム環境を持つ有限次元確率微分方程式のスキームを考えている．このよう
に，両立性を持つ無限個の有限次元（もしくは良い無限次元）のスキームは，問題に
よって異なる．
この方針によって，一つの粒子に対する古典的確率解析，つまり有限次元で実行し
た確率解析の対応物を，無限粒子系の世界でも実行できると考えている．実際，以上
の二つの問題以外にも，例えば無限粒子系の空間における stochastic flowの構成，非
平衡解，確率力学の確率分布の初期条件に関する「滑らかさ」，アンラベル力学のエル
ゴード性や空間のエルゴード分解などへの応用が考えられる．

8. Dirichlet形式の二つの近似列と一意性
SR = {s ∈ S ; |s| ≤ R}とおく．SR内の粒子のエネルギーのみ拾う2次形式を考える．

Da
R[f, g] =

1

2

∑
si∈SR

a(si, s
i♢)

∂f̌

∂si
· ∂ǧ
∂si

.

これから双線形形式を

Ea,µ
R (f, g) =

∫
S

Da
R[f, g]dµ

と与える．(A1)より(Ea,µ
R ,Da,µ

◦ )はL2(S, µ)の上で可閉なので，その閉包を(Ea,µ
R ,Da,µ

R )と
おく．(Ea,µ

R ,Da,µ
R )は単調増大であり，その極限の閉形式を(Ea,µ,Da,µ)とおく．(Ea,µ

R ,Da,µ
R )

は (Ea,µ,Da,µ)へリゾルベント収束する．
次にπc

R(s) = s(· ∩ Sc
R)とする．定理 5.1の直前で与えた関数空間Da,µ

◦ に対して，

Da,µ
◦,R = {f ∈ Da,µ

◦ ; fはσ[πc
R]-可測}

とおく．f ∈ Da,µ
◦ なので，定義からfがS上の連続関数になることを考慮すると，σ[πc

R]-

可測からSR内の配置πR(s) =
∑

si∈SR
δsi の中の (一般には複数の)粒子 sjが境界∂Sに

近づく時，f(s)の極限値は外の配置 s′ =
∑

si ̸∈SR
δsiのみによる定数に収束する．

定義から，(Ea,µ
R ,Da,µ

◦ ) ≤ (Ea,µ,Da,µ
◦,R)だが，特にDa,µ

◦ ⊃ Da,µ
◦,R かつすべての f ∈ Da,µ

◦,R
に対してEa,µ

R (f, f) = Ea,µ(f, f)となる．従って，(Ea,µ
R ,Da,µ

◦ )の可閉性から，(Ea,µ,Da,µ
◦,R)

のL2(S, µ)上での可閉性が従う．そこで，その閉包を (Ea,µ
R ,Da,µ

R )とおく．(Ea,µ
R ,Da,µ

R )

はRに対して単調減少で，(Ea,µ,Da,µ)へリゾルベント収束する．
構成から，(Ea,µ

R ,Da,µ
R ) ≤ (Ea,µ

R ,Da,µ
R )である．その結果，次が成立する．

(Ea,µ,Da,µ) ≤ (Ea,µ,Da,µ).

これがいつ等式

(Ea,µ,Da,µ) = (Ea,µ,Da,µ) (8.1)



となるかを考えたい．尚，この等式は9章で重要な働きをする．
(8.1)の十分条件は [30]で与えられた．この条件はこの論説のGAFを除くすべての例
を含む広い範囲で成り立つ．以下，[30]に従い (8.1)の証明のアイデアを説明する．
L2(S, µ)上のDirichlet形式とは， Markov性を持つ閉双線形形式だが，その定義域
が正則，より一般に準正則という性質を満たせばDirichlet形式に付随するMarkov過
程が存在する [14, 36]．このMarkov過程は空間の各点を出発する確率測度の族である．
定常分布µから出発するMarkov過程の構成は，Markov半群の存在から自明だが，更
に各点を出発する確率過程の存在は非自明で (準)正則性はそれを保証する．一旦，準
正則Dirichlet形式であることがわかると，福島分解を始めとする確率解析を適用でき
る．定理 5.1の証明の中で (Ea,µ,Da,µ)が準正則Dirichlet形式となることが示されてお
り，それによって確率解析を適用することが定理 5.4で無限次元確率微分方程式 (5.1)

を解く鍵となっている．
一方，(Ea,µ,Da,µ)はDirichlet形式だが，準正則か否かはそのままではわからない．
従って (Ea,µ,Da,µ)の時の手法で，(Ea,µ,Da,µ)が (5.1)の解を与えるかは不明である．
半面，(Ea,µ,Da,µ)にはMarkov半群が対応しており定常Markov過程を構成できる．

[30]では，係数に対する緩やかな仮定の下で，上述の (Ea,µ
R ,Da,µ

R )の (Ea,µ,Da,µ)への収
束を利用して，この定常Markov過程が無限次元確率微分方程式 (5.1)の解となってい
ることを，まず証明した．
ここで (Ea,µ

R ,Da,µ
R )は正則Dirichlet形式であり，粒子は境界∂SRで反射壁境界条件を

満たす．そのことから，有限系で確率微分方程式を満たすことが分かる．更に極限移
行を先述のリゾルベント収束から実行することで (5.1)の解であることがわかる．
このように，Dirichlet形式(Ea,µ,Da,µ)と(Ea,µ,Da,µ)に付随したMarkov半群に，(5.1)
の解となる確率過程がそれぞれ付随している．従って，殆ど至る所の点を出発する (5.1)

の解の一意性から，これら二つの半群の一致，更にはDirichlet形式の一致 (8.1)を導出
できる．
無限次元確率微分方程式の解の一意性から，Dirichlet形式の一意性 (8.1)を導くと
いうアイデアは，種村氏による [60]．本来，(8.1)は確率微分方程式の問題ではなく，
Dirichlet形式の問題なのだが直接的な証明を筆者は知らない．
有界領域SRの粒子の挙動についてさらに解説を加える．
上述のように (Ea,µ

R ,Da,µ
R )はSRで反射壁境界条件を課したDirichlet形式となってい

る．SRの外の粒子は動かない．更に外部の粒子は干渉ポテンシャルによって内部の粒
子の挙動に影響を与える．内部の粒子にとってはこれは自由ポテンシャルによる効果
となっている．また，境界では反射する．したがって確率微分方程式には，反射条件
からくる境界の局所時間が現れる．
一方，(Ea,µ

R ,Da,µ
R )は正則Dirichlet形式ではない．従ってそのままでは，それに付随

したMarkov過程を構成できない．配置空間としての境界に同値関係を入れることで，
拡散過程を構成できる．しかしともかく，そのままではMarkov過程を対応させること
ができない．話はうまくできていて，(Ea,µ

R ,Da,µ
R )の極限 (Ea,µ,Da,µ)は直接的に，準正

則性が証明され，付随する拡散過程を構成できる．更に準正則性から確率解析を適用
できて，福島分解を用いることでこの拡散過程が無限次元確率微分方程式 (5.1)を満た
すことを示せるのである．
以上のように，一般に二つの自然なDirichlet形式 (Ea,µ,Da,µ)と (Ea,µ,Da,µ)が存在
し，相異なる有限粒子系の極限となっている．



尚，Lang[32]が初めて無限次元確率微分方程式 (5.1) を解いた時，そのために彼が
採用した有限粒子系は (Ea,µ

R ,Da,µ
R )に付随するものである．したがって，Langの解は，

(Ea,µ,Da,µ)に付随している．(Ea,µ,Da,µ)は最も自然なDirichlet形式と思われるが，無限
次元確率微分方程式(5.1)との絡みでは [41]で初めて導入され，(Ea,µ,Da,µ)と(Ea,µ,Da,µ)

の違いが峻別された．

9. ランダム行列の力学的普遍性
3章でガウス型ランダム行列の固有値からなる点過程のN → ∞での極限を述べたが，
これに関して2000年以降ランダム行列の普遍性が盛んに研究されてきた．これには大
別して二つの定式化があり，一つは行列の成分をガウス分布以外に一般化にすること，
もう一つは対数ガスにおいて自由ポテンシャルをx2から一般化することである．数多
くの成果があり，非常に一般的に証明されている [61, 4]．前者の定式化は古典的な中
心極限定理を，独立な成分を持つランダム行列の固有値を通じて強い相関がある場合
に拡張したものである．また，後者も相互作用ポテンシャルである対数関数の強い長
距離相互作用のため，例え自由ポテンシャルの変形といえども非自明で新奇な現象を
生み出している．
Wignerの半円則に現れるノンランダムな確率測度は，ちょうど大数の法則における
平均値の対応物であり，モデルごとに様々なものが現れる．一方，それをリスケールし
た点過程のレベルでの収束先は，マクロなポジション，つまり，bulk，soft edge, hard

edgeなどに応じて，1次元ならば，sine, Airy, Bessel点過程，2次元ならば，bulkで
Ginibre点過程が出現するもので，モデルの詳細によらないという普遍性が出現する．
上述の結果は，相関関数の弱収束を証明している．古典的な中心極限定理と同等の
レベルの収束概念である．一方，より強く相関関数の強収束（局所一様収束）を示し
た結果もいろいろと知られている．これは，古典的中心極限定理において，「局所中心
極限定理」に対応するレベルである．次に確率力学版について述べる．(8.1)で述べた
等式 (Ea,µ,Da,µ) = (Ea,µ,Da,µ)が緩やかな条件の下で得られることを思い出す．

定理 9.1 (河本-O.[29]). (Ea,µ,Da,µ) = (Ea,µ,Da,µ)とする．さらに，µNの相関関数がµ

の相関関数に局所一様収束し，かつ，極限の相関関数の零点の容量がゼロとする．こ
のときN粒子系の確率力学は極限の確率力学にパス空間で弱収束する．

定理 9.1の証明のアイデアは，[41]で構成したDirichlet形式の二つの近似列（その一
部は既に 8章に現れたが）に対して，桑江-塩谷 [31]による一般化されたMosco収束の
概念を使用する，というものである．
定理 9.1はランダム行列に限ったものではなく，複雑な有限粒子系近似µNの例に広
範囲に適用できる．特に，3章の２つの収束定理は，この結果から直ちに導出できる．
応用例を2つのべる．定理 9.1に必要な，相関関数の強収束はこれらの例では知られ
ている．また極限の相関関数に関する容量の条件は，[43, 22]の結果から従う．

9.1. Airy干渉ブラウン運動の普遍性

l ∈ N, κ2l > 0，V (x) =
∑2l

i=0 κix
iとする．点過程µN

Ai,V を次のように定義する．

µN
Ai,V (ds

N) =
1

Z

N∏
i<j

|si − sj|2
N∏
k=1

exp(−NV (N− 1
2l (cN

(
1 +

sk

αNN
2
3

)
+ dN))) ds

N .



ここでαN , cN , dNはV とNのみによる定数である [8]．N次元確率微分方程式は，

dXN,i
t = dBi

t +
N∑
j ̸=i

1

XN,i
t −XN,j

t

dt− N
1
3
− 1

2l cN
2αN

V ′
( 1

N
1
2l

{
cN

(
1 +

XN,i
t

αNN
2
3

)
+ dN

})
dt.

この解はAiry干渉ブラウン運動 (2.7)にN → ∞で収束する．

9.2. Ginibre干渉ブラウン運動の普遍性 (「強非Hermite」モデル)

定数γ ≥ 0, Kp ∈ R, τ ∈ [0, 1)に対しN次正規行列の空間J (N)上の確率測度

σ(J) =
1

Z
exp

{
− N

1− τ 2
Tr(JJ∗ − τ

2
(J2 + J∗2))− γ(TrJJ∗ −NKp)

2
}

を考える．この時，固有値の分布密度は次の関数の定数倍となる．

N∏
i<j

|zi − zj|2×exp
{
− N

1− τ 2

( N∑
i=1

|zi|2 −
τ

2

N∑
i=1

(z2i + z̄i
2)
)
− γ

( N∑
i=1

|zi|2 −NKp

)2}
.

c1, c2, c3 > 0はKp, γ, τに依存する定数，E = {z ∈ C; c1(ℜz)2 + c2(ℑz)2 < 1}とする．

補題 9.2 ([1, Theorem 1]). ζ ∈ E, k ∈ Nに対して

lim
N→∞

1

N
ρ1N(ζ) =

c3
π
1E(ζ),

1

(c3N)k
ρkN

(
ζ +

z1√
c3N

, . . . , ζ +
zk√
c3N

)
= ρkgin(z1, . . . , zk) + o

( 1√
N

)
.

N粒子系の確率微分方程式を計算すると，i = 1, . . . , Nに対して

dXN,i
t = dBi

t +
1

2

{( N∑
j ̸=i

2(XN,i
t −XN,j

t )

|XN,i
t −XN,j

t |2
)
− τN

1− τ 2

(
ζ +

XN,i
t√
c3N

) 1√
c3N

+
τN

1− τ 2

(
ζ +

XN,i
t√
c3N

)† 1√
c3N

−
(
ζ +

XN,i
t√
c3N

) 2γ√
c3N

{ N∑
k=1

∣∣∣ζ + XN,k
t√
c3N

∣∣∣2 −NKp

}
dt.

ここで (x, y)† = (x,−y) ∈ R2. N → ∞でGinibre干渉ブラウン運動 (2.9)に収束する．

10. GinibreとGAFと渦の方程式
10.1. GAF (Gaussian analytic function)

平面GAFというガウス確率変数を係数に持つ解析関数Fplaneを考える [19, 16, 15]．

Fplane(z) =
∞∑
k=0

ξk√
k!
zk.

ここで{ξk}は独立同分布，ξkの分布は 1
π
e−|z|2dzである．

µGAFをFplaneの零点からなるCの点過程とする．µGAFは，平行移動不変かつ回転不
変で，Ginibre点過程に大変よく似ているが，より剛性が強いことが知られている．実
際，Sr = {|x| ≤ r}の外側を条件つけると，中の粒子の平均が決定される．µGAFは準
Gibbs測度ではないが，点過程の条件付き分布の1粒子分退化した密度の存在が知られ



ている [15]．そこで第一理論を拡張することで，Dirichlet形式の可閉性がいえ拡散過
程を構成できる．しかし，µGAFの「対数微分」は存在は言えるが「よい表現」はない．
少なくとも，2体の干渉ポテンシャルでは簡単に記述できないと思われる．
ランダムな解析関数は様々な状況で考えられる．その零点や極として構成した点過
程の確率力学を本論説の手法を用いて構成し研究することは興味深いと思われる．

10.2. 渦の方程式

最後にまだ解けていない無限次元確率微分方程式を紹介する．粘性のある平面に無限
個の渦が運動しているとする．Ginibreに合わせるため，すべて同じ強さの同じ向きの
渦とする．Xt = (X i

t)i∈N ∈ (R2)Nと書く．定数 (粘性と渦度)を適当に選べば，

dX i
t = dBi

t +
∞∑
j ̸=i

(X i
t −Xj

t )
†

|X i
t −Xj

t |2
dt (i ∈ N).

「†」以外はGinibre干渉ブラウン運動と同じである．しかし背後にある幾何学は非常に
異なり，また，力学的にも，これは歪対称な運動を記述する．
渦の個数が有限個の場合は，どんな種類の渦度を持つ場合でも，対応する熱方程式
を解くことで拡散過程を構成し，さらにそれを用いて確率微分方程式を解ける．これ
には一般化された発散形式を用いる [38, 39, 40]．
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