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Hypergeometric　Modular　Forms　and　Supersingular　Elliptic
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Curves

Masanobu　Kaneko　and　Naoya　Todaka

ABsTRAcT．　We　give　a　new　series　of　“hypergeometyic”　medular　ferms　which

bear　a　close　relation　te　sUpersingu｝ar　elliptic　curves．

1．　Introduction

　　　At　least　for　the　moment，　supersingular　elliptic　curves　have’　little　to　do　with

もhe搬◎Rstr◎魏S　l臓◎◎kshiRe．　H◎weverラ癒eもwo　are　n◎も。◎mp｝etely　irrelevaRt，　asもh¢

famous　observation　of　A．　Ogg　stated　below　suggests．

　　　It　is　known　since　Deuring　［D］　that　the　o’一invariant　of　any　supersingular　elliptic

curve　in　characteristic　pu，　for　any　prime　number　p，　lies　in　the　field　Fp2　of　p2　elements．

As圭t　tu獄s◎ut，　there　aでe　fi通もe王y】many‘‘specia玉”pri】【Res　P　such　that窃麗ゴーiRvayia，難もs

of　supersingular　elliptic　curves　in　characteristic　p　lie　in　the　prime　field　ptp　of　p

elements，　An　equivalent　form　of　Ogg’s　observation　［O］　is　then　stated　as：

Such　special　primes　are　exactly　those　prime　numbers　that　divide

ehe　order　ef　the　MgRster　simple　gre£ip．

　　　On　the　other　hand，　connections　between　supersingular　e’11iptic　curves　and　mod－

ular　forms　have　b　een　established　in　various　ways　and　frameworks，　examples　of　which

can　be負）u数d　in［DRラKZうS】．

　　　in　thi＄　paper，　we　shall　give　a　Rew　serles　ef　medniar　forms　whese　zercs　are

closely　connected　to　supersingular　2’一invariants，　as　a　solution　of　certain　differential

equations　of　hypergeometric　type　of　third　order，　This　is　viewed　as　a　continuation

of　our　previous　work　［KZ］　where　modular　forms　satisfying　second　order　differential

eqgatiems　were　discgssed．

　　　2000ル傭んemαtics　Subject　Ctαssification．　Primary；11F11；Seco賑dary：11G2α

　　　The認もh◎rs　w◎u至d　like　t◎もhank　Profess◎ゼ張）】【嚢◎y◎sh圭王bukiyama　f｛）r　h呈s　va雑a，b茎e　c◎m艶e痴s

＆Rd　d呈sc疑ss蒙◎xxs．　We　had　treaもed◎nly　＄ome　spec呈a玉cases　be｛bre　he　suggesもedも◎三◎◎king　aも撫e

more　generai　setting．　Thanks　are　also　due　to　Professor　Don　Zagier，　whose　comment＄　clarified　the

statement　of　our　main　theorem．　We　would　also　like　to　thank　the　referee　for　useful　comments．

　　　This　is　the　final　form　of　the　paper．
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2。　Preh血inar圭es

　　　Let　r　＝　PSL2（Z）　be　the　modular　group．　For　an　even　integer　k　）　O，　demote

by　Mk　the　space　of　holomorphic　modular　forms　of　weight　k　on　r．　Mk　is　a　finite－

dimensionai　¢一vector　space　and　its　dimension　is　lk／12］　十　1　if　k　1　2　（mod　i2）　altd

［k／12］　if　k　ur　2　（med　12），　as　is　well－kRowR．　The　graded　riRg　（Dk＞o　Mk　gf　all

modular　forms　on　r　is　isomorphic　to　the　polynomial　algebra　C［E4，E6］　where

E4　＝＝　E4（T）　＝1＋　240．20≠n P（］liilil．　d3）g”，　（q　＝　e2Tir，T　E　S5：　the　upper　half一一plane）

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　E・　＝昨・一5・4慧（£　d5副％）gn

are　the　Eisexxstein　series　of　weights　4　and　6　respectively．　The　discriminant　fuitctiolt

A　＝　A（r）　E　Mi2　aRd　the　elliptic　modu1ay　invariant　3’（T）　are　defined　respectively

bY
　　　　　　A（T）　＝　rkts　（E4（T）3　一　E6（T）2）　＝　g　一　2492　＋　252q3　一　14nq‘　＋　．．．

and
　　　　　　　　　　3一（T）　＝＝　ll’gYillill（T．））3　＝＝　li　＋　744　＋　lg6ss4q　＋2149376092　＋…．

　　　We　associate　to　each　medular　form　f（T）　e　Mk　a　po｝yxxomial　9f（X）　E　¢［X］

whose　roots　are　exact｝y　the　valrtes　of　／’ iT）　at　the　（¢一一equivalence　c｝asses　of）　zeros　of

ノ（r）iBゐ。　Fbr　this，翻もeん（澱細¢1y）i簸the歓羅

　　　　　　　　k　：12m十46十6swithm（Zho，　6E｛O，1，2｝，　EG｛O，1｝，

（w｝th　this　notation，　m　＝　dim　Mk）．　Then　f（T）　is　written　unique｝y　as’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（T）一E4（T）δE，げ△（T）鴨ノ（ゴ（r））

蝕s・me　p・1yn・mia1ノ・f　d・g・ee≦禰瑠ω（becau・eノ（r）／（最（T）δE6引ω・△（ア）鵠）

is　of　we｝ght　O　alld　holomorphic　in　S），　the　coeMciept　of　3’M　in　f　being　eqga｝　tg　the

constant　term．　of　the　Fourier　expansion　of　f（r）．　The　required　polynomia！　is　then

give難by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　stf（X）　：＝＝　X6（x　一　172s）ef”’（x）．

　　　Recall　thaもthe　gr翫ded　ring㊥k＞o鱗h翫s　a顧que（up　t◎cpnstant　mulもiple）

derivatiek　of　degree　2　which　seftd＄　c￥i＄p　ferms　to　cllsp　forms．　Specifically，　the　systera

of　differential　operators　｛Ole｝k）．　o　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ok（f）（T）　：xe　±．i　Stl（T）　一　fitrE2（T）f（T），

for　f（T）　ff　Mk　has　the　required　property　（c．£　Serre　［S］）．　Here，　E2（T）　＝qd／dq　log　A（T）

＝エー24Σ譲、（Σ伽のゲi・もh・‘禰・i－m◎dula・ラ》Ei・甑曲・e・i・・◎f　w・ighも2・W・

demote　this　derivation　on　（IDk＞o　Mk　by　O．　Note　that，　siRce　DA　＝：　O，　the　action　of　a

’commutes　with　multiplication　by　A　I　ak＋2（Af）　＝　AOk　f　for　f　E　Mk・

　　　Fbr　a　prime　P，1et．33P（X）be癒e　pdy難◎mia｝　having　all　＄upersikgi｝｝arゴーinvari＆撚s

as　its　roots：

　　　　　　　　　　　　　　　・・。（X）一　：rl　（x一綱）謬。［xL

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　彦／蜜斜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E：　supersingular
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もhe　pr◎duct　running　overもhe　is◎搬◎rphlsm　classes◎f　supersi数9穫1ar　ellipもi（）curves

over　F
　　　　　ア　

　　　H：ypeyge◎metric　series　3角（α1，α2，α3；β1，β2；x）鍵｝〈i　2　R（α1，α2；β1；：うare　de－

fin．ed　by

　　　　　　　　　　　　蜘　・；β伽）一書（CYDn（q2）n（CY3（6i）n（52）n）喋

顔d
　　　　　　　　　　　　　　　　　・珊（α・，α・；β・；灘）一嵩（α諜）畷，

respectively，　whαe（α）o＝1and（α）物＝α（α十1）一・（α十n－1），（n≧1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　Main　Result

　　　Fr・m∂輝e一説搬tw・di勲enもia1・pe麟◎rs∂3（一∂k＋4・∂k÷2・∂k）a・td
E4a（＝　E4（T）・Ok）　which　sen．d　forms　in　Mk　to　Mk＋6．　lf．　k＋6　！　2　（mod　4），　then

（the　s　’for　k　十　6　in　the　previotis　section’should　be　1　and　so）　every　eleMent　of　Mle＋6

is　divisible　by　E6（T）　（ik　this　case　dimr　Mk　＝　dimr　Mk＋6）．’Thus　we　are　led　to

consider　the　third　order　equation

（3．i）　（b3　十　eE40）F（T）　＝　（coxxstant）・E6（T）F（r）

with　a　parameter　c　（which　may　depend　on　k）．　ln　other　words，　we　have　an　endo－

morphism　ipk，．　of　Mk　defined　by　¢ic，．（f）　＝＝　E6（T）一i（afe＋405k＋205k　十eE4（r）3k）（f）

if　k　1　O　（mod　4），　and　we　want　to　look　for　an　eigenform　of　iple，．　in　Mk．　’Since　the

comstakt　term　of　ipk，．（f）　is　Kfe，．　：＝　一k（k　十　2）（k　十　4）／123　一　ke／12　time＄　the　cgRsta＃t

term　of　f，　this　map　ipic，．　preserves，　the　codimension　1　subspace　of　cusp　forms　and

induces　on　the　qgotient　space　the　map　mukiplication　by　Kk，c．　lt　follews　that　Kk，c

is　an　eigenvalue　of　ipk，．．　The　following　theorem　gives　us　a　corresponding　eigenform

in　axx　explicit　way　under　a　certain　（mild）　restrictiolt　on　c．

　　　THEoREM　3．1．　Assume　k　iE　O　mod　4　and　let　m　＝＝　［k／12］．　SiLppose’that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（gA2　十　3k2　十　12k　一　4），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e＝　一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　576

for　＄ome　eomptex　nzzmbεr　A切ん鶴錨耀e3伽co癩翻。π

（3．2）　Al±（8i－k－2）for　any・integeri，　’1　S　i　S　m，

se　that　Kk，c　＝＝　一ic（k　十6一　3A）（k　十6十3A）／6912．　Then：

　　　（i）　The　following　modular　form　17k，．（T）　is　an　eigenvector　of　iple，，．　with　eigenvalue

Kkラ。：

　　　　　　　　　　　　　　　　馬（τ）一画（　肇）3ゑE・げ／4－3e△げ．

ωんere

　　　　　　　　　　　　　　　　　　乏

　　　　　　　Pe－2『12ee！：［【（8¢一鳶一2＋λ）（8i－k－2一λ）（≠晦（3・2）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　¢諜1

ω伽伽e脚勿誌面。オδε吻1・
　　　環，。（ア）Cαn・alS・be・written・zes吻吻e㎎e・me耽5e短e5α5

貼）・E・げ／o一蓋，一㌦4，与λ一1＋6，一λ書6；l13i）・
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　　　（ii），乙εオk＝P－1where．」ρis（悪P短7為εcongruentオ01（搬◎d　4）・　Takeλ∈

Q∩Zpωんich　sαtisfie8（3，2）d’偏　dλ≡±1　mod　p．　Thenオんeαssociαted　pU吻初禰ψ

Ω弗＿1，。（X）ノ’or　Fp－1，c（7）んα3　P－integrαl　rationαl　CO（］ffZcientsαη・d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　stF．一i，．（X）　1　SSp（X）　．　Med　p．

　　　PROOF．

　　　　　（i）　We　have　fouftd　the　formula　fer　Fh，．（T）　by　iRspectiok　with　the　aid　ef　cem一一

　　　　　　　puter．　Once　a　candidate　of　’the　exact　form　of　the　solution　was　found，

　　　　　　　it　is　a　routine　task　to　verify　that　the　form　is　indeed　the　solution　of　the

　　　　　　　differentSal　equatioR．　We　may　instead　proceed　as　fellows．　Since　41k，　aRy

　　　　　　　form　in　Mic　can　be　written　as　Z）Z＝o　aeEk／4M3eAe　with　some　ae．　The　im一一

　　　　　　　ag・◎f瑠△e（ゴ繭／4－3伽Rd・・φ、，。・q慧al・馬E珪一3△e÷1＋易窮△e

　　　　　　　with．4ゴ＝64ゴ（2’　一1）（ゴー2）．and　Bゴ瓢一ゴ（ブ十1）（2ゴ十1）／54一ゴ。／3、

　　　　　　　　（Use　a（A）　＝＝　O，　0（E4）　：　一E6／3，　0（E6）　＝＝　一E，2／2．）　Fbom　this　we

　　　　　　　caR　fikd　the　values　ae　systematically　te　＄elve　¢k，．（E）Z一一e　aeE4k／4ww3eAe）

　　　　　　　　κん，。（Σ雅0α乏Eを／4－3e△e）。

　　　　　　　　　　　We　note　that

　　　　　　　　　　　　　　　（1）、，33乏幟（一陣（一鳶孟8）e

　　　and
　　　　　　　　　　　　pe　＝　2r6ee！（2L：’一li一六一（2k　＋6）e’（＝t！L　igllL　Efi一　ki6）e，

　　　heRce　our　hypergeometric　formuia　follows．

（ii）　When　A　ma　±1　mod　p，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一±A－k十6　．3　．　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sS’一LL’T＝1，　a　mod　p．

　　　Since　both　（1）e　and　（3／4）e　never　vanish　modulo　p　for　e　iA　the　raRge　O　一く

　　　e≦m＝1ん／121ゲweh闘e

Ω婦X）一X鵬＋δ3F2（壱一ん孟4・一ん孟8；

　　　　　　　　　＝一　xm＋63F2　（ilti，　Eilltr，　2；　2，i；　Iltl13e28）

　　　　　　　　　≡X鵬＋δ2喘豊；1；1讐8）m・d・PU・

　　　　　　It　is　a　classical　fact，　reviewed　in　［KZ］，

　　　　　　ssp（X）　modulo　p　when　p　ffE　1　mod　4．

A－k十6　一A　一一k十6

8

mod　p

，

8

；1
b
W
）

that　the　｝ast　term　is　ceRgruent　to

l
l

REMARK　3．2，

（i）The　other　eigenvectors　of　ipte，．　are　the　functiolts
　　　　AtFk－i2i，c　with　eigenva｝ues　Kkwwi2i，．　（1　S　i　g　m），　provided　the　cerre－

　　　　sponding　condition　（3．2）　for　each　k　一・　12i　with　the　same　c　is　satisfied．　This

　　　　is　because　the　re｝ation　ele　o　At　＝＝　AZ　o　51ewwm　holds　by　the　commutativity

　　　　of　0　and　multiplication　by　A　as　mentioned　earlier．　The　condition　（3．2）　is

　　　　equivalent　to　saying　that　rck，．　is　different　from　any　Kle－i2i，c　for　1　S　i　g　m．
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（ii）　in　［KZ］，　we　investlgated　an　eigekform　ef　the　eRdomorphism

f　F一〉　E4（r）maiOle＋2（Ok（f）），

　　　　　　　　of　Mk　when　k　十　4　＃　O　（mod　3）．　The　associated　polynomial　of　a　unique

　　　　　　　　（up　to　constant　multiple）　noncusp　eigenform　is

　　　　　　　　　xm＋6（x　一　i72s）e，F，　（一一一m，　一．ew．　＋　L’Ei－2sl126；i　一　kl：tlFi；1．171iil｛｝28），

　　　　　　　　where　k　＝　12m　十　46　十　66，　and　this　reduces　modulo　p　to　sspu（X）　when

　　　　　　　　k＝p一　1．

　　　If　furtheymore　k　＝一　e　（mod　4），　this　eigenform　calt　also　be　obtained　frem　our

3F2　form　by　puttiRg　A　＝　（k　一　2）／3　（for　this　the　conditielt　（3．2）　is　satisfed）．
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